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EinfiUhrungsaufsatz e Tutorial Paper

Entwurf durch Polvorgabe *

Design by pole placement

In einem linearen Regelungssystem mit r Stellgréfien und
Riickfiihrung der n Zustandsgrdfen hat man die r x n Koeffi-
zienten der Riickfiihrmatrix K als freie Parameter zur Ver-
Siigung, durch deren Wahl man versucht, die an die Dynamik
des Regelungssystems gestellten Forderungen zu erfiillen. Bei
einer Variation von K ist jedoch der Einfluff auf Stabilitiits-
giite oder Bandbreite uniibersichtlich. Derartige Forderungen
lassen sich leichter mit Hilfe der Pollage ausdriicken. EinVor-
teil der Polvorgabe besteht darin, dafi die Berechnung von K
aus den Eigenwerten einfacher ist als der umgekehrte Weg.
Im Eingrafienfall (r = 1) ist die Riickfiihrung durch die Pollage
bereits eindeutig bestimmt. Im Mehrgrifienfall verbleiben
nach Polvorgabe noch (r — 1) x n freie Parameter durch die
zusdtzliche Forderungen (z. B. Beschrinkungen der Verstér-
kingen in K, Verzicht auf Riickfiihrung einzelner Zustands-
grifen) beriicksichtigt werden kinnen.

In linear control systems with r input variables and feedback
of the n state variables, r x n coefficients of the feedback
matrix K are available as free parameters. By choice of these
[free parameters one tries to fulfill the requirements, put on
the dynamic of the control system. But for variations of K, the
influence on the measure of stability or bandwidth is not quite
clear. Such requirements can be expressed more easily by
means of the pole positions. One advantage of pole assignment
is, that the calculation of K from the eigenvalues is easier than
vice versa. In the single variable case (r=1) the feedback is
already determined by the pole positions. In the multivariable
case, after pole assignment (r — 1) x n free parameters remain,
by which additional requirements (e.g. limits of the parameters
in K, renunciation on feedback of some state variables) can be
considered.

1. Einleitung

Das Fiihrungs- und Stérungsverhalten eines Regelungs-
systems wird wesentlich durch die Dynamik der Regel-
strecke mit Riickfithrung bestimmt. Ein weitergehendes
MaBschneidern des Regelungssystems ist dann nur noch
mdglich, wenn man bestimmte Annahmen iiber den Cha-
rakter der Stor- und Fithrungsgrofien macht. Wir wollen
uns hier nur mit der Dynamik der riickgekoppelten Regel-
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strecke befassen, d.h. mit der Frage, wie das System aus
einem beliebigen Anfangszustand in die Ruhelage kommt.

Bei der Betrachtung der Regelstrecke mit der Zustandsdar-
stellung

x=Ax -+ Bu,

. (1)

wird vorausgesetzt, daB alle n Komponenten des Zustands
x durch geeignet gewihlte StellgréBen u,, yyevey i, IM
Vektor u in endlicher Zeit zu Null gemacht werden kénnen,
d.h. daB die Regelstrecke steuerbar ist. Weiter wird voraus-
gesetzt, dal} x aus der Kenntnis des Verlaufs der StellgréBen
und der MeBgroBen y,, y,...., ¥, im MeBvektor y rekon-
struiert werden kann, d.h. daB die Regelstrecke beobacht-
bar ist.

Bei den Zustandsraumverfahren geht man nun in zwei
Schritten vor: Man nimmt zuerst an, der Zustand x sei be-
kannt, so daB eine Zustandsriickfithrung

u=—Kx+ Vw (2)

ausgefithrt werden kann. In einem zweiten Schritt rekon-
struiert man mit einem Beobachter aus den bekannten Ein-
und AusgangsgroBen u und y der Regelstrecke einen Wert
X = x + X. Der Beobachter ist so aufgebaut, daB} der Re-
konstruktionsfehler ¥ in gewiinschter Weise asymptotisch
gegen Null geht. Dies wird durch Vorgabe der Beobachter-
pole erreicht, die ganz entsprechend geschieht, wie die hier
untersuchte Polvorgabe durch Zustandsriickfiihrung.
Schlieflich ersetzt man in dem Regelgesetz (2) den unbe-
kannten Zustand x durch den rekonstruierten Wert k. Zu
der Stellgrofe u nach Gl (2) kommt damit noch ein Term
— KX hinzu, der jedoch nach dem Separationssatz die
Dynamik des Regelungssystems nicht verindert. Der zu-
sitzliche Term X geniigt ndmlich einer homogenen Diffe-
rentialgleichung ¥ = (4 — HC) &, kann also wie eine zu-
sitzliche Eingangsgréfe betrachtet werden, die nicht von
den GréBen w, u oder x im Regelkreis abhiingt.

Im folgenden wird néher auf den ersten Schritt eingegangen,
also auf die Festlegung der Dynamik durch eine Riickfiih-
rung mit der Matrix K. Aus den Gln.(1) und (2) folgt

x=(A—BK)x+BVw, 3)
y=Cx. f

Dieses Regelungssystem ist in Bild 1 dargestellt. Dort ist
auch der Vektor der Regelgréfien



x,=C.x (4)
beriicksichtigt. Im stationdren Zustand ¥ =0 soll x, =w
werden. Aus (3) und (4) folgt damit

0 =(4—BK)x+BVw,

x =(BK — A) 'BVw,
x,=w=C,(BK — A)"'BVw,
C,(BK—A)"'BV=1L

Bild 1. Struktur des Regelungssystems mit Zustandsvektor-
Riickfithrung.

Bei gleicher Anzahl r von Stell- und FiithrungsgroBen wird
dann

V=[C,(BK — A)~'B]™". (5)

Wenn ein derartiges V existiert, wird damit im stationéren
Zustand die gewiinschte Ubereinstimmung von Fiihrungs-
und RegelgroBen erreicht. Zuniichst muB jedoch K be-
stimmt werden. Das Verfahren der Polvorgabe besteht
darin, dem Regelungssystem ein gewiinschtes charakteristi-
sches Polynom

det(s] —A+BK)=P(s)=po+ @5+ ... + @, 5" '+ 5"
(6)

zu geben. Die Nullstellen dieses Polynoms sind die
Pole der ungekiirzten Fiihrungs-Ubertragungsfunktion
C.(sI — A+ BK) ' BV. Diese reellen oder paarweise kon-
jugiert-komplexen Pole kénnen genau dann beliebig vor-
gegeben werden, wenn die Regelstrecke steuerbar ist, d. h.
wenn

Rang [B, AB... A"'B] =n. (7

Bei Regelstrecken mit nur einer Stellgrof3e ist B ein Spal-
tenvektor b. Die Bedingung (7) kann dann als

det [b, AB... A" 'b] +0 (8)

geschrieben werden.

Mathematisch besteht das Polvorgabe-Problem also in der
Auflosung der Gl. (6) nach K. Bei steuerbaren Regelstrecken
existiert bei nur einer StellgréBe, d. h. r = 1, eine eindeutige
Losung, die im nichsten Abschnitt gezeigt wird. Bei meh-
reren StellgroBen, r > 1, ist GL (6) beziiglich K unterbe-
stimmt, d. h. es kénnen auBer der Polvorgabe weitere For-
derungen an das Regelungssystem erfiillt werden. Hierauf
wird spiter zuriickzukommen sein.

2. Polvorgabe fiir Regelstrecken mit einer Stellgrifie

Bei Regelstrecken mit nur einer StellgréBe u schreibt sich

das Regelgesetz
u=—k'x+ow. 9)
Gl. (6) lautet damit

det (sSI— A+ bK)=P(s) = @+ @5 +... + @, 8"+ 5"
(10)

Zur Auflosung dieser Gleichung nach k' entwickelt man
die Potenzen von F = A — bk’ in gemischte Polynome in
F und A, multipliziert diese mit den Koeffizienten ¢,
@1s---s Pn_y, 1 des gewlinschten charakteristischen Poly-
noms P(s) und addiert sie:

I =1 “Po
F  =A-bk ‘P4
F* =A>—Abk — bk'F Py

F3 =A%— A2bk'— AbkF — bK'F? | - o,

F' =A"—A"""BK' —...— bK'F"™' | -1

P(F)= P(A)— [b, Ab ... A""'b] x
x[KF* '+ KF"2 4.+ K|11)

KF  +@, K
¥

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton erfiillt jede quadrati-
sche Matrix ihre eigene charakteristische Gleichung, hier
also

P(Fy=q@l+¢,F+...+ ¢, F"" '+ F'=0, (12)

so dalB} die linke Seite von Gl. (11) verschwindet.

Da die Steuerbarkeit der Regelstrecke vorausgesetzt wurde,
ist die in GI. (1 1) auftretende Steuerbarkeitsmatrix regulir,
s. GL. (8), und k' kann aus der letzten Zeile von GI. (11) be-
rechnet werden:

K=[0..0 1] [b,Ab... A" 'b] L P(4). (13)

Man erhilt also den Riickfiihrvektor k', indem man die ge-
gebene Dynamikmatrix A der Regelstreckein das gewiinsch-
te charakteristische Polynom P(s) einsetzt und mit der letz-
ten Zeile der invertierten Steuerbarkeitsmatrix vormulti-
pliziert. Diese Zeile wird zur Abkiirzung geschrieben:

e=[0...0 1] [b,Ab... A" 'b] 1. (14)
Damit wird
kK = ¢ P(A). (15)

In dieser Form ist die Beziehung leicht zu merken. Fiir die
Ausrechnung braucht man jedoch nicht die in P(A) ent-
haltenen Potenzen von A auszurechnen, sondern nur die
Vektoren e, e'Ad, e'A* ... zur Bildung von

K =o€ +p,€Ad+..+0¢, dA" ' +e A" (16)



Die Berechnung von e’ bei voll besetzter Steuerbarkeits-
matrix
Q=[b,Ab... A" 'b] = [q,...q,

(Ini S ‘er

geschieht zweckmiBigerweise iiber die Adjunkten der letz-
ten Spalte von Q. Die Adjunkte zum Element der Zeile i
und Spalte k ist @, = (—1)"**- D,. D, ist die Unterdeter-

minante, die durch Weglassen der i-ten Zeile und k-ten
Spalte entsteht. Es ist

e'=[00 ]] Q_l=%[Q1u"'Qrm]’ (17)

wobei
DzdetQ=q1n'an+“'+q"errm‘ (18)

Bei nicht voll besetzter Steuerbarkeitsmatrix Q 148t sich
das lineare Gleichungssystem ¢'Q =1[0...0 1] oft noch
einfacher l6sen.

3. Beispiel

Als Beispiel wird die von Fdllinger (Regelungstechn. 24
(1976) S. 242) untersuchte Verladebriicke nach Bild 2 be-
trachtet. Dabei sind / Seillinge, m; Masse der Laufkatze,
mg Masse des Greifers, g Erdbeschleunigung.

Mit den ZustandsgroBen x, Position der Laufkatze,
x, Geschwindigkeit der Laufkatze, x; Greiferwinkel und
x, Greiferwinkelgeschwindigkeit lautet die Zustandsdar-
stellung des fiir kleine Winkel $ linearisierten Systems

x=10 1t 0 O x+ 0 u=Ax+ bu, (19)
0 O D b,
0o 0 0 f 0
0 0 —ay 0 —b,
a=[1 9 1 0]zx=é€x
mit @,5 = mGg, a43=w, b2=L, b4=L.
My my ! my my !

Die Eigenwerte dieser Regelstrecke liegen bei s, , =0,
8§34 = 1]}/ a,s. € wird berechnet aus

mKLuufkalze
0
LLLLLL LY
s A
\

Bild 2. Verladebriicke.

e, e, e5 e,] [b, Ab, A*b, A*b] =10 0 0 1],
l[e; e;e3e,]J[ 0 b, O —ay3b] =[00 0 {].
b, 0 —a,3b, 0
0 —b, 0
—b, 0

ay3by

ag3by 0

Die Steuerbarkeitsmatrix ist reguldr, wenn die erste und
dritte Spalte bzw. die zweite und vierte Spalte linear unab-
hangig sind, beides ist erfiillt fiir b,a,5 — a,3b, + 0, ausge-
rechnet mgg + 0, die Verladebriicke kann also praktisch
nur unter Schwerelosigkeit versagen.

Aus der ersten und dritten Spalte erhélt man
e,b, —eb, =0
e;=¢e,=0
—eyly by + e a,0,=0
und aus der zweiten und vierten
e b, —eyb, =0 l {

ey =———— =Im/g,
J ' a43b;, — ay3b, =

—eyay3by +eza,3b, =1
by/by

— 2 =Py
ay3by —ay30, w/

ey =

e =[img/g 0 I*my/g 0] wird nun in Gl. (16) eingesetzt:

k'= ¢ [Imc/g 0 Pmyg/g 0 ] (20)
+¢, [0 Img/g 0 Pmy/g]
+¢, [0 0 —Imy 0 ]
+os[0 0 0 —Img ]
+ [0 0 (mg +mg)g 0 s

Das Ergebnis erméglicht einige interessante Schliisse:

1. Eine Stabilisierung ist nicht méglich, wenn die Position
x, der Laufkatze nicht zuriickgefiihrt wird. Dies wiirde
nimlich ¢, =0 erfordern, was die notwendige Stabili-
titsbedingung, daB alle Koeffizienten des charakteristi-
schen Polynoms positiv sein miissen, verletzt.

2. Aus dem gleichen Grund kann auf die Riickfithrung der
Geschwindigkeit x, der Laufkatze nicht verzichtet wer-
den.

3. Will man auf die Riickfiihrung des Greiferwinkels x, ver-
zichten, so werden die vorgebbaren Pollagen einge-
schrankt durch

Qol* My /g — @y Img + (my + mg)g = 0. (21)

4. Die Riickfithrung der Greiferwinkelgeschwindigkeit ent-
fallt, wenn man ¢, wie folgt wihlt:

;=0 lfg. (22)

5. Die Beobachtbarkeitsanalyse ergibt, daB} das System nur
durch Messung der Position x, der Laufkatze vollstéin-
dig beobachtbar ist. Auf diese Messung kann also keines-
falls verzichtet werden: alle anderen GroBen konnen aber



daraus durch dynamische Elemente, z. B. einen Beobach-
ter, fiir die Zwecke der Riickfithrung rekonstruiert wer-
den.

6. Die in weiten Grenzen verdnderliche Greifermasse mg
geht nur in die Riickfithrung von x; ein und dort nur in
Verbindung mit dem Koeffizienten ¢, = [. Man kann
daher leicht die Anderung von mg zu m¥ in eine Ande-
rung von ¢4 = 1 zu ¢@¥ umrechnen. Bei unverinderter
Riickfiihrung k' ist

@, (Mg + mg) = @% (mg + mg),

0F = (mg +mg)/(mg +m).
Die kritische Stabilititsbedingung ist
PLPs < PLP2P3 — PoP3.

Diese wird durch Polvorgabe fiir ¢, = 1 erfiillt. Soll die
Verladebriicke auch im ungiinstigsten Fall, d.h. im un-
beladenen Zustand m& — 0 stabil sein, so miissen die @;
so gewihlt werden, dal

@1 (mg + mg)/my <@, 0,03 — 9o P3. (23)

Dies kann stets erreicht werden, wenn ¢, geniigend grof3
gewihlt wird.

4. Spezifikation und freie Parameter

Die Forderungen an ein Regelungssystem sind praktisch
nie vollstdndig in Form einer gewiinschten Polkonfigura-
tion vorgegeben. Man kennt allenfalls wie in der Flugzeug-
regelung eine von den Piloten als gut fliegbar empfundene
Lage eines dominanten Polpaars. Meist bestehen die For-
derungen aus Spezifikationen, z. B. fiir Anstiegszeit, Uber-
schwingen, Bandbreite, Dampfung usw., wobei zusatzliche
Forderungen fiir StellgroBenbeschrinkungen, giinstiges
Storverhalten, Robustheit gegen Parameterinderungen
und Sensor- und Stellgliedausfille hinzukommen konnen.
Die Reglerentwurfsverfahren beruhen darauf, daBl man
einige freie Parameter in einer vorgegebenen Struktur des
Regelungssystems so variiert, daBB die genannten Forde-
rungen moglichst gut erfiillt werden. Bei den Entwurfsver-
fahren im Zustandsraum sind die {reien Parameter z B.
die Gewichtungsmatrizen in einem quadratischen Krite-
rium oder die vorgegebenen Pole.

Hier liegt die Frage nahe, warum man nicht gleich die Ele-
mente der Riickfiihrmatrix K als freie Parameter benutzt.
Tatsiachlich 148t sich darin leicht untersuchen, was es be-
deutet, bestimmte ZustandsgréBen nicht zurtickzufithren
bzw. einen entsprechenden Sensorausfall zu beriicksichti-
gen, wobei die entsprechende Spalte der K-Matrix zu Null
wird. Entsprechendes gilt fiir das Weglassen eines Stellglie-
des beziiglich einer Zeile der K-Matrix. Sind die Stellampli-
tuden zu groB, wird man gezielt ein oder mehrere Elemente
der K-Matrix verkleinern.

Andererseits lassen sich Spezifikationen wie Ddmpfung und
Bandbreite einfacher durch die Pollage ausdriicken. Das

bedeutet, daBl man sowohl die K-Matrix als auch die Eigen-
werte withrend des Entwurls betrachten mull, Die Riick-
filhrmatrix K hat r x n voneinander unabhingige freie
Parameter. Im EingréBenfall r =1 sind es gerade n, sie
sind eindeutig durch die n Eigenwerte gegeben und umge-
kehrt.

Man muB sich aber fiir einen der beiden Sitze von n freien
Parametern entscheiden. Hier ist wichtig zu beachten, in
welcher Richtung der Ubergang einfacher ist. Von den
Eigenwerten s,, s,,..., s, fithrt ein einfacher Weg iiber

kK=ePA)=e(A—s1)(Ad—s,0)...(A—s,I) (24)

zum Riickfiihrvektor k'. Der umgekehrte Weg von k' iiber
P(s)=det (sl — A + bK') und die numerische Berechnung
der Nullstellen von P(s) =0 ist dagegen aufwendiger und
wegen des numerisch auszuftihrenden Schritts uniibersicht-
licher. Mit anderen Worten: Es ist einfacher, versuchsweise
an einem Eigenwert, z. B. s, zu ,wackeln® und sich den
EinfluB auf &’

dk’
ds,

=e(Ad—s,1)...(A—s,I) (25)

anzusehen als den umgekehrten Weg zu gehen. Es wird
schlieBlich auch leichter, schrittweise die Zahl der freien
Parameter zu reduzieren, wie das folgende Beispiel zeigt.

5. Beispiel

Zuriick zur Verladebriicke; zunéchst seien nur zwei Eigen-
werte vorgegeben. Die Eigenfrequenz des Pendels wird
nicht geiindert, es wird aber eine Dampfung von 1 /I/E ein-
gefiihrt, die zu einem gut geddmpften Einschwingvorgang
fithrt. Man gibt also das charakteristische Polynom in der
Form

1
V2
vor und varriiert f und y im Bereich positiver Werte, um
die Stabilitit sicherzustellen.

P(5)> (2 +2—=V/ays s+ ay3) (s> + Bs+7) (26)

Es wird dann

K=¢(A>+)/2a,3 A +au1) (A% + A +yI)=

=[mg+mg ¢ mgl cl](A*+ pA +yI)
mit &= ]/2 my ! (my + mg)/g,
K= y[mg+mg e mgl el ]+ (27)
+p[0 myg +mg cg mgl |+
+ [0 0 0 —cgl.

Nimmt man z B. an, daBl man auf die Rickfithrung der
Greiferwinkelgeschwindigkeit x, verzichten will, so muB
yel+ fmgl=cg werden. Mit den Zahlenwerten my =
= 1000 kg, mg = 4000 kg, /= 10 m, g = 10 m/s* und damit
c=10° \fﬁ lautet diese Beziehung



3,-1/E+4,6’:m. (28)

Damit wird Gl. (27)
k'=10%-[5y 025)/10(5—y) 5(13y-5 0]. (29

Nun soll auBerdem die Ungl. (23) erfiillt werden, die sicher-
stellt, dall das Regelungssystem unabhéngig von der Grei-
fermasse stabil bleibt. Aus GI. (28) wird f = 0,25 ]m (=17
in Gl. (26) eingesetzt; durch ausmultiplizieren erhélt man
dann

P(s)=[s+)/105+ 5] [s* +025)/10(1 —y) s + 9] =
= +025)/10(5—9) 8>+ 1,5(5—7)s
+0.251/10(5—7) s+ 57. (30)

Damit lautet Ungl. (23)

0,625(5—1)?-5<0,625-1,5(5—79)° —57-0,625(5 —y)2,
5<1,5(5—17) -5y,
7 <0,3846. (31)

In Tabelle 1 sind fiir einige Werte von y zwischen Null und
0,3846 die f-Werte, die sich aus Gl. (28) ergeben, die Null-
stellen s, , von (s*+ fis+7) =0 und die zugehdrigen
Riickfiihrverstarkungen k,, k, und k4 nach GI. (29) ange-
geben.

Tabelle 1. B-Werte, Nullstellen s, und s, sowie Riickfiihrverstirkungen
ky, ky und k. fiir y zwischen 0 und 0,3846.

¥ i ® 53 1073, 1073k, 1073k,
0 0,791 0 -0,791 0 3,953 —25
0,05 0,751 0,074 —0,677 025 3913 -21,75
0.1 0,712 —0,103 -0519 05 3,874 —185
0,1208 0,695 —0348 —0,348 0,604 3,857 —17.15
0.15 0672 —0336+ j0,193 0735 3,834 —1525
0.2 0633  —0316+ j0316 | 3,795 =12
0,25 0,593  —0.297+ j0403 125 3,755 — 875
0.3 0,553 —0277+ j0473 1,5 3,716 - 55

. 0,35 0,514  —02574 j0,533 1,75 3,676 - 225
03846 0487 —0.243+4 jO,571 1,923 3,649 0

Die Lage der Pole ist in einer Wurzelortskurve in Bild 3
dargestellt. Fiir kleine Werte von y liegt ein Pol nahe bei
5 =0, der das System langsam macht; gleichzeitig wird je-
doch eine gréBere Verstarkung k, bendtigt, um den zwei-
ten reellen Pol nach links zu schieben. Diese Losung ist un-
vorteilhaft. Auch der andere Extremfall y = 0,3846 ist un-
vorteilhaft, da die Dampfung nur noch 0,393 betrigt. Ein
glinstiger Zwischenwert ist y=0,2, der gerade auf eine
Dampfung 1/ ]ﬁ und den Rickfithrvektor

E'=10°[1 3,795 —12 0] (32)
fithrt. Die Kontrolle ergibt tibereinstimmend mit Gl. (30)
fiir y =0,2

det(sI — A+ bk')=s* +3,7955> + 725> + 37955 + 1.
(33)

Das System hat also die Eigenwerte s, , = —0,316 (1 £+])
und s, = —1,58 (1 £]). Die Frequenzen verhalten sich

-0,791 a

Bild 3. Vorgabe einer Ddmplung 1/[/2_ fir die Greiferschwingung,
Wurzelortskurve der beiden weiteren Pole unter den Forderungen:
Greiferwinkelgeschwindigkeit nicht zuriickgefiihrt, System bei belie-
biger Greifermasse stabil.

x Pole des offenen Kreises, A Pole des geschlossenen Kreises.
exakt wie 1:5, d.h. wie die Masse der Laufkatze my zur
Gesamtmasse my + mig.

Dieses Beispiel illustriert, dall das Werkzeug Polvorgabe,
das hier nur einen Taschenrechner erfordert, auch dann vor-
teilhaft eingesetzt werden kann, wenn nicht von vornherein
eine wiinschenswerte Pollage vorgegeben ist.

6. Hinweise zur Wahl der Pole

Es sei zunéchst noch einmal darauf hingewiesen, daB es die
»ideale Pollage” nicht gibt. Das Verfahren der Polvorgabe
ist, ebenso wie der Riccati-Entwurf, ein hilfreiches Werk-
zeug, es ersetzt aber nicht die ingenieurmaBigen Uberle-
gungen, die von den spezielle Umsténden einer gegebenen
Regelungsaufgabe ausgehen miissen. Der Leser sei also
darauf hingewiesen, dal3 er im folgenden kein narrensiche-
res Rezpet zum Entwurf guter Regelungssysteme findet,
sondern nur einige Hinweise, die helfen kénnen, bestimmte
Fehler zu vermeiden,

a) Vergleich mit dem Wurzelortskurven-Verfahren

Die Frage, wohin man die Pole legen soll, tritt auch beim
Wurzelortskurvenverfahren auf, manche Uberlegungen
sind daher recht dhnlich; die Vorgabe eines dominanten
Polpaars wurde schon anhand eines Beispiels diskutiert.
Bei kleinen Verstirkungen bleiben die Stellamplituden
klein, die Pole werden aber auch nur wenig gegeniiber der
Polkonfiguration der Regelstrecke verschoben. Bei einer
Regelstrecke mit instabilen oder nicht geniigend gedimpf-
ten Polen wird man die Pole durch Riickfithrung nach
links verschieben. Schreibt man dabei einen groBen nega-
tiven Realteil der Pole vor, so verlduft der Einschwingvor-
gang rasch, erfordert aber groBe Stellamplituden. Bei Ab-
tastsystemen entspricht das dem Verschieben der Pole zum



Nullpunkt der z-Ebene hin. Hier ist auch der Extremfall
realisierbar in Form der sogenannten ,deadbeat“-Rege-
lung, das ist eine Vorgabe simtlicher Pole im Nullpunkt
der z-Ebene. Oft lassen sich die Stellamplituden ohne we-
sentliche Verschlechterung des Einschwingvorgangs we-
sentlich vermindern, indem man » einfache Pole in die
Nihe des Nullpunkts in die rechte z-Halbebene legt anstelle
eines n-fachen Pols bei z = 0.

b) Kiirzungskompensationen

Bekannt sind die Nachteile von Kiirzungskompensationen,
bei denen Pole oder Nullstellen der Regelstrecke durch ent-
sprechende Regler-Nullstellen oder Pole gekiirzt werden.
Wann kann dies bei der Polvorgabe auftreten?

Enthilt das gewlinschte charakteristische Polynom P(s)
eine Nullstelle s;, die bereits Pol des offenen Systems, also
Eigenwert von A ist, so sicht man in Gl. (24), daB3 der ent-
sprechende Term (4 — s,I) die Determinante Null hat und
damit det P(A) = 0 wird. Da andererseits offensichtlich gilt

K =[e P(4) (34)
kA ¢ A
kJAu—] efAnfl
muf
det [k’ =0 (35)
kKA
klAn—l

sein, d. h. das Paar (A4, k') ist nicht beobachtbar. In diesem
Fall kann v= —k'x =0 werden, obwohl x = 0 ist. Das
Teilsystem mit dem Eigenwert s, bleibt damit sich selbst
tiberlassen. Wird es z B. durch eine Stérung angeregt. so
enthilt der Ausgang einen Losungsanteil ¢ - e®'. Man sieht
daran, daB dies nur bei Polen von 4 gemacht werden sollte,
die ohnehin einen geniigend groBen negativen Realteil
haben, andernfalls erhilt man ein ungiinstiges Stérungs-
verhalten. Dieser Fall entspricht der Kiirzung eines Pols
der Regelstrecke durch eine Reglernullstelle.

Auch die umgekehrte Kiirzung (Streckennullstelle gegen
Reglerpol) kann erzeugt werden. Sie tritt auf, wenn man in
P(s) einen Pol vorgibt, der Nullstelle der Ubertragungs-
funktion des offenen Systems von u nach x, also von
ci(sI — A)~' b ist. Will man eine derartige Nullstelle weg-
zwingen, so erfordert das groBe Stellamplituden. Bei Pro-
blemen, bei denen es auf die Stellamplituden ankommt,
sollte man die Umgebung dieser MNullstellen bei der Polvor-
gabe meiden.

Bei der Verladebriicke berechnet man die Ubertragungs-
funktion von der Kraft, die die Laufkatze beschleunigt, zur
Greiferposition tiber den Leverrier-Algorithmus zu

ci(s — A) ™ b= 8/mg .

§ (Sz 4 U+ mg)g)

my -l

Hier ist also keine Nullstelle im Endlichen vorhanden, die
vierfache Nullstelle im Unendlichen bedeutet aber grofie
Stellamplituden fiir alle Pole, die sich weiter von dem Punkt
s =0 entfernen.

¢) Teilweise Poldinderung

Will man bei einer Regelstrecke nur einige Pole verdndern,
die iibrigen aber unveriindert lassen, (z B. die Stellglied-
dynamik), so empfiehlt es sich, das System {iber

x, |=Tx (36)
Xy

so zu transformieren, dal}

l:x:l = TAT [;J +TBu=[A4,, 0 ] [r] =+ [Bl] u
Xy Xp Ay Ay | | X B,
(37)

Dabei soll P,(s)=det(s] — 4,,) der Faktor des charak-
teristischen Polynoms sein, der unverdndert bleiben soll.
x, wird daher auch nicht zurtickgefiihrt:

u=—[K, 0] I:xn:l + Vw. (38)

Xy

Das Regelungssystem wird dann beschrieben durch

I:J'ca:l =14,,—B,K, 0 :| Iixil + |:Bi| Vw.

Xy LAzt —B,K, A4,, Xy B,| (39
Es hat das charakteristische Polynom

P(s)= P(s) P,(s)=det(s] — A, — K, B,) - det(s] —A,,). (40)
Die Berechnung von K, aus 4 ;, B, und P, vereinfacht sich
durch die verminderte Ordnung.

d) Bandbreite- Forderungen

Sind Spezifikationen fiir die Bandbreite des geschlossenen
Kreises gegeben, so ist es vorteilhaft, sich folgenden Zu-
sammenhang zu vergegenwartigen:

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises ist

T(s)=c,(sI — A+ bk') ' bv=

_ bo+bys+...+ b, 5"
Qo+ QS+ + @ 5" 5"

m<n.(41)

Die Nullstellen stimmen mit denen der Ubertragungsfunk-
tion des offenen Kreises ¢,(sI — A)b iiberein; im Nenner
steht das vorgegebene P(s) und v wird so gewihlt, daB sich
fiir s — 0 der Wert 1 ergibt, also b, = ¢,. Faktorisiert man
Zihler und Nenner der Ubertragungsfunktion

_ i @Wen)E=t) e =it
T = s =3 5 =5 @)

so sieht man, dafl der Betrag des Frequenzgangs

m Ij

: . rml (43)
ﬂ“_sl|'|.l('u _SZI"'Uw—Sn



fiir einen angenommenen Punkt jo auf der imaginiren
Achse der s-Ebene, durch Ausmessen der Abstinde dieses
Punktes von den (festen) Nullstellen und den (vorgebbaren)
Polen tiber Gl. (43) ausgerechnet werden kann, Damit kon-
nen gezielt einzelne Pole s; so variiert werden, daB die
Bandbreitenforderung erfiillt wird.

e) Stellgrofenbeschrinkung

Im Hinblick auf die benétigten Stellamplituden ist es vor-
teilhaft, bei komplexen Polen der Regelstrecke nur die
Diampfung zu dndern, nicht aber die Frequenz. So wird man
die langsame Bahnschwingung (Phygoide) eines Flugzeugs
zwar dampfen aber nicht wesentlich schneller machen, da
dies zu groBe Ruderausschlige erfordern wiirde. Diese
Uberlegung wurde bereits bei dem Beispiel der Verlade-
briicke angewendet. Auf dieses Ergebnis fithren auch die
Untersuchungen von Gribel (GMR-Aussprachetag im
Februar 1977 in Frankfurt).

f) Reduktion der Empfindlichkeit gegen Storungen und
Parameterdnderungen

In der Arbeit von Griibel wird die Bedingung einer idealen
Regelung anhand des dynamischen Regelfaktors R(s)
untersucht. Dieser ist definiert als das Verhéltnis charakteri-
stisches Polynom des offenen Kreises zum charakteristi-
schen Polynom des geschlossenen Kreises. Bei einer idealen
Regelung gilt | R(jw)| =1 fiir alle w. Dann wird die Para-
meter- und Stérempfindlichkeit fiir alle Frequenzen redu-
ziert. Hieraus folgt im wesentlichen, daf3 alle Pole in der
s-Ebene weiter links liegen miissen als die Pole der Regel-
strecke. )

7. Polvorgabe fiir Regelstrecken mit mehreren Stellgrofien

Das Problem der Polfestlegung fiir Regelstrecken mit meh-
reren StellgréfBen hat eine Lasung, wenn die Regelstrecke
steuerbar ist. Im Gegensatz zum EingroBensystem ist die
Losung jedoch im allgemeinen nicht eindeutig, d. h. es gibt
verschiedene Riickfiihrmatrizen K, die zu dem gleichen
charakteristischen Polynom P(s) = det (sI — A + BK) fiih-
ren.

Ein einfacher Weg, eine solche Losung zu finden, besteht
darin, alle Eingiinge bis auf einen Faktor untereinander
gleich zu machen, d.h. man setzt

u(t) = pu*(t) + Vw(r) (44)

mit einer skalaren Eingangsgrofe u® (¢). Mit der Riickfiih-

rung
ut = —k'x (45)

wird die Gleichung des Regelungssystems
x=(A—Bpk')x + BVw. (46)

Es sei
b=Bf. (47)

Das Problemist damit auf den EingréBenfall zuriickgefiihrt.
Wenn (A, b) steuerbar ist, kdnnen die Eigenwerte beliebig
vorgegeben werden, k' ist durch GI. (13) gegeben. (Ein Vek-
tor b, so daB (A4, b) steuerbar ist, existiert genau dann, wenn
A zyklisch ist, d. h. wenn Minimalpolynom und charakteri-
stisches Polynom tibereinstimmen. Sollte das einmal nicht
der Fall sein, so kann 4 zunéchst durch eine Riickfithrung
zyklisch gemacht werden.)

Diese Losung des MehrgréBenproblems ist z B. dann vor-
teilhaft, wenn der Zustand x im Regelgesetz aus einem ge-
messenen Ausgangsvektor y = Cx durch einen Beobachter
rekonstruiert werden mufl. Es braucht dann nur u*, d.h.
nur eine Linearkombination der Zustandsgréfen, rekon-
struiert zu werden. Dies ist mdglich mit einem Kompen-
sator der Ordnung v—1, wobei der Beobachbarkeits-
index v die kleinste Zahl N ist, so dal

Rang |C =H.
CA

C.AN-—J

Ein Nachteil des Ansatzes (44) ist, dal man hiermit Rang
K =1 vorschreibt und alle anderen Lésungen von vorn-
herein ausschlieBt. Man legt damit einen Teil der freien
Parameter willkiirlich fest. Offenbar kann man durch die
Wahl der Rickfiihrmatrix K noch andere Eigenschaften
des Regelungssystems auller den Eigenwerten veridndern.
Auf diese Frage der verallgemeinerten Polfestlegung wird
noch spéter eingegangen. Vorher mull jedoch noch der
Begriff der Kronecker-Indices eingefiihrt werden.

8. Kronecker-Indices

Statt die Frage zu untersuchen, welche Eigenschalten man
mit der Zustandsvektor-Riuckfithrung dndern kann, ist es
niitzlich, auch einmal die umgekehrte Frage zu stellen:
Welche Eigenschaften kann man nicht durch K und V
indern? Bei dem Regelungssystem mit Riickfithrung

x=(A—-BK)x+BVw=Fx+ Gw, detV=+0, (48)

bestehen die Invarianten aus r ganzen Zahlen n,,...,n,,
wobei r die Anzahl der StellgroBen ist. Diese Invarianten
werden als Kronecker-Indices bezeichnet; sie erfiillen

o+t +n=n (49)

Im Eingrofenfall, » = 1, ist nur die Ordnung » invariant.
Im MehgroBenfall haben die r; die Bedeutung der Ordnung
von Teilsystemen, die sich aus der Steuerbarkeitsstruktur
ergeben, Sie werden folgendermafBen bestimmt: In der
Steuerbarkeitsmatrix

[B,AB,A*B...]=[b,, bs,.... b, Ab,, Ab,.,....Ab, A*b,...]
(50)



priift man die Spaltenvektoren, ob sie linear abhédngig von
den links davon stehenden sind. Ist A* b, linear abhiingig, so
gilt das auch fiir A**!b,. Man erhilt damit zu jeder Stell-
groBe u; eine Vektorkette b, Ab;, ..., A""'b,. Die Anzahl
der Vektoren ist der Kronecker-Index »; zur i-ten Stell-
groBe. Man kann sich das etwa so vorstellen, daB3 die Stell-
groBen der Reihe nach abgefragt werden: Kann u, ein Teil-
system erster Ordnung steuern (b, +0), kann u, von dem
Rest ein Teilsystem erster Ordnung steuern (b, linear un-
abhingig von b,), kann u, von dem Rest ... (b, linear unab-
hiingig von by, b,) usw. In der zweiten Runde: Kann u, ein
weiteres Teilsystem iibernehmen (4 b, linear unabhingig
von by, ..., b), kann u, ... usw. MubB eine StellgroBe einmal
passen, so kann sie auch in den nachfolgenden Runden
nichts mehr (ibernehmen. Es besteht also die Tendenz, die
Arbeit gleichmiiBig zu verteilen, wobei aber Riicksicht auf
die Schwachen genommen werden muf}. Die Anzahl von
Teilsystemen erster Ordnung, die ein Eingang w; bei diesem
Verfahren nach vollstindiger Verteilung tibernommen hat,
ist sein Kronecker-Index s, Der groBte Kronecker-Index
H=1; . wird als Steuerbarkeitsiindex bezeichnet; er ist
die kleinste ganze Zahl N, so daBl Rang [B, AB... AY ' B]
=n. Dal sich die », unter einer Zustandsvektor-Riickfiih-
rung K nicht dndern, sieht man unmittelbar aus der folgen-
den Gleichung, die aus F = A — BK entwickelt wird:

[B AB... A*'B] =

=[B FB...F*"'B] [I KB KAB KA* 2B
0 I KB_ :
0 0 . ~_
.. KB
0 01
(51)

Man kann die Steuerbarkeitsmatrix des offenen und ge-
schlossenen Systems in Gl (51) bei jeder Spalte A* 'b.
abbrechen, stets hat der zweite Faktor auf der rechten Seite
vollen Rang, d.h. wenn eine links als letzte hinzugenom-
mene Spalte den Rang erhSht bzw. nicht erhéht, so ge-
schieht das gleiche in der Steuerbarkeitsmatrix des ge-
schlossenen Kreises.

Man sieht hieran auch gleich, welchen EinfluB} eine nicht-
singulidre Eingangstransformation V hat. Den Ausschnitt
aus Bild 1, der B, K und Venthilt, kann man gemil3 Bild 4
umformen. In GL (51) muB jetzt nur K durch K* =V 'K
und B durch B* = BV ersetzt werden. Die blockweise Rang-
beziehung fir k=0,1,2,... bleibt erhalten, beztiglich der
einzelnen Spalten b; von B ist jetzt jedoch durch Vdie Mog-
lichkeit gegeben, diese Spalten zu vertauschen oder Linear-
kombinationen davon zu bilden. Dies dndert jedoch nur die
Reihenfolge der Kronecker-Indices, nicht aber ihre Grofie.
Invariant unter K und Vist also die ungeordnete Menge der
Kronecker-Indices.

Die Kronecker-Indices sind eine Systemeigenschalt, die
selbstverstandlich nicht von der gewihlten Basis im Zu-

Bild 4. Nichtsinguldre Eingangstransformation V.

standsraum abhingt. Transformiert man das System tiber
¥ = Tx, det T+ 0, so wird
i =A%+ Bu=TAT '3+ TBu, (52)
x,=C,¥=C,T 'x.

In der neuen Steuerbarkeitsmatrix
[ﬁ, EE,...]=T[B,AB,...] (53)

bestehen die gleichen linearen Abhingigkeiten zwischen
den Spalten wie in der urspriinglichen Steuerbarkeits-
matrix. '

Etwas umfassender noch besagt der Satz von Brunovski:

Die ungeordnete Menge der Kronecker-Indices bildet ein
vollstindiges System von unabhingigen Invarianten des
Paars (A, B) unter den Transformationen

(A4,B) — (TAT™. TB), det T+0,
(4, B) — (4 — BK, B), (54)
(4, B) — (A, BV), det V40,

die in belicbiger Reihenfolge angewandt werden kénnen.

DaB diese Invarianten unabhingig sind, ergibt sich un-
mittelbar aus ihrer Berechnung in Gl. (50). DaB sie voll-
stidndig sind, zeigt sich darin, da3 man allein aus der Kennt-
nis der »; eine kanonische Form angeben kann, in die jedes
Paar (4, B) durch die genannten drei Transformationen ge-
bracht werden kann,

9. Kanonische Form und Invariantensatz

Zu jedem Paar (A4, B) existieren Transformationsmatrizen
T.p. Ksp und V,;, durch die die Systemgleichungen die fol-
gende kanonische Form erhalten:

i=Ax+Bu=Tg(Ad—BK,) Ty x+ TxzBVigu  (53)

mit B i
A= [0 1 || B=|0..0
% | . )
\\ [ 0 :
" 1: i 0 :
0 01 1 1 0
e [ a—

[ : (56)
77777k77’7_‘_______ S SRR
10 1 0 0
| N ; )
n, 0 . . :
P 1 0
i Lo 0 0 1]

Die Form von A_kann entweder als Jordan-Form mit allen



Eigenwerten bei Null aufgefait werden oder zusammen mit
B, als phasenvariable Form zu jedem Eingang, wobei alle
Koeffizienten der letzten Zeile zu jedem Block, also der
Zeilen n,, n, + n,,..., n, verschwinden,

Die Berechnung von T,, K, und ¥, sei hier nur rezept-
artig angegeben:

Aus den in GL (50) ausgewihlten » linear unabhingigen
Spalten (reguliren Spalten) der Steuerbarkeitsmatrix bildet
man die regulire (n x n)-Matrix

QAB:[QI Ql Qr]’ Qi=[bj’ Ab;,'--,A"i_lbi]. (57)

Definiert man

R | =04s. (58)

so ist der Steuerbarkeitsvektor e; die letzte Zeile der
(n; x n)-Matrix R;. Dann ist

Ta=[T T= e : (59)
: e A
' e, A"

r

Aufgrund von GI.(50) existieren Koeffizienten a;;, mit
dencn dic lincarc Abhéngigkeit der Vektoren A"b; von
links davon stehenden reguldren Spalten folgendermalien
ausgedriickt wird:

[A"b,...A"b,] = — [b,, Ab,,..., A" 'b,|b,...|... A" b]x

X | typ  wee Gpyp
Dyam o Gram-t
A 20 - g
a ra—1 - arm,-*l (60)

Unter den Koeffizienten a;, sind nun drei Fille zu unter-
scheiden:

1. Wegen des Auswahlprinzips in Gl. (50) darf in der linea-
ren Abhéngigkeit von A"p, kein rechts davon stehender
regulérer Vektor vorkommen, das bedeutet

=0 firk>n—1, i</,

61
k> n, [>]. L

2. In dem Ausdruck A" b, bezeichnet man die Koeffizienten
derin A™ B links von A" b; stehenden reguliiren Vektoren
als f-Parameter, also

By = ay,, firi=23,...,rund fir jede ganze
Zahl je {1, ..., i —1} fir die n;>n,.

(62)

3. Alle tibrigen Koeffizienten nennt man a-Parameter
G = Q- (63)

Die Unterscheidung der a- und ff-Parameter ist wichtig im
Hinblick auf den Invariantensatz von Popov:

a) Die Kronecker-Indices n;, die a-Parameter und die fi-
Parameter bilden einen vollstindigen Satz von unab-
héngigen Invarianten unter allen Transformationen

(A,B) — (TAT . TB), det T+ 0.

b) Die Kronecker-Indices n; und die fi-Parameter bilden
einen vollstdndigen Satz von unabhidngigen Invarianten
unter allen Transformationen

(A4,B) — (TIA — BK)T"' TB), det T+ 0.

Wihrend die o-Parameter also durch die Wahl der Riick-
fithrmatrix K beliebig gedndert werden konnen, gilt dies
nicht fiir die f-Parameter. Um sie zu dndern, ist eine Ein-
gangstransformation V erforderlich. Sie werden in der
kanonischen Form zunidchst einmal zu Null gemacht
durch eine Eingangstransformation

B=BV,,
mit
Vis=|1 Bazi .- Bu . (64)
0 ;
: { nBH‘—l
0 0 i

Die Koeffizienten der Dynamik-Matrix werden dann durch
eine Riickfithrung K zu Null gemacht. Dabei ist

E = V,;Bl LIV (65)
K= (2 ... 2.7, 5 (66)
&y o 0

aj; ist der 1 x n-Vektor,

;= [a,0 ... O fmin (ng, =1 0...0]. (67)
10. Beispiel
A=1 5 -1 2], B=[0 17. (68)
-2 -2 6 i 5
4 -3 7 1 6

Esist n; =2, n, = 1 und nach GI. (57)

Quy=1[b,Ab,b]=]0 1 |
Aus GL (58)

;|§= Rl = |—4
R2 1



entnimmt man

e=[1 1 —1], e,=[0 —1 1],
also mit Gl. (59)
Tp=[ef 1=t 1 -t
e, A -1 0 1
e; 0 -1 1

Durch eine Transformation x* = T,,x erhilt das System
die Darstellung

=T AT 2% 4 T Bin,

#*=[0 1 0] x=*+ [0 0w
2 3 4 1 5
6 0 7 0 1
Nach GI. (60) wird
ty1o Q210 :*Qﬁ_ula[AzbnAbz]z
Qypa dagy
a0 da20
= [ 3 = 9 12| =
1 1 -1 14 24
10 —1 1 20 31
— [28 31
-3 -5
| -6 -7
Der fi-Parameter f§,, = a,,; = —5 ist durch eine Zustands-

vektor-Riickfithrung nicht zu #indern, d.h. jedes Paar
(A — BK, B) fiir beliebiges K hat wieder diesen Parameter
B2, = —5. Mit ihm wird

Vie=[1 =5
0

gebildet.
Nun nimmt man eine Eingangstransformation auf einen
normierten Eingang it = V3 u vor,d.h. Bu = BV, i = Bi.

B=BV,;=[|0 0][]1 =5|=[0 0],
| 5[0 J i 0
0 , 0 1
*=[0 1 O0|x*+[0 O]a
2 3 4 0
6 0 7 0

Die gewiinschte kanonische Form wird offenbar erreicht
durch eine Riickfiihrung

i=—Kx*=-[2 3 4]x*
6 0 7
Sie lautet dann

10

i* = (T AT — T,aBV,pg K) x* + BV, 5u,

*=[0 1 O0]x*+[0 O0]u
0O 0 0 t 0
0O 0 0 0 1

Beziiglich der urspriinglichen Stellgrofien u gilt

u=Vygi=—VaKx*=—K,x*=—-[-28 3 =317 x*
6 0 7

Diese bendtigte Riickfithrmatrix kann auch aus den oben
bereits berechneten z-Parametern gemifB Gl (66) zusam-

mengesetzt werden. Esistoy, o = a;, = 28,04, = a1, = —3,
O30 =020 =—0,0510=ay;9=31und 0,5 =a1350=—7,
also

Kap=| —%10o —%yy —%o|=|—-28 3 —=31[.
—0y3 O —0O330 6 0 7
11. Verallgemeinerte Polvorgabe

Die Transformation eines Paares (4, B) in die kanonische
Form (56) vollzog sich in drei Schritten: {. Wechsel der
Basis, x* = T, x, 2. Normierung des Eingangs ii = V,3u,
3. Beseitigen der verbleibenden Koeffizienten der Dynamik-
Matrix durch u = — K, x*. Damit ist das System bildlich
gesprochen auf sein unverinderliches Skelett in Form der
durch die Kronecker-Indices n,, ..., n, gegebenen Struktur
reduziert. Durchlauft man die entsprechenden Schritte
riickwiirts, so wird dem System neues Leben gegeben. Mit
u = Kggx* kann man offenbar r x n neue Koeffizienten
des Paars (F.G) in die kanonische Form einfiigen, mit
it = Vg kann man auch die f-Parameter des Paars (F, G)
festlegen. SchlieBlich kann man iiber x = T,gx* zu der
urspriinglichen Basis des Zustandsraums zuriickgehen, in
der z. B. die Zustandsgrofen x gemessen werden. Durch
diesen Vorgang ist die Klasse aller moglichen Paare
(F,G)= (A — BK, BV) gekennzeichnet. Der Rechengang
wire jedoch auf diesem Wege recht aufwendig. Er wird des-
halb im folgenden vereinfacht und zu einem einfachen Re-
zept zusammengefaBt. Das Ziel ist dabei, nicht die (r x n)-
Riickfiihrverstirkungen in der Matrix K als freie Parameter
zu benutzen, sondern die durch Kyg in der kanonischen
Form eingefiihrten Koeffizienten, da diese in einem ein-
fachen Zusammenhang mit der charakteristischen Glei-
chung stehen. Man betrachtet hierzu die allgemeine Form
von

A +B K= 0 I\ :: O .« 0
N I i i
i n 3
oo 0
“Po s Ot =P - P
0 0 ﬂ- 0 1 o
N
: I ~
: Il Wy
0 0 ¥ {
L= Pri0 -+ — Prim-1 :‘L “Pro o T Prn—1
(69)



Ihre charakteristische Gleichung berechnet sich aus

det(sI — A, + B.Kgg)=det ([s" 07+

0 . '

+ [Prio+ @S+ + @8 H o Pry—1 )=
= Il
: ::
qorl(l + (Prll e T ¢r1|11*ls,1171\| "'{Prrn,—l sri,.ul
=det P(s)=det [B,(5) ... P,(s]. (70)

1;,, () ... J.D”,(.S')

Wegen A, + B,Kpg = T,z F T3 ist sie auch die charakte-
ristische Gleichung von F.

Die Riickfithrmatrix K im urspriinglichen Koordinaten-
system zur Bildung von F = A — BK ist dann

K=V, [eP,(A)+... + e P, (A)]. (71)

e/ P, (A)+... +e.P (A)

Darin sind die e/ die tiber GI. (58) definierten Steuerbar-
keitsvektoren und V, ist die unter K invariante Eingangs-
transformation nach Gl. (64). Die GI. (71) stellt eine Ver-
allgemeinerung der GL (15) auf den MehrgréBenfall dar.

Nachdem man die ¢; und V,; zu einem gegebenen Paar
(4, B) bestimmt hat, wiahlt man eine (r x r)-Polynommatrix
P(s) gemidlB G (70). Die Anzahl der Koeffizienten in den
Polynomen der i-ten Spalte ist n;, ihre Gesamtzahl also
rxn. Uber Gl (71) wird dann K berechnet.

Man kann die K oeffizienten von P(s) anstelle der Elemente
von K als freie Parameter benutzen. Der Vorteil dabel ist,
dafl man im ersten Schritt durch Polvorgabe die Zahl der
freien Parameter um n reduziert und nun noch (r—1) xn
Parameter zur Erfiillung weiterer Forderungen variieren
kann. Man wihlt z B, die Koeffizienten der Zeilen 2 bis r
der Polynommatrix P(s) als freie Parameter und driickt
die Koeffizienten der ersten Zeile mit Hilfe dieser freien
Parameter und der Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms aus. Dabei kénnen singulare Werte der freien
Parameter auftreten, bei denen eine Rickfiihrverstirkung
unendlich wird. Diese Werte miissen bei der Wahl der
freien Parameter vermieden werden. Das Vorgehen soll an
dem folgenden Beispiel illustriert werden.

12. Beispiel

Gegeben sei eine Regelstrecke dritter Ordnung mit je zwei
Ein- und Ausgangsgréfien

=] 5—-1 20x+[0 {]Ju=Ax+ Bu, (72)
-2 -2 6 I 5
4 -3 7 I 6
x,=Cx,

by=[0] by=[1] Ab,=[1] Ab,=[12] A*b,=[ 9
i 5 4 24 14
[ 6 4 31 20

Esist det [b,, b,, A b, ] + 0; die Kronecker-Indices sind also
n, =2 und n, = 1. Die Vektoren 4 b, und A% b, kénnen als
Linearkombinationen von b, b, und Ab, ausgedriickt
werden. Fiir die Bildung von ¥, interessiert hier nur der
Koeffizient f§,, in

Aby=—f, Ab + ;b + ¢, b,

Er ergibt sich zu ff,, = —5, also ist

Vie=[1 —57.
0 1

Die Steuerbarkeitsvektoren ¢; und e; erhélt man aus

[, Ab, b '=[..7,
e
hier zu €2
e,=[1 1 —1],
g=[0 —1 1]

Die charakteristische Polynommatrix fiir ein System mit
den Kronecker-Indices n, = 2, n, = | hat die Gestalt

P(S)—,:Sz+q’1113+‘ﬂno ‘Puo:l- (73)
Pa118+ P10 S+ Pasg

Damit ist das charakteristische Polynom
P(s)=det P(s) =5 + @5  + 5 + g =
=5+ (@111 + 922005 + (@111 P220 + Pr1o — Pr20Pair) S+
+(P1109220 — P1209210) (74)

Die drei Koeffizienten der ersten Zeile von P(s) werden zur
Polfestlegung benutzt, wobei die drei Koefﬁzifnten der
zweiten Zeile als freie Parameter verbleiben; der Ubersicht-
lichkeit halber nennt man sie y = — @44, 6 = — @5, und
&= — (P52, Aus GI. (74) folgt dann

P2= P11 &,

Py =—@111 €+ 09+ 0500,

Po=—"P110" €+ 03075
aufgelost ist

Py11= Qs T &

Py20 = P(e)/(y + dee), (75)

Qo=@+ Qe+ g2 — P(g)- 8/(y + d¢)

mit P(g) = @, + @& + @, &% + &°. Singuliire Werte, die ver-
mieden werden miissen, ergeben sich fiir y + de =0.
Uber GL (71) erhilt man die Riickfithrmatrix
K=V, Pri0€ + Py ei A+ efA* + @08 | =
—ye;, —deA —ce; +eyA

(Pr10+57) e +(@yy, +56)e, A+ el'Aer((plerSs)ei—SeéA]
—ye; —de;A —ee;+e3A
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Die darin auftretenden Vektoren sind
e =L 1 1 =4], e, =[0 —1 ],
ed =[—-1 0 1], eA=1[6 —1 1].
eAi=[—-1 -2 5].

Die Elemente der Matrix

K=[k“ Ky k13:| (76)

kayy kaso ko

werden damit

(@10 +57) — (g, +30) — 31,
ky; = (@104 57) — (@120 +38) + 3,

k=

kyiz=—(@110+57) + (@111 +50) + (@20 + 5¢),
kyy=—y+d+6,

kyy=—7+e—1,

k3= y—06—¢e+1

und mit Gl. (75)

kyy=(p— @y —31)+ (@, — 1) e+ &*+5(y—9) —
— P(e)d/(y + de),
kyy=(@; +3) + (@2 — 5) e+ & + 5y — P(e)(1 + )/(y + J¢),
ky3=1(p, _(P1)+(6*(Pz)5*52+ 56—+
+ P(e)(1 + 8)/(y + de),
kyy=6+8—17,
kyp=—1+e-y,
kyz=1+yp—0—e.

(77)

Dies ist die allgemeine Losung des Polfestlegungsproblems
fiir das Beispiel. Durch Vorgabe der Pole wird ¢, ¢; und
@, festgelegt. Es verbleiben drei weitere freie Parameter 7,
d und &, die so gewihlt werden konnen, dal3 zusitzliche
Forderungen auller der Pollage erfiillt werden.

Gibt man z. B. Pole bei s, = —1, 5, = —2 und s, = —3 vor,
so wird P(s)=(s+1) (s+2) (s+3) =5+ 65> +1ls+6,
d.h @,=06, ¢, =11, ¢, =6. Aus GL (77) wird

kyy=—26+5e+e2—506—y)— 4
5. % y+ d¢
6+ 11c+ 66 + &%),
2 o+1 % 3

ki,= 14+e+&*+5y— (6+11e+66°+¢°),

yt+oe
kyy=—5—6"—5y+55+ a4 (6+11e+6&* + &%),

¥+ de
kyy= 6+d—1, (78)
kyy=—1+e—y,
kyz= 1+4+yp—d—=

Nimmt man nun zum Beispiel an, daf3 die ZustandsgréBe x,
nur sehr ungenau gemessen oder rekonstruiert werden kann,
so dafl man auf ihre Riickfithrung ganz verzichten mochte,
Man stellt das nichtlineare Gleichungssystem k,, = k,, =0
auf und priift, ob es reelle Werte fiir y, é und ¢ gibt, die die
Gleichung erfiillen. Im Beispiel ist das der Fall fiir e = —3,
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9= —4 und § beliebig mit der einzigen Einschrinkung
0 + —4/3. Man erhilt

K=[-52-55 0 6+56]= (79)
|: 10+4 0 -0

Es verbleibt also immer noch ein freier Parameter 6, der

z.B. so gewihlt werden kann, da3 der maximale Betrag der

k;; mdglichst klein wird. Dies ist der Fall fiir 6 = — 5,8 und

fihrt auf

K=|-23 0 -23 |. (80)
42 0 5,8

Die Gleichung des Regelungssystems G1. (72) mit der Riick-
fithrung tiber Gl. (80) wird

i =(A—BK)x+BVw=

=[08 —1 =38 x+ [0 1| Vw,
0 -2 0 1 3
1,8 =3 —438 i 6
x, = C,x.

Die Matrix V erhilt man iiber Gl. (5).

Dieses Beispiel illustriert, wie man die bei der Polfestlegung
bei MehrgroBensystemen verbleibenden freien Parameter
benutzen kann, um weitere Forderungen an das System zu
erfiillen. Es soll zeigen, dall man die vielzitierte ,,Qual der
Wahl“ auch als Chance der Wahl ausnutzen kann.

13. Anmerkungen zur Literatur und Historie

Die Steuerbarkeitsbedingungen (7) und (8) wurden in der
zweiten Hilfte der 50er Jahre von Pontryagin, La Salle und
anderen als hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
zeitoptimalen Steuerung eingefiihrt. Dal3 sie auch notwen-
dige Bedingungen fiir die Steuerbarkeit sind, wurde durch
Kalman erkannt:
[1] Kalman, R.E.: On the general theory of control systems. IFAC-
KongreB, Moskau 1960.
Bald daraufstellte Bass fest, dad man einem linearen System
genau dann durch Zustandsriickfiihrung beliebige Eigen-
werte geben kann, wenn es steuerbar ist. Er hat dies zu-
néchst in einem vervielféltigten Manuskript eines Vortra-
ges im NASA Langlay Research Center im August 1961
dargestellt. Verdffentlichung erfolgte als:
[2] Bass, RW.; Mendelson, P.: Aspects ol general control theory.
Final Report AFOSR 2754, 1962.
Dieser Zusammenhang (Steuerbarkeit = ,, Polfestlegbar-
keit“) ist seither oft wiederentdeckt worden. Der Separa-
tionssatz, der etwa besagt, dal3 sich Zustandsvektorriick-
fithrung und Zustandsschitzung nicht gegenseitig beein-
flussen, wurde (fiir den Fall der Zustandsschiatzung durch
ein Wiener-Filter) zuerst von Joseph in seiner Dissertation
bewiesen; verdffentlicht ist er unter
[3] Joseph, P.D.; Tou, J.T.: On linear control theory. Trans. AIEE
80 11 (1961) S. 193-195.
Die Polfestlegung fiir Eingrofensysteme durch Transfor-
mation in die Regelungsnormalform (phasenvariable Form)



wurde von Kalman veroffentlicht:

[4] Kalman, R.E.: Liapunov functions for the problem of Lure in
Automatic Control. Proc. Nat'l Acad. of Sci. (USA) 40 (1963)
S. 201-205.

Eine Polfestlegung fiir MehrgréBensysteme wurde zuerst

von Langenhop iber die Transformation der Systemglei-

chungen in einen kanonische Form ausgefiihrt:

[5] Langenhop, C.E.: On the stabilization of linear systems. Proc,
American Math, Soc. 15 (1964) S. 735-742.

Gleichzeitig und unabhiingig davon kam auch Popov zu
dem gleichen Resultat:

[6] Popov, V. M.: Hyperstability and optimality of automatic systems
with several control functions. Rev. Roum. Sci. Techn., Sev.
Electrotechn. Energ., 9 (1964) S. 629-690.

In dieser Arbeit wird auch der Ansatz nach GI. (44) ge-
macht, der das Mehrgroflenproblem auf das EingrofBen-
problem zuriickfiihrt.

Eine Polfestlegung fiir EingroBensysteme ohne Transfor-
mation in die Regelungsnormalform wurde erstmals von
Bass und Gura angegeben:

[7] Bass, RW.; Gura, I.: High ordér-system design via state-space
considerations. Joint Automatic Control Conference, 1965, Pre-
prints, S. 311-318.

Das Problem der Zustandsrekonstruktion wurde von Luen-
berger behandelt:

[8] Luenberger, D.G.: Observing the state of a linear system. IEEE
Trans. on Military Electronics 8 (1964) S. 74-80.

[9] Luenberger, D.G.: Observers for multivariable systems. IEEE
Trans. Aut. Control 2 (1966) S. 190-197.

Luenberger bescherte uns auch eine Vielzahl von kanoni-

schen Formen und die zum Teil trickreiche Bestimmung

der Transformationsmatrizen:

[10] Luenberger, D.G.: Canonical forms for multivariable systems.

IEEE Trans. Aut. Control 3 (1967) S. 290-293.
Zusammen mit Anderson benutzte er eine davon zur Pol-
festlegung:

[11] Anderson, B.D.O.; Luenberger, D.G.: Design of multivariable
feedback systems. Proc. IEEE 114 (1967). S. 395-399.

Bei einer der in [10] enthaltenen Formen tritt in der Be-
stimmung der Transformationsmatrix (siche Gl. (59)) erst-
mals die Berechnung der Steuerbarkeitsvektoren e¢; nach
Gl. (58) auf. Die Ordnungen der Teilsysteme sind bei dieser
speziellen Form gleich den Kronecker-Indices #;.

In den Arbeiten [5], [6] und [ 1] wurden zur Polfestlegung
kanonische Formen benutzt, die so aufgebaut sind, dafl zu-
erst die Pole des von der ersten EingangsgroBe aus steuer-
baren Teilsystems festgelegt werden. Die zweite Eingangs-
grofe iibernimmt dann soviel von dem Rest, wie von ihr aus
steuerbar ist usw. Auf diese Weise erhilt die Dynamik-
matrix blockweise Dreiecksgestalt mit Kopplungstermen
in nur einer Richtung, in der das charakteristische Polynom
leicht zu bestimmen ist. Dies schrinkt jedoch die Méglich-
keit zur Vorgabe konjugiert komplexer Pole ein (z. B. zwei
Teilsysteme erster Ordnung konnen nur je einen reellen Pol
haben). Diese Schwierigkeit wurde von Worham durch Ver-
wendung einer zweiten Rickfiihrung ausgerdumt:

[12] Wenham, W. M.. On pole assignment in multi-input controllable
systems. IEEE Trans. Aut. Control 6 (1967) S. 660-665.

Er behandelte hier auch die Stabilisierbarkeit, die bedeutet,

daB zumindest die instabilen Eigenschwingungsformen
von A steuerbar sein miissen.

Die bereits erwihnte Luenberger-Form mit bestméglicher
Gleichverteilung auf die StellgroBen, d.h. Teilsystemord-
nungen gleich den Kronecker-Indices n; und Kopplungs-
termen in beiden Richtungen, wurde zu einer speziellen
Polfestlegung benutzt in

[13] Ackermann, J.: Zeitoptimale Mehrfach-Abtastregelsysteme. Vor-
abdrucke zum IFAC-Symposium Mehrgrofien-Regelsysteme,
Diisseldorf 1968.

Hier wurden erstmals die Matrizen T, K5 und V,; ange-
geben, die ein System in die Form nach GI. (56) transfor-
mieren. Diese Form hat ein Minimalpolynom 1*, wobei
w=n; .. Damit wird (4 — BK)" =0, d. h. angewendet auf
ein diskretes System, daBl der Einschwingvorgang nach u
Abtastschritten beendet ist. In [13] ist auch gezeigt, daB
die zur Herleitung des Ergebnisses benutzte kanonische
Form nicht tatsdchlich ausgerechnet werden mubB, so daf3
der Rechenaufwand wesentlich reduziert werden kann.

War durch die Vielfalt der Luenberger-Formen der Ein-
druck entstanden, daB jede mdgliche Aufteilung der Teil-
systeme auf die Einginge gleichberechtigt ist, so wurde
durch eine Arbeit von Brunovsky die ausgezeichnete Rolle
der Form nach Gl. (56) klar. Er bewies, daf} die Kronecker-
Indices n; Invarianten unter den K, V und T-Transforma-
tionen sind, d.h. ein Paar (4, B) kann nicht auf eine Form
(56) mit anderen n;, als seinen Kronecker-Indices durch K,
Vund Ttransformiert werden:

[14] Brunovsky, P: A classification of linear controllable systems.
Kybernetica, Cislo 1970, S. 173-188.

Zu diesem Thema sei auch auf die folgende Arbeit hinge-
wiesen:

[15] Kalman, R.E.: Kronecker invariants and feedback. Proc. Conf.
Ord. Diff. Eq., Naval Research Laboratory, Washington D.C.
1971.

Die besonders einfache Berechnung des Riickfiihrvektors

k' = ¢’(A) nach Gl. (15) wurde vom Autor seit 1970 in Carl-

Cranz-Lehrgdngen dargestellt; Verdffentlichung:

[16] Ackermann, J.: Der Entwurf linearer Regelungssysteme im Zu-
standsraum. Regelungstechnik 20 (1972) S. 297-300.

Die Mabglichkeiten der Festlegung des charakteristischen

Polynoms und des Minimalpolynoms fiir Mehrgréfien-

systeme, die sich aus der GL. (56) ergeben, sind ausfiihrlicher

dargestellt bei:

[17] Ackermann, J.: Abtastregelung. Springer-Verlag, Berlin 1972.

o- und f-Parameter als Invarianten unter den Transforma-
tionen (4, B) — (TAT™, TB) und (4, B) — (T(4 — BK)T %
TB) wurden von Popov gefunden:

[18] Popov, V. M.: Invariant description of linear time-invariant con-

trollable systems. SIAM J. Control 10 (1972) S. 252-264.

Sie kénnen benutzt werden, um ein Paar (F, G) = (4 — BK,
BYV) zu spezifizieren und die Mdtrizen K und V zu berech-
nen:

[19] Ackermann, J.: On the synthesis of linear control systems with
specified characteristics. IFAC-Kongre3 Boston 1975; Auto-
matica Jan. 1977, S. 89-94,

Darin werden auch die Matrizen V¥, und K, nach Gl (64)
und (66) eingefiihrt. Die Gln. (70) und (71) fiir die verallge-
meinerte Polfestlegung werden hier erstmals vorgestellt.
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