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VYorwort:

Betrachtet man die Aufgaben, die heute und in Zukunft an Industrieroboter
gestellt werden, so zeigt eine nahere Anlyse, daB sich diese in zwei Katego-
rien einteilen lassen. Einmal ist die Hand des Roboters in Kontakt mit der
Roboterumgebung, dies ist beispielsweise der Fall, beim Fiigen, Schleifen
oder Polieren. Das andere Mal ist die Roboterhand frei, das bedeutet, sie
bewegt sich, ohne die Umgebung zu beriihren. Beispiele dafiir sind Spritzen,
BahnschweiBen oder Positionieren. Hier wird die zweite Kategorie betrachtet.

Anspruchsvolle Fertigungs- und Montageaufgaben, bei denen eine hohe Genauig-
keit und Geschwindigkeit gefordert werden, lassen sich mit konventionellen
Reglern nur unbefriedigend 1gsen, da die Kopplungen der Armbewegungen.nicht
beriicksichtigt werden. Um diese zu beriicksichtigen, muB man sich genaueren
Einblick in die physikalischen Zusammenhange verschaffen. Diese Zusammenhan-
ge kann man durch ein dynamisches Robotermodell erfassen. Mit Hilfe dessen
lassen sich fortgeschrittene Regelalgorithmen entwerfen, die den gehobenen
Anforderungen gerecht werden. Die Entwicklung eines solchen Modells ist
daher von entscheidendgr Bedeutung.

In dem hier vorliegenden Bericht wird ein Modell zur Beschreibung von Robo-
tern mit rotatorischen Achsen angegeben. Es werden die Differentialgleichun-
gen abgeleitet, die dieses Modell beschreiben. Diese Differentialgleichungen
werden in eine Form gebracht, die einen guten Einblick in das Roboterverhal-
ten erlaubt. Die aufgestellten Gleichungen sind, bedingt durch die Komplexi-
tdt der Roboterbewegungen, sehr kompliziert. Um einen Roboter iber diese
Gleichungen zu regeln, miissen sie in Echtzeit auf einem Digitalrechner
bearbeitbar sein. Es wird gezeigt, wie man die Gleichungen erheblich verein-
fachen kann und auf welche Weise die einzelnen Komponenten des Roboters
(Arme, Gelenke, Getriebe und Antriebe) zusammenwirken. Es zeigt sich, dafB
das dynamische Robotermodell unter gewissen Voraussetzungen in Teilmodelle
zerfdllt., Diese Tatsache ist fiir die weiteren Arbeiten von entscheidender
Bedeutung. Die vorliegenden Ergebnisse sind damit die Basis fiir den Entwurf
eines Regelkonzeptes mit dem hochgenaues Bahnfahren ermgglicht wird.
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1. Einleitung

Will man eine Roboterregelung flir genaues Bahnfahren entwerfen und realisie-
ren, braucht man ein dynamisches Modell des Roboters. Ganz konkret gespro-
chen, muf3 man wissen, wie der Roboter sich bewegt, wenn man gewisse elektri-
sche Spannungen an die AnschluBklemmen seiner Antriebsmotoren legt.

Eine genaue Untersuchung von Robotern zeigt, daB diese in der Mehrzahl aus

drei wesentlichen Kompcnenten aufgebaut sind:
° Den Antrieben, in den allermeisten Fdallen Elektromotoren,

™ den Antriebsstrangen, dazu zdhlen wir Getriebe, Antriebswellen, eté.,

@ den Roboterarmen, die durch Gelenke verbunden sind.

Im einem dynamischen Modell miissen die dynamischen Effekte aller drei Kompo-
nenten und deren Verkopplung beriicksichtigt werden.

In der Literatur werden im allgemeinen nur die Bewegungsgleichungen der
Roboterarme angegeben. Das bedeutet, man nimmt an, die Antriebsmomente konn-
ten direkt an den Armen aufgebracht werden. Diese Modellvorstellung reicht

aus fiir prinzipielle Studien.

Flir realistischere Untersuchungen ist diese Vorstellung aber unbefriedigend,
da sie die folgenden wesentlichen Effekte ignoriert:

Elastizitat, Reibung, Lose und Massentrdgheitswirkungen in den Antriebs-

strangen.
@ Massentragheitsmomente der Laufer der Antriebsmotoren.

o Kreiselkrafte, bedingt durch die schnelldrenhenden Motorldgufer und An-

triebswellen.

° Den dynamischen Zusammenhang zwischen Motormoment und Motorspannung.



In der vorliegenden Arbeit wird der Rahmen fiir eine Modellvorstellung fir
Roboter mit rotatorischen Gelenken und elektromotorischem Antrieb entwik-
kelt, die obengenannte Effekte mitberiicksichtigt.

Die aufgestellten Differentialgleichungen werden auf Moglichkeiten zur Ver-

einfachung untersucht.

Die Differentialgleichungen werden in eine Form gebracht, an der man sehr
gut den EinfluB der drei Komponenten Antrieb, Antriebsstrang und Arme auf

das Gesamtverhalten erkennt.

Es zeigt sich, daB man unter gewissen Voraussetzungen die durch die schnell-
drehenden Ldufer und Wellen bedingten Kreiselkrdfte vernachldssigen kann,

Dies bedeutet:

° Motoren und Arme sind nur ilber die Momente in den Getrieben gekoppelt,

nicht aber (ber Kreiselkrdfte.

9 Man kann die dynamischen Gleichungen der beiden Teil-MKS Gesamtarme und
Motoren unabhdngig voneinander aufstellen und anschlieBend durch die

Kraftgesetze verkniipfen.



2. Bezeichnungen

Um dem Leser den (berblick zu erleichtern, sind einige Vorbemerkungen
zur Terminologie und zur Bezeichnungsweise hilfreich.

° Wenn von Vektoren die Rede ist, so sind stets dreidimensionale,euklidi-
sche Vektoren gemeint. Diese Vektoren werden durch Unterstreichen ge-

kennzeichnet.

© Unter Tensoren sind stets dreidimensionale Tensoren zweiter Stufe zu
verstehen. Gekennzeichnet werden sie durch doppeltes Unterstreichen.
Verwendet werden ohnehin nur die Massentrédgheitstensoren starrer Kirper.

® Zur Kennzeichnung des verjiingenden Produktes zwischen zwei Vektoren
bzw. zwischen Tensor und Vektor wird der Punkt, «, verwendet.

2 Das Kreuzprodukt zweier Vektoren wird mit "x" bezeichnet.

] Einspaltige und quadratische Matrizen werden nicht weiter gekennzeich-
net.

L] Orthonormierte rechtshandige Vektorbasen werden mit "e" gekennzeichnet.
2 {0, e} bezeichnet Koordinatensysteme.

e Der Zusatz "absolut" bezieht einen Vektor auf das Inertialsystem.

Soweit zur allgemeinen Terminologie.
Die wesentlichen Bezeichnungen und verwendeten Symbole sind in nachfolgender

Liste erldutert:



Liste der verwendeten Symbole:

{O',_g‘} - Ursprung und Orientierung des Inertialsystems
ACMi - Massenmittelpunkt des Armes i
RCM1 - Massenmittelpunkt des Rotors i
CM1 - Massenmittelpunkt des Gesamtafmes i
A..i A ij - . ;
M e - Korperfestes Koordinatensystem des Armes i
{RCMT 331 - Korperfestes Koordinatensystem des Rotors 1.
'd, i s ; A i
a X - Zeitliche Ableitung des Vektors x bzgl. e
di
d. X - Zeitliche Ableitung des Vektors x bzgl. e®, wird auch
i absolute Ableitung genannt.
ot
é - Ableitung der Variablen g nach der Zeit.
521 - Ortsvektor von 0° nach "CM
5!1 - Absolute Geschwindigkeit des Aew’
611 - Absolute Beschleunigung des ACM1
R i _ . R, i
v - Absolute Geschwindigkeit des CM
R.i . R, i
a - Absolute Beschleunigung des CM
A i . - . A i
w - Absolute Winkelgeschwindigkeit des e
A i : . A i
a - Absolute Winkelbeschleunigung des e
R i " - X R i
w - Absolute Winkelgeschwindigkeit des e
R i , , R i
o - Absolute Winkelbeschleunigung des e



Die folgenden partiellen Geschwindigkeiten sind in Abschnitt 3.5. erldutert.

A i
v
=

R i
v
-

A i
w
-T

1-11

r-te partielle Geschwindigkeit von Aij

r-te partielle Geschwindigkeit von Rxf

r-te partielle Winkelgeschwindigkeit von 521

r-te partielle Ninkelgeschwindﬁgkeit von 691

Winkelgeschwindigkeit des Ag1 beziiglich des 631-1.
(A9 = 1), va1. BiTd 3-3.

Winkelgeschwindigkeit des Rgf beziiglich des 531'1,
vgl. Bild 3-3.

: Y : A i oy R i
Winkelgeschwindigkeit des "e beziiglich des e,
vgl. Bild 3-3

Winkelbeschleunigung des e’ beziiglich des "'~

Winkelbeschleunigung des Rg] beziiglich des 531'1
A ; :

Abstandsvektor von cM' zur Achse i, vgl. Bild 3-4
A..i-1 ; ;

Abstandsvektor von CM zur Achse i, vgl. Bild 3-4

Abstandsvektor von Aent-1 2y RCM1, vgl. Bild 3-4,

Richtungsvektor der Gelenkachse i. |£ﬂ| = 1

Masse des Armes i

Masse des Rotors i

Masse des Gesamtarmes i

Trdgheitssensor des Armes i beziiglich ACM1



Tragheitssensor des Rotors i beziiglich RCM1
Trdgheitssensor des Gesamtarmes i beziiglich CMj
Impuls

Drehimpuls

Ubersetzungsverhdaltnis des 1-£En Getriebes
wirksames, eingepragtes Drehmoment auf Rotor i
Reibmoment im Lager zwischen Arm i-1 und Arm i
Kontaktkraft im Getriebe i

Radius des kleinen Rades im Getriebe i, vgl. Bild 3-5
Radius des groRen Rades im Getriebe i vgl. Bild 3-5.
£ x]

Laufindex fiir die partiellen Geschwindigkeiten und
die Zeilen der Bewegungsgleichung.

Anzahl der Arme bzw. Rotoren (iblicherweise N=6)
generalisierte Massenmatrix; dim J = 2N x 2N
Matrix der generalisierten Krdafte; dim x = 2N x 1

Matrix der generalisierten eingepragten inneren
Krdfte, dim A = 2N x 1

Matrix der generalisierten Geschwindigkeiten,
dim g = 2N x 1
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Bild 3-2 Drauf- und Seitenansicht eines abstrahierten Robotergelenks
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Bild 3-3 Kinematische GriBen und Parameter am Robotergelenk
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Bild 3-4 C- und b- Vektoren an einem Gelenk
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Bild 3-5 Eingeprdgte Krdfte und Momente im freigeschnittenen Gelenk
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3. HModellbeschreibung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Modellvorstellung flir Roboter mit nur
rotatorischen Freiheitsgraden zu entwickeln und fir dieses Modell die Bewe-
gungsgleichungen abzuleiten. Nun ist das Modell eines technischen Systems
keinesfalls die exakte Beschreibung der Realitat, vielmehr handelt es sich
bei jedem Modell um eine mehr oder weniger starke Idealisierung der Wirklich-
keit. Es stellt sich die Frage, welche Teilaspekte der Realitat man modellie-
ren mochte. '

Im vorliegenden Fall interessiert man sich fiir die Bewegung der Roboterarme,
die Verkopplungen durch mehrere gleichzeitig bewegte Roboterarme und den
Zusammenhang zwischen Antriebsmomenten und ausgefijhrter Bewegung. Nicht von
Interesse sind die elastischen Verformungen der Roboterarme, da sie bei
heutiger Bauweise den Roboter sehr klein und in der Praxis kaum relevant

sind.
Das Robotermodell ist somit ein Mehrkgrpersystem (MKS).
Ein MKS bestenht aus starren, massebehafteten Kdrpern, die durch Gelenke

verbunden sind. Kraftwirkungen zwischen den Korpern des MKS werden durch
masselos modellierte Mechanismen (Federn, Dampfer und dgl.) aufgebracht.

3.1. Das Mehrkorpersystem

Roboter mit nur rotatorischen Freiheitsgraden und elektromotorischem Antrieb

sind aus drei wesentlichen Komponenten aufgebaut [3, 5 |:
© den eigentlichen Armen,
® den Motoren, Tachogeneratoren und Winkelgebern,

® den Antriebsstrangen, also Ubertragungswellen, Antriebsriemen und Getrie-

ben.
Bild 3-1 zeigt die kinematische Anordnung eines typischen Roboters.

Die Arme inclusive aller fest an ihnen angebrachten Teile wie Motor-,

15



Tacho-, Winkelgebergehause und abtreibende Getrieberader, werden als starre
Korper modelliert. Ebenso kann man die Laufer der Motoren, Tachogeneratoren,
Winkelgeber und die Getriebeantriebsrader zu starren Korpern zusammenfassen.
Im weiteren werden sie Rotoren genannt., Die Getriebe denken wir uns aus
einer reibungs-, elastizitdts- und spielfreien Ubersetzung und eines diese
Effekte berilicksichtigenden Kraftgesetzes zusammengesetzt. Bild 3-2 =zeigt
Drauf- und Seitenansicht eines so abstrahierten Robotergelenks.,

Das Getriebe ist der Einfachheit halber als Riementrieb dargestellt. Das
MKS-Modell des Roboters hat somit folgende Eigenschaften:

1. Alle Massen des Roboters werden einem Arm oder einem Rotor zugeordnet.
Arme und Rotoren sind starre Korper.

2. Die Verbindung zwischen Arm und antreibendem Rotor ist masselos und
wird durch eine ideale Ubersetzung und ein Kraftgesetz beschrieben.

3. Die Drehachsen des antreibenden Rotors und des angetriebenen Armes sind

parallel.
4. Alle Gelenke sind einachsige Rotationsgelenke.

5. Die Rotoren sind rotationssymmetrische Korper.

3.2. Bezeichnungen am MKS

In den Bildern 3-3 und 3-4 sind die zur Beschreibung der Bewegungen des MKS
erforderlichen Variablen und Parameter eingetragen. Der Arm 0 ist der ruhen-
de Sockel des Roboters, vgl. Bild 3-1. Der Rotor i ist im Arm i - 1 "einge-
bettet" und treibt den Arm i an. i l&uft von 1 bis N, wobei N die Anzanhl der

Arme bzw. Rotoren ist.

16



3.3. Krdfte im MKS

Bild 3-5 zeigt die freigeschnittenen Korper. Eingetragen sind nur die einge-
pragten Krdfte und Momente, Zwangskrdfte sind weggelassen. Es sind:

i

s L' -
1'
2. Ek -
% N =
4. Q' -

Antriebsmoment im Luftspalt des Motors i, einschlieBlich aller
Reibungskrafte im Motor. Diese Antriebsmomente sind in der Regel
in Form von Differentialgichungen gegeben, die die elektrischen
Eigenheiten des Motors beschreiben. Sie konnen ohne Probleme zu

den fertigen Bewegungsgleichungen hinzugefiigt werden!

Kontaktkraft im Getriebe i. Tritt in den Gleichungen nicht expli-
zit auf, dient nur zur Definition des Momentes ﬂ].

Momentgesetz (iber das Getriebe 1i; beschreibt Effekte wie Lose,
Elastizitat und Reibung im Getriebe 1.

Momentgesetz zwischen den Armen i - 1 und i, zur Beschreibung

der Lagerreibung.

Aus dem Bild lassen sich alle auf den Arm i und den Rotor i wirkenden Krdafte

und Momente

(ohne Zwangskrafte- und Momente) ablesen.

Kraft auf Arm i:

=Afm

|~

;i (3.1)

Kraft auf Rotor 1i:

R

’Qf " oyﬁg (3.2)

Moment auf Arm i:

a1

:E{x .EI + Q"—- Q+4h-[_:'+'\+(2' _gl-ﬂ/x Ek

17



Moment auf Rotor i:

.QL.' _ Af - gl _F'k (3.4)
Es gilt:

Z=ue ) (3.5)
und

4 . |
le _ ZJX Ek (3.6)

Mit der Einfiihrung von (3.5) und (3.6) macht man sich frei von der speziel-
len Getriebeart nach Bild 3-2. Wir konnen jetzt alle Getriebe, die sich
durch eine Obersetzung i und ein Momentengesetz M summarisch beschreiben
lassen,in unsere Betrachtung einbeziehen.

Mit (3.5) und (3.6) kann man (3.3) und (3.4) umschreiben:

W = WA g g L e ] 7

Fiir (3.1) bis {3.8) gilt:
-i =1, e 0 3 N-

Die mit N + 1 indizierten Momente sind natirlich Null, da der Roboter mit

dem N-ten Arm endet.

18



3.4. Struktur der Bewegungsgleichungen

In Kapitel 5 werden die Bewegungsgleichungen aufgestellt. Es ist aber sehr
hilfreich, vorab einen Blick auf die Struktur dieser Gleichungen zu werfen.

Zundchst stellt sich die Frage, welche generalisierten Koordinaten zur Be-
schreibung des MKS verwendet werden sollen, Da wir einen Roboter mit rotato-
rischen Freiheitsgraden betrachten, bieten sich die Relativwinkelgeschwindig-

keiten bzw. die zugehgrigen Relativwinkel an.
An Bild 3-3 sieht man sofort, daB die Konsistenzbedingung

A—I}l -‘*Q: _ P_(__ll =0 (3.9)
gitt,

Dies bedeutet, daB zwei der drei Summanden unabhdngige Variable sind.

RQ1 als unabhdngige Variablen.

Wir entscheiden uns fiir Aﬁ1 und

Als generalisierte Geschwindigkeitskoordinaten fiinren wir die N Ag1 und die

N Rg1 ein.

Anmerkung: Wir verwenden hier im wesentlichen die von Roberson und
Schwertassek verwendete Notation [2].

Es gilt:
AQJ = ’D; Aﬂ‘\ (3.10)
R = m' Ky (3.11)

Die _31 sind die Richtungseinheitsvektoren der Drehachsen (vgl. Bild 3-3).
Fiir die zugehorigen generalisierten Lagekoordinaten p gelten die kinemati-

schen Bewegungsgleichungen:
A P! A3~ (3.12)

i R (3.13)
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Mit den eingefiihrten generalisierten Koordinaten ergeben sich fiir dieses
Modell die dynamischen Bewegungsgleichungen zu: [2].

Tg =25 xR =

Dabei sind:
J - die 2N x 2N generalisierte Massenmatrix 1
g - die 2N x 1 Spaltenmatrix der generalisierten Beschleunigungen.

Rei

Die Anordnung der A§1, g' in g wihlen wir zu:

4:3"'
Aé A 55; ,
= = . = ﬂ (3.15)
Ré" e A'---,z.N
xk - die 2N x 1 Spaltenmatrix der generalisierten Kreiselkrafte.
XG - die 2N x 1 Spaltenmatrix der generalisierten Gewichtskrafte.
A - die 2N x 1 Spaltenmatrix der inneren, eingeprdgten Krafte.

Aufgrund der Anordnung der generalisierten Gewchwindigkeiten in (3.15), kann
man (3.14) noch weiter strukturieren, was sich als sehr vorteilhaft erweist.

- - - - e g — - - -

AA} AQ} A(i Azk A'ZG: AZ

R A QQ} R R%k Q%G Rx

|
+
+

Y

Faso R Y

20



wovei: ol AT = o AR = birn®4Y = obim, ®®F = Nx N
dim X = i * Y = i 2T = dim Ry = N
0(";’”%4] = oim QX = Nx

3.5. Kanes Methode zur Erstellung der Bewegungsgleichungen

Es gibt eine ganze Reihe mechanischer Prinzipe um die Bewegungsgleichungen
(3.14) aufzustellen, d.h. die Matrizen J, x und A zu berechnen.
Wir gehen hier nach der von Kane angegebenen Methode vor [1].

Die Vorgehensweise wird in diesem Abschnitt kurz erlautert.

L Man schreibe Impuls- und Drallsatz fir jeden Kdrper an. Da wir es
mit N Armen und R Rotoren zu tun haben, erhalten wir 4N Vektorglei-

chungen,
Aff _ AmJ Agf _ AEE
QEI = R QE‘«' = PEI (3.17)
AH::(A;.AQJ'zAg
QH‘:‘ _ (RI:? . Qg;)' - RL;
@ Man bestimme die partiellen Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindig-

keiten jedes Korpers. Das sind die partiellen Ableitungen von Abso-
lutgeschwindigkeit v bzw. Absolutwinkelgeschwindigkeit w nach den
generalisierten Geschwindigkeitskoordinaten g.

21



Also:
r-te partielle Geschwindigkeit von Arm/Rotor i

A/R AR,
¥, = 2 14 (3.18)
09,

R

r-te partielle Winkelgeschwindigkeit von Arm/Rotor i

(3.19)

09,

AR i QAR

Mit Hilfe der partiellen Geschwindigkeiten/Winkelgeschwindigkeiten
projiziert man Impuls- und Drallsdtze aller Korper auf die freien
Bewegungsmoglichkeiten, eliminiert damit die Zwangskrafte und redu-
ziert auf Zustandsform (3.14).

Die r-te Zeile der Bewegungsgleichung (3.14) lautet dann:
N .
A AST R RE: A, i A og R
.Z l/»' P+’ \/l'P[‘f‘ L_Qy‘!___!+ W, H
(3.20)
N

A v Al ’ e
Yo L * Wy ¥

VoA R Ry
+ ALQ;_’ L+ EQKY =1

—

Nun muB man nur noch nach Elementen von J, x und A ordnen, um die
Form (3.14) bzw. (3.16) zu erhalten.
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4., Kinematik

In diesem Kapitel werden die Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und partiel-
len Geschwindigkeiten bzw. Winkelgeschwindigkeiten, Winkelbeschleunigungen
und partiellen Winkelgeschwindigkeiten der Arme 1 und Rotoren i angegeben.
Wir beziehen uns auf die Bilder 3-3 und 3-4.

4,1. Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

Vorbemerkung: Der Index i ist die Arm- bzw. Rotornummer, und falls nichts

anderes vermerkt: i =1, ..., N.

4.1.1. Winkelgeschwindigkeijten

Die Winkelgeschwindigkeit des Rotors 1 gegeniiber Inertial kann man aus Bild

3-3 ablesen:
PA L e ' 4.1
ﬁgo ist die Winkelgeschwindigkeit des unbewegten Robotersockels:
) 4.2
A W = 0 ( )
Fiir den Arm i erhdlt man:
A — A 1 (4.3)
Al = Ay Ag
Das in (4.1) und (4.3) auftretende 521‘1 berechnet sich zu:
1=~
AwF~’1 _ Z A_O-h (4.4)
h=a ;
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Mit Hilfe der generalisierten Geschwindigkeiten und den Richtungsvektoren

der Achsen kann man schreiben:

i | | 4.5
R = % (4.5)

(4.6)

4.1.2. Winkelbeschleunigungen

Durch Differentiation berg]ich_Eo erhdlt man aus (4.1) und (4.3) die absolu-

ten Winkelbeschieunigungen von Rotor i und Arm i:

R(j,; _ Eé F?EQJ (4.7)
- ot
_ dhu g
ot
Aica TR 4 A e R oA
= Q_L ;o n + w x "

Wir fiihren die Abkiirzung:

REI e —o-(- R_Q_i - m R(ji (4.8)
oA
ein und schreiben fiir %31:
= ‘ (4.9)

25



Fiir den Arm 1i:

A A1 (4.10)

A “1 \l"' { .‘4 :
= Aay T A Ay
ot

Analog zu (4.8) definieren wir:

I
x

A i—_ l‘-"GL A ; _-/h;Av{
I? - éli ‘gl - - j (4.11)

. LA
Damit lautet der Ausdruck fur "o ':

AV A~ Ap' A Jea A (4.12)
d'="d +"H+ "wx"n

4.1.3. Translatorische Geschwindigkeiten

Fiir die absolute Geschwindigkeit des Rotors i erhalten wir:

@ -_"/11 5 l..—-"; .
R-\_/t — A_\_/l +A{_4.___PI4X_IE (4.13)
610 ist die Geschwindigkeit des ruhenden Sockels:

A o (4.14)

Vv =0
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Fiir den Arm i schreiben wir zunachst den Ortsvektor an

A'T\ o A’I'i-d-J- -C_"'"I_ gl\ (4.15)
A i r

v erhdlt man dann zu:

A o A -

v = oy i9 (4.16)
AV'=A\,;'4+A(_A_JMXC_:M'~A{_A_)‘x g" f4.17)
4.1.4. Translatorische Beschleunigungen
Wir differenzieren (4.13) bzw. (4.17):

Rq‘ _ 3(_, R, i (4.18)
ot

. 2 ” kb " A S . I~y
th :Aqt-4+ A= S 4_492.--‘)( (W' x b ) (4.19)
Und flr den Arm:

A N -
EL' = i Ay' (4.20)
olt
T |~ -t
A@l = AEU 4 AoL s £
+A£¢_)I”'X (AL_&_)C_/'X C‘“"f)
Sax g Atk (Al x ) (21
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4,2, Partielle Geschwindigkeiten

Wir kommen jetzt zur Berechnung der partiellen Geschwindigkeiten bzw. Winkel-
geschwindigkeiten, die in (3.18) bzw. 3.19) definiert wurden.

4.2.1 Partiellen Winkelgeschwindigkeiten

Mit (4.1), (4.4) und (4.5) erhalten wir fir die r-te partielle Winkelge-
schwindigkeit des Rotors i

Rwt = @ Ry (4.22)
99x

0,

Ryl = 2 [Z (m™497™) + 2 R9']
33.,, Ko

Hier muR man zwei Fdlle unterscheiden:

A 4 £ v <« N
'—
1.1 ’T‘)f Rb—"‘r‘_g
v r
4.2 TFTLi Ry, =m
? Nereaw (4.23)
R .V —
2. >+ N W, =9
R . T-N
2.2 Y =14+ N W, = B
2:3 & BN £ Eéir = 0

Entsprechend fiir die partiellen Winkelgeschwindigkeiten der Arme mit (4.4)
und (4.6):
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i A _.m
Aw*: 2 [ i_}] ' (4.24)

= 09,  fea
20y w4
1y ns4

Auch hier muR man wieder zwei F&lle unterscheiden:

4, 1 < 7T £ N
A4 P> A W, = 0
(4.25)

A8 AL._;,; -

2 NerecaeN Ay =op
4.2.2 Partielle translatorische Geschwindigkeiten
Die partielle Geschwindigkeit des Rotors i:
R R,

v, = @E 4 (4.26)

i

mit (4.13):

. C; A E__.[ A 1= B;-‘l;
Ry [ v+ " x b (4.27)

¥ ééfr

Un (4.27) auszuwerten, muB man zundchst Av1'1 als Funktion der gp angeben,
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Ausgehend vom Ortsvektor des Armes i-1

1=
Aw_n-«t _ ot o (4.28)
m=a
erhalten wir: )
) i—
Ay o I P (4.29)
m=a
Mit (4.29) und (4.27) erhalten wir:
-
i - hea N A w nh
R o= jg_ [ j; A W % G - w x C
- L =
93"- f)’}_:q
(4.30)

Die 62 sind in (4.4) gegeben: Und mit (4.6) erhdlt man dann die partielle

Geschwindigkeit des Rotors i, wobei wieder zwei Falle zu unterscheiden sind:

o N er<£2N v =0
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Wir fithren noch ein:
2

. - 5 &
G'r _ [ Z (_ gmrn o g""””")._ gi-« I~ 2 bl-—4|J e

m=rr

Fiir die partiellen Geschwindigkeiten des Armes 1 gilt:

A g A,
Vo = é;é ¥
i (4.33)
s 9 [ Awh-frx —’h-'f%_Ayfnxg’h’h]
a —_—
i M=4
Daraus folgt:
4. 2<¢r 4N
, 1
A4 > y, =0
e e
h m n 1
4.2 "% AL/¢=’KLT’<\: (~&"" ¢ £ ”)‘QJ
m=r
2. Ncre2N Ay; = 0
Mit
i 'l—4 hn h i
Y :{Z(“g +§m4)_§] (4.35)
- M=
Zum besseren Verstandnis von (4.31) und (4.33) geben wir ein Beispiel.
Da
N
At Z A (4.36)
y' = v, 9.
=A
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fassen sich die A!; als "Richtungsangabe" fiir den Beitrag der jeweiligen

. . A i .
generalisierten Koordinate g zu v deuten. Entsprechendes gilt fiir die _X;

; el o
und auch fir die AE; und 39;.

Wir wollen beispielhaft Alg berechnen. Nach (4.34):

¥ 33
AVS %le:_ézz?Lge_E]:@x?f

-

Wie ein Vergleich mit Bild 4-1 zeigt, ist 513 nichts anderes als das Kreuz-
produktdes Achsvektors_ﬂ2 mit dem Abstandsvektor y = von Achse 2 zum Massen-

mittelpunkt des Armes 3.
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5. Dynamik
Wir werten jetzt (3.20) aus.

In Abschnitt 5.1 berechnen wir die rechte Seite von (3.20). Diese liefert A
und den Beitrag XG der Gewichtskrafte zu y.

In 5.2 bestimmen wir aus der linken Seite von (3.20) die Massenmatrix J und

den Beitrag xK der Kreiselkrdfte zu x.

5.1. Innere und duPere Krdfte und Momente

Fir den Beitrag der inneren und duPeren Krdafte zur r-ten Zeile von (3.14)
bzw. (3.16) erhdalt man, (vgl. (3.20)):

v
sy

%, 14Rt sich aufteilen:

(5.2)

entsprechend dem Beitrag der Gewichtskrafte zu K und dem Beitrag der einge-

prdagten Momente zu Ar.

N -
%GI:_ZA I'AFI _,_RV‘.R]:' (6.3)
s - - —Eyp -
=
N
bR | R v R, 1
2. = 2_ A_'T- A}: + - L (5.4)
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Mit Hilfe von (3.7) und (3.8) und den partiellen Winkelgeschwindigkeiten aus
dem Unterabschnitt 4.2.1 wollen wir zundchst (5.4) auswerten:

R

>3
-?
(l
M~z
(g
.?
II_"_'
+
u =
R
1S
<3
e
I

IS TEUATITRr

Fiihrt man diese Summe aus und beriicksichtigt:
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vgl. Bilder3-3 und 3-5, so erhdlt man:

1. = Q%+ 4" M

2. N<cr < 2N

B 2 {L*‘N-[ I:T_N"MT-N]
Mt Ls‘ﬁ)
_ -N
2. = L7Y-M7
Q"+ wr M7 1¢ 7r< N
2* = Lf‘r-N 3 M"r‘-N N < » é 2N

3b



Als nachstes ermitteln wir den Beitrag der Gewichtskrafte:

Mit (3.1), (3.2) und den partiellen Geschwindigkeiten 1apt sich XE berech-

nen:

Wie man aus (4.31) und (4.34) erkennt, gilt:

R A ieaa A ' '
vl - _\:‘/,,_ & ’_’_’_LTX _bl (5 7)

£ N’ > <&

Wir schreiben jetzt fiir XE:

Le 1% %N

N
4 _ R s Bpi+n A G A
%’}-_ZYW—'E +y""1:
Py

Anmerkung: Alle mit (N+1) indizierten GroBen verschwinden, da es keinen
(N+1)-ten Rotor gibt.

Mit (5.7):
= :14 R 144 A I A_i
w5 = Y (O s e b Ay ]
iz
N ‘ Q bea K P 4 R___i.a,..d]
- [A\_,'T-(T_- JE)e(mx b )R
g

Setzen wir (3.1) und (3.2) ein, und:
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G
kann man Rip umformen:

X, = % [ (m'x f')'(’e'm;“ fAm')g s

(m™x b R g ]

Mit:

m = m + M (5.8)

NS
¥ O
]
N1z
—r
13
3
X
3
1o
. 8
+...
[o—
"
&S
)
-3
_—
< —J
1o

Wir haben die Gewichtskraftwirkungen von Arm i und dem in ihm eingebetteten
Rotor i+l zur Wirkung der Gewichtskraft eines Gesamtarmes i zusammengefapBt.
Wir folgen hier dem Gyrostatenkonzept [4].

Wir definieren:

Der Gesamtarm i ist ein Korper, dessen Massenmittelpunkt CMT mit den Gesamt-
massenmittelpunkt von Arm i und Rotor i+l zusammenfallt.

Fiir seine Masse m' gilt (5.8).
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2. N r < 2N

G
Xy = 0

Somit

5.2. Trdgheitskrafte

Fiir den Beitrag der Trdgheitskrdfte zur r-ten Zeile von (3.14) erhalten wir,
vgl. (3.20):

®
¥

N
o ; ¥ VR DAL R R

Man kann'E:G aufteilen:
% c K (5.11)
5= (%3), -¥,

Wir wollen (5.10) auswerten; dazu teilen wir auf in Beitrdge der Impulse
p O i H
% und Beitrdge der Drehimpulse TF.
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5.2.1. Beitrdge der Impulse

Wir schreiben:

N ) _ .

P e ¥ K e A.v AD!
T = Z R\_/;. P+ "y - I (5.12)

[z

Mit (3.17), (4.31) und (4.34) konnen wir (5.12) auswerten. Wir missen hier

wieder unterscheiden.

1. 1< r <N

N 3 . .
> Fg Yea B leA A A 1+ A
P@ :ERV-L,ROYII‘. q’+ S \—/'}- m E{J
- )4 ks
;:’T
Anmerkung: Alle mit (N+1) indizierten GrgRen verschwinden, da es keinen
(N+1)-ten Rotor gibt.
Mit (5.7), (4.19) und (4.21):
s . i R i
> F 1+ +A
T= Y [N e ) T

"’-

-

I= '(A ;+ AOLIX I:,;:+4+A(_A_JEX (AL;\_);X bi“r«))

(5.13)
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Un hier wieder das Gesamtarmkonzept verwenden 2zu konnen,

einige Umformungen vornehmen. Wir fiihren dazu ein:

; R 1+ | e

E; _ K s bii+4
— /m * —

i A, i i
8 ist der Vektor von "CM' nach CM .
51 ist der Vektor von CM1 nach RCM1+1.
Vgl. Bild 3-4.

V.:_Z AV‘ +’7_’_LTX §|

a," = Ag.‘ + Ag_L;x _8_; +Af_A_J‘ X (Aw"x §')

Beschleunigung des Gesamtarmes.

Wir setzen (5.14) bis (5.17) in (5.13) ein:

missen wir noch

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

N . . .
Z m"x§ T xE FaTx ] Fm

la



Hieraus folgt:
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Wie man leicht erkennt, vgl. (5.14), (5.15), bleibt nur die erste Teilsumme
stehen, die drei letzten verschwinden.

2. N< r< 2N

P x
S, =0
v
Somit:
N
‘ f ' r < N
PT% 2 an = B .
o t=9 (5.18)
0 * >N

Dies bedeutet, der Gesamtimpuls von Rotor i+l und Arm i ist mit dem Impuls

des Gesamtarmes { identisch.

5.2.2. Beitrdge der Drehimpulse

N
H * & " : Az 5.19
’s“ ZZ(QQT,QH+AQT,H) (5.19)
1=

1 l1<r<N

s % S R_tsa R 1+14 R Ryt R iy

Q"Z%'@”"[ L™ " fptx (T )]
=7
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Mit (4.1) und (4.9) lassen sich RE1+1 und Rgﬁ+l durch 53] bzw, Am’ ausdrik-
ken.

Diese Summe spalten wir auf in eine Teilsumme Xrl’ die alle Terme enthdlt
die mit Ag? bzw. R_H_Hl gehen und den Rest, X ,.

H >
T =X, + X,

(5.21)

Es ist klar, daB Xrl sowohl Beitrdge zu (J é)r als auch zu Xp liefert,
wahrend X, nur zu xK beitragt.

GemdB Steiner'schem Satz kann man R;T+1 und A1
beziiglich cM! zusammenfassen.

zu einem Gesamttrdgheitstensor
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Daher:

N N :
? i+ ,
X E Iy s, Z P Tl (5.22)
A1 ‘ = - = -

Wie man sofort erkennt, liefert die erste Teilsumme Beitrdge zu ('D‘A As

J g
K . > i . AR, R. )P

und zu e wahrend die zweite Teilsumme ( J 9)r aufbaut.
Wir betrachten nun X pot

N ) _

i 4 R i4a -
Xoom e Y [ (e )
T2 = = =~
T2

Wie man leicht zeigen kann (im Dreibein e

. : e ) verschwindet der Term RQ1+1 X
R o Ryt atte 1.

Ad o R+ A Ad . A A
Ferner kann man "w x (I * w)ound Tw x (1T o ') zum Beitrag des
Gesamtarmes zusammenfassen.
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N
X”r? - /Bf' Z[AC_Q{X (
I;Jr : ) 4
pone L (i e
1= )
+AQ;X(R£E+4.Q_Q_E+4)

(5.23)

2. N <r < 2N

Fiir diesen Fall gilt:
R, ¥

H >
T -

IE

- € r-N
R_r-N . +

1

r-N
’ [

-_—

<

-N -N
R _* . R(AJ?- )]

|

die den Term

in eine Teilsumme le,

spalten wir wieder auf

gl geht und den Rest Y ,.

Auch hier
2

enthdlt, der mit

(5.24)

# >
T =Y.+
T 4 3
Es ist klar, dap le zu (J é)r und zu Xi beitragt, wahrend er nur zu x.

beitrdgt.
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) r-N=-4 g_T-N 4 r¥N-a R_T-N o
Y ::/n'r—N.[RI"r M-(Ac}, ‘f'H £ s X-D— )] {5.25)
T -

Fiir AEF'N'l kann man aus (4.12) ableiten:

AOLT-N--'l-_ AH% . z A_Q_l_J%Mx A_Q_% (5.26)

(5.27)

Fir Y., erhalten wir mit (4.1):

(5.28)
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Wir wollen er noch etwas naher untersuchen.

i~

i A - N=-A R r-N Pl r-N
s [ w" e (P10 ")
-N R =N ~ =~
+ e&}} X ( l; - A w' )

: : .. . R_r=N
Wie man im Dreibein e

mand in er wegen der Rotationssymmetrie des Rotors. Daher:

" CN-A R
‘\/ - ’qu ]V. [ A(é;r N " (
o~ ._

2

i

ey

Somit:

H

-—

YM +Y*z N<r 2N

fg‘* X'TA""‘XA—YQ Aé’réN

v

leicht zeigen kann, verschwindet der zweite Sum-

(5.29)

(5.30)

Sowohl Xpp @ls auch sz sind in einer Form dargestellt, in der man klar den

EinfluB der Bewegung der Gesamtarme von der Relativbewegung der Rotoren

beziiglich der Arme unterscheiden kann.
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6. Interpretation der Ergebnisse

Aus den Gleichungen (5.6), (5.9), (5.18), (5.22), (5.23), (5.27) und (5.29)
kann man die Bewegungsgleichungen (3.16) aufbauen.

Dazu geht man wie folgt vor.
° Man generiere die Bewegungsgleichungen fiir den Roboter, als ob er nur

aus Gesamtarmen bestiinde. Dies 1liefert Bewegungsgleichungen in der

Form:

:J}A"Sz%*(+%q+ A (6.1)

(6.1) hat, im Gegensatz zu (3.16), nur die Ordnung N.

® Man beriicksichtige den Einflul der Rotoren auf das MKS durch Zusatzter-

me.

Wie man aus obigen Formeln erkennt gilt:

~

Aty _ T (6.2)
A%G' = x° (6.3)
Boagh o Gek o 5 (6.4)

AZ _ ﬁ (6.5)

Man sieht, daB die Rotoren sich nur in folgenden Teilmatrizen bemerkbar

machen.
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A

« L
. ARY = (3MY)
. ka
. R

. o3

Wir geben jetzt die Berechnungsvorschrift fir diese Teilmatrizen an.

Aus (5.23) kann man ablesen:
N

e ST e te™)

=Y

5, My
Aus (5.22):
4 R_14 iva R
’ “ 144 S
(MR %) = ey FrtTmt Rg
% : 2
L=y

Hieraus folgt fiir das Element ARJ\”:

mY ST . mt [>Y
AR} =
e 0 L&Y
‘V:/H_ N L: A N



3 J
Aus (5.27):
V-
W Alm
A ¥ =
#34), = o[- 2 2T
M=
Hieraus folgt flir das Element 1
,n'v R;Y. /U_L | & »
RA.} B B}
vl ' | >V
V: -4’ ,N : (:/r’ IN
4 A
Aus (5.27) und (5.29):
R, K vy A A
; - mn
= M=~

5. RG

Aus (5.18):
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RR

Aus (5.27):

(RQ}R§>Y _ Tf' R;V.inv Riv

Hieraus folgt fiir das Element RRJ“1:

RR} - (6.11)
L#V _

AA und RA sind in (5.6) angegeben.

Zusammenfassend kann man sagen:

° Wir denken uns den Roboter nur aus Gesamtarmen aufgebaut.
Ein Gesamtarm ist ein Korper, der aus dem Arm und dem darin eingebette-
ten Rotor entsteht, wenn man den Rotor im Arm "festklemmt".
Zu diesem nur aus Gesamtarmen bestehenden MKS generieren wir die Bewe-
gungsgleichungen (6.1).
. . s . AA. A G =K
Auf diese Weise konnen wir ~J, x und g aufbauen.

® In den Matrizen ﬁK, ARJ, RAJ. Rsz i

Relativbewegungen zwischen Armen und Rotoren beriicksichtigt.

J werden die Trdagheitseffekte der

% Rotoren und Arme sind iiber Kraftgesetze, vgl. (5.6), miteinander verbun-

den.
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7. Ansitze zur Modellreduktion

In Kapitel 6 haben wir die Berechnungsvorschrift fir alle Teilmatrizen aus

(3.16) angegeben.

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie man von (3.16) zu einer einfache-
ren Systembeschreibung kommen kann. In Kapitel 6 wurde bereits angedeutet,
dag man sich das Gesamtsystem aus zwei Teil-MKS zusammengesetzt denken kann.

® Den Gesamtarmen
® Den Rotoren.

Diese beiden Teil-MKS sind auf zwei Arten gekoppelt:

1. Ober Trigheitseffekte, d.h. iber die Matrizen "Ra, RAy, ¢X und RK,

& Ober die Kraftgesetze der Antriebsstrange, d.h. liber die Matrix A.
Bei heutiger Bauweise der Roboter haben die Rotoren wesentlich Kkleinere

Trdgheitsmomente als die Arme, bzw. Gesamtarme. Der Drehimpuls der Rotoren
ist daher wesentlich geringer als der der Arme. Dies soll an einem Zahlenbei-

spiel verdeutlicht werden.

Die angenommenen GroBenordnungen basieren auf Daten kduflicher Robater.

In = 10 kg m? - Armtragheitsmoment

Ip = 10'3 kg m¢ - Rotortrdgheitsmoment
u = 200 - Getriebeiibersetzung
g - Relativdrehzahl des Armes
HR - Rotordrehimpuls
HA - Armdrehimpuls

H T & 172 s m . 200 i

R _ R - - - 2.,{0
I A0 M
Ha LA +4
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Aufgrund dieser Verhaltnisse kann man vermuten, daB zumindest ein Teil der
unter 1. genannten Kopplungen vernachlassigbar ist.
Dem wollen wir weiter nachgehen.

Roboter besitzen in der Regel sehr steife und fast spielfreie Getriebe.
Dies bedeutet, es gilt in guter Ndherung:

R ‘- ll;A i (7'1)

3 = W a d
Die Drehzahlen des antreibenden Rotors und des angetriebenen Armes sind

praktisch starr gekoppelt.

Unter dieser Voraussetzung reduziert sich (3.16) von einem System 2N-ter
Ordnung auf ein System N-ter Ordnung.

Wir flinren folgende Matrizen ein:

" 4

. {733
0N
L4

L =] (7.3)
N
L
M'1

M =" (7.4)
MN
Q/‘

Q=" (7.5)
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Fiir (3.16) konnen wir jetzt schreiben:

M1t TEUY -t - M- EUM (7.6)
RA}AEj ) RE}E’(/‘LA{T"R%k‘L . M -

E ist die NxN Einheitsmatrix.
Wir multiplizieren (7.7) mit E0 von links und addieren zu

(7.6)
(M3 MFETU EUMTAEUTTEUSA -

4 A

Xe S+

(7.8)

X+ EUfy+ Q@+ EUL

Mit dieser Gleichung und den Zahlenwerten fir den jeweiligen Roboter kann
man die relativen GroRenordnungen der Matrizen abschdtzen und zu Aussagen
iiber mogliche Vernachlissigungen kommen.

Wegen der Abschatzungen im gegebenen Zahlenbeispiel sieht man, da die Ele-
mente der MatrizenARJ E 8, E il RAJ sehr viel kleiner sind als die entspre-
chenden Elemente der Matrizen AAJ und E 0 RRJ E 0. Entsprechend ist auch der
Beitrag der Rotoren in den Kreiselkraften, dieser schlagt sich in gK und EOU
Rx nieder, gegeniiber dem Beitrag der Gesamtarme und der inneren eingeprdgten
Momente E 0 L gering. Man kann diese vier Terme daher mit sehr guter
Naherung vernachldssigen. Dies bedeutet aber, dal es im Modell keine Kopp-
lung Uber die Trdgheitseffekte der Rotoren gibt.

Die beiden Teil-MKS (Gesamtarme und Rotoren) sind nur durch die von den
Getrieben (ibertragenen Momente gekoppelt.

Diese Tatsache ist eine wesentliche Erleichterung fir das Verstandnis der

Dynamik eines Roboters und den spateren Reglerentwurf.
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8. Ammerkungenm zu den Modellannahmen

Die Bewegungsgleichungen wurden unter der Annahme abgeleitet, daB der antrei-
bende Rotor eines Armes im davorliegenden Arm eingebettet ist, vgl. Ab-

schnitt 3.2.
Diese Annahme trifft z.B. flr den Roboter Mantec r3 zu.

Fiir den Roboter GDA HDS 06 trifft sie jedoch nicht zu,dort sind neben dem
Antrieb fiir Arm 4 auch die Antriebe der Arme 5 und 6 in Arm 3 eingebettet

[5].

Man muR daher die Annahme des Abschnitts 3.2 fallenlassen.
Welche Konsequenzen hat das fiir die Bewegungsgleichungen?

@ Die kinematischen Gleichungen (3.12) und (3.13) @ndern sich nicht, wie

unmittelbar einleuchtet.

@ Die Struktur der dynamischen Gleichungen (3.16) dndert sich ebenfalls

nicht.

® Das Gesamtarmkonzept ist weiterhin giiltig.

@ Anderungen gibt es nur in den Matrizen JAR, JRA, Rx und ﬁK.

Gerade diese Matrizen konnen im Modell aber vernachlassigt werden, vgl.

Kapitel 7.
Das bedeutet, die in Abschnitt 3.2 getroffene Annahme 1ist fiir unser Modell

nicht weiter relevant und kann daher fallengelassen werden.
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9. Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, fiur einen Roboter mit rotatorischen Freiheitsgra-
den die Grundlagen fiir ein dynamisches Modell zu erarbeiten, das alle wesent-
lichen dynamischen Effekte eines Roboters erfaBt.

Der Roboter wurde gedanklich in die Teilsysteme zerlegt.

1.s Roboterarme
2. Antriebsstrange
3. Motoren

Das Teilsystem Motor zerfdllt dabei wieder in zwei Untersysteme:

Juile Elektromagnetisches Untersystem, beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen der Steuerspannung fiur den Motor (oder Stromsollwert des Strom-
reglers) und dem im Luftspalt erzeugten Drehmoment.

Bals Massentrdgheitseigenschaften des Rotors.

Die Teilsysteme 1., 2. und das Untersystem 3.2 lassen sich durch ein MKS

beschreiben,
Die Bewegungsgleichungen dieses MKS wurden abgeleitet.
Die Kopplung zwischen dem MKS und Untersystem 3.1. geschieht iiber das Drehmo-

ment im Luftspalt.
Die Differentialgleichungen fiir das Untersystem 3.l. miissen separat angege-

ben werden.
Das MKS 148t sich wieder in zwei Teil-MKS unterteilen, in eines, das die
Trdgheitseigenschaften der Arme, und in ein zweites, das die Trdgheitseigen-

schaften der Rotoren beschreibt. Diese beiden Teil-MKS sind auf zwei Arten

gekoppelt:
® {jber Trdgheitseffekte (Zentrifugal- und Corioliskrdfte)

® {jber eingeprdgte Krafte
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Es zeigt sich, daB bei heute iiblicher Bauweise von Robotern die erste

Kopplungsart mit sehr guter Naherung gegeniiber der zweiten vernachldssigt

werden kann, was sowohl fiir das Verstandnis der Roboterdynamik als auch fiir

den Reglerentwurf eine groBe Erleichterung bedeutet.
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