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Einleitung 

Ein typisches Beispiel, ein manövrierendes Ziel zu treffen, 

ist das zeitoptimale Abfangmanöver zweier Flugkörper . Dabei 

soll ein Flugkörper (Missile) einen zweiten Flugkörper 

(Target) in möglichst kurzer Zeit treffen. Neben den opti-

malen Steuerungen· für dieses Problem interessieren in diesem 

Zusammenhang besonders suboptimale Rückkopplungssteuerungen . 

Diese können im Gegensatz zu den optimalen Steuerungen leicht 

und schnell auch während des Fluges berechnet werden. 

Hier wird ein solches Abfangsproblem behandelt, bei dem bei­

de Flugkörper einen kleinen Anfangsabstand haben und fast 

direkt aufeinander~zufliegen. Zur Vereinfachung wird ange­

nommen, daß sich das Manöver in einer Ebene abspielt, und 

beide Flugkörper konstante Tangentialgeschwindigkeit haben. 

Im ersten Abschnitt werden für fest vorgegebene Zielbewegungen 

Bedingungen für die optimale Steuerung des abfangenden Flug­

körpers hergeleitet. Dazu wird angenommen, daß der verfolgen­

de Flugkörper eine idealisierte Steuerdynamik ~ besitzt. Es 

zeigt sich, daß die Steuerung entweder auf dem Rand des 

zulässigen Steuerbereichs verläuft (Bang-Bang- Steuerung) 

oder aber konstant 0 ist (singuläre Steuerung). Eine genauere 

Untersuchung der Verknüpfunq von Extremalenbögen mit Bang­

Bang- und singulärer Steuerung zeigt, daß eine solche Ver­

knüpfung für di e hier gewählten Parameter d e r Ste uerdynamik 

nur über einen Häutungspunkt von Schaltpunkten erreicht wer­

den kann, an denen die Steuerung zwischen den Rändern des 

Steuerbereichs springt. 

Im zweiten Abschnitt werden 3 suboptimale Rückkopplungs­

steuerungen für das Abfangproblem konstruiert. Dazu wird für 

d e n Zielfl ugkörper eine ähnliche Steuerdynamik wie für den 

verfolgenden Flugkörper angenommen. Anschließend werden die 

Bewegungsgleichungen der Flugkörper um den Kol lis ionskurs 

linearisiert und die Dimension des e ntstehenden linearen 

Differentialgleichungssystems reduziert. In diesem r eduzierten 

Flugkörpermodell werden mit Hilfe verschiedener Annahmen 

über di e Steuerstrategie und die Modellparameter des Zieles 



analytisch suboptimale Rückkopplungssteuerungen für den ab­

fangenden Flugkörper abgeleitet. 

Im dritten Abschnitt werden sodann diese Rückkopplungs~ 

steuerungen miteinander und mit den nach Abschnitt 1 be­

rechneten optimalen Steuerungen verglichen. 
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1. Die optimale Lenkung eines Flugkörpers 

1.1 Das Modell der Flugkörperbewegung und die Problemstellung 

Es werden zwei Flugkörper M (Missile) und T (Target) be­

trachtet, die ein zeitoptimales Abfangmanöver durchführen; 

das heißt , der Flugkörper M soll das Ziel T in möglichst kur­

zer Zeit treffen. Dabei soll das Ziel manövrierbar sein; 

insbesondere soll e s also die Richtung seines Geschwindig­

keitsvektors ändern können. 

Zu Beginn des Abfangmanövers sollen beide Flugkörper in 

Bezug auf ihre Geschwindigkeiten einen kleinen Abstand haben 

(hier 2 km) und fast direkt aufeinander zufliegen. Nimmt 

man weiter an, daß beide Flugkörper ihre Tangentialgeschwindig­

-keit hur ''langsam" ändern können, so liegen folgende verein­

fachende Annahmen für das mathematische Modell der Flug­

körperbewegung nah: 

V1 Die Flugkörper werden durch Punktmassen 

repräsentiert. 

V2 Beide Flugkörper haben konstant e Tangential­

geschwindigkeit. 

Eine weitere einschneidende Vereinfachung des Modells be­

wirken noch die Annahmen 

V3 : Das Abfangmanöver findet in e i ner Ebene statt 

(Beschränkung auf 2-dimenstionale Flugkörperbe­

wegung) . 

V4 Der Einfluß der Schwerkraft wird v e rnachlässig t . 

Mit diesen Annahmen erhält man die in Bild 1.1 ·darges tellte ' 

Flugkörpergeometrie. Ihr liegt ein 2-dimensionales 

kartesisches Koordinatensystem zugrunde, in dem sich der v e r ­

folgende Flugkörper M im Ursprung befindet . Das Koordinaten­

system bewege sich mit M, ohne daß sich die Richtungen der 

Koor dinatenachsen ändern . 
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y ·-·-·-·-·-· 

M X 

Bild 1.1 Geometrie der Flugkörperbewegung 

Es bezeichnen x und y die zu M relativen Ortskoordinaten des 

Zieles T, vm bzw. vt die Tangentialgeschwindigkeit von M bzw. 

T, em bzw. e t den Flugbahnwinkel von M bzw. T und amn bzw. 

atn die Normalbeschleunigungen von M bzw. T. 

Wegen V2 sind vm und vt konstant. Für die Normalbeschleunigung 

a von M soll eine vereinfachte Dynamik folgender Form gelten mn 

(1.1.1) W2a 
mnc 

Hier ist amnc die kommandierte Querbeschleunigung, ~ die 

Dämpfung und w die Eigenfrequenz der ungedämpften Schwingung. 

Eine zu (1.1.1) äquivalente Formulierung ist 

4 



• 
arqn = a 

(1.1.2) ffi2 

. 
w2:a • w2 a a. - = - 2t; wam2 + m2 mn mnc 

Im Folgenden sei nun t; = 1 vorausgesetzt. Bild 1.2 zeigt dann 

die Reaktion dieses Systems auf eine konstante kommandierte 

Querbeschleunigung a be.i Anfangswerten amn (0) = 0, mnc 1 
am~ (O) = 0 und w = 10 sec 

0 

Bild 1.2 

t 

Reaktion auf kommandierte Normal­

beschleunigung 
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Aus der Geometrie der Flugkörperbewegung nach Bild 1.1 und 

der Dynamik (1 .1.2) ergeben sich die Bewegungsgleichungen 

. 
X = vtcos0t - v cos 0 m m 

y = vtsin0t - vmsin0m 

. atn 
0 = --t vt 

(1.1.3) a . ron 0 = ......,....".-

m V m 

a mn - a m2 

Sei nun weiterhin vorausgesetzt, daß atn(t) eine fest vorge­

gebene Funktion der Zeit ist, dann kann das hier behandelte 

Steuerungsproblem folgendermaßen formuliert werden. 

Problem 1.1: Man bestimme die Steuerung amnc(t) so, daß 

das Funktional 

(1.1.4) 

minimiert wird unter den Nebenbedingungen (1. 1. 3) zu den Rand­

vorgaben 

x(t ) = x = 2000 m 
0 0 

a) 0t( to)= 0 = to 
71' 

( 1.1. 5) 
0 (t ) = m o 0 mo 

a (t ) 0 
m = a = se-c 2 mn mno 
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a ( t -. ) 0 
m = a = sec 3 m2 o ffi 20 

b) x(tf) = 0 m 

y(tf) = 0 m 

sowie der Steuerbeschränkung 

(1.1.6) I amnc (t) I ~ amax = 20 g 
mnc 

Dabei bezeichnet tf die Endzeit, das heißt die Zeit, zu der 

das Ziel getroffen wird und g Q~e Erdbeschleunigung. 

Für die restlichen Modellparameter wird gewählt 

750 m 10 1 
V = w = m sec sec 

(1.1.7) 

250 
m 

vt = sec 

Für di e Normalbeschleunigung atn des Zieles T soll gelten : 

(1.1.8) 

1. 2 Die optimale Steuerung des Flugkörpers ~nd die Über­

führung in ein Randwertproblem 

Setzt man die Existe nz einer Lösung des Steuerungsproblems 

(1.1.3) - (1.1.6) voraus, so fo lgt aus der Variations­

rechnung und der Theorie der optimalen Steuerungen (Bry son, 

Ho [1], Hestenes [2]) die Existenz v~n Lagrangemultip lika­

toren !. :[t0 , tf] -+ R6 , vE R2 , so daß mit der Rarnilton­

funktion 
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(1.2.1) 

folgende 

( 1.2.2) 

(1.2.3 ) 

H(t,a ) : - l • (v cos e -v cose ) + .A • (v sine -mnc x t t m m y t t 

atn(t) amn 
vmsinem) + .A 0 • + .A 0 • v 

t vt m m 

+ .A a mn 

notwendigen Bedingungen erfüllt sein müssen 

• 
X = 

. 
y = 

. 
e = t 

. 
e = m 

. 
a: mn 

. 
am2 

. 
.A = 

X 

. 
). 

y = 

. ). = e t 

~ = e m 

aH 
TI = vtcoset - v cose m m X 
aH 
TIX = vtsihet - v sine m m 

aH atn 

Tiet. 
= 

vt 

Cl H 
a mn 

Tie 
= · v · m 

m 

aH = = TI amn 
am2 

aH - w2a +w 2a = TI = - 2wa 
a 2 m2 mn mnc 

aH - ax = () 

aH 
ay = 0 

aH 
vt( .A xsine t- .Aycos 3t) - ae --

t 

aH = v (-.A sine + .A cos e ) 
ae m x m y m 

.m 

1 • .A 
v e m m 
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(1.2.4) 

(1. 2.5) 

( 1 • 2. 6 •. a) 

(1 . 2 . 6.bX 

(1.2 . 7) 

und 

X (t ) = X 
0 0 

y(t 
0 

) = Yo 

e (t ) = e t 0 t • 
0 

Gm (to) = e m 
:) 

= a a ( t ) rnn o mn 

a · (t ) = a 
ffi 2 0 

X ( t f) = 0 

y (tf) = 0 

"x(tf) = \) 1 

>. ( tf) = \)2 y 

).. 
et(tf) = o 

"e (tf) = o 
m 

0 

-m2 o 

>. (tf) = 0 amn 

>. (tf) = 0 a2 

H(t,amnc)) = min 

I , I< max 
amnc _amnc 

(1 . 2.2) und (1.2 . 3) sind die kanonischen Differe ntialgleichungen , 

(1.2.4) . und (1.2 . 5) die vorgeschriebenen Randb.edingungen . 

(1 . 2.6) und (1 . 2.7) sind die sogenannten Transversalitätsbe­

dingungen. ( 1 . 2 . 8) stellt das Minimumprinzip dar. ( 1 . 2 . 7) legt 
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die in diesem Probl em fre i e Endzeit fest. Da (1 . 2.2) autonom 

i s t , d . h. die unabhängige Variable t tritt nicht expliz i t auf, 

fo l gt aus (1.2.7) sogar 

(1. 2.7 ' ) H(t,a ) + 1 - 0 mnc für t E[ t
0
,tf ] 

Wei l d i e Zust andsgrößen al s stetig vorausgesetzt werden und 

nur eine Steuer bes chrän kung vorliegt , s i nd d i e Lagr angemult ipli­

kator en s tet i g auf [t
0

; t f ).Wegen der Linear ität von (1 . 2 . 1) 

und (1.2.2) bezügl ich der Steu e r ung a l iefert das Mi nimum-mnc 
pr inz i p ( 1 • 2. 8) [ 1 ] 

(1. 2.9) 

(1 . 2 .1 0) 

a =-sign (A ) • amax 
mnc ~, a2 mnc 

I I < max 
amnc - amnc für 

für A * 0 und a2 

Ist nun Aa
2

(t) = 0 auf einem Zeitintervall [t1 , t 2 ], so t r itt 

ein sogenannter singulärer Extremalenbogen auf . Auf einem 

solchen singulären Extremalenbogen ist 

( 1. 2 .1 1) aH 
aa mnc 

= 0 und 

Da die Steuer ung a linear in (1. 2 .1 ) und (1.2 . 2) vorkommt, 
mnc 

kann die optimale Steuerung auf einem singul ären Stück nicht 

aus dem Minimumprinzip abgeleite t werden . Wegen (1 . 2 . 1 1 ) müssen 

aber auf [t1 , t 2 J sämtliche Ze i tableitungen . von ;= vers~hwinden . 
mnc 

Die se Tatsache kann man ausnütz e n, um die Steuerung auf e inem 

singulären Extremalenbogen zu bestimmen. 6- malige Differentia­

tion von (1. 2 .1 1) und einsetzen l i e fert nämlich 

(1.2 . 12) - >- - 0 a mn 

(1. 2 . 13) 1 
AEJ 0 = V m m 

10 



(1.2.14) - A sine + A cose - 0 x m y m 

a 
(1.2~15) - ~ (A sine +A cose ) - o 

v y m x m 
m 

(1.2.16) a ( A sine + A cos e ) - o m2 y m x m 

und 

(1.2.17) - w2 a ( A sine + A cos e ) = 0 mnc y m x m 

Es liegt also eine singuläre Steuerung der Ordnung 

m = 6 vor [1]. Mit dem folgenden Hilfssatz läßt sich die 

singuläre Steuerung ermitteln • . 

Hilfssatz 1.2.1: Auf einem singulären Extremalenbogen gilt 

A sine + A cose * 0 y m x m 

Beweis : Der Beweis wird indirekt geführt: Es sei also die 

Extremale auf dem Intervall [t1 ,t2 J s i ngulär . Dann 

muß folgende Annahme zum Widerspruch geführt werden 

(H.1.2 .1. 1) A sine + A cos e = o für ein t'E[t1 ,t2 J y m x m 

(1 .2.14) liefert für dieses t 1 : 

(H.1.2.1 . 2) A cose - A sine = 0 y m x m 

1 :· Fall: Sei sine = o. 
m 

Dann gilt cose * m 0 und aus 

(H.1.2 . 1.1) und (H.1.2.1.·2) folgt 

A = 0 und A = 0 
X y 

2. Fall: Sei cos e = o . m 

Dann gilt sine ... 0 und aus ..,.. 
m 

(H.1 . 2.1.1 ) und (H.1.2.1 . 2) folgt wiede r 

A = 0 und A = 0 
X y 

1 1 



3. Fall: Sei sine t 0 und cose t o. 
rn rn 

Multipliziert man (H.1.2.1 .1) mit sine und 
rn 

(H.1.2.1.2) mit cose , so erhält man rn 

A sin2e + A sine cose = o y rn x rn rn 

A sine cose = 0 x rn rn 

Daraus fol~t durch_Addition der beiden Gl~ichungen 

und Vereinfachung sofort 

A = 0 y . 

Wegen der Voraussetzung cose t 0 und (H. 1.2.1.1) er­
rn 

hält man daraus aber unmittelbar 

A = 0. 
~ 

Insgesamt folgt also in jedem Fall 

A (t 1 ) = A (t 1 ) 0 • . X . y 

Da die Lagrangemultiplikatoren stetig sind, folgt damit aus 

(1.2 . 3) 

(H.1.2.1.3) 
A - 0 y 

Setzt man das in (1 . 2.3) ein und berücksichtigt man (1.2.11), 

(1.2.12), · (1.2:13) und (1.2.6 .b), so erhält man 

Ae 
rn 

- 0 

Ae - 0 
(H.1.2.1.4) X auf [t1 ,tf] 

A - 0 a rnn 
A a 2 = 0 

Aus (H. 1.2.3) und (H.1.2.4) folgt dann insbesondere 

H(t' a ) = 0 ' rnnc im Widerspruch zu (1 . 2.7 ' ) . 

1 2 



Mit dem Hilfssatz 1 . 2. 1 folgt somit aus (1.2.15) - (1.2.17) 

(1.2.15') a mn - 0 

(1.2.16 1 ) a m2 - 0 und 

(1.2.17 1 ) amnc - 0 

Also erhält man für die Steuerung a auf einem singulären . mnc 
Extramalenbogen a = 0. Zusätzlich müssen auf dem singulären - mnc 
Teilstück noch die Bedingungen (1.2.11 ) - (1. 2.14) sowie 

(1.2 . 15' ) und (1.2.16 1 ) gelten. 

Insgesamt erhält man als . Ergebnis: 

Jede Extremale des Steuerungsproblems (1 .1.3 ) - (1 . 1 . 6) muß 

notwendig dem Randwertproblem mit den Differentialgleichungen 

( 1 . 2. 2) , ( 1 . 2. 3) und den Randwerten ( 1 . 2. 4) , ( 1 . 2 . 5) und 

(1.2.6.b) genügen. Die freie Endzeit tf wird durch (1.2 . 7) 

festgelegt. Die Steuerung a auf einer Extremalen wird mnc 
für A * 0 durch (1.2.9) bestimmt . (Bang-Bang-Steuerung). Auf 

a2 
einem singulären Extremalenbogen, wo der Schalter A = 0 i st, 

a2 
gilt a = 0. Darüberhinaus müssen an einer Verknüpfungsstelle mnc 
t von Bang- Bang-Steuerung und singulärer Steuerung die Be­s 
dingungen (1.2.11) - (1.2.14) und die Bedingung (1.2.15 1 ) und 

(1. 2.16 ' ) erfüllt sein. 

1 .3 Die Verknüpfunq von Extramalenbögen mit Bang-Bang - und 

singulärer Steuerung 

In diesem Abschnitt wird die Verknüpfunq von Extramalenbögen 

mit Bang-Bang- und singulärer Steuerung näher untersucht. 
max Für eine große Klasse von Parameterwerten w, a und v mnc m 

wird gezeigt , daß ein singulärer Extramale nbogen von einem 

Zeitpunkt t aus, in dem a (t) = ä (t ") = 0 gilt , nicht o mn o mn o 
mit endlich vielen Schaltpunkten erreicht werden kann, in 

denen die Steuerung a zwischen +amax und -amax wechselt. 
mnc mnc mnc 

Daraus e rgibt sich insbesondere , daß ein .singuläres Stück 

1 3 



entweder ab dem Startzeitpunkt t vorliegen muß, oder nur 
0 

über einen Häufungspunkt von Bang-Bang-Schaltpunkten erreicht 

werden kann ("chattering-control"). 

Der Beweis dieser Tatsache erfolgt über die Diskussion der 

Trajektorie entlang eines Extremalenbogens mit Bang-Bang­

Steuerung "links" von einem singulären Teilbogen. Es wird 

dazu eine Folge von Hilfssätzen bewiesen, die spezie ll das 

Verhalten des Flugbahnwinkels 0 , der Normalbeschleunigung a m mn 
und deren Ableitung ä beleuchten. mn 

Zuerst wird für A. eine Lösung angegeben. Aus (1.2.3) ent­
a 2 

nimmt man folgendes Differentialgleichungssystem, dem A. 
a 2 

genügen muß: 

(1.3.1) 
. 

w2 A. 1 
A. = . A.e a a2 V mn m m 
. 
A. = 2wA. - A. ' . 
a2 a 2 a mn 

(1.3.1) ist äquivalent zu 

(1 . 3 .1' 1 ) 
. 

w2 A. 1 A. " - 2wA. + = A.e a 2 a 2 a 2 V m rn 

(1.3 .1 1 ) hat als Lösung: 

(1.3.2) 

A.e (sj _,rs } 
-m e w ds · 

V 
m 

Die Integrationskonstanten c 1 und c 2 bestimmen sich zu: 

c 1 = (A (t) (1-wt )+ A. a .{.t Jt- )e-wto 
a 2 o o mn o o 

(1. 3 . 3) 

1 4 
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Damit ergibt sich aus (1.3.2) 

(1.3.2 1 ) 

und weiter durch Differentiation 

- wt 0 
e 

>.. 

e -ws ds _ Jt 9m ( s) -ws } urt s• e ds •e 
V 

t 0 m 

~ (t) = w>.a (t) +{- (w>.. (t0 ) - >. (t0 )) e - wto + 
a 2 2 a 2 amn 

(1.3.4) 

Im weiteren benötigt man noch eine Lösung a (t) der mn . 
Differentialgleichung (1.1.2). Es werden hier 2 Lösungsformen 

angegeben. Die erste lautet: 

(1.3.5) 

a ( t) mn 

t 
= {(c1+c 2t) + w2 [t•J a (s) •ews ds­

to mnc 

t 
· ws } wt - J - s•a (s)e ds] • e-

to mnc 

Für amn(t0 ) = ämn(t0 ) = 0 gilt für die Integrationskonstanten 

c 1 und c
2 

(1.3.6) 

Somit erhält man aus (1.3 .5) 

(1.3.5') 

Setzt man voraus, daß a konstant ist, so erhält man als mnc 
2. Lösungsform für a mn 

1 5 



(1.3.7) a ( t ) = a + ( c 1 +c 2 • t ) mn mnc 
-wt 

e 

Die ersten zwei Hilfssätze geben jetzt einige wichtige Eigen­

schaften der Normalbeschleunigung a (t) an. mn 

Hilfssatz 1.3.1: Unter der Voraussetzung 

a (to)=a (to)= o mn mn gilt für alle zulässigen 

Steuerungen, d.h. l amnc l~ 
max a mnc 

Ia (t) I~ mn 
max 

amnc 

~~~~~~: Aus (1.3.5) folgt mit t > t 0 ~ 0 

t 
= w2 e - wt .J l amnc(sX I • (t-s) ds . 

to 

= amax 
mnc 

- wt r- wt e L e -1 -t · w] • 

Aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion folgt mit 

w• t > 0: 

und damit die Behauptung . 

Hilfssatz 1.3.2: Für konstantes a (t) gilt mnc 

i) 

ii) 

lim 
t -+oo 

a (t) = a mn mnc 

a (t) hat höchstens ein relatives Extremum 
mn 

iii) a (t) hat höchstens einen Wendepunkt . 
mn 
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Beweis: 

i) ist eine unmittelbare Folge von (1.3.7), da 

man leicht einsieht, daß 

für beliebige c
1 

und 

c 2 aus R. 

ii) und iii) : Not wenige Bedingungen für ein relatives 

Extremum, bzw. einen Wendepunkt, von a im mn 
Punkt t sind ~ (t) = 0, bzw. a (t) = 0. Wegen mn mn 
(1.3.7) führen diese Bedingungen auf die 

Gleichungen 

[-w(c 1+c
2
t) 

[ w 2 ( c 1 +c 2 t ) 

-wt + c
2

] e 

- 2wc 2 ] e -wt 
= 0 bzw. 

= o. 

Nach Division durch e-wt sind beide Gleichungen linear in t, 

so daß sofort 

ii) und iii) folgen. 

Der Hilfssatz 1.3.2. ist nun insbesondere anwendbar, um auf einem 

Extremalenbogen mit reiner Bang-Bang-Steuerung, den Verlauf 

der Normalbeschleunigung im Intervall_zwischen zwei Schalt ­

punkten zu beschreiben . Das wird im Hilfssatz 1.3.7 zusammen 

mit Hilfssatz 1.3.1 verwendet, um den zeitlichen Abstandzweier 

Schaltpunkte abzuschätzen . 

Doch zunächst soll gezeigt werden, daß ein singulärer Ex­

tremalenbogen von einem Zeitpunkt t 0 , am dem amn(t0 )=amn(t0 ) = 0 

gilt, mit einer Bang-Bang-Steuerung nur erreicht werde n 

kann , wenn mindestens 3 Schaltpunkte vorliegen, an denen sich 

am~c ändert. 

Hilfssatz 1.3 . 3: Wird im Intervall [t0 ,ts] eine reine Bang­

Bang-Steuerung verwendet, d.h . l amncl = a:~~ auf ]t0 , ts[' 

und ist a (t ) = a (t ) = ä (t0 ) = ä (t ) = 0 , so gilt: mn o rnn s mn rnn s 
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Im Intervall ]t0 ,ts[ liegen mindestens zwei Schaltpunkte 
. h max d amax h 1 t 1 , t 2 , an denen amnc zw1sc en + amnc un - mnc wec se t . 

~~~~~§: Es wird nur der Fall betrachtet,daß in einer kleinen 

0mox 
mnc 

Umgebung "rechts" von t a - + amax gilt o mnc - mnc · 
Für a = - amax in der Nähe von t 0 kann dann ganz 

mnc mnc 
analog geschlossen werden. 

Da a (t0 ) = a (t0 ) folgt wegen Hilfssatz 1.3.2 mn mn 
die Existenz eines Schaltpunktes t 1E]t0 ,ts[, in dem 

h max . t 
amnc nac -amnc spr1ng . 

AusHilfssatz 1.3.2 folgt weiterhin a (t 1 )>0 und mn 

I 
I 

I 

" I 

Bild 1 . 3. 1 

ä (t1) >0 mn 

I 

t 

Skizze von a (t) zwischen t 0 und t1 mn 

Es wird nun angenommen , es gäbe keinen weiteren Schaltpunkt 

t 2 E]t 1 ,ts[. 

Dann folgt aus a (t 1 ) > 0 , a (ts) = 0 , ä (t1 )> 0 die mn mn mn 
Existenz eines Punktes t ' E]t 1 ,ts[ mit ämn (t ' ) = 0. Da 

weiter ä (t ) = 0 gilt, hat man einen Wi derspruch zu Hilfs-mn s 
satz 1.3.2 ii). Damit ist die obige Annahme falsch und die 

Behauptung gezeigt. 

Durch eine eingehendere Betrachtung des Verlaufs von amn (t) 

sieht man weiterhin, daß es möglich ist, t 1und t 2 so in 

·]~0 , ts[ zu wählen, daß a (t0 ) =ä (ts)=ä ( t 0 )=a (ts) g i lt . 
mn mn mn mn 
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Damit ist es nicht mögl ich , allein aus dem Verlauf von a (t ) 
mn 

zu schließen , daß ein singulärer Extremalenbogen nicht mit 

endlich vielen Schaltpunkten erreicht wer den kann . Man muß 

vielmehr den Verlauf des Schalters A untersuchen. 
a 2 

(1 .3. 2) l egt nun nahe, sich als erstes mit dem Lagrange-

multiplikator Ae zu beschäftigen. Hilfssatz 1 . 3 . 8 wi rd 

s päter einen ZusWmmenhang zwischen Nullstellen A und Ae 
a 2 -m 

auf Extr emalenbögen mit Bang-Bang-Steuerung her stellen . 

Vorerst soll nur der Verlauf von ~ e studie rt werden. 

Auf einem singulären ExtremalenbogeW ist wegen (1 .2.1 5 ' ) der 

Fluqbahnwinkel Gm k0nstant . ~ Im Pest dieses Abschnitts be­

zeichne e~ den· Flugbahnwinkel auf einem singulären Stück. 

Mit dieser Bezeichnung gilt: 

Hilfssatz 1 . 3 .4: Für eine Extremale mit singulärem Teilbogen 

gi lt 

i ) sign Ax = sign (cos e~) 

{ n 
0 ] 0 ln] fal ls e E[ -~ e v [n+ e A ~ m 2' m m' 2 ~ 

ii) ~e ~O<=> 
m o ··o 

e e:[ e -n e ] falls A < o. m m ' m X 

~§!i§!§: Zu i) : 

Di e verallgemeinert e Bedingung von Legendre-Cle bsch 

auf einem singulären Stück lautet: ( [1], Kelley , 

Kopp , Moyer [ 3] 

(H .1. 3. 4.1 ) . 
ill 
2-(-1 ) . • 

aa 
mnc 

H a 
mnc 

~ o. 

Dabei ist m di e Ordnung d e r singulären Steuerung; 

in diesem Fall also m = 6 (siehe 1 .2!) . 

d6 
dts Ha ist in (1 . 2 .1 7) angegeben , s o daß sich 

mnc 

insgesamt e r gibt 

3 a ds 
(- 1 ) aa [dts H ] = w2 (A sin0° + A cose 0

) ~ o. 
mnc amnc Y m x m 

1 9 
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Wegen Hil fssatz 1 .2. 1 i st das äquivalent zu 

(H. 1. 3 . 4.2) A sin0° + A cos0 ° > 0 y m x m 

Aus (1.2.14) fo l gt: 

-). sin0° + A cos 0° = 0 x m y m 

A 
...:i.. tane 0 falls A 0 

:f 0 = cose A m x ' m 
X 

< = > A cos0 ° y m = 0 falls A 
X 

= 0 (H. 1 .3.4.3) 

Axsine~ 0 falls 
0 

0 = cose = m 

Mit (H . 1.3 .. 4.2) und dem Beweis von Hil fssatz 1.2.1 

folgu darau s 

t: 
1 

> 0 fal l s 0 A :f 0 • --o cosem' cos em X 

= cose 0 · = 0 sonst. rn 

Das ist aber äquivalent mit 

{:: 
0 

> 0 falls 
0 

A :f 0 . cos e cos ern, rn X 

0 
0 sonst. = cos ern = 

Damit ist i) bewiesen. Zu II) : 

Aus (1."2.3).· folgt: 

~ 0 = v (A cose 
rn m y rn - Axs in0m) ~ 0 

< = > A cose ~ A sine x rn x m 

A cose y rn ~ 0 falls A 
X 

= 0 

A 
J.. ~ tane falls A cos e ~0 
A m X m 

<=> 
X 

(H.1.3 . 4.4) A 
_]/_ ~ tane falls A cos0 <0 ;_ rn x m 

X 

A sine x rn ~ 0 falls cos e rn = 0 
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Um das weiter zu behandeln, werden zwei Fälle unter-

schieden. 

Sei >. 0 
0, d.h. eo + n 

1 . Fall: = cosem = = 2 X m -

Aus (H.1.3.4.2) folgt) 

>.Ysine~ > ·o 

f > 

0 falls eo n = 2 

N A: 
m 

"< 0 falls eo n = 2 m 

Aus (H .1. 3.4.4) folgt damit 

[ n n1- falls 0 0 n e E -- - = 2 m 2'2 m . 
.:t

8 
;:;o<=> 

{ n3 n m 
falls e o e E [- -n] = - 2 m 2 ' 2 m 

2 . Fall: Sei cose 0 ~ 0 m 

I) 

a) 

Wegen Teil i) d e s ·.Beweises folgt sofort >. ~ 0. 
X 

Wieder werden zwei Fälle unterschieden . 

Sei >. > 0 : 
X 

0 Wegen i) dieses Satzes folgt cose > o, d.h . 
m 

eoE ) n n[ 
m - 2'2 · 

Sei 

Dann ist >. • cos e ;::; 0 x m 

Aus (H.1.3.4.4) und (H .1. 3 .4. 3) fo l gt 

\ 



b) 

II) 

{ tane
0 

aane m m . 
A.

0 
~O<=> 

-~ m 
A.x ~ 0 

Sei e E[n ~n[ 
m 2'2 

Dann ist A. cose ~ o. x m 

falls e m 
:j: 

falls e = m 

Aus (H.1.3.4.4) und (H.1.3.4.3) folgt 

~e ~O<=> 
tn 

<=> 

{ 

tane~ ~ tanem 

A. < 0 X -

a) und b) liefern insgesamt 

falls e 
m 

falls e 
m 

:j: .!! 
.. 2 

n 
= 2 

~ e ~ o <=> e E[n+e 0 ln[u[-~ e 0
] falls m m m' 2 2' m ' 

Sei ).. < 0 
~ 

A. > 0 
X 

n 
- 2 

n 
- 2 

Wegen Teil i) dieses Satzes ist dann c~se~ < 0, d.h. 

Analog zu I) z e igt man 

~ e ~ o <=> E[ e~- ~, ~]U] ~, e~], falls 
m 

A. < 0 
X 

Die beiden Fälle 1) und 2) liefern aber sofort d ie 

Behaup tung . 
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Für A ~ 0 zeigt Bild 1.3.2 die verschi edenen Vorzeichenhe­x 
reiche von ~G • Für Flugbahnwinkel G , für die der Ge-- m 
schwindigkeit~vektor des Flugkörpers M in den schraffierten . 
Bereich zeigt, ist AG positiv, sonst negativ. 

• 
Ag<O -m 

Bild 1.3.2 

m 

y 

Vorzeichenbereiche von ~ G 
m 

Mit diesem Hilfssatz wird es im Hilfssatz 1 .3. 9 ge lingen, d e n 

Verlauf von amn und AG auf einem Extremalenbogen mit Bang­

Bang-Steuerung, der zeTtlich direkt vor einem singulären 

Flugbahnstück liegt, zu beschreiben. Es wird sich dabei er­

geben, daß der Flugbahnwinkel vor einem singuläre n Stück um 

den Flugbahnwinkel G0 auf dem singulären Extremalenboge n m 
"schwingt". 
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Um das zu zeigen, muß aber noch die Zeit zwischen zwei 

Schaltpunkten auf einem Flugbahnstück mit Ba ng-Bang-Steuerung 

abgeschätzt werden . Diese Zeitabschätzung gelingt durch eine 

Betrachtung der Normalbeschleunigung und deren Ableitung. 

Wegen Hilfssatz 1 .3.1 muß dazu d i e Normalbeschleunigung 

"links" von einem Schaltpunkt betrachtet werden. 

Hilfssatz 1.3.5 : Für die Normalbeschleunigung "links" von 

einem Schaltpunkt t mit a (t ) = a 0 und s mn s 
• • 0 
a (t ) = a und der kommandierten Normalbe ­mn s . 
schleunigung a = const g ilt für t < ts : mnc 

i) a (t)=a- + [(a 0 -a-) (1+w(t-t ) +a 0 (t-t ) ]•ew( ts-t ) 
mn mnc mnc s s 

i i ) • 2 o - •o • o w(t -t ) a (t) =[ w ~t -t) (a -a )+w •a (t - t) +a ] •e s mn s mnc s 

~~~~~~: Aus (1.3.7) folgt 

(H. 1. 3.5 .1 ) 

Auflösen nach c 1 und c 2 e r gibt : 

c 1 =[ (a 0 - a - ) (1 - wt ) -ä 0 t ]ewts 
mnc s s 

(H.1.3. 5 . 2) 

Schreibt man in (H.1 . 3.5 .1 ) t anstatt ts ' amn(t) 
0 • • 0 

statt a , a (t) statt a und setzt man (H.1 . 3 . 5 . 2) mn 
ein, so erhält man sofort die Behauptung . 

Speziell für den Hilfssatz 1.3.7 wird noch folgender Hilfs­

satz gebraucht . 

Hilfs s atz 1.3.6: Für die Normalbe schle unigung gilt " links" 

von e i nem Schaltpunkt t : - s 
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Beweis: 

Ist a
0

(ts) = a
0
(ts), sowie ä0 (ts ) < ä 0 (ts ) , 

so folgt bei gleicher kommandierter Normalbe­

schleunigung am~c(t) = am~c(t) für t < ts: 

a . (t) > a (t) 
mn mn 

Hilfssatz 1 .3.5 i) liefert für t < ts : 
,..., 

a (t) > a (t) <=> ä 0 • (t-t ) > ä 0 • (t-t ) mn mn s s 

<=> äo • 0 < a 

Bild 1.3.3 veranschauiliicht dieses Ergebnis . . 

Bild 1.3.3 

, 

0max 
-mnc 

"'" ..... ' -..... --·-----
max --a -a__ mnc--mnc 

t 

Verlauf von a (t) und a (t) mn mn 
n~ch Hilfssatz 1 . 3 . 6 
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Man ist jetzt in der Lage, eine Abschätzung für den zeit­

lichen Abstand zweier Schaltpunkte anzugeben. Dabei spielt 

eine untere Schranke tH für den Zeitraum, den der Flugkörper 

M benötigt, um seinen Flugbahnwinkel ~ g zu ändern , eine 

wesentliche Rolle. Diese untere Schranke erhält man, wenn 

man die Dynamik der Normalbeschleunigung außer acht läßt 

und die Querbeschleunigung durch amax abschätzt. mnc 
tH bestimmt sich dann einfach zu 

= n2•Vmmax • a 
mnc 

Hilfssatz 1. 3. 7: Für einen Extremalenbogen ":links" von einem 

Schaltpunkt t , auf dem mit der kommandierten Normal­. s 

:Beweis: ------

beschleunigung a- (t) ; t < ts mit Ja- (t) I= amax mnc mnc mnc 

gesteuert wird , gilt unter den Voraussetzungen 

I (t ) I < max 
amn s amnc' a (t ) • a - :::; 0 mn s mnc 

ä (t ) •a - ~ 0 und mn s mnc w 
max > 6•amnc 

n·v 

max 
I amn (t) I >amnc falls 

m 

max o.B.d.A kann a (t) = - a angenommen werden; mnc mnc 
andernfalls verläuft die Argumentation ganz analog. 

Wegen Hilfssatz 1.3 .2 ergeben sich dann für den Ver­

lauf von amn(t) für t < ts drei Möglichkeiten , die 

in Bild 1.3.4 skizziert sind. 

i) 

ii) 

a (t) hat für t < t ein relatives Maximum mn s 
und strebt für t -+_, _.,; gegen - - oo, hat also bei t <t 

s 
einen Punkt mit a (t') =- amax. 

mn mnc 

a (t) hat für t < t bei t* ein relatives mn s 
Extremum mit a (t*) >+ amax und strebt für 

mn mnc 
t ~ - oo gegen . ~~ , so daß wieder bei e inem Zeit -

punkt t' <t*<ts gilt a (t') = - amax 
mn mnc 
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iii) a (t) hat für t<t · kein relatives Extremum, mn s 
sondern strebt für t~-~ gegen +oo . so,daß ein 

t'<t existiert mit a (t') = + amax 
s mn mnc 

i) 
0max 

---------~ mnc 

' ' ' ~------------------~~ max -omnc 

iii) 
_max 

----r---------------amnc 

1\ 

r 
\ 

\ 

t 

-----_;:..,..:-....._---- max ...... -a - · mnc 

ii) 

\ 
t \ 
s ' 

' 

Bild 1.3.4 Möglicher Verlauf von a (t) für mn 

Wegen Hilfssatz 1.3.6 gilt bei gegebenem a (t) für t<t, 
mn s s 

daß alle Kurven im Fall i) "unte r" d en Kurven des Falls ii) 

verlaufen, wogegen alle Kurven des Falles iii) "oberhalb " 

von denen des Falles ii) verlaufen. Es ist daher das im 

Fall ii) ermittelte t ' immer kleiner als t' aus Fall i) und 

Fall iii). Da weiter im Fall ii ) alle Kurven mit a (t*)>amax 
mn mnc 
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"oberhalb" von der Kurve mit a (t*) = amax verlaufen , genügt mn mnc 
es, für diese spezielle Kurve zu zeigen, daß 

gilt. 

Dazu wird zuerst allgemein t -t' berechnet. s 
Hilfssatz 1.3.5 liefert für t' mit der Bezeichnung 

Für ~ 0 
# - w(a 0 + a:~~) ist das äquivalent zu 

(H.1.3.7.1) (t'-t ) = s 

- (ao+ amax) 
mnc 

w(ao+ max)+~o 
amnc 

Mit der Nebenbedingung t' - t < 0 ist für la 0 l <amax (H . 1 . 3 . 7 . 1) s mnc 
äquivalent zu 

(H.1.3.7.2) • o > ( o+ max) a - w a a . mnc 

(H.1.3.7.2) rechtfertigt die Herleitung von (H . 1 . 3 . 7.1) und 

gibt den Bereich für ~ 0 an, in denen Kurven entsprechend 

Fall i) und ii) auftreten. Für t* folgt aus der notwendigen 

Bedingung für ein Extremum, ämn(t*) = 0, und Hilfssatz 1.3 . S.ii ) : 

2 o max • o • o 0 = w (t -t*) (a +a )+wa (t -t*)+a . s mnc s 

Wegen (H.1.3.7.2) ist das äquivalent zu 

(H .1. 3.7.3) t* 

• 0 
a 

max •o 
Da wegen amnc = -amnc a ~0 ist legt (H . 1.3.7.2) nahe, 
• 0 
a folgendermaßen zu parametrisieren: 

28 





































































































































68. I 4 

38.82 

9.50 t 

0 . 00 . 41 .82 I. 22 2.04 

-19.82 

-49. 13 

Bild 3.2 . 16 atn bei t 1 = 1 , 6 sec 

Auffallend ist, daß Steuerung JI wieder dazu neigt, 

Kollisionskurs einzustellen und zu halten . Das Ergebnis 

ist, daß a ungefähr auf den Wert von at gesteuert wird . mn n 
Es sei noch bemerkt, daß die Wahl des Dynamikparameters 

= bei der Berechnung der RUckkopplungssteuerung II sec 
auch dann dieselben guten Treff- Fe hler bietet , wenn die tat -

sächliche Dynamik des Ziels " langsamer " ist , d . h. tat­

sächlich kleiner ist. 

Außerdem reagiert Steuerung II etwas schnelle r auf Änderungen 

von atn' wie in Bildern 3 . 2 .1 5 (I ) und (II) mit etwas Mühe 

zu erkennen ist. Dieser Effekt verstärkt sich noch, wenn 

zur Be r echnung der Steuerung kleiner gewählt wird 

(siehe Gleichung (2.2.1 9) und (2.3.10) ! ) • 

Ganz anders sieht das Ergebnis aus, wenn das Ziel eine 

erhebl ich "schnellere" Dynamik besitzt als der Flugkörper M, 

d.h . >> w. Als Beispiel soll hier der Grenzfal l 

dienen , d.h . das Ziel kann seine Normalbeschleunigung augen­

blicklich wählen. Es ist dann z . B.: latnl = 8g bei 
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einem entsprechenden Flugbahnwinkel 0m(o) möglich, durch 

"geschickte" Strategie des Ziels, Endabstände zur Zeit tf 

von mehreren Me'tern zu erzielen. 

In den Bildern 3.2.17 (I) bis 3 . 2.19 (II) sind die Flugbahn­

kurven, a und at , für Steuerung I und Steuerung II bei mn n 
einem Beipiel für lat· I=Sg dargestellt. Bei diesen Bei­n 
spielen wird atn immer dann umgeschaltet , wenn sich die 

Steuerung a , die nach Vorschrift I oder II berechnet mnc 
wird, ändert. 0 (o) ist dabei beide Male -0 , 06 rad. m 

[mJ V 
V 

81. 12 

62.A.2 

43.72 

25.01 

6.31 

- 12.40 

Bild 3 . 2 . 1 7 (I) 

800 . 00 1200.00 1600 . 00 2000 . 00 

[rn] 

Flugbahnkurven mit Steuerung I, 

(atn schaltet, wenn a schaltet); mnc 

95 



69.36 

53.0i 

36.66 

,..("\ ~· .L. 1... • J I I 

-i2.L O-

Bild 3 . 2.17 (I I) 

am.n 

I 17.54 

39. i 5 

0.00 
-39.25 

-196.04 

. LO 

Bild 3.2 .1 8 (I) 

, 

X 

800 00 1200 . 00 160C.OO 2000.00 

[m] 

Flugbahnkurven mit Steuerung II; 

geschätztes ~=10--1 -; tatsächlich : sec 
~~oo (atn schaltet , wenn amnc s chaltet) 

. 8 i I . 2 1 i . 6 i 

: a aus Steuerung I; ~~oo mn 

2.Ci 

[sec] 

(atn schaltet , wenn a schaltet) mnc 
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78.t5 

47 .07 

i5.69 

0.00 .tO 
- i5.69 

-o.n 

-78 .t5 

Bild 3.2.19 (II) 

t 

.so i . 2 i I . 6 i 2.(\i 

sec] ~ 

atn' wenn atn geschaltet wird, so-

bald a schaltet für Steuerung II, mnc 
bei geschätztem ~=1o-l-, tatsächli ­sec 
ehern JJ-+00 

Bei den abgebildeten Beispielen liegt der Treff-Fehler bei 

Steuerung I bei etwas über 10 rn, bei Steuerung II , bei etwa 

2 m. Dieser große Unterschied gilt allerdings nicht bei 

allen Start- Flugbahnwinkeln 0 (o) . Aber generell sind die m 
Treffabstände für diese Strategie von T bei Steuerung II 

etwas besser als bei Steuerung I. Es läßt sich daraus 

schließen, daß die Steuerung II etwas robuster als Steuerung I 

ist. Dennoch sind beide Steuerungen im Grenzfall ~ +oo unbe ­

friedigend. 

Dieses schlechte Ergebnis für ~ +oo s pricht aber nicht gegen 

die Steuerungen . Es ist nämlich in der Praxis unmögl ich, 

diesen Grenzfall für das Ziel T zu realisieren. Man wird 

sogar normalerweise davon ausgehen können, daß ~ <w ist, 

d.h. die Dynamik der Normalbeschleunigung des Ziels ist 

" langsamer" als die des Flugkörpers M. 
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Zusammenfassend hat man mit Steuerung I und II zwei Rück­

kopplungssteuerungen, die, bei einigermaßen realistischen 

Annahmen für das Ziel, Treffabsstände unter 1 mm ermöglichen . 

Bei direktem Vergleich mit den nominellen Lösungen nach 

Abschnitt 3.1. ergeben sich Fehler in der Treffzeit von weniger 

als 5·10- 4 , wobei die Steuerung I einen deutlichen Vorteil 

hat. 

Beide Steuerungen sind robust genug, ein unvorhersehbares 

Flugverhalten des Ziels, d.h. atn ist nicht konstant, so­

weit auszusteuern, daß immer noch Treffabstände in der Nähe 

von 1 mm erreicht werden. Dabe~ ist es unmöglich, allein 

vom Treffabstand zur Zeit tf eine der beiden Steuerungen der 

anderen vorzuziehen. Das ist besonders erstaunlich, da 

Steuerung I zusätzlich zu den Zuständen x, y, 0 , 0t ' a m mn 
und a 2 nur noch die Normalbeschleunigung des Ziels at m . . n 
verwendet. Dagegen benötigt Steuerung II zusätzlich zu atn 

noch at 2 = ätn und eine Schätzung des Modellparameters ~. 

Diese guten Ergebnisse rechtfertigen im Nachhinein die 

Linearisierung der Flugbahnen um den Kollisionskurs und 

auch die Annahme der konstanten Normalbeschleunigung des 

Ziels, die bei · der Konstruktion der Steuerung I verwendet 

wurde. 

Erheblich schlechter schneidet dagegen die Steuerung III 

ab. Das darf jedoch nicht verwundern, da sie ke inerlei 

Information über die Normalbeschleunigung des Ziels oder 

deren dynamische Struktur macht. Man sollte aber dennoch 

immer im Auge behalten, daß diese Steuerungen nur in der 

"Nähe" des Kollis i onskurses gelten können. Das liegt daran, 

daß bei i hrer Konstruktion um eben diesen Kollisionskurs 

line arisiert wird und die Linearisierung nur dann brauchbare 

Näherungen für die tatsächliche Flugbahn liefert, wenn man 

sich nahe beim Kollisionskurs befindet . 

Eine genauere Betrachtung der Herleitung der Rückkopplungs­

steuerungen in den Abschnitten 2.2 .und 2.3 z e i gt weiter, 

daß di e se Steuerungen nur für "kurze" Flugz e iten gültig sein 

könne n. Das ergibt sich aus der Tatsache , da ß Gleichung 
+ + (2 . 3.7 ) bzw. (2.3.3 a) die Steuerung für die ganz e Flugz e i t 
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konstant auf + amax setzen. Für längere Flugzeiten führt - mnc . 
das aber zu kreisförmigen Flugbahnen, die in keiner Weise 

die Realität widerspiegeln können. 
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