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Einleitung

Ein typisches Beispiel, ein mandvrierendes Ziel zu treffen,
ist das zeitoptimale Abfangmandver zweier FlugkOrper. Dabei
soll ein Flugkdrper (Missile) einen zweiten FlugkOrper
(Target) in mdglichst kurzer Zeit treffen. Neben den opti-
malen Steuerungen fiir dieses Problem interessieren in diesem
Zusammenhang besonders suboptimale Riickkopplungssteuerungen.
Diese kdnnen im Gegensatz zu den optimalen Steuerungen leicht
und schnell auch wdhrend des Fluges berechnet werden.

Hier wird ein solches Abfangsproblem behandelt, bei dem bei-
de Flugkérper einen kleinen Anfangsabstand haben und fast
direkt aufeinander:-zufliegen. Zur Vereinfachung wird ange-
nommen, daf sich das Mandver in einer Ebene abspielt, und
beide Flugkorper konstante Tangentialgeschwindigkeit haben.
Im ersten Abschnitt werden fir fest voréegebene Zielbewegungen
Bedingungen flir die optimale Steuerung des abfangenden Flug-
kérpers hergeleitet. Dazu wird angenommen, daB der verfolgen-
de FlugkOrper eine idealisierte Steuerdynamik besitzt. Es
zeigt sich, daB die Steuerung entweder auf dem Rand des
zuldssigen Steuerbereichs verlduft (Bang-Bang-Steuerung)

oder aber konstant O ist (singuldre Steuerung). Eine genauere
Untersuchung der Verkniipfung von Extremalenbdgen mit Bang-
Bang- und singuldrer Steuerung zeigt, daf eine solche Ver-
knlipfung fiir die hier gewdhlten Parameter der Steuerdynamik
nur Uber einen Hadufungspunkt von Schaltpunkten erreicht wer-
den kann, an denen die Steuerung zwischen den R&ndern des

Steuerbereichs springt.

Im zweiten Abschnitt werden 3 suboptimale Riickkopplungs-
steuerungen filir das Abfangproblem konstruiert. Dazu wird fir
den Zielflugkdrper eine dhnliche Steuerdynamik wie flr den
verfolgenden Flugkdrper angenommen. Anschliefiend werden die
Bewegungsgleichungen der Flugkdrper um den Kollisionskurs
linearisiert und die Dimension des entstehenden linearen
Differentialgleichungssystems reduziert. In diesem reduzierten
FlugkSrpermodell werden mit Hilfe verschiedener Annahmen

Uber die Steuerstrategie und die Modellparameter des Zieles



analytisch suboptimale Riickkopplungssteuerungen fir den ab-
fangenden Flugkdrper abgeleitet.

Im dritten Abschnitt werden sodann diese Rilickkopplungs-
steuerungen miteinander und mit den nach Abschnitt 1 be-

rechneten optimalen Steuerungen verglichen.



1. Die optimale Lenkung eines Flugkdrpers

1.1 Das Modell der Flugkorperbewegung und die Problemstellung

Es werden zwei Flugkdrper M (Missile) und T (Target) be-
trachtet, die ein zeitoptimales Abfangmandver durchfiihren;
das heint, der FlugkOrper M soll das Ziel T in mdglichst kur-
zer Zeit treffen. Dabei soll das Ziel mandvrierbar sein;
insbesondere soll es also die Richtung seines Geschwindig-
keitsvektors dndern kdnnen.

Zu Beginn des Abfangmandvers sollen beide Flugk&rper in

Bezug auf ihre Geschwindigkeiten einen kleinen Abstand haben
(hier 2 km) und fast direkt aufeinander zufliegen. Nimmt

man weiter an, daB8 beide FlugkOrper ihre Tangentialgeschwindig-
keit nur "langsam" &ndern kdnnen, so liegen folgende verein-
fachende Annahmen flir das mathematische Modell der Flug-

kérperbewegung nah:

V1 : Die Flugkdrper werden durch Punktmassen
reprdasentiert.

V2 : Beide Flugkdrper haben konstante Tangential-
geschwindigkeit.

Eine weitere einschneidende Vereinfachung des Modells be-

wirken noch die Annahmen

V3 : Das AbfangmanOver findet in einer Ebene statt
(Beschrdnkung auf 2-dimenstionale Flugkdrperbe-

wegqung) .

V4 : Der EinfluB der Schwerkraft wird vernachldssigt.

Mit diesen Annahmen erhdlt man die in Bild 1.1 dargestellte-
FlugkOrpergecmetrie. Ihr liegt ein 2-dimensionales
kartesisches Koordinatensystem zugrunde, in dem sich der ver-
folgende Flugkdrper M im Ursprung befindet. Das RKoordinaten-
system bewege sich mit M, ohne daB sich die Richtungen der

Koordinatenachsen &dnderxn.



Bild 1.1 : Gecmetrie der Flugkdrperbewegung

Es bezeichnen x und y die zu M relativen Ortskoordinaten des

Zieles T, v bzw. v die Tangentialgeschwindigkeit von M bzw.

=

T, o, bzw. 0p den Flugbahnwinkel von M bzw. T und Bove bzw.

aL die Normalbeschleunigungen von M bzw. T.

Wegen V2 sind : N und v, konstant. Flir die Normalbeschleunigung

t

a n von M soll eine vereinfachte Dynamik folgender Form gelten

s . 5 .
(1+1.1) a .t 2Bwa, t wta =0 a_ .

Hier ist - I— die kommandierte Querbeschleunigung, & die

Dampfung und w die Eigenfrequenz der ungeddmpften Schwingung.

Eine zu (1.1.1) &dgquivalente Formulierung ist



= a
mn m2

I

Qe

- - wa 2
M, EEmamz wtage +owta o

Im Folgenden sei nun £ = 1 vorausgesetzt. Bild 1.2 zeigt dann
die Reaktion dieses Systems auf eine konstante kommandierte

Querbeschleunigung - - bei Anfangswerten amn(o) =0,
amé(o) = 0O und w = 10 ]
Ymn A
Amnc
.
-
0 t

Bild 1.2 : Reaktion auf kommandierte Normal-

beschleunigung



Aus der Geometrie der FlugkOrperbewegung nach Bild 1.1 und
der Dynamik (1.1.2) ergeben sich die Bewegungsgleichungen

X = vtcoset = Vmcosem
y = vt51net - Vm51nem
5 - tn
t vt
(1.1.3) . amn
e:_r_
m v
m
mn_ am2
5 o= - U 2
%m2 2vap, WA T 9 8%mne

Sei nun weiterhin vorausgesetzt, daB atn(t} eine fest vorge-
gebene Funktion der Zeit ist, dann kann das hier behandelte
Steuerungsproblem folqendermaﬁen'formuliert werden.

Problem 1.1: Man bestimme die Steuerung amnc(t)sor dan

das Funktional

(1.1.4) J(amnc) = tf

minimiert wird unter den Nebenbedingungen (1.1.3) zu den Rand-

vorgaben

x(t ) =x = 2000 m

0 (0]
y(to) =¥, = Om
a) @t(to)= 9t0= T

(. T . &)

e1'['1(t0)= eI[lO

. — m
i ) moag . = sec?



anp ity = &, =0 o=t
b) x(tf) =0m
y(tg) =0 m

sowle der Steuerbeschrdnkung

max
a

(£) | < mnc

=20 g

(1.1.6) .|amnc

Dabeili bezeichnet tf die Endzeit, das heift die Zeit, zu der
das Ziel getroffen wird und g die Erdbeschleuniqung.
Flir die restlichen Modellparameter wird gewdhlt

- m " 1
Vm = 750 vy . w =10 o]
(1.1.7)
- R
vt = 250 o

Fiir die Normalbeschleunigung aLn des Zieles T soll gelten:

(1.1.8) 2g < |atn(t)| < 8g.

T 2 Die optimale Steuerung des FlugkOrpers und die Uber-

fiihrung in ein Randwertproblem

Setzt man die Existenz einer Ldsung des Steuerungsproblems
(1.17.3) = (1.1.6) voraus, so folgt aus der Variations-
rechnung und der Theorie der optimalen Steuerungen (Bryson,
Ho [1], Hestenes [2]) die Existenz yon Lagrangemultiplika-
toren A:[t , t.] - R®, v€ RZ, so daB mit der Hamilton-

funktion



H(t,a

{1:2571)

folgende notwendigen Bedingungen erfilillt sein miissen

mnc

3H

) o

= Ax'(v coset—vmcosem) + Ay-(vt51ne

;
a, (t)
; th
v.sind ) + A, s —— +
m m Gt A
TA2 " %y 4 A« (-20a
mn a2

x = §Tx = v, Cose, - v _coso_
. oH . :
Y = = = v s8iho - V. _s1in®
3A, {5 t I m
5.- 2H _ Ztn
£ gy Vi
(1:2:2)
m BAG ?Vm
m
. oH
a === = a
7
mn Bkamn
: =28 . 2
m2 = 3%, - - dwdp,Twfdpatetanne
a2
s dH _
A T
. oH
A== =— =0
Y Iy
« _ _ 3H b 5
Aez 55 vt(AXSLnet Aycos)t)
it
(123)
+ _ _ 3H _ _ :
3 e L AX51nem+Aycosem)
m m
. 3H 1
A S - o = EL)ZA' - — = )
%mn aamn &5 Yo Om
. 3H
A= - 2= = -
asz aa2 2MK32 Aamn

mz

=W

t



x(to) =X
¥t ) = ¥,
Ot(to) = etb
(1.244) ;
em(to) - em
3
dmn(to) = ®mn
(o]
amz(to) = améo
x(t.) = 0
(1 + 25) &
y(tg) =0
Y =
Ax(tf, v
(1 .20 68)
Ay(tf) = v,
A =
Ot(tf) 0
A (t = 0

(1.2.6.b) m

amn ' £
Aa2(tf) = 0
(1e2s7) H(tf) + 1 =0
und
; - 1
(1.2.8) H(t'amnc)) min H(t,a L)
|a ' [Samax
mnc mnc

(1.2.2) und (1.2.3) sind die kanonischen Differentialgleichungen,

{(1.2.4) und (1.2.5) die vorgeschriebenen Randbedingungen.
(1.2.6) und (1.2.7) sind die sogenannten Transversalitdtsbe-

dingungen. (1.2.8) stellt das Minimumprinzip dar. (1.2.7) legt



die in diesem Problem freie Endzeit fest. Da (1.2.2) autonom
ist, d.h. die unabhdngige Variable t tritt nicht explizit auf,
folgt aus (1.2.7) sogar

]
(T eia T%) H(t,amnc) + 1

1]
O

fiir tE[to,t ]

2
Weil die ZustandsgrtBfen als stetig vorausgesetzt werden und

nur eine Steuerbeschrdnkung vorliegt, sind die Lagrangemultipli-
katoren stetig auf [tojtf]_Wegen der Linearitdt von (1.2.1)

und (1.2.2) beziliglich der Steuerung A ne liefert das Minimum-

prinzdip (1.2.8) [1]

max

(1.2.9) B s =751gn(ka2)' H e flir lag £ 0 und
118,300 la.. Jfa™ Ee i =0
mnc mnc as
Ist nun Aaz(t) = 0 auf einem Zeitintervall [t1,t2], so tritt

ein sogenannter singuldrer Extremalenbogen auf. Auf einem

solchen singuldren Extremalenbogen ist

dH B -
(1.2.11) == = w2y, =0 . und
mnc
¢ 2°H =0 E T, B
somit =— = au 10t
mnc

Da die Steuerung A ne linear in (1.2.1) und (1.2.2) vorkommt,
kann die optimale Steuerung auf einem singuldren Stlick nicht
aus dem Minimumprinzip abgeleitet werden. Wegen (1.2.11) mlssen

aber auf [tT’tZJ sdmtliche Zeitableitungen von %§ verschwinden.
mnc

Diese Tatsache kann man ausniitzen, um die Steuerung auf einem
singuldren Extremalenbogen zu bestimmen. 6-malige Differentia-
tion von (1.2.11) und einsetzen liefert n&mlich

(1s2+12) —Aa =0

(1.2.13) = A =0

10



(1.2.74) -\ s8in® + X cos®_ = 0O
X m v m

a
& mn L] —
(1.23i15) - V;_ (Ayslnem +Axcosem) = 0
(1.2.186) - amz(kyslnem + Axcosem) =0
und i
. il . =
(1x2:17) i N (Ayslnem + Axcosem) =0

Es liegt also eine singuldre Steuerung der Ordnung
m = 6 vor [1]. Mit dem folgenden Hilfssatz l&8t sich die

singuldre Steuerung ermitteln. .

Hilfssatz 1.2.1: Auf einem singuldren Extremalenbogen gilt

Aysln@m + Axcosem + 0

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefiihrt: Es sei also die
Extremale auf dem Intervall [t1,t2] singuldr. Dann

muB folgende Annahme zum Widerspruch geflihrt werden

(H.1.2.1.1) A_siné6_ + A_cose6 O fir ein trelts .t
y m X m 1

2]

(1.2.14) liefert flir dieses t':

(H.1.2.1.2) X _cosO_ = A_sine_ = 0
v m b'e m

1. _Fall: Sei sine_ = O.

Dann gilt cos@m ¥ 0 und aus

(He1:.2.1:1) und (H.1.2.1.2) folgt

A_ =0 und Ai_ =0
X Yy
2. Falls Sei cose = O.
Dann gilt sin®_ # O und aus
m

(H.1.2.1.1) und (H.1.2.1.2) folgt wieder

Ax = Q0 und AV =0

11



3. Fall: Sei sinem + 0 und cosem # 0.

Multipliziert man (H.1.2.1.1) mit sinem und

(H.1.2.1.2) mit cosem, so erhidlt man

0

A in20 + XA _sinf coso
y51 i Sine coso

Il
o

A _cos?0 - XA _sin06 coso
y m X m m

Daraus folgt durch Addition der beiden Gléeichungen

und Vereinfachung sofort

A, = 0.

Y
Wegen der Voraussetzung cose  # 0O und (H.1.2.1.1) er-
hdlt man daraus aber unmittelbar

Insgesamt folgt also in jedem Fall

A (BT = A, (e") = o,

Da die Lagrangemultiplikatoren stetig sind, folgt damit aus

11, 2, B)
A 0
5
(H.1.2.1.3) auf [t

A O
Y

1]

o' f]'

Setzt man das in (1.2.3) ein und berilicksichtigt man (1.2.11),
(1.2.12), (1.2.13) und (1.2.6.b), so erhdlt man

A = 0
Om
ke = 0
(H.1.2.1.4) X auf [t,,t_.]
_ 1E5E
A = 0
a
mn
)\az = 0

Aus (H.1.2.3) und (H.1.2.4) folgt dann insbesondere

H(t',a ) =0 im Widerspruch zu (1.2.7").

1.2



Mit dem Hilfssatz 1.2.1 folgt somit aus (1.2.15) - (1.2.17)

{1 .o 15*) An = 0
01w TEN) a,» =0 und
' =
(1.2.171) - o] auf [t1,t2].

Also erhdlt man fir die Steuerung B auf einem singulédren
Extremalenbogen - O. Zusdtzlich miissen auf dem singuldren
Teilstiick noch die Bedingungen (1.2.11) - (1.2.14) sowie

(1.2.15') und (1.2.16"') gelten.

Insgesamt erhdlt man als Ergebnis:

Jede Extremale des Steuerungsproblems (1.1.3) - (1.71.6) muB
notwendig dem Randwertproblem mit den Differentialgleichungen
{1:2.2) y 41.2.3) und den Randwerten (1.2:;4); (1.2.5) und
(1.2.6.b) geniigen. Die freie Endzeit tf wird durch (1.2.7)
festgelegt. Die Steuerung A ne auf einer Extremalen wird

fir Aag # O durch (1.2.9) bestimmt (Bang-Bang-Steuerung). Auf
einem singuldren Extremalenbogen, wo der Schalter Aazs 0 ist;
gilt e = O. Darliberhinaus miissen an einer Verknlipfungsstelle
tS von Bang-Bang-Steuerung und singuldrer Steuerung die Be-
dingungen (1.2.11) = (1.2.14) und die Bedingung (1.2.15') und

(1.2.16"') erfiillt sein.

1.3 Die Verkniipfung von Extremalenb&gen mit Bang-Bang- und

singuldrer Steuerung

In diesem Abschnitt wird die Verknlipfung von Extremalenbdgen

mit Bang-Bang- und singuldrer Steuerung ndher untersucht.
max

Fir eine groBe Klasse von Parameterwerten w, - und Vo

wird gezeigt , daB ein singuldrer Extremalenbogen von einem

Zeitpunkt t_aus, in dem a__(t ) = a _(t) =0 gilt, nicht
o mn' o mn o

mit endlich vielen Schaltpunkten erreicht werden kann, in

; ; max
denen die Steuerung a zwischen +a™®%* und -a wechselt.
mnc mnc mnc

Daraus ergibt sich insbesondere, daB ein singuldres Stilick

13



entweder ab dem Startzeitpunkt t0 vorliegen muB, oder nur
iber einen Hdufungspunkt von Bang-Bang-Schaltpunkten erreicht
werden kann ("chattering-control").

Der Beweis dieser Tatsache erfolgt iiber die Diskussion der
Trajektorie entlang eines Extremalenbogens mit Bang-Bang-
Steuerung "links" von einem singuldren Teilbogen. Es wird
dazu eine Folge von Hilfssdtzen bewiesen, die speziell das
Verhalten des Flugbahnwinkels @m’ der Normalbeschleunigung a

mn
und deren Ableitung ann beleuchten.

Zuerst wird fiir Aag eine L&sung angegeben. Aus (1.2.3) ent-

nimmt man folgendes Differentialgleichungssystem, dem Aa
2

genligen mufB:

; = gff = L
£1.341) Ay = w Aaz - Ae
mn m m
A = 2ui_ - A
as an mn
(1.3:71) 18t équiﬁalent zu
- . 1
1 — 2 = —
{1.3.TY) Aaz ZmAaz + w kaz v Aam
(1.3.1"') hat als Ldsung:
t Ao (s) i@
{1:3:3) A, (t) = q(c,+c*t) + £t » [ ———— + e ds
ar T2 r Vs
o
t P -
o 2ol e g ) o
t m

Die Integrationskonstanten <4 und <, bestimmen sich zu:

wto

c, = (Aaz(to)(T-mto)+ lamn4to}tb)e—

(1 wdad)

14



Damit ergibt sich aus (1.3.2)

J\az(t) = {[(1—mt0)}\a2(to)+)\amn(to)'to)
. —wto
(1.3:2%) tlwd (to)-2, (E))t] e
2 mn
A A
te_(s) t “e_ls) ,
+te [ —43——— s 9% g5 - [ s-—éE———e—des}-ewt
to 'm to 'm

und weiter durch Differentiation

s _ : -wt
a2(t) = mxaz(t)+f(wka2(to)—kamn(to))e ° 4
(1.3.4) 5
t %o_(s)
+I i e—ms ds]_emt
to m

Im weiteren benétigt man noch eine L&sung amn(t) der
Differentialgleichung (1.1.2). Es werden hier 2 L&sungsformen

angegeben. Die erste lautet:

t
” - T oS -
amn(t) = {(G1+02t) + wé[t { amnc(s) e ds
(1+.3.5) fa)
£
N . ws . o—wt
{Os a nc(s)e ds]} e
Flr amn(to) = émn(to) = 0 gilt fiir die Integrationskonstanten
<y und <,
(1.3.6) G = By = B.

Somit erhdlt man aus (1.3.5)

t t

' = s & ws o . ws oot
(1.3:5") a . (t) w2e[t-] a o(s)e "ds [ s Ao (Bl dalee ]
to to
Setzt man voraus, daB a konstant ist, so erhdlt man als

mnc

2. Ldsungsform fir an

1.5



fas " -wt
(1.3.7) amn(t) = amnc+ (c1+c2 t) e &

Die ersten zwei Hilfssdtze geben jetzt einige wichtige Eigen-

schaften der Normalbeschleuniguﬁg amn(t) an.

Hilfssatz 1.3.1: Unter der Voraussetzung

a (to)=é (to)= 0O gilt fir alle zuldssigen

mn mn

a I < amax
mnc'~ mnc

Steuerungen, d.h. |

max
|amn(t) | < C s

Beweis: Aus (1.3.5) folgt mit t > tg 2 O

-wt
|amn(t)|sm2-e | la o (s)* (t-s) |ds
to
wt &
= ,2o0E, o
= we f Iamnc(sI (t=s)ds..
to
-ot_max °
< w2e ¥Fa | (t-s) ds

mnc

_ _max -ut - wt
= B e e [e 1-tew].

Aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion folgt mit

wet > 0O

o 2 & OF et ipyd € 1

und damit die Behauptung.

Hilfssatz 1.3.2: Flir konstantes amnc(t) gile
i) lim amn(t) il - .
tee :

ii) amn(t) hat hochstens ein relatives Extremum

iii) amn(t) hat hochstens einen Wendepunkt.

16



Bewels:

———— i —

i) ist eine unmittelbare Folge von (1.3.7), da

man leicht einsieht, daB

lim (c,+c,t) ™% = 0 fiir beliebige c, und
te
02 aus R.

ii) und iii): Notwenige Bedingungen fiir ein relatives
Extremum, bzw. einen Wendepunkt, wvon amn im
Punkt t sind émn(t) = 0, bzw. amn(t) = 0. Wegen
(1.3.7) fihren diese Bedingungen auf die
Gleichungen '

=wlt
[ m(c1+c2t) + c2] e = 0 bzw.
2} _ -wt =
[w (c1+c2t) 2mc2] e s
wt

Nach Division durch e sind beide Gleichungen linear in t,

so daB sofort

ii) und iii) folgen.
Der Hilfssatz 1.3.2. ist nun insbesondere anwendbar, um auf einem
Extremalenbogen mit reiner Bang-Bang-Steuerung, den Verlauf
der Normalbeschleunigung im Intervall zwischen zwei Schalt-
punkten zu beschreiben. Das wird im Hilfssatz 1.3.7 zusammen
mit Hilfssatz 1.3.1 verwendet, um den zeitlichen Abstand zweier
Schaltpunkte abzuschdtzen.
Doch zundchst soll gezeigt werden, daB ein singuldrer Ex-

tremalenbogen von einem Zeitpunkt tg, am dem amn(to)=é n(to) =0

m
gilt, mit einer Bang-Bang-Steuerung nur erreicht werden
kann, wenn mindestens 3 Schaltpunkte vorliegen, an denen sich

. o
a ne dndert

Hilfssatz 1.3.3: Wird im Intervall [to,ts] eine reine Bang-

_ .max
Bang-Steuerung verwendet, d.h: [amnc| __amnc auf ltg, ts['
und ist amn(to) = amn(ts) = amn(to) = amn(ts) = 0, g0 gilt:

17



Im Intervall ]Jt,,tgl liegen mindestens zwei Schaltpunkte

i max max
t1, t2, an denen A nc zwischen + L g und amnc wechselt.
Beweis: Es wird nur der Fall betrachtet,daB in einer kleinen

" " - max s
Umgebung rech;zx von tg B, = F S gilt.
Fir a . = - a, o in der Ndhe von tgo kann dann ganz
analog geschlossen werden.
Da amn(to) = amn(to) folgt wegen Hilfssatz 1.3.2
die Existenz eines Schaltpunktes t1€]to,ts[, in dem
max '
_ — nach gl springt.
Aus Hilfssatz 1.3.2 folgt weiterhin amn(t1)>o und
3 (t,)>0
mn - 1
N
“mnc ’
max S
9mnc -
/
!
/
!
I
1
1
: -
L =
. 4 f
Bild T.3.1 Skizze von amn(t) zwischen t, und t4

Es wird nun angenommen, es gdbe keinen weiteren Schaltpunkt
ty€lty, tgl.

Dann folgt aus amn(t1) > 0, amn(ts)
Existenz eines Punktes t'e]t1,t3[ mit
weiter a__(t.)

gatz 1.3.2 1i).

= O: amn(t1)> O die
) =
amn(t ) 0. Da
O gilt, hat man einen Widerspruch zu Hilfs-

Damit ist die obige Annahme falsch und die
Behauptung gezeigt.

mn(t)
so in

Durch eine eingehendere Betrachtung des Verlaufs von a

sieht man weiterhin, daf es moglich ist, tTund t

2

ltortsl zu wédhlen, das amn(to)=a n(ts)=amn(to)=amn(ts) gile.

m
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Damit ist es nicht mdglich, allein aus dem Verlauf wvon amn(t)
zu schlieBen, daB ein singuldrer Extremalenbogen nicht mit
endlich vielen Schaltpunkten erreicht werden kann. Man muR
vielmehr den Verlauf des Schalters laz untersuchen.

(1.3.2) legt nun nahe, sich als erstes mit dem Lagrange-

multiplikator A zu beschdftigen. Hilfssatz 1.3.8 wird

spdter einen Zuggmmenhang zwischen Nullstellen Aag und A,
auf Extremalenbdgen mit Bang-Bang-Steuerung herstellen. %
Vorerst soll nur der Verlauf von ie studiert werden.
Auf einem singuldren Extremalenbogeﬁ ist wegen (1.2.15') der
Flugbahnwinkel @m konstant.’ Im Rest dieses Abschnitts be-
zeichne O; den’ Flugbahnwinkel auf einem singul&ren Stiick.

Mit dieser Bezeichnung gilt:

Hilfssatz 1.3.4: Flir eine Extremale mit singuldrem Teilbogen
gilt

- . _ ; 0
i) sign A, = sign (cos@m)

n 0 o 3
emE[—"“‘r @m]v[n+@mp En] falls }\X 2 6

-rn0_ S0
eme[em 15 em] falls Ax < O

Beweis: 7Zu i):
Die verallgemeinerte Bedingung von Legendre-Clebsch
auf einem singuldren Stiick lautet: ( [1], Kelley,

Kopp, Mayer [3] )

< ol
w
o
=

(H.1.3.4.1)  (=1)%. [ H 1 & 0.

Dabei ist m die Ordnung der singuldren Steuerung;

in diesem Fall also m = 6 (siehe 1.21!).

6

gEs H, ist in (1.2.17) angegeben, so daB sich
mnc

insgesamt ergibt

3 S

) 46

(1) = [Sre H = w? ino® + % 5
3amn£dt6 amnc] w (Ayslnem A cos6_) = O.

19



Wegen Hilfssatz 1.2.1 ist das &quivalent zu

(H.1.3.4.2) ) sine° + A _cose’ > 0
N4 m X m

Aus (1.2.14) folgt:

i 0 e]
_— + —
A__sino A__COs@ (0]

)
- 2 2
Ax tanem falls kx’ cos@m * 0
<=>< Aycose; =0 falls lx = 0 (H.1.3.4.3)
; o _ C S
Lkxsu—xem =0 falls cosem =0

Mit (H.1.3.4.2) und dem Beweis von Hilfssatz 1.2.1
folgt daraus
1

A, v e

Q
% T > 0 falls cosem, A * O

g o0 3 o

hx = cosb_"=0 . sonst.

Das ist aber &dquivalent mit

o) o)

Ax cosem >0 ﬁalls cos@m, Ax * 0
— O -

kx = cosem 0 sonst.

Damit ist i) bewiesen. Zu ii):
Aus (1.2.3) folgt:

3 o _ & >
kem vm(lycosem AX31n9m) =20
= ) > i
<=> \Xcosem > lX51n6m
rk cos6_ =2 O falls ». = 0O
Y m X
A
TX > tano falls A_coso_>0
< m X m
<=> < A (H.1.3.4.4)
i J
T < tan@m falls Axcosem<o
X
quSlnem < 0 falls cosem =0

20
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Um das weiter zu behandeln, werden zweili Fdlle unter-

schieden.
i A_ = cose® = 0, d.h. 0° =+ J
1. Fall: Sei g = cose . +Ha - t 3
Aus (H.1.3.4.2) folgt)
3 (o] i
Ayslnem > 0
. . o _ T
AY > 0 falls em =3
L=
; o _ _ T
Ay <0 falls Gm = 5
Aus (H.1.3.4.4) folgt damit
m T, - g _ T
) GmE[‘j,i] falls Om = '2"
xe >0<=>
m L o _ _ I
emE[E’Eﬂ] falls Gm = 3
2. Fall: Sei cose; + 0
Wegen Teil i) des Beweises folgt sofort AX # O.
Wieder werden zwei Fdlle unterschieden.
I) : Sei A_ >0
X
Wegen 1) dieses Satzes folgt cos@é > Oy delis
o L2 ]
0.€ 1- 53l
: i U
a) Sei eme[ 5,5[

Dann ist X_+ cos®_ =2 0O
s m

Aus (H.1.3.4.4) und (H.1.3.4.3) folgt



o] =

(e]
taneIn ztan@m falls em F -

| =

Ax = 0 falls em = =

- -0
<=> emE[ 5 o_1

(o]

m
: T 3

b) Sei Gme[f'in[

Dann ist Axcosem < O.'
Ans (H.1.3.4.4) und (H.1.3.4.3) folgt

tane® < tano. falls o6 # X
» = m m M. 5 2
Ay 20<=> :
<=> A e[m+e®, 3mr
m m’ 2

a) und b) liefern insgesamt

X - e 3 B .o
o, 2 0 <=> eme[n+om, 2n{u[ 2,em], falls

A, >0
b4

II) : Sel l¥ <0 2

Wegen Tell i) dieses Satzes ist dann cosB; % @, d.he

Analog zu I) zeigt man

$ - o_ T m 1T o
?\em = 0 <=> €[em ‘2-, -Z-JU] E, @m], falls

Ay <0

Die beiden F&lle 1) und 2) liefern aber sofort die

Behauptung.
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Flir Ay > 0 zeigt Bild 1.3.2 die verschiedenen Vorzeichenbe-
reiche von ie . Fir Flugbahnwinkel Cy fir die der Ge-
schwindigkeit@vektor des FlugkOrpers M in den schraffierten

Bereich zeigt, ist ie positiv, sonst negativ.
m

y/N
, Vi
~
e
b4
E \
Bild 1.3.2 : Vorzeichenbereiche wvon ie
m

Mit diesem Hilfssatz wird es im Hilfssatz 1.3.9 gelingen, den
Verlauf von an und A@ auf einem Extremalenbogen mit Bang-
Bang-Steuerung, der zeltlich direkt vor einem singuldren
Flugbahnstlick liegt, zu beschreiben. Es wird sich dabei er-
geben, daf der Flugbahnwinkel vor einem singuldren Stiick um

den Flugbahnwinkel e& auf dem singuldren Extremalenbogen
"schwingt".
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Um das zu zeigen, muB aber noch die Zeit zwischen zwei
Schaltpunkten auf einem Flugbahnstlick mit Bang-Bang-Steuerung
abgeschdtzt werden. Diese Zeitabschdtzung gelingt durch eine
Betrachtung der Normalbeschleunigung und deren Ableitung.
Wegen Hilfssatz 1.3.71 muB dazu die Normalbeschleunigung
"links" von einem Schaltpunkt betrachtet werden.

Hilfssatz 1.3.5: Fir die Normalbeschleunigung "links" wvon

einem Schaltpunkt t_ mit a__(t_ ) = a® und
s mn' s

émn(ts) = a° und der kommandierten Normalbe-
schleunigung B ™ const gilt fiir t < tS H

i) amn(t)=am;e - [(ao—am;c)(1+m(t—ts)+é°(t-ts)].ew(ts“t)

i1)  ag (t)=[w?ft-t) (a®-a wlts-t)

—_— .0 -0
. nc)+w a (ts-t)+a l*e

m

Beweis: Aus (1.3.7) folgt

——————

o] - -wt
= +
a a e (c1+c2ts)e S

(Ha1:3:5:1)

[-mc]+c2(1—mts)]°e-mts

Aufldsen nach 4 und c, ergibt:

wts

c, =l (a-a . (T—mts)—éots]e

m

(Helo345.2)

— O_
c, =[w(a amnc)+a

Schreibt man in (H.1.3.5.1) t anstatt ts’ amn(t)
statt ao, émn(t) statt a° und setzt man (H.T1.3.5.2)

ein, so erhdlt man sofort die Behauptung.

Speziell flr den Hilfssatz 1.3.7 wird noch folgender Hilfs-

satz gebraucht.

Hilfssatz 1.3.6: Flir die Normalbeschleunigung gilt "links"

von einem Schaltpunkt ts:
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Tat a kg = go(ts), sowie éo(ts) o éo(ts),
so folagt bei gleicher kommandierter Normalbe-

schleunigung amnc(t) = amnc(t) far € < ty:

amh(t) > amn(t)

Beweis: Hilfssatz 1.3.5 i) liefert filir t < ts:

—— e ——

~ _ -0. » ’:J¢. _
amn(t) > amn(t) <=> a +(t ts) > a’»(t ts)

N
-
-t.
/- (H —me: -
“mn mnc--mnc
Bild 1.3.3 : Verlauf von amn(t) und amn(t)

nach Hilfssatz 1.3.6
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Man ist jetzt in der Lage, eine Abschdtzung flir den zeit-
lichen Abstand zweier Schaltpunkte anzugeben. Dabei spielt

eine untere Schranke t ., flir den Zeitraum, den der Flugkdrper

H i
M bendtigt, um seinen Flugbahnwinkel um g zu dndern, eine
wesentliche Rolle. Diese untere Schranke erhdlt man, wenn
man die Dynamik der Normalbeschleunigung auBer acht 1l&R8t

und die Querbeschleunigung durch amaz abschdtzt.

mn
tH bestimmt sich dann einfach zu
Mev
= el
tH 5 alaX
mnc

Hilfssatz 1.3.7: FUr einen Extremalenbogen "links" von einem

Schaltpunkt ts, auf dem mit der kommandierten Normal-

. i . A - _ _max
beschleunigung amnc(t), t £ tS mit |amnc(t)|— A e

gesteuert wird, gilt unter den Voraussetzungen

max

|amn(ts)|< amnc’ amn(ts)'amnc 590
. — 6 .a%g}c{
Y > S e———————
amn(ts) & ne = O und w o> ”'Vm
max MTev
- S =
| amn (t) |>amnc = falls tS t_ﬁmgx tH
mnc

Beweis: o0.B.d.A kann a__ (t) = - S angenommen werden;
—————— mnc mnc !

andernfalls verlduft die Argumentation ganz analog.
Wegen Hilfssatz 1.3.2 ergeben sich dann fiir den Ver-
lauf von amn(t) flir & < t drei M&glichkeiten, die
in Bild 1.3.4 gkizziert sind.

i) amn(t) hat fiir & < ts ein relatives Maximum
- - '
und strebt fir t+--= gegen™-~, hat also bei t <tS
einen Punkt mit a__(t')= - amax.
mn mnc

ii) amn(t) hat fir t < tS bei t* ein relatives
Extremum mit a__ (t*)>+ P und strebt fir
mn mnc
t - - gegen.-», so daB wieder bei einem Zeit-

i i 1y - _.max
putikt 1< <tS gilt amn(t ) Qs
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iii) amn(t) hat fiir t<t, kein relatives Extremum,

sondern strebt flir t--« gegen +=.gp,daB ein
max

1 ; . i 1 =
k <ts existiert mit amn(t ) + amnc

e — -—_-‘-——*;.
_”_2
N7 i o
-+

I
|
— t f "\ >
\ ' S\
\ |
~
\\\ | ~
—aMaX |
/ nc

i \ X

mnc

L\

Bild 1.3.4 : M&glicher Verlauf von amn(t) fir
t<tS

Wegen Hilfssatz 1.3.6 gilt bei gegebenem amn(ts) 17 oy t<ts’
daB alle Kurven im Fall i) "unter" den Kurven des Falls ii)
verlaufen, wogegen alle Kurven des Falles iii) "oberhalb"”
von denen des Falles ii) verlaufen. Es ist daher das im
Fall ii) ermittelte t' immer kleiner als t' aus Fall i) und

Fall iii). Da weiter im Fall ii) alle Kurven mit amn(t*)>amaX
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"oberhalb" von der Kurve mit amn(t*) = a$2§ verlaufen, genligt

es, flir diese spezielle Kurve zu zeigen, daR

- 1 1
ts EY & ty gilt.

Dazu wird zuerst allgemein ts—t' berechnet.
Hilfssatz 1.3.5 liefert filir t' mit der Bezeichnung

2 g - - "
a“:=a_ (tg); a“:=a_ (tg):
_.max _ __max 0, .. max i S0 4 g LLw(tg-th)
A nc annctl(a +a ) (T+e(t'-t ))+a " (£'-t ) ]+e

Fir a°% # - w(a® + aﬁiﬁ) ist das &dquivalent zu
" o
(Hela3:7:1) (t'-ty) =
o, _max, %o
w(a ™ a )+a

Mit der Nebenbedingung t' - t_ < O ist fir |a°|<a$i§ (H.1:3:7:1)

dquivalent zu

0

(Be1:3.7.2] &% be-ula®eaoory,

mnc

(H.1.3.7.2) rechtfertigt die Herleitung von (H.1.3.7.1) und

gibt den Bereich fir 4° an, in denen Kurven entsprechend

Fall i) und ii) auftreten. Flir t* folgt aus der notwendigen
Bedingung fiir ein Extremum, émn(t*) = 0, und Hilfssatz 1.3.5.ii):

max )

= 2 —tF% o 0 — % *0
0 ) (ts t*) (a +amnc +wa (tS t*¥)+a~ .

Wegen (H.1.3.7.2) ist das dquivalent zu

20
a
. G . iy W t* - t, = e ‘
wlw(a +a o) +a ]
- _ __max * 0 -
Da wegen a_ . = -a_ -~ a <0 ist legt (H.1.3.7.2) nahe,

.0 P
a  folgendermaBen zu parametrisieren:
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einem entsprechenden Flugbahnwinkel Om(o) méglich, durch
"geschickte" Strategie des Ziels, Endabstdnde zur Zeit te
von mehreren Metern zu erzielen.

In den Bildern 3.2.17 (I) bis 3.2.19 (II) sind die Flugbahn-
kurven, &n und Y fir Steuerung I und Steuerung II bei
einem Beipiel fiir |ath=8g dargestellt. Bei diesen Bei-
spielen wird atn immer dann umgeschaltet, wenn sich die
Steuerung _— die nach Vorschrift I oder II berechnet

wird, &dndert. Om(o) ist dabeli beide Male -0,06 rad.

l_m] ¥ '

81.127
62.42¢
43.72¢ T
25.01}
6.31 !g
G 3
0 . 400, 800.00 1200.00 1600.00 2000.00
-12.40 ' n
[n]
Bild 3.2.17 (I) : Flugbahnkurven mit Steuerung I,
(atn schaltet, wenn amncschaltet);
p>e2
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69.36¢

36.66} &h

]

0 |0 40C C 800 00 1200.00 160C.00 2000.00

-i2.40- Eﬂ

Blild 3.2.17 (I1) & Flugbahnkurvén mit Steuerung II;
geschdtztes u=10§%6; tatsdchlich:

schaltet, wenn a schaltet)

ure  (a
mnc

T
[.m ]

seczi amn

195.94
117.54}

39..1.5}

ct

-117.647}

-196.04"

Bild 3.2.18 (I) a ., aus Steuerung I; p-w

(atn schaltet, wenn - —_— schaltet)
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-ii4.

-i8i

m
secC

78.

47 .

-47

0.00 40 80 P21
-37.3i ¢t
59t
.87t
Bild 3.2.18 (II) a . aus Steuerung II, geschidtztes
e 1 G
p~10§€6, tatsdchlich u- (atn
schaltet, wenn a e schaltet)
2 a .
tn
ne
07t
.69¢ ¥
0.00 .40 .8 1.21 i.Bl 2.01
.69} _
[sed]
07t
45

=78

Bild 3.2.19 (I)

a

a

tn’

mnc
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wenn a, geschaltet wird, sobald

schaltet flir Steuerung I, p-«



[ =
2
sec
sec ay,
78.45
47 .07
iS.62¢ £
0.00 40 80 i.2i 1.6i 2.04
=4 5. 63
[sec]
—L7.C:/"
~78.45
Bild 3.2.19 (II) - a ,r Wenn a, . geschaltet wird, so-
bald an schaltet fiir Steuerung II,

c
bei geschdtztem u=1O§%E, tatsdchli-

chem p-«

Bei den abgebildeten Beispielen liegt der Treff-Fehler bei
Steuerung I bei etwas {ilber 10 m, bei Steuerung II, bei etwa
2 m. Dieser groBe Unterschied gilt allerdings nicht bei
allen Start-Flugbahnwinkeln Om(o). Aber generell sind die
Treffabstdnde flir diese Strategie von T bei Steuerung II
etwas besser als bei Steuerung I. Es l&dBt sich daraus
schlieBen, daB die Steuerung II etwas robuster als Steuerung I
ist. Dennoch sind beide Steuerungen im Grenzfall p-+® unbe-
friedigend.

Dieses schlechte Ergebnis fiir p+= spricht aber nicht gegen
die Steuerungen. Es ist ndmlich in der Praxis unmdglich,
diesen Grenzfall flir das Ziel T zu realisieren. Man wird
sogar normalerweise davon ausgehen k&nnen, daBf u<w ist,
d.h. die Dynamik der Normalbeschleunigung des Ziels ist

"langsamer" als die des Flugkdrpers M.
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Zusammenfassend hat man mit Steuerung I und II zwei Rlick-
kopplungssteuerungen, die, bei einigermafien realistischen
Annahmen flir das Ziel, Treffabsstdnde unter 1 mm ermdglichen.
Bei direktem Vergleich mit den nominellen LOsungen nach
Abschnitt 3.1. ergeben sich Fehler in der Treffzeit von weniger
als 5-10%
hat.

Beide Steuerungen sind robust genug, ein unvorhersehbares

, wobei die Steuerung I einen deutlichen Vorteil

Flugverhalteh des Ziels, d.h. an ist nicht konstant, so-
weit auszusteuern, daf immer noch Treffabstdnde in der N&he
von 1 mm erreicht werden. Dabei ist es unmdglich, allein

vom Treffabstand zur Zeit tf eine der beiden Steuerungen der
anderen vorzuziehen. Das ist besonders erstaunlich, da

S a

m’ “t’ “mn
und a,, nur noch die Normalbeschleunigung des Ziels B

verwendet. Dagegen bendtigt Steuerung II zusdtzlich zu a

Steuerung I zusdtzlich zu den Zustdnden x, y, ©

tn
noch a = a und eine Schidtzung des Modellparameters u.

t2 tn
Diese guten Ergebnisse rechtfertigeh im Nachhinein die
Linearisierung der Flugbahnen um den Kollisishskiurs und
auch die Annahme der konstanten Normalbeschleunigqung des
Ziels, die bei der Konstruktion der Steuerung I verwendet
wurde.
Erheblich schlechter schneidet dagegen die Steuerung IIT
ab. Das darf jedoch nicht verwundern, da sie keinerlei
Information liber die Normalbkeschleunigung des Ziels oder
deren dynamische Struktur macht. Man sollte aber dennoch
immer im Auge behalten, daB diese Steuerungen nur in der
"Nihe" des Kollisionskurses gelten kSnnen. Das liegt daran,
daB bei ihrer Konstruktion um eben diesen Kollisionskurs
linearisiert wird und die Linearisierung nur dann brauchbare
Ndherungen fiir die tatsdchliche Flugbahn liefert, wenn man
sich nahe beim Kollisionskurs befindet.
Eine genauere Betrachtung der Herleitung der Rilickkopplungs-
steuerungen in den Abschnitten 2.2.und 2.3 zeigt weiter,
daB diese Steuerungen nur fiir "kurze" Flugzeiten gliltig sein
kBnnen. Das ergibt sich aus der Tatsache, daB Gleichung

(2.3.7+) bzw. (2.3.3+a) die Steuerung fir die ganze Flugzeit
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max
uf + a
konstant auf + e

setzen. Fir ldngere Flugzeiten fiihrt
das aber zu kreisfdrmigen Flugbahnen, die in keiner Weise

die Realitdt widerspiegeln kOnnen.
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