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1. Transformation der Freiheitsgrade des Synte lmann 

Definitionen : 

Der Syntelmann ist ein Industrieroboter mit 7 Freiheitsgraden 

des rechten Armes , der hier ausschließlich betrachtet wird. 

Einer dieser Freiheitsgrade , die Greifzange , wird im folgenden 

' nicht betrachtet; um die Anschaulichkeit zu fördern , wird des­

hal b eine ausgestreckte Hand mit abstehendem Daumen zugrunde­

gelegt. Die Ruhestellung des Roboters sei definiert durch einen 

n ach unten hängenden Oberarm , einem nach vorne gerichteten Un­

terarm und eine ebenfalls nach vorne ausgestreckte Hand mit 

nach oben gerichtetem Daumen über der Handwurze l (Abb . 1). 

Die 6 Freiheitsgrade seien folgendermaßen definiert im (x , y , z) 

Koordinatensystem der Abb . 1: 

+ 
(Oberarm <1> 1 = Schulterwinkel um + y nach vorne), 

+ 
<1>2 = Ach senwinke l um - X (Oberarm nach innen) , 

+ (Unterarm innen) , <1>3 = Obe rarm-Drehwin ke l um + z nach 
-)-

<1>4 = Ellbogenwinkel um + y (Unterarm nach oben) , 
+ 

tPs -- Unte rarm-Dr ehwinke l um + X (Daumen n a ch links) , 
-)-

<1> 6 = Ha ndge l enkwinke l um - z (Finger nach rechts) . 

Nach diesen Winkeln werdep auch die Achsen 1 bis 6 nummer i ert 

und richtungsmäßig definiert (nummerierte Pfei-le in Abb . 1) . 

Außerdem seien folgende Punkte def iniert : 

p 1 = Schnittpunkt der Achse n 1 und 2 I 

p2 = Schnittpunkt der Achsen 2 und 3 I 

p3 = Punkt auf der Achse 3 in Höhe der Achse 4 I 

p4 = Schnittpunkt der Achsen 4 und 5 , 

p6 = Schn ittpunkt d e r Ach sen 5 und 6 • 

Davon wird P 1 als Koordinat enursprung für alle indi zierten 

(x, y , z)-Werte (raumfest ) und P6 als Koordinatenursprung 

aller ( ~ , n, ~ ) -Werte (handfest) verwendet. 
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b) 

c ) 

I\ bb . 1 

Bauch Rücken 

Rücke n 
Oberarm 
nach unten 

h'tnten 

Unt~.rarm 

n<J.ch vorne 

~\ 

Obcra 
nach unten 

3 4 I 

S y n tc.? lr•Jn :m ( r;y rabo l 'i .. <: c h) in Ruhe zte 11 u ng , 

n) ·in !\nf.:.teht, b) in iii i cl·:cncH~~ücht und c ) in Sc :l.tenans:!cht. 

LiPks im Bild i3t da s (x~y,z)-3yst~m dar~osto ll t , die dor t mit 

Z:d1~J~ll b~7.r~ic l·p:t't~r: Ffo:·il ·.~ 'l·.'i'J nicJrcHJ die Drt:d1Hchsen. 

lq::chLr; im U·i ld j ~jt da~ ( ~ , 'i) , { ) -,;y:::;1,~m cls.l·r,-estel l t und sind die 

l \: !lf: ~. (' i 1 ' p ;> ' . l ;_, . 

u1·~pr:il!G fi:r ;:,:r,::.~ 

i ? ~cfin:crt. P1 ist Lier Koordinaten­

i:>. Ko.:;rdlnni:;·!JUr':.~prunr; fiir ( , , , { . 
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Alle Abmessungen werden i n cm , a lle W..inkel in Grad angegeben . 

Benachbarte Gelenke stehen senkrecht aufeinander. 

Die Lage d e s Oberarms beträgt 1 = 32 , 5 , 
0 

die Lage des Unterarms beträgt 1 = 44 , 0 
u I 

d er Abstand zw . p 1 und p2 (Schulterversetzung ) be tr. a = 3,5 s 
d e r Abs·t and von p3 zur Achse 4 (Ellbogenve rs.) betr . ae = 2,0, 

der Abstand von p4 zur Achse 3 ( Unterarmvers .) betr. a = 1 , 0 . u 

Im Koordinatensystem der Hand soll e in beliebiger Punkt 

( ~0 , n
0

, s
0

) a l s Bezugspunkt für Translationen. und Drehungen 

d e r finierbar sein. 

Im folgenden werden häufig Koordinatentransformationen durch­

geführt , die mit der Drehung der Roboterge l enke oder des Koor ­

dinatensystems zusammenhängen. Dafür seien die Drehoperatoren 

Dx , Dy,Dz def i niert als Koordinatenveränderungen um einen vor ­

gegebenen Winkel ~ um die im Index angegebene Achse; 

G::J {~alt ) c ) xalt neu 
( 1 ) = D ( cp) 

~neu · 

= D ( ~) y . ... X y I 
2
alt zalt 

t ) cal) neu 

~neu = 0 z(cjJ) • ~alt 

Ein solcher Operator D kann z. B . bestehen aus einer Koor-x 
dinatentransformation der (y 1 .z) -Ebene in Polarkoordinat.e n 

(r, 8 )1 einer Addition 8+cjJ und einer anschließenden Rücktrans -

formation in kartesische Koordination (y z) · in FORTRAN 
1 neu ' 

könnte man dazu die eindeutige Funktion ATAN2(x
1
y) sowie 

die Funktionen SIN und COS v erwenden . Im konkreten Anwendungs ­

fall eines Prozessr~chners wird man die mathematische Ge -
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stal tung d e r Drehope~·atoren z . 13. danach bestirru-nen , welche 

Funktionen festverdrahtet sind und schnell ablaufen . Im 

folge nden wir die Darstellung in Matrixform gewählt : 

~ ( 
1 

0 0 ) 
( 2) D ( cp) 0 cos cj> -sincj> . 

X 

0 sincj> coscj> 

coscj> 0 s~n$ ) 
D ( cj>) ~ ( 0 1 y 

-sincj> 0 cos cj> 

( cos$ - sinrp n Dz(cj>) = s~ncj> c osct> 

0 

Bei gege bene n ( ~ , n , ~ ) und 
0 0 0 

sich der Ort des Bezugspunktes 

Ha nd (definiert durch 3 Winkel 

g egebene n cp 1 bis cp 6 ergeben 

(x
0

, y
0

, z
0

) und die Lage der 

~H' e H, XH ' oder durch eine 

I 
I 

Transformationsmatrix T i , s. u.) aus folgenden Übe rlegungen : I 

Ausgehehd von der Ruhelage d es Roboters werden die Ge l e nke 

Reihe nach um cp
6

, cp
5

, cp
4

, cp
3

, cp
2 

und cp
1 

verdreht ; dabei 

wird j eweils eine Koordinate ntransforma tion (Drehung und 

der 
i 
I 

evtl . 1 

Trans lation des Bezugspunktes) durchgeführt , so daß die I 
ur sprünglich e n Koordinaten I x = ~ 0 , y = n

0
, z = ~ 0 Be zugspunkt 

P 6 in raumfeste Koordinaten x , y , z mit dem Bewegungspunkt 
0 0 0 

P 1 überführt werden. Die Gleichung lautet : 

.. 
mit 

- 5 -



__ I 

I 
··----1 

Zweckmäßigerweise wird als Bezugspunkt zunächst P6 selbst I 

gewählt ( s = n = z;; = 0) .; e i ne vereinfachende Berech n u n<:;r 
0 0 0 

erg i bt die Formel : 

(4) (~z6:) = Dy(f 1) . Dx( -f2) ·fl(-~s) + Dz (<!> 3) • ( - ae - ~:· cost .J1)1 
ll-10 lu· Slnf 4 ~ J 

Al s näc hster Bezugspunkt werde die Spitze eines Einheitsve k to s 

in s - Richtungvon P
6 

aus gewählt ( s
0 

= 1, n
0 

= ~ 0 = O) ; 

d a s erg i bt die Formel : 

De r Ei~hei tsvektor s e l bst bere chnet s i ch daraus zu 

~ 

( 6 > Es 

Das s elbe wird durchgeführt mi t dem Einhei tsvektor in ~ -Rich­

tung (Gelenk) : 

_ .", 

'{ 8) 

Führt man d asselbe auch noch mit dem Einheitsvekt or in 
~ 

n-Richtung E durch so e rhä lt man daraus die Tr ansmormations -n , 
matrix 
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__ ,----- - ----· ----- - ------·---- - --··--· ----- ---···- ------ - --. 

( 9) . T (~s als Zeilenvekt.or) 
= E als Zeile nvektor . 

_..n . 
E als Zellenvektor 

~ . 

Im Anhang wird der Zusarr~enhang zwischen den Elementen der 

Matrj.x T und dre i Lagewinkeln ~H ' BH' XH' abgeleitet ; daraus 

ergibt sich ein weniger reche naufwendiger Weg zur Bestimmung 
~ - -von En aus Es und E~. 

-Mit der Matrix T kann nun der r aumfes t e Vektor V zu einem 

beliebigen Punkt ( s , n , ~ ) berechnet werden , ohne die auf­

wendige .. Gl eichung ( 3) zu benutzen : 

(1o) v = (~ ·) = (~:: ~~) mit (~~)= T ~-.( ~ )· 
z z

6 
+ ~z ~z ~ 

Umge ke hrt können die handfesten Koordinaten s, n, ~ eines 

b e liebigen Punktes (x, y , z) bestirrunt werden zu 

s X - x6 
( 1 1 ) n = T· y - y6 

~ z - z6 

Überlegungen zur Be stimmung d er Gelenkwinke l aus Ort und Lage 

d e r Hand : 

Be i g egebenem (s , n , ~ ) und gegebenem r~ , y , z ) sowie 
0 0 0 0 0 ·. 0 

T i st d e r Ort der Handwur ze l l e i c ht zu b e st immen: 

mj_t 

·· ··-·- ·-- ·-- ----- ·---- ----- ·-·--- - - ·-- ----- ----------- --- - ----- - -· --- ------~------
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Wenn man die Bestimmung von <1> 6 zunächst einmal aufschiebt , 

dann ist von der Lage der Hand nur noch der Handvektor EI; 
relevant für die Bestimmung der Gelenkwinkel 4>

1 
b.j.s cp 5 . 

Sehr e i nfach wird die_Bestimmung des Winkels cp 4 für die 

Näherungas = ae = a
0 

=
2

0 , d
2 

h . ~ 1 = P2 und P3 = P4 ; dann 

gilt nämlich sin~ 4 = (1
0 

+ lu- r 6 )/2 1
0 

lu mi t 

(13) r6 = /x~ + y~ 

wie sich l e icht ableiten l äßt aus dem Dreieck P1 P3 P 6 in 

Abb . 2 . Au~ diesem Dreieck ergibt sich auch , daß P3 um 

h = /g1u + 1
0

)
2

- r~J.[r~ - (lu - 10) 2 } /4r~ von der 

Verbindu~sgeraden P
1 

P6 entfernt ist , und zwar auf der Höhe 
J 2 2 
V lu- h , bezogen auf P6 . Ein wohldefinierter Kreis ist also 

Bestimmungsort für P 3 . Andererseits liegt der Punkt P4 (=P 3 ) 

auf dem·Unterarm , der durch P6 gehen und zu E~ senkrecht : 

s tehen muß . Eine wohldef inierte Ebene ist also auch Bestimmungs'­

ort für P3 . Um den Schnitt zwischen dieser Ebene und dem I 
o . a . Krej_s zu bestimmen 1 j.st es zweckmäßig 1 e in Koordinaten- ~ 

system zugrundczulegen l in dem der Vektor P,P6 auf der x-Achse 

und damit der o . a . Kreis in der (y 1 z) - Ebene liegt; ein 

solches Koordinatensystem entsteht durch Drehung um die Winkel 

Die o . a. Ebene erscheint dann in jeder (y 1 z) - Ebene als 

Schrittgerade 1 wobei die zu v e rschiedenen x - Werten gehörenden 

Schnittge raden paral lel zueinander stehen . Zu bestimme n ist 

also Richtung und Nullpunktabstand der Schnittgeraden auf der 

Höhe des o . a . Kreises und daraus P 3 als ein Schnittpunkt 

zwischen Gerade und Kreis (Abb . 3) . 

Schließlich sind durch Rücktransformationen der so ermittelten 1 

Koordinate n die raumfeste n Koordinaten x 3 1 y 3 1 z
3 

zu e r­

mitteln. Aus ihnen ergeben sich die Gelenkwinkel ~ 1 und cp
2

. 

Der Gelenkwinkel <t> 3 ergibt sich a us der Lage des Unterarms 

- 8 -
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Zejchenebene von Abb . ( 7..enit) 

Abb . 2 

Tangentia lebene an r 6- Kugel 

urn if1 2 - h2 üb er der Ze ichen­
u 

ebene von ·Abb . 3 
um P

1 

--­Ableitung des Abstandes h des Punktes P
3 

von der Ac hse r 1P6 
unter Verwendung der Längen 1 und 1 des Ober- und des Unter arms , 

0 u 
bzw . der Näherungswerte l~ und l~ für die Längen P 1P

3 
und P

3
P6 . 

Für 1 ' =1 ist ~u direkt ableitbar nach dem Cosinussatz . 
o , u o , u ' 

~ Ort ~~-~ ist hiermit ein Kreis vorn Radius h um die Achse 

P
1

P6 um Vl~ -h un ter . der o . a . Tangential ebene bestimmt . 
- u \-----~------~~~----------------------

Vl2-h2 unter der o . a . Tangentialebene 
u 

2 Mögl ir.hkeiten 
f ür P

3 
Zeic he n ­

vor. e be ne 

..-

Abb . 3 

a) 

Abb . . I+ 

Abb . 4b 

J-
um Yl2-h2 unter d~r 

u 
o.a . Tangentialebene 

Bes :immung von P
3 

als Schnittpunk t d e s o.a: h - Kr eises mit der 

zu E, senkrechten Ebene (= (~, die hier a l s Gerade im Absta nd d 
.. -'> :; 

von der Achse P.1P6 er s cheint und parallel zur Ebene ( =0 lieg t , 

weJ:ch: __ ~_urch P 6 geht ( ges tri.che l t, um (1~ - h 2 über Zeiche nebene) . 

b) 

I 

iP'-- d --71 

Bcstj 1nmnnr: des Abs t andes d der 
__., 

p lL l 
(( =( 7 )-Ge raden1 i n Abb . 3 von d~r 

;J 

Näherungswert en für ~L und ~5 . 
von d aus a'. J:"2 __ h2 u~d f _ . . Ylu c,) 

Achse P1P6 a us «, l u , h , ae ' au und 

a ) ßAntj.mmung von ~3 , h) Bestimmune 
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- - -;> ~ 
P

4 
P

6 
in einem auf P 1 P 3 bezogenes Koordi natensystem , und 

ebens-=:___er;ibt sich der G~ l_:;;kwinkel <P 5 aus der Lage des Ober­

arms P3 P 2 in einem a u f P 4 P5 b ezogenes Koordinate~system . 

Bei Berücksichtigung der tatsächlichen Werte für as' a e und 

au sind natür lich die Punkte P 1 und P 2 sowie P
3 

und P
4 

aus­

einanderzuhalten . Die o . a . Ebene als Bestimmungsort für P
4 

b l eibt zwar bestehen ; als wei ·terer Bestirrunungsort ergibt sich 

jedoch eine von einem Kreis abweichende Raumkurve , deren Be-
1 

stimmung sehr schwierig wird . Deshal b wird von einer Nährung 

für <P 4 und _<P 5 ausgegangen , so daß sich eine entsprechende 

Ebene als Qrt für P
3 

e rgibt und aus e inem Dreieck mit den 

Seitenlängen r6 , 

( 1 5) ~~ 1 ' / 12 + 
2 ' 

= = a 
0 0 s 

( 1 6) 
---

1 ' · / ( lu a.e ' cos <P 4)
2 2 .· .. 

p 3 . P~ = = + + a 
u u 

n ach o . a . Muster ein Krei.s als weiterer Besti nunungsort für 

P
3 

ergibt . 

I + 
j B~r~chnung von P3 in d e r Eben e senkrecht zu r 6 
I ----

Für die Anschaulichkeit ist es n ützlich , den Punkt P6 als 

Punkt der Oberfläche eine r Kuge l Radius r 6 um den Koordinaten­

ursprung P 1 zu betrachte n . Wählt man der Geographie ent­

sprechende Bezeichnungen (mit der Erdachse in z-Richtung) , so 

sind die in Gleichung (14) bestirr~ten Winke l ~ 6 und <P 6 
identisch mit geographi scher Länge und Breite . In jeder 

Tangential ebene (mit Ausnahme d e r er an Nord- und Südpol) sind 

damit auch die Hirrunelsrichtungen festge legt . I n folge nden wird 

die Tangential ebene durch P
6 

betra chtet ; ein kartesisches 
I 

I 
I 
I Koordinatensystem s , p , t s~idefiniert mit s in Richtung 

Zenit , p in Richtung Osten und t in Richtung Norde n . (Abb . 2 
i 

und 3) 

Der das Ha ndge l enk charakterisierende Vektor E 
r, 

Komponenten 

I 
I 

I 
h a t di e 

-- ----- - - -------- ----------- .. -J 
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__ -, ------- - ... ------ - - - ------·--- ---- ----- - ----- -- ------. - ---·- ---- -- ----------, 
( 1 7) 

Die 

auch 

zu E?' senkrechte Ebene (d . h . die ([;: , n\-Ebene ·, in der 
s + 

P4 liegt) i st gegenüber dem Radiusvektor r 6 gene i gt 

(18) ct= ar0sin s 

_,. 

um 

Die zu Es senkrechte Schnittlinie in der P
6

- Tangentialebene 

erscheint also in d e r um 

( 1 9) 1 up mit h nach Gleichung (22) 

-tieferliegendenEbene durch P 3 um 1 ·tgot in Richtung von E;, der 
- up ., 

Tangential komponente von Es (bei positivem~) versetz t. Hinzu 

konnnt die Vers e tzung zwischen P4 und P 3 um 

als Abs tand zwische n zwei Ebene n (durch P4 und ~ 3 ) , die a l s 

_Abstand zwischen zwei Schnittge rade n mi t der o . a . P
3

- Ebene 

noch zu dividieren i st durch c os« (Abb . 4). Insgesamt i st. -a l so die zu Es senkrechte Schnittlinie zu versetzen um 

(2 1 ) d = 1 ·tg~ + s 3/cos~. up 

Die so ermittelte Gerade in der o . a . ? 3- Ebe n e soll nun einen 

Kre is vorn Radius 

mit L = (1 ' +1 ' )/r + u o · 6 
und L =( l '.-l ' )/r6 - u 0 I 

schneiden . Für h < ld / ergibt s ich kein Schnittpunkt, d. h . I 
b e i gegebener Lage der Hand muß de r Abs t and r 6 zum Koordinaten~ 

ursprungverringert werde n (z . B . durch Verschieben d es I 
I 

Roboters) , oder es muß eine andere Lage d e r Hand gewählt 

werd e n . I n e ng e n Gr~nzen kann auch v ersucht we rde n , durch 

- 11 -
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-- -------- -------- ------ ---·-- ------

etwas andere (<I> 4 , cfl ~-Vor gaben zu erreichen , daß h~ . /d I wird 

lvgl. die logischen Variablen im folgenden) . 

In der Tangentialebene durch P 6 hat die Schnitt~erade der zu -_ E~ senkrechten Ebene die Himmelsrichtung (von Süd nach Osten 

drehend) (vgl. Abb . J) 

(23) ß = ATAN2 (p, t) 

Der Fußpunkt des Lotes von P 3 auf diese Gerade hat den Abstand 1 

( 24) a 

vom Kreismitte lpunkt. Wählt man d e n rechts vom Gelenkvektor -E~ liegenden Fußpunkt , so e rhöht sich (bei positivem d) der 

Wert der Himmelsrichtung des Radiusvektors auf P3 gegenüber 

ß um 

(2 5 ) y = ATAN2 (d , a) für [ von ~ = true 

wählt man dagegen d e n Fußpunkt links vom Gelenkvektor , so 

ergibt s i ch 

(26) y - ATAN2 (d , -a) für (r vo;-~ = false . 

P3 hat a l so von Süden aus gezählt die Himmelsrichtung 

(27) cf = ß + y 

Aus der Vorwärtsrechnung e rgibt sich über die Bes t immung v on 

P 6 und P 3 diese logische Var i a ble zu 

Ber echnu ng der kartesischen I<oordj.naten '-:.On P 
3

__E_nd P 
2 

sowi e 
: 
I 
I 
I 

I 
I 

-> 
I n der zu r 6 s enkrech t e n Ebe ne hat P 3 die Koordinaten I _____ ! 

- 1 2 --



-- -I 
--- - -------------, 

C' ) { r -1 ' 
x ' in Richtung Zenit 3 6 l'p 3 

(28) y~ ~ h sinJ-; mit y ' in Richtung Osten 3 
z 3 l- h cos& z ' in Riebtunq Norde n 3 

Die Koordinaten von P
3 

in raumfesten (x , y , z)-System ergeben 

sich durch die Transformation 

(29) 

Daraus ergibt sich der Gelenkwinke l ~ 1 durch folgende Konstruk­

tion in de r (x , z) - Ebene (Abb . 5). Di e Gerade von P
1 

zu P; , der I 
Proj e ktion von P 3 auf die Ebene y=~ ist um 

( 3 0) ~ 
1 1 

= AT AN 2 ( - x 
3 

, z 
3 

) 

gegenüber der -x-Achse angehobe n (bei positivem ~ 11 ) . In der 

Normalste llung €_Chs;]) = true , in der 1 ~ 2 1 ' ~ 90° gilt , ist der 

vVinkel 

(31) ~ 10 

zu addie r e n , 

1 ~ 2 1 2: 90° ) 

Richtung von 

= (;F_~ 
- 3 

2 
3 

bei stumpfen AchselvJinke l ( @.chsel) = false , 

ist dieser Winke l zu subtrahieren , um die 

~P2 zu erha lte n : 

---'> 
~ 10 = Ele vation des Ve ktors P 1 P2 = Schulter­

winke l 

I Daraus ergeben sich die ~oordinaten von P 2 zu 

i 

(33) y 2 = { 0 
I ( x 2) / .,..as · cos~ 1 ) 

z 2 \ as · sin~ 1 

- 13 -



Der Achselwinkel ergibt sich aus Abb . [c zu 

(34) ~ 2 = ATAN2 (p; , 
Bei x~ + z~ ~ a~ , d. h . innerhalb e ines Zylinders vom Radius 

as um die Schalterachse , ist P 3 nicht realis i erbar ; ein neue r 

Lösungsve rsuch kann dann nach Änderung der logischen variablen 

er von w gemacht werden. 

Berechnung des Oberarmdrehwinkels ~ 3 

Durch die Koordinatentransformation 

erscheinen die Punkte P
2 

und P
3 

als Nullpunkt in der (y ', z ' )­

Ebene in Höhe von x2 = 0 , bzw. x3 = - 1
0

; der Punkt P 6 erh~lt 

d ie Koordinaten 

und damit den Abs t a nd 

( 3 7) p~ = /y. ~2 + 2 , 2 
b 6 

von der d u r c h P 2 und P 3 geh enden Oberarmachse (x~Achse) . Aus 

Abb. 6 a und b sind der Winke l 

zwi s che n d e r ( P
2

P6)-Projektion und der y 1 - Ac h s e 

sowie der Wink e l 

( 39 ) E = A'l'AN2 ( Jcp~ 2 _ a 2 
6 u ' + a ) 

\1 
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a) 

Cill:-.bs e i) 
= t!'·ue 

()? 
~ ~ 
1;: '? 

aus a und b ) 
2 2 2 

@., ~= X +Z - a 
j 3 3 s 

LI"., / 7 "'" -~ ~ ",-:;o .... ." /.:1 c) 

x4---

t: 
r: 
~ 
t: 

' ~ 
~ 
t;:: 
!: 

~ 
~ 

~ ~ 
:J ""' ~ Körper ----? 

~I ~I p 2 

_Y~3 ___ ___,,P 3 

:J L ~---------+Y 
';! 1- ~ " rv · A ( und P1 um a unter , bzw . über 
'""'"'"', '.r.:J ) .....A' s p * .."---D der Ze ichene bene) 

x....__ 

\ 

Abb . 5 Bes t immung der Winkel cf.>1 und 

a v.nd b) Bestimmunt; von ~3 und cP1 aus 

für /GJ
2

j >')0° (b) . 

c:h c) Bestimmung von ~ aus P3 und ~~ · 

(a ) und 

-------------------------------------------------

a) 

UDllen) 
= t rue 

z6 
r- - ----
1 
I 

I 
I 

;____.--/ 

Abo . 6 Bestimmune des VJi nkcls cf:l
3 

a) mit El lbogenwinkel !cr1) =-=90° , b) 

b) 

O.nneli) 
= f alse 

r - ---
I 

I 

,__ 

Oberarmachse 

__". 

in einer zu P
3

P
2 

senkr echten Ebe ne , 

mit nach außen biniibergedrehtcm cplf. 
P" ,,,,., .. -; , ,, J·i · l . .,.. ·i.) i· ·' n·· p d () UJ .u J 

11 
.:, _ . t.. L • ·" r ... o ._, c. • , .1 o .. · .. rt von 

6 
u n 
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zwisch~n der (P
2

P6 ) - Pr ojektion und der Unterarm-fr ojekti~n 

abzul eiten . Dabei ist in Gleichung (39) das positive 

Vo~zeichen zu wählen , wenn @nen") == true gilt (Abb. 6·a ) , und 

das negative Vorzeichen für @ n@ = false (Abb . 6 b) . Daraus 

ergibt sich 

I 

(40) q, 3 = q,
0

- (180°- E:: ) I 
I 
i 
I 

Die Funkti,onen (36) und (38), werden zweckmäß igerweise zusammenl 

gefaßt zu einer im Folgenden noch wiederzuverwendenden Funktion 

I 4 1 ) Drehwinkel ~ (~ 6 , $) ~ ATAN2 (v2 , v 3J r.it (:~) ~ Dy (8) - D2 (-~){~) 
· Berechnung des Ellbogenwinke l s <P

4 

Die we itere Koord inate ntra ns formation 

(x" ) ( 4 2 )• y II 

z " 

ergibt z " = z " 2 3 = 0 und z4 = 
y" - -a und 4 - ..,. e 

die x'...:Kompone nte b leibt unverändert, ( vgi .·Abb .• 6) und mit x4 = 
und Y4 = + ae ergibt sich daraus der Ellbogenwi nke l zu 

An dieser Stelle kann durch Vergl eich der Strecke 

mit der Unterarmlänge 1 entschieden wurden , ob mit einer 
u 

- 1 6 -
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· bessseren Näherung für 1' die Rechnung ab Gleichung (19) 
u 

wiederholt werden soll , indem die bisherige ~röße 1~ um 

den Faktor lu/p 46 verändert wird . 

Berechnung des Unterarm- Drehwinkels ~ 5 

Das Koordinatensystem x, y , z wird im Azimut um ~ 46 und im der 

Elevation der x-Achse um 8
46 

gedreht , so daß d i e neue x-Achse 

mit der Richtung P
6 

P
4 

zusammenfällt . Dazu ist zunächst P 4 
aus den nun vorliegenden Werten für ~ 1 bis ~ 4 zu ermitteln : 

Di e Winkel ~~ 4 6 und 8 4 6 sind dabei bestimmt durch 

_,.. 
In diesem Koordinatensystem werden die Vektoren -E und 

l: 

I 
bezüglich ihres Winkels um die x-Achse miteinander vergleichen . ; 

= 8 46 und ~ = ~46 ergibt sich I Durch Einsetzen von 8 

Da der Unterarm-Drehwinkel definiert ist als d ie Drehunq des 

i Gelenkve ktors E( um die +x- Achse , d . h. die Achse von P 
6 

nach 

P
4

, im Verq l e ich zur normalen Unte rarm- Richtung P
3 

P 2 , die zu 

vergleichenden Größen also im Normalfall (Unnell> = ·true) beide 

1 

um 180° verändert sind , e rgibt sich , 

I (50) $5~$51 -$50 für~true; $5~(~51 -180°)-$50 für ~false. 

I • -- • -- ----- - -- -- - --- -------

-· 17 -

I 

I 
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·- Berechnung des Handgele nkwinkels ~<P_6 : 

Der Handgelenkwinkel ist definiert als Winkel zwischen ~-Achse 

(entgegengeset zt zur Richtung der Finger) und Unterarm 
- - - :>-

(Richtung P
6 

P4 ) , er kann also auch betrachtet werden a l s 

Richt ung des Unterarms im handfesten (~ , n, ~ f=System . 

Nach Gl eichung ( 11) ergibt. sich 

Der Drehwinkel des Unterarm_um die ~ -Achse gegenüber ~ = 0 

beträgt 

das ist auch d e r Drehwinkel der ~ -Achse um die - ~ -Achse gegen­
-~ 

über P 6 P4 . 

~äherung für ~ 4 und ~ 5 : 

~ Bei kontinuie rlicher Bewegung des Roboters empfiehlt es sich , 

die j eweils vorherge h e nde n Werte ~ 4 und ~ 5 den Gle ichungen 

(1 6) und (20) zugrundegele gt . Für einen Ausgangsort empfiehlt 

sich eine Rechnung mit a s = a = a = o. Dann ergibt sich : e u 

( ( 1 2 12 2 
(~;J) l ) ~4 = arc sin + r 6 )/2 1 mit r6 nach Gl. ( 1 3 ) 1 

0 u 0 u 

( f 'f) h ;·(1 1 )2 2 2 (1 l ) 2 · 2 
= + - r6 r6 - - /4r6 u 0 u 0 

I 

I 
I 

I y{2 h 2· s//, i 
( ~~) d = - - s mit s n ach Gle i chung ( 1 4 )· und (17) , : u 

I 
(SG) a = -Ä2 - d2 f ü r (r v o n g) true , a = v{2 - d2 für 

(r von g] = f a l se 

und aus Abb . 5 durc h zwe i Drehungen d e s Koordinatens ystems , so 

- 18 -
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I 

I 

I 

daß P
1 

hinter P
3 

zu l iegen kommt , als Winke l zwischen· d e n 
- -> --Pro j ektionen von E(, und P 3 P 1 

- 19 -



Will man die Lage der Hand statt durch T durch 3 Winkel charak 

terisieren , so bietet sich dafür folgende Definition an : Der -Vektor Es hat das Azimut ~'H und d i e .Elevati on eH. Dreht man 

das Koo rd i natensys t em x , y , z um ~H um die z-Achs e und dann 

um eH um die (- y) - Achse , dann fällt die x-Achse mit d e r s - Achs 

zusammen , die y-Achse verbleibt zunächst noch in der horizonta~en 

Ebenei i n diesem neuen (x , y , z) - System liegt nun zwischen dem 

Vektor En und der y - Achse ein wei t erer El evationswinke l xH' 

der durc h ein e zu sätzliche Drehung d es x, y , z - Koordinate n systems 
I 

um die x - Achse zu Null wird . Aus diese r Konstruktion ergi b t ! 

s ich di e Formel 

Die Matrix T l äßt sich also auch berechnen durch Gleichsetzung ' 

der Operatoren 

-~de~ die Drehoperationen mit den drei Einheitvektoren Es ' 

E Er durchgeführt werden : n, .., 
•J 

coseH · sin~H 

-sinx8 :sin8.H· sin~8+cosxH· cos~8 
-cosx8 · sin08 · sin~'H - sinxH · cosl/JH 

1 Daraus ergibt sich a l s Umkehrung : 

- 20 -
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(AS) - - (;2. 2 co~ e H - 1 1
11 

+ T12 (stets pos itiv durch Definition des 

Elevationswinkels e H) und für cos 8 t 0: 

(A6) sinljJH = T12;coseH , 

(A 7) c osljJH = T11 ;cos8H, 

(A8) sinxH = T23; cos8H oder 

(A9) sinxH = T 31 · sinljJ H T 32 · COS \~H 

(A10)cosxH = T33 ; cos eH. 

Aus der Gleichung A4 bis A7 sowie A9 und A10 l assen sich also 

die Winke l l/JH' 8H und XH bestimmen , ohne daß En b ekannt ist 

(vgl. Gl e ichung 9) ; daraus ergibt sich di6 Möglichkeit der -Berechnung von En über Gleichung (A3). 

Für cose H = 0 (s in 8H ± 1 ) e rgibt sich d agegen : 

T60= (~sinxH cos~H-cosxH 
0 +1 

si_nljJH +sinxH sinljJH+cosxH cos~H 0 
-

+cosxH cosljJH+sb1xH sinljJH +cosxH sinljJH- sinxH cosljJH 0 

0 

sin( xH~l/JH ) 
cos(xH- ljJ H) 

:!: , ) 
o , d . h . a l so 

0 

I 
I 

I 
I 
I 

I 

sin(xH+T13. l/J H) -· -'1'32 

cos(xH+T13 · ljJ H) = -T13 ·T31 

Einer der Winke l ljJ H und xH ist also frei wählbar , z . B . l/JH =a! 

- 21 -



---1 
-- -- ---- - - ---- ---- - --· . ~-- -------· ~ - ---·--------·-·------~ ----

Anhang B Begrenzung von Ort und Lage.der Hand 

Anknüpfend an die Gleichu~g 21 und 22 wurde festgeste l lt, daß 

h> ·~d l sein muß . I st das nicht der Fall, dann müssen die Ein-

gangswerte ; 6 , ~H ' eH, xH variiert werde n . Um dabei dem An ­

wendungsfall entsprechend übersichtlich vorzugehen , ist es 

zweckmäßig , nur einen Eingangswert soweit zu verändern , daß 

Bedingung h> /dl erfül lt wird . 

I 
die 

I 

Nimmt man /d l als gegeben an und setzt h = l dl · (1 + s) mit 

s<< 1, aber *0 , z . B. s = 10- 6 , um Rundungsfehler des Computers 

zu berücksichtigen) , so läßt sich daraus ein neuer Wert für r 6 l 
berechnen . Aus Abb. 2 ergibt sich 

wenn der Fußpunkt von P3 nicht außerhalb der Strecke P 1 P6 
l iegt; dabei haben beide Wurzeln positives Vorzeichen . Der 1 

Sonderfall , daß die kleinere der beiden Wun~eln ein negatives I 
I 

Vorz eichen erhält , so daß P
3 

außerhalb der Strecke P 1 P 6 l i egtf 

sei h ier nicht weiter betrachtet . Den neu e n Ort der Handwurzel i 

erhalt man also durch 

1 ' 2 2~/ ' 2 2 2 
.11 - ( 1 + s) .d t 1 - ( 1 + s ).d 

0 u (B2 ) 

r6 a l t 

Mit dieser Forme l wird der Ort der Hand begrenz t durch die vor­

gegebene Lage der Hand. Will man dagegen die Hand weiter aus ­

strecken und nimmt dabe i Lageänderungen in Kauf so bietet es 
I + 

sich an , anstelle von Gl e ichung ~4) a = 0 (d. h . y = - 90°) zu 

se·tzen ; damit wird die Lageabweichung vom vorgegebenen Wert 

am geringsten. Die sich daraus ergebenden neuen Werte für 

I 
I 
I 

~H ' GH und XH sind durch die Vorwärts-Rechnung zu ermitteln. 

Bei dieser Vorgehen~weise ergibt sich b e i d = h eine Unstetig- ~ 

k e it in der Bewegung: . ! 

- /.2 -



I 
Beim Ausstre cken des Armes über die Grenze h = d hinweg wird . 

die Ellbogenbewegung bis zu dieser Grenze i mmer schnel ler und ; 

b l eibt dann abrupt bei 8 = ß ± 90° ste he n ; d. ~ · · be im Versuch ~ 
diese Bewegung rückwärts ablaufen zu lassen, wÜrde der Ell bogen 

plötzlich stark ausschlagen . Aus diesem Grunde ist es zweck- I 
mäßig , eine kleine Abweichung schon im Bereich 

(1 - E: ). h < !d l < h zuzulassen , um den Differentialquo·tienten 

od/ah(r6 ) zu begrenzen , z . B. dur ch folgende Funktion (Abb . 
.. ' 

a = sign(d>o (h- ]d l · (1 - E: ) ) //s · (2-s)) für (1- E: )·h<ldl :< h 1 · 

a = s i gn (d )•(h·l( s/ (2 - E: ))+1 -Jd l ) fürh</dl<h · I (E:) · (2- s j+·1, 

a = 0 für h • I ( s/ ( 2 - E: ) ) + 1 . < / d J • 

Diese Funktion ermöglicht durch einen sanften Anstieg 

I 
B1) 

I 

a u ßerhal b der Grenze ld l = h eine r echtzeiti ge Erkennung der 1 

Bewegungsrichtung , die ja durch die log ische Variable ~v~ 

bestinunt wird. Die Ve rgrößerung der Soll-Ist-Abweichung der 
I 

Handlage durch diese Funktion ist kleiner als der Faktor c/4 . i 

I 
I 
I 

Kill man jedoch nur einen der Lagewinkel 1/JH , eH , xH variieren) 

so stellt sich zunächst die Frage , welcher der drei Lage­

winkel ~m effektivsten die erwünschte Wi r kung zeigt . Ub~r 

die Gleichungen (A3) , ( 9) , ( 1 7) , ( 1 8) und ( 21) sind alle d r e i 
I Winkel in d enthalten , und zwar über die Größe (Berechnung 

s iehe unten) : I 
I 

( 53 ) s = ~cos>l-1 • sin~ · cos ( 1/}1 - 1/16 ) +sinXH · sin ( ~H - 1/16 ) ] .. cose 6 +cosXr-1 • cosBa_ • sinJ 6 . 

Die partie lle Ableitung dieser Größe nach 1/JH , eH und xH 
ergibt : 

- 23 -



as 
. (B6) 

Rechnet man diese drei Ableitungen mit den a lten Werten 

~H ' eH , XH sowie ~ 6 und e 6 aus , so k a nn man durch Vergleich 

d e r Ergebnisse fes tstellen , durch welche Variati on die Größe 

5 am me isten beeinflußt wird . Danach bestimmt man die neue 

Lage durch die entspreche nde der drei folgenden Gleichungen : 

(B7) ~H=arccos f~~ +~6 mit cos~ = /c ~ ·1: sin~ = ./ 2b 2 sowie l/a1+t?7 . 0 0 a +b 0 a +b 

a=-cosxH · sineh· coseH, b=sinxH•cose 6 und c=- cosxH·cos 8H· sine6 . 

(B8) e . ~-s 8 · t e a · e b . · H=arccos + 
0 

m cos 
0
= -~, Sill 

0 
== 1.2 2' sow1e 

a +b la~+b~ 1 a +b 

a=cosxH · sjn9 6 , b=..:..cosxH · cos ( ~J H -t/J 6) · cos8 6 w1d c=- s iilXH · sin ( wH -w 6) · cosl 6 . 

(B9) XI-tarccos f-~s 2) +x
0 

mit cosx
0 
~--=p sinx

0 
/c~ sowie 

t~~~7 k~ a~ 

Die Werte a und b sind die Koeffi zienten d es Cosinus und des 

Sinus des gesuchten Winkels ( ~H- w 6 ), e H oder XH in Gl eichu_ng 

(B 3 ) , welche durch Normierung auf folgend e Form g ebr acht 

wurde: 

Daraus is t ·erkennbar , daß das Vorze i chen von fa 2 +b2 durch·­

gängig pos i t i v (oder durchgängig negativ) . zu wäh len ist . 

Für die Größe s wird e i n neuer Wert n a ch folge nden Gleichungen 

bestirrunt: 

- 24 -
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(B11) d -- (1- E ) · h 

(B1 2) d -cos - 1 · s ina = ~ 3 (aus Gleichung 21) I up . _ , 

(sli1a =d/c) -cosa- (cosa =1 /c) . sina=- sin (a- a )=s
3
/c mit c~~2+12 I 

o , .o up o upt l 

(B 1 3) s=sina=sina · cos (a- a ) -:!rcosa -sin(a-a )=-(d/c) · A-(s 3/c)
2 

.:_ (1 lc) · (t 3/c) 
0 0 0 0 ~· 

Das Vorz e i chen der Wurzel ist:. :z u bestimmen nach dem a l ten 

Wert für s? ( 1 I ) · ( s 31 c) · up c 

Das Argument der arccos-Funktion muß zwischen -1 und +1 liegen , 

I d. h. 

sonst ist das Problem durch Lageänderung des gewählten Winkels 

nicht lösbar . Die Vieldeutigkeit der arccos- Funktion ist so 

aufzulösen , daß die Differenz 8 -8 ~ -~ Hne u Halt ' Hneu Halt 

oder x -x Hn eu Halt möglichst klein wird . 

I 
I 

I 
I 
I 
I 

4 · - ---~~---- ·--~-- ~- ---·----
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Berechnung von Gle ichung (B3) aus (A1) und_(171 : 

. --~ --- -- · ~ -~ -------·- ·- -- - --- -·--r·-· ------ - --- -

~---------------v---------------~ 

a 

h 

\d~l - - - - --..JF---f___.:._ __________ __". 

Abb . B1 Nä he rungswert e der Gr~ße a a nstelle von Gl . ( 2 4 ) , 

f a l l s die gewünschte Lage de r Hand ein lct l> ( 1-c) · h 

zur Folge haben wtirde . Es wi rd die star k ausgezogene 

Lini e gewählt , um e i ne unstet i ge Bewegung bei [d f =h 

zu v ermeiden . 
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