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Vorwort zu Band 111

Im dritten Bandder Satellitenbewegungendenin fortlaufender Nummerierunginige fur Unter-
suchungen der Bewegung der kunstlichen Satelliten wichtige Grundlagen der Astrodynamik mit
ausfuhrlichen mathematischen FormelsystebwitandeltDazu zéhlen die unterschiedlich&s-

pekte der Bewegung der natirlichen Himmelskérper, die Steuerung und Kontrolle von kiinstlichen
Objekten, und insbesondere die fir eine Satellitenbahnanalyse wichtigen physikalischen Beein-
flussungen einer Satellitenbeweguhtathematisch entscheidend dé¢ Wahl geeigneter Bahnpa-
rameter, die ein bestimmtes Bewegungsproblem widerspruchsfrei und singularitatenfrei zu behan-
deln gestattenf-Ur die Behandlung routinemafiger Aufgabenstellungen der Satellitenbewegung,
in erster Linie einer prazisen Bahnbestimmuwmd Bahnverbesserung, kann auf eine Fille von
lehrbuchartigen Monographien verwiesen werdengdass diese Problematik in derliegenden

Arbeit nur angedeuteterdensoll.

Mit eingearbeitet wurden in diesen Band Ergebnisse der Kollegen Profasséaner Schulz
(DFL-FM undDFVLR-PV), Dr. Martin C. Ecksteifehemals DLRDF und RB)Dr. Hauke Fied-

ler (DLR-HR und RB), Professdpr. Eberhard Gill(DLR-RB / Universitat Delft),Dr. Michael
Kirschner(DLR-RB). Fur sorgféltige und konstruktive Unterstiitzung an den Arbeiten zu dem vor-
liegenden Band dail. Sebastien Tailhadeasid Dr. Thomas Neffbeide DLRHR) sehr herzlich
gedankt werden. GroRRe Teile dieses Berichtes wurden dankenswerterweise voDipleiny.

Alfred Pietrasgvormals DLRDF und RB)und seinem Schreibbiiro bearbeitet. Fir die Veroffent-
lichung des Bandes in der Reihe der DLR Forschungsberichte geht besonderer Dank an die Herren
ProfessoDr. Alberto Moreiraund Professobr. Helmut Sul§beide DLRHR).

Die Liste der verwendeten Symbaied die fir Band Ill relevante Literatur sind in diegand
der Satellitenbeweguraufgenommen
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Bewegung der natlrlichen und kinstlichen Him-
melskorper

Die genaue Beobachtung der physikalischen Bewegung der Planeten lasst darauf schlie3en, von
welcher Art unter den unendlich vielen mdglichen Bewegungsarten die Bewegungrazer|

ist. Die Auswertung derartiger Beobachtungen fulirt€eplerzur Entdeckung der nach ihm
benannten Gesetze. Diese Gesetze beschreiben eine Bewegung, welche als Keplerbewegung
bezeichnet wird. In friiheren Zeiten wurde der Bedgé@plerbewegungllerdings auf den Spe-

zialfall der elliptischen Bewegung von Himmelskérpern eingeschrankt. Abweichungen von
dieser sehr speziellen Bewegung wurdengalstorteBewegung bezeichnet. Dadurch wurde

der Eindruck erweckt, die elhipdiechhgesBEéwe @ U
eine im Grunde genommen lastige Abweichung. Diese Ansicht mag im Fall der Bewegung der
grof3en Planeten noch hingenommen werden, ist aber im Fall der Bewegung der kleinen Plane-
ten, des Erdmondes und vor allem auch von kinstlichemmdIskérpern nicht mehr gerecht-

fertigt. Es zeigt sich, dass die Keplerschen Gesetze formal alle Arten von Bewegungen der
genannten Himmelskorper beschreiben, so dass sich die Bewegungsgleichungen in vollstandi-
ger Allgemeinheit direkt aus den Keplerschegs€zen herleiten lassen. Es ist somit mdglich,

den enggefassten Begriff der Keplerbewegung zu erweitern auf die Beschreibung jedweder Art
der Bewegung von Himmelskorpern, was im Folgenden unter dem Begrifiilgemeinen
Keplerbewegungeschehen soll. keinem weiteren Schrittuvde in Kapitel 5Band II) gezeigt,

dass jede beliebige Ausgangskurve (mit Ausnahme des Kreises) durch Variation ihrer Parame-
ter an eine beliebige Bewegung angepasst werden kann. Dadurch ist es mdglich, spezielle Be-
wegungseinfliss ( h2ufi g als ASt°rungenfi bezeichnet)
wechselseitige Einflisse verschiedener Bewegungseinflisse. Hierdurch eréffnen sich detail-
lierte Untersuchungen zur Satellitenbahnanalyse, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit all
dings nur angerissen werden kénnen.

10Di e s pKeezpibeelwlee un g

Die Keplerbewegungst eine mdgliche Basis fur alle Untersuchungen der Plan&atelliten

, Orbiter und Mehrkorperbewegungen. Die Bahnbewegung von Planeten, Satelliten, Orbitern,
Sonden, Mehrkorpersystemen kann mit der zugehdérigen Bewsgleiapung durch Anpas-

sung aufbauend auf d€epletbewegung vollstandig beschrieben werden. Die geometrisch an-
schaulicherKeplerlemente werden Ublicherweise zur Charakterisierung einer Bahn verwen-

det. Sie charakterisieren eine Bahn so wie diese durcHepieische Bewegungsgleichung
i=-mir*definiert wird. I n diesem Fall k°nnen

stante aufgefasst werden. Wir wolHKeglebewen di es
gungfi bezei chn atimematidohe €€baraktesidierumgj dere inmer Natur kommt
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eine solche Bewegung nicht vor. Werden alle bekannten Bewegungseinflisse beriicksichtigt

so mussen dikeplemparametérals zeitabhangige GroRen akzeptiert werden. Dann ist es zwar

noch maoglich eindBewegung durch di&eplerschen Gesetzin Sinn einer Anpassufgu
beschreiben In diesem Fall jedoch 2@ndern sic
kurvei. Es handel t si c hderavahremBewegungdunchedie Brpassuhga-t i o n
kurve mit ihren sich mit der Bewegung standig andernden Parametern, die vom Bahnwinkel
abhangig sind, bzw. indirekt von der Zeit. Im folgenden Kapitel werden einige Aspekte der
speziellerKeplebewegung im Rahmen der Zweikérperbewegung und der exakten Lésungen

des Dreikdrperproblems als Erganzung zu den in Abschnitt 2.6 (Band I) gegebenen Herleitun-

gen zusammenfassend dargestellt.

12.1 Das inverseKeplersche Problem
12.1.1Anmerkungen zur Hermannschen L6sung

In der Literatur findet siNewtomgeH eg e Pfirdid Icdmf e
Berechnung deKeplerschen Gesetze aus dévewtorschen GravitationsgesétDiese Be-
griffsbildung ist aber nur dann sinnvoll, wenn die beteiligten Massen als konstant angenommen
werden kdnnen, wie es in der klassischen Himmelsmechanik der Fall war. Wie in Abschnitt
2.3.2 (Band 1) bei der Herleitung dBewtorschen Attraktionsgeszes gezeigt wurde, ist die
Kepleische Bewegungsgleichung

F= (10.2)

die Grundlage zur Berechnung der Bewegung der Himmelsktipaher sollte die Herleitung
derKeples c hen Gesetzte aus dieser Bewegungsgl ei c
verseKeples c he Pr obl emiAi .bezei chnet wer den

Die Losung nach demlermanrschenAnsat? ergibt nach Integration den Geschwindigkeits-
vektor r und den Ortsvektor = rr,, somit den Bahnnormalenvektor

A 2
rr & &, , G: |c|=gk% g (102)
e u

Dies ist der Flachensatz. Im vorliegenden Fall der spezikigtabewegung, die eine Zent-
ralbewegung ist, in welcher der Vektmonotwendig konstant ist, wird diese Beziehung als das

! man spricht dann manchmal davon, das«dipleb e we gung durch diese zus?tzlich
st°rthA wird. Der Begri ftfi sAcSht °eriunnegnii Shiantn ,a bweern nn ueri nnea t AhS
gefuhrt werden kann. Ein physikalischer Stérungsbegriff macht keinen Sinn.

yon AEl ementeni sollte man dann nicht mehr sprechen,
% Ein solcher Anpassungstgang wird in Kapitel 5 (Band Il) allgemeingultig beschrieben

“Vgl. in Abschnitt 2.3 (Band 1)

5Vgl. auch die Herleitung aus d&eplerschen Gesetzen naghHermannin Abschnitt 2.5.2 (Band 1)

® siehe in Abschnitt 2.5.2

! Keplerscher VektorLaplacescher Vektor, aus Formel (2.68) (Band )



12.1 Das inverse Keplersche Problem 3

zweite Keplersche Gesetbezeichnet. Der Perizentrumsvektaigt entsprechend Formel
(2.70) aus
r ekm® |
d=emd, = & m , e md|g 10.3
0 ; | |g? 1| (103)
Multipliziert mit dem Radiusvektor ergibt sich die Polargleichung eines Kegelschnitts, also das
ersteKeplersche Gesetz

2
(=— P (10.4)

1+er, d) m

Mit dem Parametervektater Zweikérperbewegung aus
cid + (10.5)

kann die Darstellung der Bewegung im Perizentu®z o genen Koor di natensy
systenfi )  gen.Dazl werden die Richtungsvektoren

g _—.d_ f .f:. C E: E:___C—
dem " F T S I

eingefuhrt. Der Parametervektor hat wegen Beziel(li®§) den Betrag

d, = (e 0,G O (10.6)

E]

ekm® @
e u

Der auf das Perizentrum bezogene Bahnwinke&lrd berechnet aus

cosu=r, ) , sinurzf, O (108)

Er ist unter dem Begriff wahre Anomalie bekannt. Damit lautet der Ortsvektor in diesem Apsi-
densystem

r=r(d,coss ¥,sing r, (109)

Die radiale GeschwindigkeW, = ist aus der Beziehung® & bekannt. Da im Rahmen
der spezielleikKeplebewegung die Richtungsvektoren des Apsidensystems konstant sind, lau-
tet in diesem Fall der Geschwindigkeitsvektor

f=r(d,coss #,sing r+ (udssin iy, €0s) wrr o= q (10.10)

Hier ist g, wegenr, @, © der transversale Richtungsvektor der Bewegung. Er liegt wegen
r,©, © inder Bahnebene und erganzt somit das mitbewegte Dreipginc ,. Dieses ist ein
orthonormales System und definiert in der Terminologie des vorliegenden Berichtestalen
niz-Raum Es ist somit

3d, €, - (1011
Dies in den Flachensatz in der w@kellen Form(10.2) eingesetzt fuhrt auf das zweKepler-
sche Gesetn der skalaren Form

r’o=G . (10.12
Dieses ist in dieser Form mit der Variation der wahren Anomalie ausschlief3lich in dekspezie
len Keplelbewegungmit G=const.)gultig.
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12.1.2 Anmerkungen zur allgemeinenKeplelbewegung

Die allgemein&Keplebewegungvird so definiert, dass in ihr dieepleischen Gesetze formal
gelten, wobei jedoch alle Raneter als variabel zugelassen werden. Die speKiepehbewe-

gung in der hier gegebenen Darstellung ist grundséatzlich nicht zu einer Verallgemeinerung zur
allgemeinerKeplelbewegung geeignet. Zum einen ist der Bezug auf das Apsidensystem nur
eingeschrékt nutzlich, da der Ausdrucil0.3) zeigt, dass im Fall einer Kreisbewegung der
Hermanrsche Vektoder Nullvektor ist. Damit ist dann kein Perizentrum definiert, fur kleine
Exzentrizitaten ist das numerische Rechnen in diesem Fall fehleranféllig und ungenau. Deshalb
hatte schonl. L. Lagrangedie Verwendung von &quinoktialen Baretern vorgeschlagen

Zum zweiten ist die skalare Form des zweKepleischen Gesetz€30.12) nicht erweiterbar.

Man kann nicht von einer speziellen Losung auf eirgeateine schlie3en, sondern nur umge-
kehrt von einer allgemeinen auf eine spezielle. Deshalb ist es sinnvoll, unter Anwendung des
im Kapitel 4 hergeleiteten Satzes Hdi@ Bewegung grundsatzlich auf ¢tansenSystem zu
beziehef das wie dieser Satz aussagit jeder Bewegung notwendig und hinreichend ver-
knupft ist. Dazu wird der transversale Richtungsvektor aus dem Tangentialvektor in der Dar-
stellung

r=rr, ¥, (10.13
mit dem Betrag der Variation des radialen Richtungsvektors
z =l ro =d, (10.14)

berechnet:
1, .
do =—(F 41,) . (10.15)

In diesem Ausdruck muss untersucht werden, ob eine Singularitat vorliegen kann. Im Rahmen
der Keplerbewegung wurde versucht, eine Singularitat fir O durch eine Regularisierung

zu umgehen. Das kann notwendig werden, wenn der Bezugspunkt, auf den eine Bewegung
bezogen wird, ein Gravitationszentrum ist. Im Rahmen einer allgemeinen Untersuchung von
Bewegungen kann jedoch jeder andere Punkt als Bezugspunkt gewdldhyweozu die Un-
tersuchung von geradlinigen Bewegungen in Kapitel 5 Anlass gegelSemlghem solchen

Fall wird der Bezugspunkezur Darstellung der Bewegung so gewahlt, dass er stets auRerhalb
der Bahnkurve liegt. Dann kann auch angenommen werdes stits eine transversale Bewe-
gungskomponente existigrso dass insgesamtz , 0 vorausgesetzt werden kann. Das Zeit-

integral

z= gz fjdt (10.16)

f

! Siehe in Abschnit11.2

2 Abschnitt 4.3.16 (Band 1)

*Band Il

* Man kénnte dies als einen Archimedischen Punkt bezeichnen

® Wozu eventuell der Bezugspunkt wahrend eines Bewegungsvorganges gewechselt werden muss, was auf eine
lineare Transformation des Bezugssystems hinauslauft
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liefert nach Satz H9 deauf ein HansenSystembezogene Bahnwinkelz. Dieser kann als
unabhéngige Variable zur Beschreibung der Bewegung gewahlt werden. DanddakEtat
chensatanit den Beziehunge(10.2), (10.13) und(10.14)

r’z =G (G (2 . (10.17)

In dieser allgemein verwendeten Version des Gesetzes kann eine Verallgemeinerung im Sinne
einer allgemeineikeplelbewegung oder eindreliebigen Bewegung jederzeit erfolg&azu
muss der Flachenparameals Funktion der Zeit bzw. des Bahnwinkekskzeptiert werden.

Ein HanserSystem sei durch die Basisvektonq{H,q(z') ,q(3') =c, gegeben. Fur einen Anfangs-

wert 2o zu einem Zdpunkt b kann dieses System fur die gegebene Bewegung festgelegt werden
mit den Beziehungen

q\") =1y (t,)cosz, 4 ,(t,) sin z
q¥ :ro(to)smz0 4 ,(t,) cos z

Im Fall der speziellen &pletbewegung liegen diese Vektoren fiur alle Zeiten fest. Im Fall der
allgemeinerkKepletbewegung oder einer beliebigen Bewegung unterliegen diese Vektoren Be-
schleunigungen senkrecht zur Bahnebene (vglFeneschen Formeln dddansenSystems

in Abschnitt 8.12 in Band Il), die aber auf Grund der EigenschafteiHamisenSystemen in

der Darstellung eines Zustandsvektors nicht erscheinen. In jedem Fall (spezielle, allgemeine
Keplerbewegung oder beliebige Bewegung) haben die Basisvektoreh eimeiz Systems in

Bezug auf eirHansenSystem die Darstellung

(10.18)

r, =ro(z) =q{’cos zq#} sin

do =do(2) = Wsin z q¥ cos (10.19)
c, = afy)
Damit lautet der Ortsvektor mit kartesischen KoordinatehlansenSystem
r=m, ¥ (q (Vcosz i) sin% yg ) yllgt) (10.20)

und der Geschwindigkeitsvektor bei Bezug auﬂdaasenSystem allgemeiglltig

dr dr (1) e | dr d)é
— = - sinz cosq —=, rq .+ 10.21
=t ¥( ol q¥ cos§ =5 1, —eré A%, o2y

In der Praxis wird man so vorgehen, dass thangesche) Bahnwinkek als unabhangige
Variable verwendet wird und der Bezug zur Zeihtsprechend dem skalaren Flachensatz
(10.17) erhalten wird durch das kegral

z 2
=t, +ﬁr6dz . (1022

12.1.3 Die Keplersche Umlaufzeit

In derHermanrschen Losung deinverserKeplemproblems wird das dritt&eplersche Gesetz
im Rahmen der speziellétepleb e wegung (d. h. bei konstanten

! Siehe hiezu auch die speziellen Uberlegungen zu einer Transformation der Zeit auf andere Parameter in Ab-
schnitt 11.13

F
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Zweikorperbewegung) durch Berechnung #eplerschen Umlaufzeit aus dem Zeitintegral
(10.22) hergeleitet:
2p rz

P = ﬁadz . (10.23
0

Wegen der Konstanz der Parameter ist in diesem Fall der Bahnwirgfeich der wahren
Anomalieu, die tber dieKeplerschen Formefnmit der exzentrischen Anomaliegekoppelt
ist:

r cos =a( co€ -€) ,r sinu & 16 sirE
. r sinuy (1029
acosE=r cog/ +ae ,asinE = .

J1- €

In Abhangigkeit von der exzentrischAnomalie ist der Bahnradius bekannt aus
r=a(l -ecosE)
(10.25)
und es gilt diglifferentielle Beziehuntg
rdv=av1 € dE .
(10.26)

In der Relation(10.4) G* = mp ist p der Parameter eines Kegelschnitts, der im Fall der hier
allein relevanten elliptischen Bewegumg= a(l -ez) lautet. Damit kann das Integral im Rah-
men der hier gegebenen Einschrankungen berechnet werden:

2 ’ 2 2p , 3
:ﬂ l’F‘Kl _ecosE) dE i) d
G 0 Jm

Entsprechend kann mit Hilfe der mittlerdfeplerschen) Bewegung

n=ym & (10.28)

aus dem ZeitintegrdlL0.22) die Keplemleichung
M=n(t 4,) E esinE

P, (10.27)

(10.29)

erhalten werden. Die GroRRe M wird Ublicherweise als mittlere Anorbalieichnetn auch als
Keplersche mittlere Bewegung

Aus den Herleitungen ist ersichtlich, dass sowohl das d#fdersche Geset£10.27), wie
auch dieKeplerGleichung ausschlielich in der speziellen elliptisckeplebewegung sin-
voll gebraucht werden kdnnen, auch wenn sie im Rahmen einener allgéapéarbewegung
definitorisch zugewiesen werden kian.

Fur eine Verallgemeinerung im Sinne einer allgemekepielbewegung muss unmittelbar auf
das Zeitintegra{10.22) zurtickgegangen werden. Die Umlaufzeit kann dann nur in Bezug auf

! Siehe in Abschnitt 2.2.3 (Band I)
2 Siehe in Abschnitt 2.5.2 (Band 1)
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einen verwendeten Bahnwinkel sinnvoll definiert werden. An Stelle des dritten Gesatres
fiehlt es sit, die Relatior{10.4)

G=\/m (10.30)

zu verwenden, die eine Verknipfung des ersten Gesetzes (mit Pargmetdrdes zweiten
Gesetzes (mit Parame®@®) uber den dynamischen Faktererlaubt.

Auf die Verwendung einer Anomalie (wahre, exzentrischigtlere) sollte im Rahmen einer
allgemeinerKepletbewegung oder noch allgemeiner einer beliebigen Bewegung grundsatzlich
zugunsten deldanserscherBahnwinkelsz verzichtet werden. Denn nur dieser Winkel kann in
jeder Bewegng als unabhéangige Variable verwendet wetden

12.1.4 Genéherte Losung des Zeitintegrals

Das iterative Verfahren zur Losung deeplemleichung kann mit der Anfangsndbag
E® =M gestartet werden, was zu sicherer aber insbesondere bei groReesrigxiten
nicht notwendig rascher Konvergenz fuhrt. Die in der Literaturggeldich zu findenden ver-
besserten Ausgangsnéherungen sind meist nichtrediggultig.

BEISPIEL einerAusgangsnaherufg

EO = M o SM . (10.31)
1- sinM +€) sinM

Der Iterationsprozedautet:

E™- esin E"” -M

E(n+l) = E(n)
1- ecosE™

(n £2,3,..) ] (10.32)

12.1.5 Die Gauf3sche Gravitationskonstante

Der Zahlenwert der universelleNéwtorschen) Gravitationskonstante ist nur mit wenigen gel-
tenden Ziffern bekanht

G, = 6.67259(85)3 10" kg $ (1033
In der Astronomie ist es Ublich, dizauflsche Gravitationskonstante
K> = G

zu verwenden, welche als Dimensiomimastronomischen Definitionen astronomische Einheit
(AE) als Langeneinheit, die Sonnenmassg ) als Masseneinheit und den mittleren Sonnentag

(d) als Zeiteinheit hat:

! Dies ist die zentrale Aussage des vorliegenden Berichtes. Siehe laerigapltel 4, insbesondere die Abschnitte
4.3.10, 4.3.16, 4.4.3 und folgende in Band Il

2 SMITH [1979]: Cel. Mech19, siehe auchvlikkoLA,S.[ 198 7] : OA Cubic Approxi mati on
Cel.Mech.40, 329 334, mit weiteren Zitaten sowie iBATTIN [1987], pp. 191 236

% Etwa nactSEIDELMANN, P.K. [1992], p.693
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k = 0.01720209895000000Q/ A} d? (10.34)

kwird alsdefinierende Konstanteerwendet. Das bedeutet, dass der@oRk. Gaufderechnete
Zahlenwert vork als unveranderliche GroRe ein fir altdrbeibehalten wird. Uber das dritte
Keplersche Gesetz kann dann bei Kenntnis der Senmeeh Erdmasse sowie der Lange des
siderischen Jahres die astronomische Einheitslange, namlich die astronomische Einheit berech-
net werden. Die Bedeutung des dritkeders c hen Geset zes reduziert s
die La2ngeneinheit 'dRieastoriomiscietidhaintda@m den Bethag n g i

a. =1.4959787066 0 kn (1039

mit der Lichtlaufzeit
t, =499.00478376 (10.36)

entsprechend der Vakuumlichtgeschwindigkeit (definierende GroRe)
€ =299792.458 km/s (10.37)

Die Berechnung deGauflschen Gravitationskonstaritast ein Beispiel zur Anwendung des
Zweikorperproblems in der klassisn Himmelsmechanik. Hierzu wird das Efdend-Sys-
tem als die eine Massg + m , die Sonne als die zweite Masse gewahlt.FSgidie siderische
Umlaufzeit des Baryzentrums des Efdend-Systems um die Sonne, die mittlere Distanz

dieses Systems vom Sonnenmittelpunkt, liefert das dt@pmersche Geset¢l0.27) der ellip-
tischen Bewegung im Rahmen der spezieleplebewegung mitG,, = k*

8 _ K,
= = @Sﬁk (na) ﬁp) g . (10.38)
sid

Im ErdeMond-System seiR ., die siderische Umlaufzeit des Mondes um die Erjedie
mittlere Distanz des Mondes vom Erdmittelpunkt. Das dk#plersche Gesetz liefert

a K2
o7 = qu) g . (10.39)
2,sid

Hier wird Ublicherweise
a = 1AE , m, =1

normiert und als Einheit der mittlere Sonnentag gewahlt. Elimination der Magssey aus
den beiden letzten Gleichungen ergibt@aulsche Gravitationskotente

° 2,
a I:)sid

_ 6, ,2pg 1 B
N 0L Pg —-ﬁ
Psid\/ C 2. sid 862 idg 2 G sid

- S

(10.40)
Mit den Werter

! BROUWERCLEMENCE [1961], p. 59.Wie wir gesehen haben (vgl. Abschnitt 2.2.4, Band I), wird diese Deutung
der zentralen Bedeutung des 3. Keplerschen Gesetzes in verallgemeinmentaii€alings nicht gerecht.

2 Alle Werte ausSEIDELMANN, P.K. [1992], p.696
% aus AA 1992
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PSid = 3651'256363 y Fg,sid = 267 -3216(
a = 384400km =—— __ AE
389.17240

wird
_ 1 42
k = 0.0172020981AEM* d (10.41)

Dieser Wert stimmt mit dem voBaul3berechnetem WeftL0.34) nicht tGberein. Um dessen
Originalwertk jedochbeizubehalten, wird die grol3e Bahnhalbachse desMahelSystems
neu mit gegebenekberechnet aus der Beziehung

ak* a o0
a, = 3P +2 4 (1042)
\/ déﬁl? I:éz,sid 8

Mit dem Gaulschen Wer{10.34) errechnet sich fur die mittlere Entfernung des Baryzentrums
des ErdeMond-Systems vom Sonnenrgtpunkt der Wert

a; = 1.000000032 AE (10.43)

12.2 Das Zweikorperproblem

12.2.1 Relative Zweikdrperbewegung

m, o

@]
Bild 10-1: Zweikorperbewegung

Es seien zwei Korper dédfassenm, und m, gegeben, die von einem beliebigen Ursprang
aus die Ortsvektoren undr, haben (sieh&ild 10-1). Der Verbindungsvektor vom, nach

m, sei
ry = T, F, , I, I F F 5 r=, - . (1044

Auf m wirkt von m, nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz bei Vernachlassigung einer
Massenéanderung (!) die Kraft

B m
Fl = mrl = a\l rr!l r? r 12 G\l £ ?r 21 1 (1045)
o] Ir o

auf m, von m, die Kraft
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F,=mi, = g M, (10.46)

3
I

Die relative Bewegung vorm, bezogen aum, wird beschieben durch

Fpy = 1y Fy = Gy i3r 21 GN_ﬂsr 2 (10.47)
2] 2
bzw.
+
f, = G, 3B (10.48)
P2

Sei etwam, gleich der Massen, der Sonne, so zeigt der Ausdrydk.47), dass die Zweikor-
perbewegung eine echte Erweiterung der speziellen Keplegusg(10.1) mit

m = m 6, m
ist, da der Anteil

_GN&r

321
1

noch zu ihrer Beschreibung hinzugenommen werden muss. Nurmenr0 wird die Zwei-

korperbewegung auf die spezielleplelbewegung zurtickgefiihrt, die dedb manchmal auch
alsEinkdrperbewegungezeichnet wird. Dieser Begriff ist irrefiémd, da die spezielléepler-
bewegung, welche die Bewegung der Planeten um die Sonne beschreibt, alles andere als eine
geradlinige Bewegung ist. Ein Korper allein, auf den also kein anderer und someit(Aei
traktions) Kraft einwirken kann, bewegt sichetnach dem INewtorschen Axiom gleichfor-

mig geradlinig. In der Ublichen Sprechweise der Himmelsmechanik sollte (wenn tberhaupt
noch ein eigener Begriff ndtig sein sollte) an Stelle von Einkdrperproblem richtigeingea:
schranktem Zweikorperproblegesprochen werden.

Die Sonnenmasse dominiert im Sonnensystem derart, dass in erster Naherung alle Planeten-
massen ihr gegeniiber mehr oder weniger vernachlassigbar sind, so dass die heliozentrische
Gravitationskonstante), im drittenKeplerschen Gesetz als Kstante fur alle Planetenbewe-

gungen angesehen werden konnte. Olikd@erschen Gesetze sonst gar nicht hatten gefunden
werden kénnen, ist vor dem Hintergrund der mathematischen AnpasswetgdgseziBewegun-
gen reine Spekulation. Gtiung(10.47) auf Seitel0zeigt, dass schon im Zweikorperproblem
die zentrische Gravitationskonstante von beiden Meabbéangig ist

m:=Gy(m m) . (10.49)

sie somit eine nicht einmal auf das Sonnensydtesthrankte Konstante sein kann. Daruber
hinaus ist auch keine Masse eines Himmelskdrpers konstant. Die Sonne strahlt erhebliche Mas-
sen ab, die Planeten gewinnen Masse durch Auftreffen von Strahlung, Meteoren usw. Diese
Massenanderungen sind freilich véraindend geng im Vergleich zu der Gesamtmasse des
betreffenden Himmelskoérpers. Es ist daher Ublich, ohne erkennbaren quantitativen Fehler bei
der Berechnung von PlaneteBondenund Satellitenbahnen die Masse des betreffenden Zent-
ralkdrpers und damdie zentrische Gravitationskonstante auch als konstant anzusetzen. Anders
ist es bei Massémderungen, wie bei Raketen und anderen aktiven Raumflugkérpern. Die Mas-
sen missen also in qualitativer Hinsicht prinzipiell als zeitvariabel aufgefasst werden.
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Die Zweikorperbewegung, die nur Uber das Gravitationsgesetz verstandismweann, stellt
somit eine Erweiterung der spezielléaeplelbewegung dar, ist aber ihrerseits nur ein einfacher
(wohl der einfachste) Spezialfall der allgemeik@pleibewegung, da deweite Teil der rech-

ten Seite in Gleichun(L0.47) auf S.10 als Bestandteil des zusatzlichen Beschleunigungsvek-
tors in Gleichund10.1) aufgefasst werden kann.

10.1.1.1 Der Schwerpunktsatz

Die Summe der Kraftebeziehung€l0.45) und (10.46) auf S.10 gibt als Folge des dritten
Newtorschen Axioms(F, = F,)

mi+mf, =0 (10.50)
nach Integration
mfr,+mr, =c, (1051
und
mr,+mr, =c,tct . (10.52

¢, und c, sind Integrationskonstante. Die Beziehyf§.51) wird als Impulssatz(10.52) als
Schwerpunktsatzezeichnet. Der Ausdruok t + ¢, weist darauf, dass es im Zweikorperprob-
lemm,, m, offenbar einen Punkt gibt, der sich gleichformig und geradlinig bewegt, auf den

nach dem erstddewtorschen Axiom also keine Kraft wirkt. Habe dieser Punkt den Ortsvektor
S (sieheBild 10-2), so ist notwendig mit einer Konstantén

S =0

(1053
CS = ¢t g

@)
Bild 10-2: Der Schwerpunkt im Zweikdrperproblem

Wir beziehen das gesamte (Zweikorp&ystem auf den Schwerpurtktlurch Einfiihrung der

Schwerpunkbezogenen Ortsvektoren
R, = r §
(10.54)
R, =r,5

Bezogen auf dieses Schwerpuokientierte System als einem mitgefiihrten System hat der
Schwerpunkt selbst keine Bewegung. Behwerpunktsatautet daftr

mR,+mR, =0 . (10.55)
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Mit der auf einen beliebigen Ursprung bezogenen Darste(lL;l§2) ist mit den Bezeichnun-
gen(10.54)

mR,+mR, {m fm)Ss = ,

also
mR,+mR, =(m S . (1056)
Mit Formel (10.55) ist dann offenbar fir zu bestimmende FaktokeB
R, = Ar,
R2 = Br21 . (1057)
WegenS =0 ist mit den Formelr(10.45)i (10.48) und (10.54)
.. e . +
I:\)1 = rl = GN &3r21 :A. 21 = A(_:N m—pr 21
Iz E (1058)
s . +
RZ = r.2 = GN isrﬂ 321 GNm—?;rQr 21
2] I
Dies fuhrt unmittelbar auf
A = m, g ="M , (1059
m+m m +m
somit
Rl = rT‘!Lr'T:erE r21
m (10.60)
RZ = m+ n} r21

Diese Beziehungen erlauben notwendig die Berechnung des Schwerpunktes. Dass sie auch hin-
reichend Bedingungen fur den Schwerpunkt sind, zeigt der Vergleich mit FAor&) auf
S.11. Dies trifft aber nicht mehr zu, wenn die Masserund m, variabel angenommen werden

mussen. Dann namlich ist auch der Schwerpunkt variabel.

10.1.1.2 Absolute Zweikorperbewegung

Unter absoluteZweikorperbewegungird (unter der Annahme konstanter Massen) ihre Be-
wegung um den gemeinsamen Schwerpunkt verstanden. Die Bewegungsgleichungen mit den
auf den Schwerpunl& bezogenen Vektordd, , R, folgen unmittelbar aus den Bewegungs-

gleichungen(10.56) und (10.57)

m 1
-G R
N (n-!L+ rTE)S |Rl|3 1
my 1 o
C(mrm) R

Wird hier mit konstant angenommenen Massgrund m, zur Abklirzung

R,
(10.61)
R,
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3
mi=e,—"™ | om og " (1062)
(m+m) (m +m)
gesetzt, lauten die Bewegungsgleichungen der absoluten Zweikdrperbewegung
R = % R ( E2) (10.63)

formal gleich wie im Fall der speziellen Keplerbeweg(t@l) und der relativen Zweikorper-
bewegung(10.48) mit der Beziehung10.49). Da alle Félle Spezialfalle der allgemeinen
Keplelbewegung sind, ist anzunehmen, dass die durch sie beschriebenem Bakh den
Keplerschen Gesetzen gentigen. Da sie daruber hinaus der speikeglerbewegung glei-

chen, deren Parameter Konstante sind, ist zu erwarten, dass auch im Fall der Zweikdrperbewe-
gung die Bahnparameter Konstante sind. Dies nachzuweisen ist AufgabnverseKepler-

schen Problems.

12.2.2Die absolute Zweikdrperbewegung um den gemeinsamen Schwer-
punkt

Die Bewegungen der beiden Koérper in der absoluten Zweikdrperbewegung werden durch die
beiden Bewegungsgleichung@®.61) beschrieben, deren Integration 12 Integrationskonstante
erfordert. Sechs dieser Konstanten werden durch den Schwerpunktsatz

mr,+mr, =c,tck (10.64)

festgelegt, in dem die Konstantep c,die gleichférmig geradlinige Bewegung des Schwer-

punktes beschreibemie Ubrig bleibenden 6 unabhangigen Konstanten beschreiben nur die
Bewegung eines der beiden Koérper. Die Bewegung des zweiten Korpers um den gemeinsamen
Schwerpunkt muss daher mit der Bewegung des ersten Korpers gekoppelt sein.

Das zweiteKeplersche Gede der relativen Zweikdrperbewegung ergibt sich aus der Bewe-
gungsgleichun@10.48) auf S.10

r,3r, =C, . (10.65)
Fir die Schwerpunkbezogenen OrtsvektoreR,, R, der beiden Korper ist nach Formel
(10.55) aufS. 11 mit den in Gleichun@10.59) auf S.12 berechneten ParametekundB
R3R, =Ac =
vt , A (10.66)
R,*R, =Bt =,,

Die Bahnebenen der beiden Koérper sind somit sicher parallel. Die Flachenparameter haben so-
mit die Beziehung

(31 = A2|CA1| , GZ = BZ|CA2| , (1067)
nach Einsetzen der ParameteB wird

2
G, = Gl% . (10.68)

Die zweitenKeplerschen Vektoren haben also in der absoluten Zweikorperbewelie: -
ziehung
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2
Cyp = CM% . (10.69)

Der Normalenvektor hat bei Bezug auf ¢as Basissystem (eventuell ein Aquatorsystem) die
bekannteDarstellung (siehe etwa in Abschnitt 4.3.16, Band Il)

C, =sini sin Wp, -sin cos @y eosp, (10.70)

Damit istersichtlich, dass beide Bewegungen dieselbe Neigumgl denselben Knotelv
haben. Nach Gleichun@0.4) haben die Bahnparameter der beiden Bewggn

_ ¢ _G
p == , p =— |, (10.71)
m ©oom
aus den Formel(10.62) auf S.13 die Beziehung
m = 1% (10.72)
und
P, = pl% : (10.73)

Fur die erste Keplerschen Vektorerd,, d, folgt aus Gleichung10.3) im Fall der absoluten
Zweikorperbewegung

mit R, aus Forme(10.58), c,, aus Forme(10.69) und m, aus Forme(10.72) schlie3lich die
Beziehung

d, = d, . (10.74)

Mit Gleichung(10.3) folgt daraus: Die beiden Kdrper bewegen sich in der absoluten Zweikor-
perbewegung auf Kegelschnitten mit identischer Exzentrizitéat

do|=[d) . e = . (10.75)

Da der Schwerpunkt des Zweikérpersystems der gemeinsame BrennpunkidderKemel-
schnitte ist, somit in beiden Bahnebenen liegen muss, sind die beidebB8aén identisch. Wer-

den dieKeplerschen Vektoren in der Bahnebene bei Bezug auf den aufsteigenden Knoten in
der Form

d, el(qlcOSM/l ﬂzSin’/@
d, & (Q1COSW2 1, sin V’f)

dargestellt, wobeg, hier als der Knotenvektor gewahlt wurde, folgt aus Gleica0g4) fur
die Beziehung der Argumente des Perizentrums

w, = w480 . (10.76)
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Als Bahnwinkel kann im Fall der Zweikorpessegung, da die ParameterW, w in diesem
Fall Konstante sind, die wahre Anomalie verwendet werden. Im Fall der absoluten Zweikor-
perbewegung ist mit den Gleichungd.5) i (10.8)

R,d : . |p
gcosy, = = | esiny =R |2
"R m
R.d : . |p
gcosu, = —2-2 | gsiny =R [
© R m,
mit
: R,R
R=[R[] . R = 1Rll
: R,R
R =R|] . R = 2R22
Wegen der Beziehungéh0.58) und (10.72)i (10.75) folgen
R,d R,d
ecosl, = ecosy =-—2-2 =11
i R R
i = i = & = &
e, siny, gsin y R m R”\/:n

Die Bahnwinlel der beiden Korper im absoluten Zweikdrperproblem sind somit identisch
u, = y . (10.77)

Die Bahnparametqy,, p, bestimmen eine unterschiedliche Grof3e der durchlaufenen Kegel-

schnitte, die sonst die gleiche Form (gleiche Exzentrizitaten) haben, also ahnlich sind und
gleichartig durchlaufen werden.

Als BEISPIEL betrachten wir die elliptische Bewegung. In ihr kdnnengdol3en Bahnhalb-
achsenay, az aus den Parametern

n=a(l€) . p =a1 ¢
berechnet werden. Mit den Gleichund@.73) und (10.75) wird

- M
a = a— . (10.78)
m,

BEISPIEL: Gegeben seien die zwei Korper mit dem Massenverhgltnis = 1:2. Die Zwei-
korperbevegung erfolge auf elliptischen Bahnen mit der gegebenen Exzentezi®éd. Die
Bahnhalbachsen verhalten sich nach der letzten Beziehung im Ver@dlmis 2:1. Siehe
Bild 10-3. A
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0
1
2
3
4
5
x 6

Bild 10-3: Absolute Zweikorperbewegung fur das Massenverhéltnis 1:2 mit der Exzengizita8

12.2.3 Reihenentwicklungen im Zweikdrperproblem

In der klassischen Himmelsmechanik waren Reihenentwicklungen zur Beschreibung der ellip-
tischen Bewegung ein wichtiges Hilfsmittel, insbesondere bei Untersuchungen der Bahnen der
Planeten. Eine Reihenentwicklung der Beziehtdd =e sinE umgeht die iterati® Loésung der
KeplerGleichung. Diese musste in den klassischen Verfahren wiederholt angewendet werden,
um den Bezug eines Bahnwinkels zur Zeit zu ermdglichen. Neben der Beziehung der exzentri-
schen zur mittleren Anomalie wurden auch andere GroRRen der Zpeikéwegung wie das
Verhaltnis von Radius zur grof3en Bahnhalbachse r/a, die trigonometrischen Funktionen der
exzentrischen und wahren Anomalie, die ebenen Koordinaten und andere GroR3en durch Rei-
henentwicklungen dargestellt. Diese Entwicklungen kénnen aach bei der Beschreibung

von gering exzentrischen Satellitenbahnen etwa bei Erdbeobachtungssatelliten Unterstiitzung
bieten.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Mittelpunktsgleichundyl, also der direkten Beziehung
der wahren Anomalia als Bahnwinkel zuZeit Uber die mittlere Anomalie M = 4 n(t-to).

Sie ist seitHipparch bekannt, der im Rahmen seiner Messgenauigkeit das erste Glied dieser
Reihe in seiner Mondtheorie bestimmen konnte.

Die Ubliche Herleitung der Mittelpunktsgleichufignd entsprechend der anderen Reihenent-
wicklungerf) geschieht al§ourier Entwicklung unter Verwendung vddesseinktionen Es

! Siehe in Abschnitt 1.6.7 (Band 1)

2 Eine ausfiihrliche Begrundung findet sich etwa BROUWER D. AND CLEMENCE, G. M. [1961], pp. 60114;
STUMPFF, K. [1959], pp.296328; TISSERAND, F. [1889], tome |, pp. 20227;DzIOBEK, O. [1888], pp. 2236;
FITZPATRICK, P.,M. [1970], pp.88-100;u.a.; BATTIN, R. H. [1987] pp. 191-212; eine systematische Zusam-
menstellung derartiger Entwicklungen findet sichJeNSEN, J.ET AL. [1962],pp. 25-34
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handelt sich um eine doppelt unendliche Reilaeh der nomerischen Exzentrizit@und Viel-
fachen der mittleren Anomalid:

S lé s, . Q.

u=M aa_fJn(ne) B bl (nd  F.( np @gln( ny . (1079
n=1 k 4

Hier wird die Abkilrzung

bz:l-\ll-ez_ e le 1€ 1@ 5+é

=e —¥ —¥ — + (10.80)
e 1+J1 2 2 8 16 128

verwendet. DidBessdlnktionen derersten Art von der Ordnunghaben die Integraldarstel-
lung

P
J.(ne) = % ffos( i -nesiny) d/ (10.81)
0

woraus die Verwandtschaft mit d&eplemgleichung deutlich wird. Entsprechend kann die Ex-
zentrische Anomalie mit Hilfe d@essdlnktionen entwickelt werden:

E-M ﬂélJn(ne)sin( nMm . (1082

n=1

Die Bessdunktionen konnen in Reihen entwickelt wer8len

nt2k
1

s k &X o
J.(x)=a (3 B 0 ek (10.83)

e-ta e 1 ¢
384 18432
e 1o ..
48~ 720
g Bl 729 .

256 10240
J4(4e)=3é‘ B8 2o ..

3~ 15 45

(10.84)
_ 625 15625

T 768 18432
Js(6€) = % & %
_117649
92160
512

38(89)—3—15 -

Damit lautet die Entwicklung der exzentrischen Anomalie

3,(59

3,(79)

! DzioBEK, O. [1888], p. 26
2 JENSEN J.ET AL. [1962],p. 30
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a 1 1 0
E- M Z¢ +é& —& - g M
2 8% 102° 9216 %

al, 1, 1 5
+xe —¢ +£¢& ..-gn2M +
H° 6" 48 Y

483 2 2834 Sham
& 128 5120 2
+ale4 —e6 -+ %n4M + (10.85)
G

L4125 5 3125, Snsm
€384 9216 Y

a27 0

+ e neM +

&o~ Y

a16807 o .. %n7M+---
946080 Y

Die Entwicklung fur die wahre Anomalie (Mittelpunktsgleichung) nach Potenzen der Exzent-
rizitat lautet

u=M +
+2esinM +

+2sin2M +

4

+ie3(133in3\/l -3sifM)  +

12

+9iGe4(1o3sin4v| - 44sinM)  + (10.86)
+9—é0e5(1097sin5\/l - 645sinBl  +50sik)  +

+9—(130e6(1223sin6\/l -902sinM  +85sind)  +

+—L_¢/(47273sinM - 41699sind +5985SilVB  +74908% -
32256

und nach Vielfachen der mittleren Anomalie
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4608
+gle§e2 Ay He £
& 24 192 2
al3 43e5 -+9—5é %DI "

u= M £2e le 24 Lozé---%nM
£ 37 9 2

+m e —— - g OND
Ho~ 1927 512 :
alo3 , 451 Q.
+ e —¢& -+ Sin4M -+ 10.8
&oe 480 ¢ (1087
_I_gél.097e5 5957e7 gn M+
Zo60 4608 9
81223 . 8
+ e - n6M +
c 960 ?
847273, 5
+ e - GnTM -+ .
352256 v

Auf Grund der doppelt unendlichen Entwicklung der Reihen muss die Frage nach der Konver-
genz der Reihen unterschiedlich beantwortet werden. Stlsohaplacéate herausgefunden,

dass die Entwicklungen der Reihen im Zweikdppeblem nach der Exzentrizitat nur fir Ex-
zentrizitaten

©<0.6627434194- (10.89)

konvergieren. Werden diese Reihen jedoch umgeordnet nach FourieiR&ihes nach Viel-

fachen der mittleren Anomalie (wie in der Entwickluii€.87))*, wobei die Koeffizienten un-
endliche Reihen in der Exzentrizitat sind, so konvergieren diese Reihen fir alle Exzentrizitaten
e<1. Diese Aussage ist in der Satellitenbalhe® von Interesse bei hochexzentrischen Bah-
nen, wie etwa den Transferbahnen in die geostationdre Bdbrdings konvergieren diese
Reihen so langsam, dass sie fur praktische Anwendungen, also hohere Exzentrizitaten, rasch
ihre Bedeutung verlierénDie rechtwinkligen Koordinaten in der (oskulierenden) Bahnebene,
deren xAchse auf das Perizentrum bezogen ist uAdtlyse in Richtung des Parametervektors
(wahre Anomalieu=90°) haben die Beziehungen

x=rcos/ =a(coE ¢

(10.89
y=rsinu =1 & sinE
Ihre Entwicklungen im Rahmen des elliptischen Zweikérperproblems sind
e 3 5L° cokM g
x=ag—e & J.( ke U
€ ke - = u (10.90)

y=avyl -& é_ Ja( késincoikM
-

= - Q0

! BATTIN,R. H. [1987]: p. 206; siehe hierzu auch die ausfiihrlichen Untersuchungen zur Konvergenz dieser Reihen
bei STUMPFF, K. [1959], pp. 317 ff.; siehe auROUWER D. [1959/2], p.153; sowie die Originalarbeit vén
W. BESSEL[1818/1875]

2 Siehe etwaCHEBOTAREV, G. S.[1967],p. 317
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Diese lauten im Einzelnén

e 3
X -—
§2°
+4d - +—¢ ——¢& -.-+4gosM
% 8 192 9216 +§°
81 1, 1. 1 5
+toxe —€ =€ ——¢é ---4gps2M
273 16 180 'é?
+a3e2 -ﬁe4 4—567é5 - %)SBM
& 128 5120 4
81, 2, 8 ¢
+5 € —e’5 + €& .- @gs4M  +
3 45 éb
L4125, 4375, &
+ @s5M  +
"B82° o216 éb
La8l o 8l

"Bt 1 T P

a16807 & (%)S?M N
(; 6
(1091

al28 , 0 7]
+ e -.. S8V Aeeereiiiin. <
8315 éb ¥

y:a% _Se2 jié‘ _4}5_7é e gnM
eCc 8 192 9216 =

81 5, 1. 1 5
+tome —¢ #é‘—-é--- in2 M
27127 24 h:
&3 , 51, o
+ e ——e
B 128 5120 %
ol BBg #_é - gnam
B 30 4
LA125 , 4625, %
" 2384° 216 "9
L8275 135,

S —+ n6l\/|+
&0 2 §
816807
" E16080°

128 0
63?15 ~.. §n8|\/| B U (10.92)

! Siehe auch die Beziehungen in Abschnitt 2.2.2 (Band 1)
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21

Fur das Verhéltnis grol3e Bahnhalbachse zu Bahnradius lautet die Entwicklung nach der mitt-

leren Anomalié

a8 te Lo L g Gsm
r - ¢ 8 192 9216 2
+§@2 te Lo %)SZM
& 3 24 g
+""9e3 Eé 4—729é cook &sSM +
&~ 128 5120 g
a4 , 16 0
+tee' —¢ s4aM  +
&B 15 e
3625 ; 15625, 5
+ e + @sbM +
B384° 9216 éb
a8186 . %)SGI\/I N
(:,40 hd
3117649 , 5
+ e +... s™ +-.
&46080 éb
sowie
2
aa o al , 3, b5 o}
e 1%e 3¢ = ¢ + +
& 9 "% 8 16 2
v3e S ¢ Rz s
& 4 96 4608 2
as , 1, 21 0
+m€ +e £ .+ s2M
2 3 22 g

£22° T80 g
31097 ; 16621,

+ g€ ¢ gosEM +
¢ 192 4608 ke
al223 ; 0

+ e - seM  +
o 160 @
a47273 & 83
c4 *

! Zum Beispiel nacBENSEN J.et al. [1962], p.32

(1093

(10.94)
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3
aa o 3, 15, 35
= 1 e & Fé + o+
& ¢ " 27 8 16
"'?a?’e +2—7€ 42£1é" ook 803M
& s 64 2
s D S I +%)52M
27 2 3 g
188 3925 Gsam + (10.95)
c8 128 ks
a7 , 129 5
+ g€ & o+ gpsaM  +
B 80 @30
al773 g 0
+ s5M  +
&128 g
33167 5

o 133
s2M
48 1440 80

+8le 18 Bl Sisam
27 16 1280 g

417 , 115, 9079 .

+ome —¢ +—¢€ .- gps4M 4
27 6 720 %

+a8453 32525, | %)SSM N

Ea8 768
L8533, BB2T . B o .

F16~ 160 z

4228347 ; 0
+ e +-. s™ +

& 3840 4

a73369 0
tggo—€ +- gpsaM  +. (10.96)
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da o a 1 7 "
Sin 2/ = +€ — @& -+ sing
& ¢ 24 256 8"
+% —5e2 §|-Ze4 2—17é o+ %nZM
& 2 48 1440 v
(A 1B 4809, gy
2" 16 1280 2
+ g‘ellez 1—15e4 —+—8951é - §n4M +
&2 6 720 Y
, 4845 ; 32525, Gnsm +

€
48~ 768

+ <’;°1533e4 13827
6 160

e+ %nGM +

¢l
EE L
473369 o)
7 A (1097
Bei Untersuchungen eines Strérungsproblems werden bisweilen die Umkehrungen'benétigt
L:l -|£e2 -
a 2
G 30 L2 L g .t fsm
¢ 8 192 9216 hd
ae® 1, 1 )
- —e +¢e .- s2M
c2 3 16 @
_a3e3 ﬂe’s ﬂé cem %)SSM -
& 128 5120 g
-S‘%e“ —éeﬁ -+ &sam -
(; -
B T
- %ﬁgee - %SGM -
416807 0
- We - e %Sm - (1098)

! Siehe zum Beispiel nebdaNsEN J. et al.[1962] in CHEBOTAREY, G. S. [1967], pp. 315317
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12.3 Anwendungen der Zweikdrperbewegung in der Satelliten-
bahnmechanik

Unter Vernachlassigung des gesamten Formelapparates der allgeKephehewegung kon-
nen mit den einfachen Formeln der Zweikorperbeweengits weitreichende Abschatzungen
der Satellitenbewegung erhalten werden, wie sie fir hepecste Aussagen einer Satelliten-
bahnanalyse ausreichend sind:

Beispiele fir Umlaufzeiten:

Das dritteKeplersche Gesetz in der vdtepler entdeckten FormPRZ, ~a’ liefert einen Zu-

sammenhang zwischen déeplerschen Umlaufzei®,,, und der groen Bahnhalbaclesd-tr
Kreisbahnen kann damit ein naherungsweiser Zusammenhang zwischen Bahnhohe (bezogen
auf den mittleren Aquator) und der Umlaufzeit erhalten werden. DiesBiklgt0-4 auf Seite

24 fur erdnahe KreisbahneBijld 10-5 auf Seite?5 fur erdferne Kreisbahnen, sowBdd 10-6
auf Seite25fur kreisférmige Bahnen um den Mars.

160

150

Period [min]

140

130

120

110

100

90

]

A

80

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Height [km]

Bild 10-4: Die Keplersche Umlaufzeit erdnaher kreisformiger Satellitenbahnen in Abhéngigkeit von der mittle-
ren Bahnhdhe, grine Kurve: Bahnhdhe des TerraS@rs-X), schraffierter Bereich fur Satelliten zu niedrig,
keine Uberlebenschance

Beispiele fir Geschwindigkeiten:
Die Geschwindigkeitsbeziehuhg

! Abschnitt 2.2.4 (Band I)
2 Siehe etwa in Abschnitt 2.4.2 (Band I)
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V2 =p? :n‘g% 1 (10.99)
c a

enthalt einen Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit und der groRen Bahnhalbachse.
Fur Kreisbahnen kann damit ein naherungsweiser Zusammenhang zwischen Bahnhohe (bezo-
gen auf den mittleren Aquator) und der Geschwindigkeit erhalten werden. DieBilkitf-7

auf S.26fur erdnah&reisbahnenBild 10-8 auf S.26 fur erdferne Kreisbahnesild 10-9 auf

S. 27 fur kreisformige Bahnen um den Mars.

28 [ /
2% [ /]
24 [ / i
22 [ /] i
2 [ /] i
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\
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Bild 10-5: Die Umlaufzeit erdferner kreisformiger Satellitenbahnen in Abhangigkeit von der mittleren Bahn-
hohe, G geostationare Bahnhdhe -Mittlere Mondbahnhdhe in Bezug auf den mittleren Erdému

300

E |
E 280
o 4
o
260
240 //
220 ]
L~
200
180 ]
/
160
140 ]
//
120 /,
100
80
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Height [km]

Bild 10-6: Die Umlaufzeit kreisférmiger Mar®rbiter in Abhangigkeit von der mittleren Bahnhdhe
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Velocity [km/s]

o0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Height [km]

Bild 10-7: Der Geschwindigkeitsbereich erdnaher kreisformiger Satellitenbahnen in Abhangigkeit von der mitt-
leren Bahnhdhe: ¥ Kreisbahngeschwindigkeit,vparabolische Geschwindigkeit (Entweichgeschwindigkeit =
Fluchtgeschwindigkeit)
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Bild 10-8: Die Geschwindigkeiten erdferner kreisférmiger Satellitenbahnen in Abhangigkeit von der mittleren
Bahnhohe, eingezeichnist die geostationare Bahnhohe (G), die Mondbahnhdhe (M), die Kurve fur die Kreis-
bahngeschwindigkeit (&), die Kurve fur die parabolische Geschwindigkeit)(V
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Velocity [km/s]

o

250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Height [km]

Bild 10-9: Der Geschwindigkeitsbereich kreisformiger M@mebiter in Abhangigkeit von der mittleren Bahn-
hoéhe, \&-Kreisbahngeschwindigkeit, pparabolische Geschwindigkeit (Fluchtgeschwindigkeit)

12.4 Das Dreikorperproblem
12.4.1Die Basisgleichungen

Bild 10-10: Dreikérperbewegung bei Bezug auf einen beliebigen Ursprung O

Die Behandlung des Dreikorperprobleer$olgt im Prinzip mcht anders als die des Zweikdr-
perproblems Gegeben seien drei Korper mit den Massgm, , m,, die von einem beliebigen

! Vgl. auch Abschnitt 2.6.2 (Band 1) im Zusammenhang des geschichtlichen Uberblicks
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UrsprungO aus die Ortsvektoren,, r,, r, haben (vglBild 10-10). Die Verbindungsvektoren
zwischen den drei Kérpern sind:

oo =Ty ¥y Ny @ Fal s o= T r| 1[2: o

raa == s £q I3 il o3 N=a-5 I r| 1[32 Y (10100)
rp, = T3 ¥y Mo -« Fol 3 =m0 I I’| 2L: s .

ryp = T3 F o N+ Fal o rsf a-

Auf m, wirkt von m, und m, nach dem Newtonschen Gravitationsge$e@z5) die Kraft

Fo=mi, = 60, GOl (10.10)

12 r13

auf m, von m, und m,

F,o=mi, = g2, go%, | (10102

F=mi = 2%, g 2%, . (10103

12.4.2 Die relative Dreikdrperbewegung

Die relativen Bewegungen der beiden Kdrper der Masseand m, bezogen aufm haben
mit den zentrischen Gravitationskonstanten

m:=G.m , (i 52,3 (10.104)
die Bewegungsgleichungen
+.m Ar  ro-r 0
rn = i 3 2r21 "3 m%lae = 213 X
I w31 |r3l - I'Z]J 9
¢ i (10.105
: +.m A, r 0
ey = m 2y -, e 5
31 &?21 |I’21 3J.| =

Die erste der Beschleunigungsgleichunggrbeschreibt die Bewegung des Korpers der Masse

meumdenKérpermy Agest°rtfi dur ¢ hitdéreentristhen Gravieationsk © r p e
konstantems. Hierbei wird der Antell

Ry = m—2—2; ala o ’375% s (re BT (10.1006)
|31 ZJJ 3

als der Ad({AlK&u et tAaitlefi)l fid eaof di& Betveglng son #ibe-e u n i g u
zeichnet, der Anteil

! alle diese Massen werden in diesem Zusammenhang als konstant angenommen
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.. r
R, = ngr% , (r31 = rl) , (10.107)
31

welcher nicht direkt auf die Bewegungvag umm e i nwi r kt , al s der Ai nc
Storbeschleunigunign Dreikdrperproblem.

Durch zyklische Vertauschung der Indizes kdnnen auch die Bewegungsgleichungen fir die re-
lativen Bewegungen van,, m, bezuglichm, sowie die vom,, m, beztglichm, aufgestellt

werden.

Die Bewegungsgleichung eines Korpers bezogen auf einen zweiten ist meRales Drei-
korperproblems gleich der Bewegungsgleichung des Zweikingidems dieser beiden Korper
erganzt durch einen Beschleunigungsanteil, der durch den dritten Korper verursacht wird. Die
Herleitung zeigt, dass keiner dieser beiden Beschleunigungsanteile in besonderer Weise ausge-
zeichnet ist, ob also der eine t&il den anderen dominiert. Die relativen Bewegungsgleichun-

gen im Dreikorperprolem sind offenbar Spezialfélle der allgemeikeplelbewegung.

12.4.3 Die allgemeinen Integrale des Dreikdrperproblems

1. Der Schwerpunktsatz
Die Kraftbeziehunge(i0.101)i (10.103) ergeben
mi =0 (10.108
damit denmpulssatz
mi =c, (10.109)
und denSchwerpunktsatz
mr, =c, #c, . (10.110

Es gibt somit auch im Dreikérperproblem offenbar einen P8n#ter gleichférmig und gerad-
linig bewegt wird, auf den also keine Beschleunigung einwirkt

S=0 . (10.112)

Dieser Punkt wird alSchwerpunkbezeichnet. Das Dreikorperproblem kann auf den Schwer-
punktbezogen werden mit den Ortsvektoren

R =r S , ( E23) (10112
so dass der Schwerpunktsatz notwendig
MR +Sgm =c¢ tg
mit
mR = 0 (10113

und

i (10.1149
ergibt.
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2. Der Flachensatz
Aus den Kréaftebeziehungéh0.101)i (10.103) folgt

mr3r, =0
nach Integration
mr3r, =c, . (10115

c,ist eine Integrationskonstante. Dies bedeutet: Im allgemeinen Dreikorperproblem$dtder

von der Erhaltung des Drehimpuls&araus darf aber nicht geschlossen werden, dass die Ein-
zelbewegungen der drei Korper notwendig je in einer Ebene verlaufen wirden.

3. Der Energiesatz
Die Kraftebeziehunge(l0.101)i (10.103) liefern auch die Beziehung

mrr = GM e—rﬂ 12 4_”}" Iz 13 M I3 23
)

mit dem Integral

Lo = g ‘:2‘”13”5 pm M ‘Sh+_ (10.116)
2 é o s s 0

Der Ausdruck auf der linken Seite ist #ieetische Energides Systems. Dieses Integral wurde
frher auch aléntegral der lebendigen Krafiezeichnet. Auf der rechten Seite steherpdie
tentielle Energiainddie Energiekonstante Fir die potentielle Energie, kurz auebtential
genannt, wird im Fall des Dreikorperproblems auch die Schreibweise

e 7} 3
U =g MM mm o mme oo gmm (10117
é Iy M3 s 0 i<j Ty

benutzt. Damit kénnen die Kréaftebeziehung&®101)i (10.103) auch in der Form

mi = % (10118

geschrieben werden, die in der klassischen Himmelsmechanik eine besondere Rolle spielte: Das
Kréaftefeld im Dreikorperprolem kann als Gradient eines skalaren Potentialfeldes dargestellt
werden.

12.4.4 Die absolute Dreikdrperbewegung

Die Ortsvektorerr; der drei Korper werden durch die Beziehungen
R =18 , R 3R R| (i j.,129 (10119

auf den Schwerpunkt bezogen. Damit kénnen aus den Kraftebezien@geit)i (10.103
die Schwerpunkbezogenen Bewegungsgleichungen im Dreikérperproblem hergeleitet wer-
den:
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(10.120)

Bild 10-11: Die absolute Dreikérperbewegung bei Bezug auf den Schwerfunkt

Mit Hilfe des Schwerpunktsatzes ist es mdglich, einen Ortsvektor auf der rechten Seite, etwa
R;, zu eliminieren. Mit Gleichun10.113) wird

R3 — rnLR1+nER2 ,
m
Rl R3 _rrl-'-n%Rl _-r&RZ
m +m; (10.121)
R-R, =Mp Dtmp
m, m

Damit kann die Lésung des Dreikérperproblems auf die Lésung der ersten beiden Differential-
gleichungenR,, R, zuriickgefiihrt werden mit 12 Integralen, wéhrend die sechs restlichen In-

tegrale durch den Schwerpunktsatz mit den Integrationskonsgnted ¢, gegeben sind.

Mit den bisher bekannten mathematischen Methoden ist es nicht geluegteme (analyti-
sche) Integrale des Dreikorperproblems zu finden auf3er den mit den 10 Konstaojen,,

h. Die Bewegungsgleichungen im allgemeinmeKo6rperprdolem werden in analoger Weise
hergeleitet.In allen Fallen kénnen nur 10 allgemgiiitige (analytische) Integrale gefunden
werden.
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12.5 Die exakten Lésungen des Dreikdrperproblems

Ls

Bild 10-12: Zur Definition der Librationspunkte

Es gibt 5 exakte Losungen des Dreikorperproblatiesalle nacld. L. Lagrangeébenannt wer-

den.L. Eulerhatte 1765 das Dreikdrperproblentensucht, wenn die drei Korper stets auf einer
Geraden angeordnet sind, und die Gleichung 5. Grades zur Losung dieses Problems aufgestellt
(kollineare Losund) J. L. Lagrangeveroffentlichte diese Losungen in verallgemeinerter Form
1772 zusammen mit derg@didistanten Losungefohne aufEuler hinzuweisen) Die funf

Punkte werden nach einem Vorschlag wbiGyldéri Lagrangesche Librationspunkiienannt,

da in ihnen bei Bezug auf die beiden anderen der drei betrachteten Korper der relative Ge-
schwindigkeitsvektor und der relative Beschleunigungsvektor verschwindase Punkte

werden mit,, L,,  éL bezeichnet. Die ubliche Anordnung ist &ikl 10-12 ersichtlich.

12.5.1 Die kollineare exakte Losung des Dreikorperproblems

10.1.1.3 Das Polynom 5. Grades

Es werde (ohne Belinkung der Allgemeinheit) die relative Bewegung warbeziiglich m
und m, mit den Bewegungsgleichungé€l0.105 betrachtet.

lL.EU|_ER[ 1765]: abDe motu rectilineo; lt.EULER[W7& or p@ &M s e mut
corporum se mutuo attrahentisaper eadem linea reétz i t i eQ.VYoLk{1®&3h &ulers Beitrage zur
Theorir der Bewegungen der Hi mmel sk°rper o6, in: L. E L
362

? siehe etwa. STUMPFF[1965], p. 111

3 vgl. etwaF.P.J.RIMROTT [1989], p. 157
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(1)  Unter der Annahme, dass die wechselseitigen Abstande der drei Korper stets im selben
Verhaltnis zueinander stehen, muss es einen Faktgeben, so dass etwa (@hEinschran-

kung der Allgemeinheit) der Ortsvektor vam nach m, auf den Ortsvektor vom, nachm,
zurtckgefuhrt werden kann. NaBlild 10-13 gilt dann

= g, (10.122)

r3l

mit/, = const.Dann ist auch

'(/3 1-)"‘21 : (10.123

O

Bild 10-13: Zur Herleitung der kollinearen Losung des Dreikorperproblemsn L ; beziiglichm, und m,

Wegen der Beziehungen der beiden Beschleunigungsgleich(f@&05)
Py = /4, (10.129
konnen sie zusammengefasst werden zu einer Bedingungsgleichung fiir den' fFaktor

Fo(/s) + (m w)mb (2+, am )+ Ynf , 3+ )4

(m3 )M (2-, M)+Lh, o) mem (10.125

Dieses Polynom hat nach der bekanmdescarteschen Vorzeichenregbbchstens eine posi-
tive Wurzel. Nun ist
F(/,=0) = (-, m+ moO
und
E(/;- +9 F ,m,)>mo >
Es gibt also genau eine positive WurzehF, (/).
Da keiner der drei Korper vor den beiden anderen prinzipiell ausgezeichnet ist, sind fur die

Librationspunkté., , L,, L, folgende Aussagen aquivalent:

m befindet sich in, bezuglich,  unah
m, befindet sich inL, bezuglichm, unaj
m, befindet sich in, bezlglichy  una

Insbesondere hat
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m, von m den Abstand,=/,r,,

1012
m, von m, den Abstandr,=(/, +)I,, ( 9

O
Bild 10-14: m; befindet sich inL; bezlglichm, und m,

Die Zusammenhange sind Tiabelle10-1 aufgelistet.

Bedingung

Entfernung 1

Entfernung 2

my in Ly

3 =Tz ¥po

m in Ly

Fs(/a)

m, in L,

31 = /30

typ = (13+1) 1,

1
ho = T3 32

/
h3 = = I3z
/3+1

/3+1
r :(3+)r

Tabelle10-1: myin L, bezuglichm, und m,, und Aquivalenzbeziehungen

(2)  Wird verlangt, dassn, in L, beziiglichm, und m, stehe, sind folgende Aussagen aqui-

valent @ild 10-14):

m, befindet sich in, bezuglichm  unal
m befindet sich in, bezuglichm, unil
m, befindet sich inL, beziglichm,  una)

Es werden also gegenuber dem vorhergehenden Fall die K@yperd m, vertauscht. In die-
sem Fall gibt es den konstanten Faktpmit

s = '/1r23
(10.127)
I’12 = -(/l ]:)r23
und die Bedingungsgleichung fi lautet:
F(7) * (m o #ml (24, Snri/np 5 3+)mA m (10129

(w3 (2o, )+, ) menw
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Auch hier gibt es genau eine LosungDann hat

vonm den Abstandrt.=/.r
rn\’, rT]_ E3 1°23 (10129)
m, von m den Abstandt,=(/, +),,

In der Praxis interessiert die Position vog im LibrationspunktL, beztglichm undm,, d.
h. die Strecke,, zwischenm, und m, dient als Mal3stab. Danach errechnet sich: Es hat

/1

m, von m den Abstandg, = (/ +1) [
11 (10.130)
vonm, den Abstandy, = ——r,
m, m ko ( /., +1) 12
Bedingung Entfernung 1 Entfernung 2
min Ly M2 =Tz ¥o3 g =/1r23 ny = (11 1)rza
Mo 1N Lo () g = /i M3 1 = /;74-1%3
1 1
i 1 /
s N b 2 = 74112 f31= Tilrlz

Tabelle10-2: myin L, bezuglichm, und m,, undAquivalenzbedingungen

(3)  In der dritten Moglichkeit befindet sicim, in L, bezilglichm undm,. Dann sind fol-
gende Aussagen aquivaleBil@ 10-15):

m, befindet sich i, beziglichm  unal,
m befindet sich in, bezuglichm,  unaf
m, befindet sich in, bezlglichny,  unal

Gegenuber dem ersten Fall werden atgomitm,, m, mit m, und m, mit m, vertauscht. Es
gibt dann den konstanten Faktby mit

r, = -/
* z % (10.131)
r.13 = -(/2 ]:}r 32
Die Bedingungsgleichung fif, lautet:
B)  (m ook (20, neyn L s dmik mo
(3 )m; (2o, n)+bpr, o) mem
Mit der genau einen Losung, hat
vonm, den Abstandt, = /,r
rnl n} EZ 2 '32 (101339

m von m, den Abstand,

1
—

S~
N

+
~—
LA)%
N
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Bei Bezug auf die Kérpem, und m, mit ihrem Abstand,, hat dann

/,+1
m, vonm den Abstandr, = ( 2/ ) I,
2 (10134

m, von m, den Abstandr, = s,

1
/2

O

Bild 10-15: m; befindet sich inL , beziglichm, und m,

Die gesamten Zusammenhénge in diesem Fall sifdhelle10-3 aufgelistet.

Bedingung Entfernung 1 Entfernung 2
m in Ly 3 =rp ¥o3 Mo =/ 5723 3= (/2 1)r23
m, in F,(/ _ 1 _ /I
2 N by 2(/2) 23 —Tﬂrls M1 _mrm
in L _1 _ ¥l
M3 2 32 ‘Erlz f31 = /5 M2

Tabelle10-3: myin L, bezuglichm, und m,, und Aquivalenzbedingungen

BEISPIEL: Die drei Korper seien mit dem Massenverhaltnis
m:my:m = 3:2:1

gegeben. Fir die Anordnumg - m -m, ergibt sich aus, (/;) das Verhaltnig, = 0891881471
. Die Abstandsverhaltnisse lauten nach deiaelle10-1 bis Tabelle10-3 gelisteten Bezie-
hungen:

m, in L, : r,=0.8918814719s
m inL: r,=04676960638%
m, in L, : r,=0.8786259729¢

1, =1.891881472,
I, = 0.5323039362
1, = 1.878625973,
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Fur die Anordnungm, - m, -m, ergibt sich auss,(/,) das Verhaltnig, =1.13814072.. Die Ab-
standsveréltnisse lauten:

m in L, : r,=1.138140723 4 ,r,, = 2.138140723,
m, in L, : r,=0.8786259729¢ ,r,, = 1.878625973,
m, in L : r,=0.4676960638; ,r, = 0.5323039367

Fir die Anordnungn, - m, -m ergibt sich aus, (/,) das Verhéltnig, =1.28094792:. Die Ab-
standsverhaltnisse lauten:

m in L : r,=1.280947928 4 ,r,, = 2.280947928,.1
m, in L : r,=0.4384142171¢ ,r, = 0.5615857829

m, in L, : 1,=0.7806718588; ,r,, =1.780671859,, |

In der historischen Entwicklung der Theorie des Dreikorperproblems interessierten zunachst
ausschliel3lich spezielle Falle im Sonnensystem. Die Betrachtung des Dreikdrperproblems
Sonné Jupitei Komet ergab die Vernachlassigbarkeit der Komei@sse gegeniber derrso
nenmasse. Dieser Fall fihrt auf dasgeschrankte Dreikodrperproblerie bewegt sich ein
Kdrper, dessen Masse vernachlassigt werden kann, bezogen auf zwei andere Kérper mit belie-
biger nicht verschwindender (undnstanter) Masse? Das eingeschrankte Dreikdrperproblem
fuhrte zu wichtigen Lésungsfamilien im Dreikodrperproblem. Dass die Vernachlassigung der
Masse eines Korpers zu realistischen Losungen fihren kann, haben wir schon im Rahmen des
(eingeschrankten) Zweikgerproblems gesehen und lasst sich auch am Beispiel der exakten
Lésungen des Driedrperproblems untersuchen. Die Ursache dafir, dass auf diesem Wege sinn-
volle Lésungen gefunden werden kdnnen, kann in der Bewegungsgleichung gesedem wer
wenn in ihr,wie im Zweikorperproblem der Fall ist, die Masse des bewegten Korpers nicht
explizit auftritt. Das bedeutet im Rahmen des Dreikorperproblesosaaich nicht, dass exakte
Lésungen nur im Rahmen es eingeschrankten Dreikorperproblems zu erwarten waeen. Dies
gelten, wie im Fall der kollinearen Losung bereits hergeleitgediem Dreikdrperproblem.

Wird die Masse des dritten Korpers vernachlassigt, fuhrimpit 0 die Bedirgungsgleichung
F,(/,) auf die Form

(10.135

Mit dieser Gleichung kénnen als BEISPIEL die Positionen der tidorspunkteim einge-
schrankten Dreikorperproblem fir einige Korper im Sonnensystem gerechnet werden.
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m, > Q

©
L3

Bild 10-16: Der Grenzfall fur/, im eingeschréankten Dreikorperproblem, wempn/ m- 0
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Bild 10-17: Variation von/, im Bereichim, = m bis m, - 0
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my Sonne Sonne Sonne Sonne

m, Merkur Venus Erde Mars

L von m m, m m, m m, m m,

L 0.9961941 0.0038059 0.9906847 0.0093153 0.9900296 0.0099704 0.9952517 0.0047483
L, 1.0038154 0.003815€ 1.0093735 0.0093735 1.0100371 0.0100371 1.0047634 0.0047634
L, 0.9999999 1.9999999 0.999998¢ 1.9999986 0.9999983 1.9999983 0.999999§ 1.9999994§
my Sonne Sonne Sonne Sonne

m, Jupiter Saturn Uranus Neptun

L von my m, my m, my m, my m,

L 0.93331950.06668045 0.9757732 0.0242264 0.9757734 0.0242264 0.9952517 0.0047483
L, 1.0697844 0.0697844 1.0246245 0.0246245 1.0246245 0.0246245 1.0047634 0.0047634
L, 0.9994436 1.9994434 0.9999745 1.9999745 0.9999745 1.9999745 0.999999§ 1.9999994
my Sonne Erde Jupiter Jupiter

m, Pluto Mond lo Europa

L von m m, m m, m m, m m,

L 0.9952004 0.004799¢ 0.8490657 0.1509343 0.9952007 0.0047998 0.8490657 0.1509343
L, 1.004815240.0048152 1.1678327 0.1678327 1.00481572 0.0048152 1.16783271 0.1678327
L, 0.999999¢ 1.999999§ 0.9929121 1.9929121 0.9999994 1.999999¢8 0.9929121 1.9929121
m, Jupiter Jupiter Saturn Saturn

m, Ganymed Callisto Titan Rhea

L von m m, m m, m m, m m,

L 0.9706707 0.0293294 0.973617( 0.0263830 0.9706707 0.0293293 0.973617( 0.0263830
L, 1.02991440.02991473 1.0268554 0.0268554 1.0299143 0.0299143 1.0268554 0.0268554
L, 0.9999545 1.9999545 0.999967( 1.999967(0 0.9999545 1.9999545 0.999967( 1.999967(
m, Uranus Neptun

m, Oberon Triton

il o i o i Tabelle10-4: Numerische Werte der Librati
L 0.9764764 0.023523€ 0.9764764 0.023523¢ | 2 c e+ umerische Vverte der Libration

punkteL, L,, L, im eingeschrankten Dreikd

L 0.9999767 1.9999767 0.9999767 1.9999767 tems, in Eimeiten der mittleren Entfernung q
8 heiden I—l::nlm‘kr'ﬁrma_uf\l nndm.

Tabelle1l0-4 auf Seite39 zeigt die Anordnungen derartiger Librationspunkte fur einige Paarun-
gen im Sonnensystem (weitere Zahlenwerte sind in Anhé®and V)berechnet). Es fallt auf,
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dass in allen diesen Fallep® 1.0. In allen Fallen istauchy > iy, d. h.m,/ m -0. Der Grenz-
fall wird aus dem Polynom

13+2 f +3 -2/2-, ¥ - C
berechnet. Einedsung ist/ ; =1, welche auch die einzige Losung sein musgnahert sich also fim, - O

dem PunktL, (/3 =1) an, der auf dem Kreis uim, mit dem Bezugsradiug, =|r2 +’]J liegt, wieBild
10-16 veranschaulicht.

Bild 10-17 zeigt das Verhalten voh, fiir verschwindende Verhalssem,/ m -0.

10.1.1.4 Die Bewegungsgleichungen im Fall der kollinearen Punkte bei Rela-
tivbewegung

Wir betrachten (ohne Einschrankung der Allgemeinheit) die Bewegungnyom L, um m,

und die Bewegung vom, umm, . Nach der Bewegungsgleichu(i.105 auf S.28 wird mit

r,, = 44, aus der Beziehun@0.122) auf S.33

fa = - A% (10.136)
21
mit
_ €1 1
m, := -, M, Méx m—+ (10.137)
/s (/5+1)
sowie
Py = - el (10.139)
r31
mit
e 1 @
m, := -, mg-/h #l m—sF 0. (10139
g (1:+1) g

Weger/, = const.Ist auchi,, = 4., und

rgy3rs =Co T 0 3 & ,  const (10.140

Die Relativbewegung der drei Koérper im Fall der kollinearen Losung erfolgt somit jeweils in

einer Ebene. Da sich ein Kérper, auf den eine Beschleunigung der-Fdrmeinwirkt, wie
wir in Abschnitt5.4 (Band Il) gesehen haben, auf einem Kegelschnitt bewegt, kdnnen

A
21
1+, C0, (10.141)
ro= Pa1
0 1+e, cowsy,

mit ry, =/ ,r,, angesetzt werden. Aus dem zweikapleischen Gesetz
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Ll = G, =,

2o = G, =|r3l (10.142
folgt mit der Beziehun@10.140

G, = /3G, , (10143
somit
Uy = Y

und

U, = 4, €onst

wobei wegen der Kollinearitat die Konstante nur 0° oder 180° sein kann. Wegen der Proporti-
onalitatr,, =/,r,, befinden sich die zwei Korper gleichzeitig im Perizentrum, so dass die Kon-

stante also nur 0° sein kann. Es ist mithin

Uy, = 4§ = U. (10.244)
Insbesondere folgt fler =90 aus der Gleichun(l0.141)
Py, = /5P, (10.145
und dann mitv =0 fiir die Exzentrizitaten
e = & . (10.1406

Wir kénnen allgemein folgern:

U Im Fall der kollinearen Lésung des Dreikdrperproblems erfolgt die Relativbewegung zwei
er Korper um den dritten in derselben Ebene auf ahnlichen Kegelschnitten, deren Brenn-
punkt im Massenschwerpunkdsidritten Korpers liegt.

BEISPIELE: Fur das Massenverhaltnis
m:im:my = 3:2:1
und die Anordnung
m-m -m

wird (siehe Beispiel im vorhergehenden Unterabschiitf)0.891881471' Im Fall einer kreis-
formigen und elliptischen Bahn betragt das Verhaltnis der grof3en Bahnhalbachsen (nach Glei-

chung(10.145 undp=a(l -€))
a, = 0.8918814718,,

im hyperbolischen Fall das Verhaltnis der Perizentrumsdistanzen

Oy = 0.8918814718,,

Die relativen Ortsvektoren bezogen aufwerden nach Gleichund0.122) auf S.33die Re-
lationen
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somit fur den Kegelschnittparameter
Py, = 0.8918814719,,

Die Bahn vorm; um my kann daher konstruiert werden aus

. écos/
21 &sin
und die vonms um m aus
. €cos(/+1807) & . cosu &
31&inw+1807 § 3 s@u |

Wird die Bewegung vomy und ms um me betrachtet, gilt nach Gleichur{$0.123) auf S.33
ry, = (/3 ¥ry, =1.8918814719,
und fur den Kegelschnittparameter

py, = 1.8918814719,,

Die beiden Bahnen werden konstruiert aus

& cov @ -€osuy &
& . 0, T é L
2L& sinu g 1 g@nu

Fur die Bewegung vom, und m, um m, gilt schlie3lich mit den Gleichunggi10.122) und
(10.123 auf S.33

/3%l
s =~ T13 =1.878625973,
3

und fir die Kegelschnittparamete

= 1.89188147D,,

Pyg p,3 = 0.8918814%%,

wenn in allen Féllerp,, als Einheit gewahlt wird. Die beiden Bahnen werden konstruiert aus

écosy 9 cesu &

ae. u, r e L
13 v 23 y
&sinuy sigu
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Bild 10-18: Relative kollineare Bewegung fur den kreisférmigen Fall im Dreikdrperproblem fur das Massenver-
haltnis m, : m,: m, =3:2:1 mit/, =0.891881472, wenm, in L, beziglichm, und m, bei relativer Bewegung

von m, und my umm, . Es ist =1, a;,=0.891881472,,.
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Bild 10-19: Relative kollineare Bewegung fur einen elliptischen Fed#t 0.8) im Dreikdrperproblem fur das
Massenverhéltnisn, : m,: my =3:2:1 mit/; = 0.891881472, wenm, in L, bezuglichm und m, bei relativer

Bewegung vonm, und m; um m, . Es ist a1=1, a,,=0.891881472,,.

Bild 10-18 auf S.43 zeigt die relativen Bahnen vaon, und m, um m, im kreisférmigen Fall,

Bild 10-19 auf S.43in einem elliptischen Falle(= 0.8) undBild 10-22 auf S.43in einem
hypebolischen Fall € =2.0). Fur den elliptischen Fall werden aul3erdem die Bewegung von
m, und m; um m, in Bild 10-20 auf S.44und vonm, und m, um m, in Bild 10-21 auf S.44

dargestellt.A
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Bild 10-20: Relative kollineare Bewegung fir einen elliptischen Fead (.8) im Dreikorperproblem fir das
Massenverhaéltnisn, : m, : my =3:2:1 mit/; = 0.891881472, wenmm, in L, beziuglichm und m, bei relativer

Bewegung vonm, und m; umm, . Esista;,=1.891881472,,.
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Bild 10-21:Relative kollineare Bewegung fur einen elliptischen Fa# (0.8) im Dreikérperproblem fir das
Massenverhaltnisn, : m, : m, = 3:2:1 mit/, = 0.891881472, wenm, in L, beziliglichm, und m, bei relativer

Bewegung vonm, und m, um m, . Es ista;;=0.8918814718.,,, a,,=1.8918814718,,.
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Bild 10-22:Relative kollineare Bwegung flr einen hyperbolischen Falk(2.0) im Dreikdrperproblem fur das
Massenverhéltnisn, : m,: my =3:2:1 mit/; =0.891881472, wenm, in L, bezuglichm und m, bei relativer

Bewegung vorm, und m; umm, . Es istg,;;=0.891881473,,,.

10.1.1.5 Der Fall der kollinearen Punkte bei absoluter Beagung

Im Fall der absoluten Bewegung um den gemeinsamen Schwerpunkt sind die Schwerpunkt
bezogenen OrtsvektoreR; der drei Kdrper in Gleichun@l0.112) auf S.29 gegeben. Der

Schwerpunktsat¢10.113) auf S.29 hat die Form
mR =0 |,
woraus
R, = MR*MR, (10.147)
m,

wird. Gleichung(10.112) auf S.29 gibt den Zusammenhang mit den relativeris@ektoren
zwischen den drei Kérpern

ry = I, Fy RZR_l

(10.148
r;; = g Fy :RsR'l

Wird (ohne Einschrankungpin L, bezuglichm, und m, angenommen, wird nach Gleichung
(10.105) auf S.28

R,-R, = AK(R, Ry ,

(10.149
woraus mit Gleichun@10.147) wird
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R, = ml+(/3 -E-) m R,
/3ms' m
R, = Lmr(ifmp (10150
3 / rn&_ rTE 1
3
_ Lam+( 4 4)m,
m+(/, m
Hier kbnnen die Beziehungen eingefihrt werden
;= m+/ -EI. |
1l "
fam- m | (10.151)
foo | Lsmr(4 ) m
mo- m+ / -H. ‘

Mit den vorstehenden Ausdriicken kdnnen die Beziehungen fiir die rel@mtsrektoren im
Fall der kollinearen Lésung des Dreikorperproblems zusammengestellt werden:

_ m,
R-R, =— 3 R
1 2 r_nz_/3rr_E 1
R-R, =lo(m*m *m).

/3ms'mz

_ m+m +m
R,-R, =
S mels gm (10152
R.-R :(/3+1)(rnl. ""TE ﬁl)R .
2 3 m+(/3 -E.)mg 2
m.r o fa(m+m +m) o
Tt Iym( b A)m
R -R :(/3+1)(rnl "'mz M)R
o lim+( 4 4)m, 7

Die absoluten Bewegungsgleichund&6.120) auf S.31lauten im Fall der kollinearen Lésung
daher

R, = - mi

R, = - Rz (10153

Py

R, = - 2
3 ||mw

mit den im Fall konstanter Massen konstanten Parametern
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) e”E " m
2
ems 13 (m+m, +m)

(%]
m o=t A m & o m 8 (10.154

Smem m g (7,4 g
_elym+( 4 4)m, zem A

§ mem om i@l (L4 g
Mit/, , /,, aus den Definitionsgleichung€h0.151) wird

(]
m :=(m fm E

Q

mu

R,3R, : =g, JR, R #¢ (10159
R.,2R, : =¢, J2 R, R Ec
also
csc, =¢ ¢ e , (10.156)

die Bewegungen der drei Korper erfolgen also in zueinander parallelen Ebenen. Da fir alle drei
Kdrper offenbar das quadratische Beschleunigungsgesetz gilt, bewegahsiotwendig auf
Kegelschnitten

R = |R||| =— P (10.157)

und es gilt der Flachensatz
Rig =la|l =G
Rid =la|l =G (10158
Rith =lal =G

woraus

mit
UI = 4/ -ﬂl :IIIU QI+

folgt. Wegen der Kollinearitat der drei Korper und der Proportionalitéit®i50) haben die
Konstanten den Wee} =g, 9 , also

u = ¢ = U = u. (10.159
Insbesondere wird

r‘II (L/II =907 :pll ?r(lugoé _II p:

r.III (['/III =90 T =nll H Ir (I u 90% _III 49: (10160)
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und
— — pll — - —p
ru(Uu—OT —ﬁ 1“(Iuo)_ ||’i_¥
Wl =0) g Fr(woR Sl
1l
also auch
e, = € =¢e 0 . (10.167)

U Im Fall der kollinearen Losung des Dkéirperproblems erfolgt die absolute Bewegung der
drei Korper um ihren gemeinsamen Schwerpunkt in genau einer Ebene auf &hnlichen Ke-
gelschnitten mit dem Schwerpunkt als gemeinsamen Brennpunkt.

BEISPIELE Fir das Massenverhaltnis
m:im:m = 3:2:1

unter der Annahme, dass sielj in L, bezuglichm und m, befinde, somit die Anordnung

m,- m -m besteht. Nach den friiheren Beispielern jst 0.8918814719 und es wird mit den
Gleichunger(10.151)

/3 %
/I, = mHs AT asesaat
/3mg- my
Iom+( 4 4
1, = 2 (4 &)m =5.829166463
famg- m

Die Schwerpunkbezogenen Ortsvektoren lauten mit den Gleichuriy@i50) auf S.46
R, = -44R, , R; =5&R,

Fur die Kegelschnittbahnen um den gemeinsamen Schwerpuakien die Kegelschnittpara-
meter die Relationen

mumS: p = 1.0
mumS: p = 44p
mpumS: [ = 5.8p
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Bild 10-23: Absolute kollineare Bewegung fir kreisférmige Bahnen im Dreikdrperproblem um den Schwerpunkt
S fur das Massenverhalgnin, : m, : m, = 3:2:1 mit/, = 0.8918814719, wenm, in L, bezlglichm, undm, .

Esista, =4.43 unda, =5.83 .
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Bild 10-24 : Absolute kollineare Bewegung fir elliptische Bewegumg .8) im Dreikdrperproblem um den
Schwerpunkt S fur das &senverhaltnisn, : m, : m, =3:2:1 mit/, =0.8918814719, wenm, in L, beziglich

m, undm, . Esista, =4.4a unda, =5.83 .
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Die Bahnen werden konstruiert aus

écos/ 2 césu @
é

S.ome Ry YD mi Ry 58
&sinu g " siBge g '

. é
sin &

m: [Ry

Bild 10-23auf S.49bisBild 10-25zeigen die entsprechendenHBan im kreifrmigen, einem
elliptischen Fall ¢ = 0.8) und einem hyperbolischen FalH1.5). A
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Bild 10-25: Absolute kollineare Bewegung fligperbolische Bewegung € 1.5) im Dreikorperproblem fur das
Massenverhéltnisn, : m, : m, =3:2:1 mit/; =0.8918814719, wenm, in L, bezudich m; undm, . Es ist

p, =4.4p undp, =58p.

12.5.2 Die aquidistante exakte Losung des Dreikorperproblems

Die vonJ. L. Lagrangeselber gefundene exakte Losung des Dreikérperproblems im Fall in
einem gleichseitigen Dreieck angeordneten Massen gilt, wenn sich die drei Massen stets in den

Ecken eines gleichseitigen Dreiecks befinden, wennkhntéernungen voneinander also stets
gleich sind:

el = Fd =fad = (10.162

10.1.1.6 Relativbewegung im Fall der aquidistanten Punkte

Aus den Gleichunge(10.105) auf S.28 der Relativbewegung der Korpes, und m, um m,

(ohne Einschrankung der Allgemeinheit) erhalarmmit der Bedingung der Aquidistanz
(10.162
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m +m fm
3 21

r (10.163
- Mm+mogm
rs '

r21

i:31
Dieser Fall kann also wie ikollinearen Fall unmittelbar auf die Zweikdrperbewegung zurtick-
gefuhrt werden. Da

r,3r,, =c, ( =const)

. (10.164)
r,3ry =c, (. =const)

bewegen sich die beiden Kdrper je in einer Ebene. Da demgBleagper (n ) stets in beiden

Ebenen liegt, missen diese Ebenen identisch sein. Die Bewegung erfolgt also notwendig auf
Kegelschnitten

Pa1

r, = |r =—3
e 6 CO%a (10.165
fy = | = _Pa 5 |
31 31 1+ %1 003/31
und genlugen dem Flachensatz
"l = Ca =len (10.166)
r2L./?,l = GBl = |C3]I

und dem dritten Keplerschen Gesetz

GZl = \l rZI.n +2m 3@ (1016D
Gy = Jm Hmafm

somit

GZ
p31 = G_zzi p21

Aus

P (1+e,coas,) = py(1 e,cosy)
wird fur vy, =90
Py = Psy (1 "GQlCOSUZJ)

und furu,, =90

(% (1+ €;, o0/ 31) = Psy
Da aber in diesem Fall nat,, und v, variabel sind, kbnnen diese beiden Gleichungen nur fur
p21 = p3l (10168)

erfullt sein. Dann ist auch
€ = €& (10.169
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und es muss
cosl/,, = COSY,
sein. Da wegem,, =r,, die beiden Korper gleichzeitig im #zentrum sind, muss auch
U, = 4 (10.170
sein.

U Im Fall der aquidistanten Losung des Dreikorperproblems erfolgt die (relative) Bewegung
zweier Korper um dedritten in einer Ebene und auf kongruenten Kegelschnitten, deren
gemeinsamer Brennpunkt im Massenmittelpunkt des dritten Kérpers liegt.
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Bild 10-26: Relativeaquidistante kreisformige Bewegung im Dreikdrperproblem fir das Mas$etivies
m, : m,: m =3:2:1. Bewegung vorm, und vonm, umm, .

BEISPIELE: Die relativen Bahnen sind der aquidistanten exakten Losung des Dreikorper-

problems vom Massenverhéltnis der drei Korper unabhéngig. Die einzelnen Bahnen werden
mit folgenden Vektoren konstruiert:

um _ré,cosu(a um 'rC@s(bF 60)
M UMM - Ty o 0 M UMM TR 60y |
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Bild 10-27: Relative aquidistante elliptische Bewegueg (0.8) im Dreikdrperproblem fir das Massenverhaltnis
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Bild 10-28: Relative aquidistante hyperbolische Beweguag {.5) im Dreikoérperproblem fiir das Massenver-

haltnism, : m, : m = 3:2:1. Bewegung vorm, und vonm; umm, .
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Bild 10-26 auf S.52 zeigt die relativen Bahnen im Fall einer KreisbaBitd 10-27 auf S.53

im Fall einer elliptischen Bahre & 0.8), Bild 10-28 auf S.53 im Fall einer hyperbolischen
Bahn €=1.5) A

10.1.1.7 Absolute Bewegung um den Schwerpunkt im Fall der aquidistanten
Punkte

m.

Bild 10-29: Absolute Bewegung der aquidistanten Punkte im Dreikdrperprobledenrgemeinsamen Schwer-
punkt

Setzt man die Bedingungl0.162) in die Schwerpunkbezogene Bewegungsgleichung
(10.120) auf S.31ein, folgen die Bewegungsgleichungen der absoluten Bewegung im Fall der
aquidistanten Losung des Dreikdrperproblems

RN ELE )

r

R, = %F@ (10172

.. +
SRRLESER

Die drei Kérper bewegen sich je in einer durch
R3R =¢ (i £273) (10.172)
bestimmten Ebene. Aus dem Schwerpunktsatz
mR =0
folgt
(m+m +m)R, MR, Ry) mfR, R)- 0 =

Da die drei Korper sich in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks befinden sollen, ist



12.5 Die exakten Lésungen des Dreikérperproblems 55

und es bleiben entsprechend

+m +
r= 2B R = R
Jmi+m m +nd
r= 2T gl = 4R (10173
Jmi+m m +n3
f o= ”}*mz”'% Ry = 4R}
Jmi+m m +n3

Die Bewegungsgleichungen der absoluten Bewegung konnen daher im Fall der aquidistanten
Punkte auf die Bewegungsgleichungen im eingeschrankten Zweikorperproblem zuriickgefihrt
werden

) 2 + +n§ R R
R, = m + m 1/% m M L = m
1 -( 1 3_ 3) (n‘l+n} +n})3 |Rl|3 ||Rl|3
2
fo= {mopm)dMBIMBEE R Ry gy,
(Mm+m +m)" [R,| R2|
. ? + +n§ R R
R, = m + m 1/% m M S =
3 _(l j- 3) (rnl_l_n} +n})3 |R3|3 1} |R3|3
Die drei Korper bewegen sich daher je auf einem Kegelschnitt
R| = —P (i 423 (10175

1+¢ cosy

um dengemeinsamen Schwerpunkt, in den der gemeinsame Brennpunkt der drei Kegelschnitte
fallt, daher in genau einer (gemeinsamen) Ebene.

Die Zwischenwinkelg zwischen den Schwerpurkezogenen RadiusvektordR, kénnen
nachBild 10-29 mit den Relationern.; aus den Gleichunggi0.173) berechnet werden:

cosg, = L, La1 .1 4 0
’ 2 9[12 z 2
L, a1 1 o}
co = =2 +— 15 10.17
T EI e e .
L,La1 .1 o}
co = +— 14
T e e
Ferner folgt
L
R = SLR| . [R| =-2[R| (10177)
L, Ly

und deshalb, da dig, in den Kegelschnittbeziehung€l0.175 konstant sind,
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P, = ::—z [ o % =—::13 o} (10.178

sowie fur die Exzetrizitaten
g = 6 =g =€ (20.179

und die wahren Anomalien
u = Yy = u = u. (10.180

U Im Fall der aquidistanten Lésung des Dreikdrperproblems erfolgt die absolute Bewegung
der drei Korper um ihren gemeinsamen Schwerpunkt in einer Ebene und auf &hnlichen Ke
gelschnitten, deren Brennpunkt im Massenschwerpunkt liegt.

BEISPIELE: Fur dadassenverhaltnis
m:mim = 3:2:1
ergeben die Gleichungéh0.173) auf S.55 die Relationen
L, =138, L =166 , ;L 227
somit die Zwischenwinkel aus den Gleichungenl176) auf S.55

g, = 14700 , g =115.69 , ,g &7 31

(Probeyg, + g + 39 860 ). Zur Konstruktion der absoluten Baen werde jeweils die Bahn von
m, als Mal3stab verwendet. Dann ergeben die Beziehudgeiv )

p, = 0.83p; , p = 0.61p,

Die Zeichnung wird mit folgenden Vektm durchgefihrt:

&cos/ @ &odu+ g) c& )g ¢
m: Ré " u, m:[RBé G, m B¢ L
&sinu gsin(u+ §) o Sif )9 |
wobei
— P
R = Trecow
Die Seitenlange des gleichseitigen Dreiecks wird mit GleicliLd 73 berechnet aus
r= LR = JR =3Rs

Die absoluten Bahnen im Fall der &quidistanten Losungen im Dreikdrperproblem fir eine
Kreisbewgung inBild 10-30 auf S.57, flr eine elliptische Bewegung € 0.8) inBild 10-31
auf S.57 und fur eine hyperbolische BewegundBiitd 10-32 auf S.58 dargestellt. A
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Bild 10-30: Absolute aquidistante kreisformige Bewegung im Dreikdrperproblem fur das Madsiier
moim,my=3:2:1
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Bild 10-31: Absolute aquidistante elliptische Bewegueg (0.8) im Dreikérperproblem fiir das Massenverhalt-
nism:m,: m=3:21,6=0°g=-115°.69,0 = 97°.31
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2.0

Bild 10-32: Absolute aquidistante hyperbolische Beweguag 1.5) im Dreikdrperproblem fir das Massenver-
haltnism : m,: my=3:2:1

12.6 Weiterfuhrende Literatur zu Problemen des Dreikdrper-
problems

Weitere vertiefende Betrachtungen zu Problemen des Dreikérperproblems sind nicht Gegen-
stand der vorliegenden Arbeit. Sie kdnnen in zahlreichen Lehrblchern nachgelesen werden.
Hier sind (ohne irgendeinen Anspruch auf Vollstéandigkeit) zu nennen die BidmefF.
TISSERAND[1889-1896],K. STUMPFF[1965],V. SZEBEHELY [1967],HAPPEL, D. BOCCALETTI

AND G. Pucacco[1996,1998],C.D. MURRAY AND S.F.DERMOTT[1999], u.v.a..

Von besonderem Interesse im Rahmen des eingeschrankten Dreikdrperproblems sind Untersu-
chungen zur Stabilitat von Bahnen in der Umgebung der exakten Lésungen des Dreikorper-
problems und den zugehdrendeii schen Bereichersighe hierzu etwaVlurRrAY, C. D. AND
S.F.DERMOTT[1999]: pp.63129; STUMPFF, K. [1965]:Himmelsmechanik [L965], insbson-

dere Kapitel XIIl und XIX;TISSERAND, F. [18891896]: Traité de Mécanique Célest€ome

IV, chap.XIl; D. BOCCALETTIAND G. PucAacco[1996], Vol.l, ch.4;RupPE H. O.[1966],Ab-

schnitt 4.2, pp. 136 ff).

Allgemeine Ubersicht mit BetrachtungmPotentialkirven etwa in
https//de.wikipedia.org/wiki/Lagrang@unkte
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l1Bewegungspar ameter

Die Beschreibung einer Bewegung kann, wie in den bisherigen Kapiteln hergelsitit, w

nicht nur durch direkte Integration der Bewegungsgleichungen erfolgen, sondern durch Wabhl
einer bestimmten (geeigneten) Anpassungskurve und durch geschickte Wahl von Parametern,
welche die rdumliche Bewegumg Bezug auf @ Fundamentalsystem darstellen. Die so ge-
wahlten Parameter sind von der Bewegung abhangig. Die Variation dieser Parameter lasst sich
als Funktion Uber der Zeit oder eines (geeigneten) Bahnwinkels formulieren. Die Integration
dieser Variationsgleichungen ¢tader Methode der Variation der Parametayibt in einem
gewissen Genauigkeitsrahmen die Beschreibung der Bewegund. Bliger bemerkte, kann

diese Lésung nur approximativ berechnet wetden

In diesenKapitel werden zunéachst die Variationsgleichungerkagebeweyung zusammen-
gestellt, in deGaulschen Form, wie sie bei der Einwirkung belgdyi Kréfte aufgestellt wer-

den mussen, und in der klassischagrangechen Form, die speziell die Einwirkukgnser-
vativer Krafte beschreibt. Erganzend werdedeas Parametersétze vorgestellt, die fur die ma-
thematische Behandlung des Beuegsproblems geeigneter als Higplerelemente sind. Ne-

ben der vollstandigen Reion dieser Parameter zu d€eplerelemerten und zu einem (An-
fangs) Zustandsvektor richtet sich das Hauptaugenmerk auf singularitdtenfreie Beschreibun-
gen, wie sie erstmals vah L. Lagrangeauntersucht wurdeénAls Kriterium fur eine singulari-
tatenfreie Darstellung geltemvei Bedingungen, wofir alle bahnrelevanten Grél3en vollstandig
auf die neuen Parameter umgeschrieben sein mussen:

1. Die Darstellung der Parameter als Funktion des Zustandsvektors muss singularitatenfrei
sein,
2. die Variationsgtichungen der Parameter missen singularitatenfrei sein.

Die Ublicherweise in der Satellitenbahnmechanik verwendeten Parameter sind fir viele Anwen-
dungen, aber nicht fur alle Falle singularitatenfrei. Singularitdten sind nicht nur singulare Falle,
an denerie betreffenden Parameter Giberhaupt nicht erklart sind, sondern auch in einer gewis-

sen Umgebung dieser singularen Stellen kbnnen diese Parameter numerisch instabil werden.

Das Ziel einer geeigneten Auswahl eines Satzes von Bahnparametern muss aldtsiéine vo
dige Singularitatenfreihesein. Dies ist erfahrungsgemal’ vor allem bei den Parametern nur
schwer zu erreichen, welche die Orientierung der Bewegung im Raum beschreiben. Um hier
weiter zu kommen, verwendet man bisseritlieEuler-RodriguesParameter

Eine lange intensiv untersuchte Singularitat bei der Parameterdarstellung einer Satellitenbewe-
gung beeinflusst durch die Anomal iilekadnes ETr
Singularitat. Sie ist eine Folge der Parameterwahl in Bezug auf das Perigaum.

Die Singularitatenfreiheit muss erreicht werden, ohne die Krafte zu kenneheveké Bewe-

gung im Einzelnen kontrollieren. Es werden dieseftérauch im vdiegenden Kapitel nicht

im Einzelnen untersucht, sondern nur die vollstandig rmdégegiltige Darstellung der Variati-
onsgleichungen angestrebt. Die Einzelkenntnis dieser Krafte kann auch Singularitaten aufwei-
sen, die dann aber nicht der kVder Parameter, sondern von dem Kraftemodell abhangen, also

! hachO. VoLk [1983]
2 0.DzIoBEK [1888], p. 218
3 siehe etwa in Abschnitt 2.7.8 (Band I), sowie die Abschiitt®.2und11.11.1.3
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physikalische und keine mathematischen Singularitaten sind. Diese werden daher nicht in die-
sem Kapitel im Zusammenhang mit den Einzelkraften betrachtet.

Neben der Singularitatenfreiheit sollteilder Auswahl eines geeigneten Pagtersatzes auf

die Moglichkeit zu geschickter Integration auch bei einem aufigen Kraftemodell geachtet

werden. Im Folgenden werden nach #@plerelemen en ei ni ge andere Par a
ment efi) z u #, avieseegro@taedstsehon lange in der Literatur zu finden sind und

ihre Beziehungen zu ddfeplerelementen und zum Zustandsvektor sowie ihre Variationsglei-
chungen herdeitet.

11.1 Keplerelemente

Die Keplerelementegestatten, im Rahmen der allgemei&@plebewegung eine Satelliten-

bahn am anschaulichsten geometrisch zu beschreiben. Sie werden daher Ublicherweise und
nicht nur aus historischer Pietat zur Beschreibung einer Bahn und auch zur Definition einer
Bahn vervendet. Wegen ihrer Bedeutung werden in diesem Abschnitt der Zusammenhang der
Keplerlemente und des Zustandsvektors sowie die Variationsgleichungéepderelemente
zusammengestellt.

Anmerkung: Die in der Literatur zu findende Terminologie ist selbst beikigplerelementen

sehr uneinheitlich. Sie werdénvornehmlich in der angelsachsischen Literaturaufig als

Akl assi schhelz €l emreeitt e Gel egentl ich kann man d
Lagrangs c he El eménted finden

11.1.1 Berechnung derKeplerlemente aus dem Zustandsvektor

Gegeben seien der Ortsvektamit seinen auf eine Basssbezogenen kartesischen Koordina-
tenx
i (111)
und der Geschwindigkeitsvektor

P=r() =xp, . @ 9 (11.2)
wobei also eine Eigenbewegung dieses Basissystems nicht berticksichtigt wird. Aus dem Nor-
malenvektor

cC=r1% (113)

ergibt sich der Flachenparameter

G=|d , G >0 fir r 0 (114

und der Parametgreines Kegelschnitt&iehe in Abschnitt 10.1.1, Formel (10:4)

! etwa iNWALKER ET AL. [1985]. Hier musine Verwechslung mit ddragrangeschen Elenenten in Abschnitt
11.2auf Seite78 vermieden werden
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2
p=2% (115)

Damit folgt der Normaleneinheitsvektor

C = éc =CoP (116)

der im Fruhlingspunkt bezogenen Aquatorsystem, das hier dig Bten soll, die Koordina-
tendarstellung

Cy, = Ssinisin VW
C, = -sinicos (117)
Cs = Cosi

hat. Daraus konnen Inklinatiarund Rektaszension des aufsteigenden Knownsindeutig
berechnet werden:

i = arccogCy,)

(11.8)
cosw = 0022
1-
s (11.9)
sinw = o sii . 0

\/1' C§3 ,
Die Rektaszension des aufsteigenden Knothist also fur aquatoriale Bahnen nicht erklart.
Der Radius des Ortes des Himmelskdrpers ist bekannt aus
ro= (11.10)

und damit auch der Positionseinheitsvektor

r, = % . (11.11)

Die zentrische Gravitationskonstante p des Zentralkdrpers, um den die Bewegung erfolgt, sei
bekannt. Dann kann der er#teplersche Vektod (nach Forme(10.3))berechnet werden

d =r ¥ -rm . (1112
Mit diesem ist die (numerische) Exzentrizitat des Kegelschnittes gegeben:
em =d (1113
Aus der Kegelschnittgleichung
- _ P
l1+ecost
kann daher
cosu :lgﬁ 18 , (0 e< (11149
ecr =
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fur nichtkreisformige Bahnen berechnet werden. Fir kreisformige Bahnen ist der Bahnwinkel,
in diesem Fall @ wahre Anomalie, undefiniert. Die radiale Geschwindigkéitfolgt aus

Damit kann aus

schlielRlich

sinu

und somit die wahr@nomalie eindeutig fur nichtkreisformige Bahnen berechnet werden.

P= T (1115
r
. Jﬁi.
r = e |[—Sin L
P (11.16)
PP 0 <« (11.17)
eym

Mit der Exzentrizitate ist auch die Art des Kegelschnitts bekannt und damit auch bei ellipti-
schen oder hyperbolischen Bahnen die grof3e Bahnhalbablesehenbar:

e =0 |, Bahn kreisformig a =r
0<e <1 , Bahn elliptisch a —1 p2
-e
1118
1=e |, Bahn parabolisch a = @©o ( )
1 < e < =, Bahnhyperbolisch , g, _Zpl
e -
Um das Argument des Perigaunvszu berechnen, werden der Knotenvektor
é,cosW g
k = p,cos W $, sin W L'gsin \& (1119
€0
und der Parametervektor
=cd (11.20)
benotigt. Dann ist
k@ k dO
cosw = R =
d| em
- . (11.21)
. f@ f KO
sinw = = , O e< .
G|d| Gem

Im Fall elliptischer Bewegungek 1) kann tber di&Keplerformeln (10.23)

cosu €
cosE =

1+ecos u

die exzentrische Anomaligé und tber diekeplemgleichung(10.28)die mittlere AnomalieM
berechnet werden:

M =

g =YL €sin

(1122
1 ecos

E -esin E

(11.23)
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Der Zusammenhang mit der Zekann mit der mittleren Bewegung

a (11.24)
aus

M = M, a(t t) (1125

in Bezug auf eine Epochezejthergestellt werden. Die Epochezgibder eine ihr entspre-
chende mittlere Anomaliévl, =M (t,) werden ublicherweise als sechskeplerisches Ele-
ment angesehen.

Als Keplersche Elementegerden die folgenden Parameter bezeichnet:

a(a).e,i,W, w, M . (11.26)

In der Berechnung défeplerelemente aus dem Zustandsvektor treten die aus der Definition
der Keplerelemente zu erwartenden Singularitaten in den Eleri¢énied w auf. In diesen
Fallen sind diKeplerlemente nicht definiert und alaach nicht berechenbar.

Anmerkung: Im Rahmen der elliptischen Keplerbewegung wird das Energieintegral ben6étigt,
welches die Geschwindigkeit eines langs einer Ellipse bewegten Objektes beschreibt

f2 19

(2 =V?
ar a 2

(11.27)

11.1.2 Berechnung des Zustandsvektors aus den Keplerelementen

Gegeben seien diéeplerelementes, €, i, W, w, My =M (t,) . Der Zustandsvektor wird im
elliptischen Fall ¢ < 1) wird mit den im letzten Abschnitt Formeln Ublicherweise aus dem fol-

genden System berechnet:
1 fm
n = =, ,[—
aya (11.28)

M = M, n(t )
M = E -esinE Y E

cosE- e

cosu =——

1- ecosE
) J1- € sinE
sinu = ———

1- ecosE
p = a(l -ez)
G = / np

! siehe auch Formel (2.84) in Abschnitt 2.5.2, Band |
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- _ P
l+ecos L
. fm :
r = e [—sint
p
€C,, @ €& sinisinW
- -
C U &Lp §= gSinicos V
g03 H g cos
c = Gg
u= u+

&, @ & cos siru sinW +cos cos \

4 €& u_ é o .
b U & = & COS siu cosW +cas sin \
8; H & sinisinu
€, @ & cos cosl sinW-sio cos \

q, U g%z 3: g cosi cosl cosW - sin sin \

&, § & sinicos

ro=rr,

, . G

r= I, *Tq 0

In der Berechnung des Zustandsvektors treten (wie aus der Definition des Zustandsvektors auch
zu erwarten ist) keineil@yularitaten auf.

Im parabolischen Fall wird in der klassischen Ephemeridenrechnuhgumiieert-Barkersche
Gleichungund im hyperbolischen Fall eine zur Keplergleichung aente Gleichung mit
hyperbolischen Funktionen zur Berechnung der wahremai® aus einer gegebenen Zeit
gelost. In der Praxis ist es sinnvoller, wegen der mdglichen flieRenden Ubergange zwischen
den verschiedenen Kegelschnittarten die Koistumpfivorgeschlagen&niformisierungdes
Zweikorperproblems zu veenden (siehe dazu KapiteB), wenn die Beschreibung der Bewe-
gung ausgehend von eineeplebewegung erfolgen soll.

11.1.3 Berechnungeiner elliptischenKepleibahn ausRandwerten

Im Rahmen deGaufschen Erstbahnbestimmung wird die Bahn mit Hilfe zw@igsvektoen
r,=r,(t,) und r,=r,(t,) sowie gegebener Zwischenzéit =t, t berechnet. Sind diese
Randvektoren mit ihren sechs unabhangigen Koordinaten bekannt, muss es méglich sein im
Rahmen eineKeplelbewegung auch diKeplerelemente aus diesen Vektoren zu berechnen.
Diese Aufgabe kann nur mit Einschrédnkungen und nur itegatiist werden. Die zentrale Auf-
gabenstellung ist die Berechnung des Sektor zu Dreiecksverhaltnisses

! Die Bedeutung des Sektor zu Dreiecksverhaltnisshsint als erstel. H. Lamber{um 1772)erkannt zu haben
(siehe inBAUSCHINGER, J. [1928], p. 156)
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11.1.3.1 Das Sektor zu Dreiecksverhaltnis

Das Problem wird im Rahmen der exaki&epletbewegung angegangen. Gegeben seien die
beiden Randpunkte:Rnd R, die den gegebenen Randvektoren auf dem Bahnkegelschnitt ent-
sprechen. Ihr zentrischer Zwischenwinkel ist die Differenz in wahrer AnorBalie=y -,.

Nach denKeplerschen Flachensdtaat der Kegelschnittsektawischen den beiden Randvek-
toren die in der ZeiDt Uberstrichene Flache (sieBdd 11-1)

As:=%G D %Jmp tD. (11229

Z

Bild 11-1: Sektor eines Kegelschnittes zwischen den Randvekt’, ,I ; und Dreiecksflache zwischen den
EckpunktenZ, B ,B

Diese Flache wird in Relation zur Flache des Dreiecks mit den EckpunktenFZgBsetzt:
1 .
D =§r1r3|sm( o) (r: e k3 (11.30)

Der Sinus des Zwischenwinkels wird aus dem vektoriellen Produkt der beiden Randvektoren
berehnet, wozu noch bekannt sein muss, ob die Bewegung rechtlaufig oder riicklaufig ist. Es

muss also der Faktar, =sgn( co$) (i= Inklination der Bahn beziiglich der Basisebene, Aqua-
tor bzw. Ekliptikebene) aus der Beobachtung als bekannt angestomenden kdnnen:

! Siehe etwa Formel (2.7) in Abschnitt 2.2.2, Band |
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r3r,

sin(Du) =sin( ¢ -V Fé—' (1132

rl r3
Wenndas Sektor zu Dreieckverhéaltnis

1/m Dt

9s 12& =— P (1132
Ds r,r;sin(Du)

bekannt ist, kann der Kegelschnittparameter berechnet werden aus

_1e nrysin(Du)

11.33
" (1133

P

Nl

Die Berechnung des Sektor zu Dreiecksverhaltnisses erfolgGamadbmit den HilfsgroReh
r+r, 1
41, cosaraDu 82
c2 =
Dt 2
n( ) (11.349)

3
e ab o
ézﬂ/rlr3 co oy
e C U

l,:

m, :=

N

X, == sin’ geELEl
¢ 4
Mit diesen drei Parametern kann die erste Gleichund3aurf3formuliert werden

F="" . (11.35)

[, +X,

1-O: Ot

Von diesen GréRen singund m durch die Eingangsdaten bekannt. Nicht bekannt ist die Dif-
ferenz in exzentrischer Anomalig, - E, da dieExzentrizitat der Bahn noch unbekannt ist.

Um diese einzubeziehen, wird die Hilfsgrol3e

x, =B B sin(E E)

) - (11.36)
EE: | ~e
SN & - 0
¢ 2 =
eingefuhrt, mit deren Hilfe die zweite Gleichung @aul3formuliert werden kann
(gD mX, . (11.37)

Y In der Kklassischen Literatur werden diese GroRen duyneh x, Xohne Indizes wiedergegeben. Um mit der
allgemeinen Terminologie der vorliegenden Arbeit keine Verwirrung zu stiften, werden hier die Indizes ver-
wendet. Der Index 2 weist darauf hin, dass aus den Randwerten 1 und 3 die Berechnungen auf einen Wert
zwischendiesen Randwerten fuhren sollen. Das Sektor zu Dreieckverhaltnis wird in der Literatur haatig mit
gelegentlich auch mgbezeichnet, auch die Grof3eg, F, Gwerden unterschiedlich verwendet. Dadurch kann
der Vergleich der Darstellungen erheblichchrsert werden.
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Die Herleitung der beide@aulschen Gleichungen kann in der klassischen Literatur nachgele-
sen werdeh Die Gaul&chen Gleichungen mussen iterativ gelost werden.rviden Parameter
X, bekannt ist, kann die Differenz in der exzentrischen Anomalie berechnet werden:

AE,- E,

COSee——>— % 1-2
¢ ) (11.38)
singeE%El i% 4%, (1 -x,)

Werden diese Grol3en in Gleichu{ig.36) eingesetzt, ist auchbekannt. Das Sektor zu Drei-
eckverl@ltnis ergibt sich dann aus den beidau(schen Gleichungen zu

9 =1 X, (1, %) . (1139

Mit Gleichung (11.33) ist dann auch der Kegelschnittparamepebekannt, so dass die
Keplerdemente berechnet werden konfien

11.1.3.2 Berechnung der Keplerelementeei bekanntem Kegelschnittparame-
ter
Gegeben seien die Randortsvektorgn,, die ZwischenzeiDt zum Durchlaufen des Bahn-

bogens zwischen diesen Randvektoren, sowie der KegelschnittparpraeseForme(11.33)
. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Bahnbogen auflcapéerellipse liege.

Als erstes soll die grof3e Bahnhalbachse der elliptischen Bewegung bereefdest. Aus den
Beziehungen der halben Winkel

cose = /1+COSU , sin—u:/ 1-cos v (11.40)
2 2 2 2

sowie derKeplerFormeln (10.23) und den Beziehungen fur den Bahnradius

r cos/ = a( coE -e) . rsinu &/ 1& silE
. r sinu (1141
acosE=r cog/ Hae ,aSinE = .
J1- €
r=a(l ecosE) , r =P
1+eco/
(1142
werden folgende Beziehungen der elliptischen Zweikorperbewesyhiatien:
u E . u .E
r cos—=./a(l-e) cos- , r sip al 1ep s 1143
Jroost=a(1<) o, T s Ja( 1er sif (1143)

Im Fall von Randwerten folgen die speziellen Ausdriicke

' Zum Beispiel in:J.BAUSCHINGER[1928], pp. 156170;P.R.ESCOBAL [1965], pp.188197; K. STUMPFF[1959],
pp. 255281;H. BUCERIUSUNd M. SCHNEIDER [1966], pp. 107113

2 die Modifikationen des Verfahrens im Fall nichtelliptischer Kegelgthahnen kénnen etwa bki. BUCERIUS
undM. SCHNEIDER[1966], pp. 112113 nachgelesen werden.
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al 1 0 A+ U B - L
Peet— §2 2ecCogz>—— &O0S (1144
ch I = ¢ 2 = §
sowie
» at, £ o BB E @
rn+r, 2agl eco 0S L 114
o SRg ey e g

Die Differenz (us- @ ist aus den gegebenen Randvektoren bekannt, dedruaks

cosg E; - E) /2 mit Hilfe des Sektor zu Dreieckverhaltnisses aus der ersten der Beziehungen

(11.38). Es fehlen die beiden Ausdricke mit daim®nen der Anomalien. Zunachst konnen
mit Hilfe der Beziehunge(iL1.43) die folgenden Ausdricke erhalten werden

Jrircosskt ¥ 8a eCOSEiTEl e?posE?’—%_ N
¢ 2 e g T % (1146)

Jur cosgeu 0, LosEL B e(-g;osE3 &

LT PR R S T oF

aus denen nach Elimination vcéE3 + El) die Beziehung fiir die Summe dertwan Anoma-
lien mit der noch unbekannten Exzentrizédterechnet werden kann:

ecos::ilé@;r 4 % P_cosE2 5 . Q(_)psiz%u (11.47)
¢ HRVAAE ¢ - ¢

Diese Beziehung wird im Rahmen einer Erstbahnbestimmung aus Randwerten benétigt und
wurde deshalb hier mit abgeleitet. Um die gro3e Bahnhalbachse zu berechnen wird mit der
zweiten der Beziehungdth1.46)

8E,+E § °aJcE

ecosaei 8 5 oS E%Z
¢

cos—ae (1148
2¢

und eingesetzt ifiL1.45) schlieB3lich erhalten:

r+r, -Zﬂco%ei %os%

a= aE3 55 & “(sin(E, -E)co{E, £) Q (1149
ZSir’lzgaei2 5

-O: O

Die Exzentrizitat folgt dann mit Hilfe des Kegelschnittparameters aus

e=.1 -2 . (1150)
a

Anmerkung: Die hier gewahlte Herleitung der Berechnung der gro3en Bahnhalbachse aus
Randvektoren folgt den DarstellungerHnBuceriusundM. SCHNEIDER [1966], pp. 107113
undP.R.ESCOBAL[1965], pp.188197. Eine alternative Herleitung findet sich KelSTumPFF

[1959], p. 257, der zunachst die Exzentrizitat berechnet um dann anschliel3end die Bahnhalb-
achse aus dem Kegelschnittparameter zu erhalten. Die hier gezeigte Berechnung der grof3en
Bahnhalbacke wird bendtigt, um das Sektor zu Dreieckverhaltnis zu berechnen
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Da die beiden gegebenen Randvektoren als nicht kollinear angenommen werden, kann der
Richtungsvektor der Bahnnormalen berechnet werden aus

3
hfs (1151)

C0 = |r13 r3|

Im Fall einer (hier angenommendfgplebewegung lautet der Bahnnormalenvektor

c=Gg ;/m_p(;) : (1152
Bezogen auf eimp, - Basissystem hat die Bahnnormale die Darstellung
C, =sini sin Wp, -sin cos @Y  €osp, (1153
woraus die Bahnelemente Inklinatiomnd Rektaszension des aufsteigenden Knoféeq-
deutig berechnet werden konnen (vgl. die FornGg&lB) und(11.9)).

Zur Berechnung des Argumentes der Breite muss die Position des Perizentrums der Bahn, d.h.
der Hermanrsche Vektord,bekannt sein. Dazu wird die wahre Anomalie bendtigt, die den

beiden Randvektoren zugeordnet ist. Aus der Polargiegkines Kegelschnitts ergeben sich
zunéchst die Cosinus der wahren Anomalien

ecosulzE -1 , ecosy rg - (1154)
1 3

Mit den eindeutig bekannten Zwischenwinkeln kdnnen auch die Sinus der wahren Anomalien
berechnet werden:

ecosy; cog y- ., -e cos, u
sin(u,- 4)

- ecost, cog Y - ) ecos, u <
sin(u, - 4)

Wenn das Sektor zu Dreiecksverhdltnis und damit der Bahnparameter bekadirinen aus

den vorstehergh Gleichungen die Exzentrizigsowie eindeutig die wahre Anomabie bzw.

esiny, =
sin(u,- ¢ ,0 . (1155

esinu, =

u, berechnet werden. Damit ist dann auch die grol3e Bahnhalbachpé(l -ez) im ellipti-
schen Fall bekannt (im hyperbolischen Fallit e>1 wird die erste Bahnhalbachse aus
a, = p/(€ ) berechngt

Der transversale Richtungsvektor kann fir die beiden Randvektoren berechnet werden aus
r
Qo1 =Co ¥o1 » Gz & T <I‘ o1 r_1':|: 03 = (1156)
1 3

Damit kann deMHermanrsche Richtung¥ektor aus einer der beiden Gleichungen erhalten
werden

d,=r,, cos, gq,Siny oder d, rs, cos{q -, Sin,U (1157)

! Hierauf wird in Abschnitt 12.5 eingegangen
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(Der Vektor d, aus den beiden Gleichungen muss ubereinstimmen, somit dient eine dieser
Gleichungen als Rechenprobe).

Der KnotenRichtungsvektor ist mit der schon berechneten Rektaszension des aufsteigenden
Knotens wie in FormglL1.19) bekannt, ebenso der Paramd®échtungsektor nach Definition
(11.20)

Ko=p,cos W p,sin W, f, c7d,3 (1158

Damit kann das Argument des Perizentrums eindeutig berechnet werden (vgl. die Formeln
(11.21)) aus

cosw=k, @ , sinw k,f, O (1159
Mit Hilfe der KeplerFormeln(11.41) kénnen die den beiden Randvektoren zugeordneten ex-

zentrischen Anomalien berechnet werden und mit der Keplergleichung die entsprechende mitt-
lere Anomalie. Damit kann etwa

M,=E, -esinE (11.60)

als sechstes Bahnelement aufgefasst werden. Alternativ kann auchtpenideles Randvek-
tors 1 als Bahnelement bezeichnet werden. Wird der Zeitpunkt des Perizentrumsdurchganges
als sechstes Element gewiinscht, kann aus der Beziehung

M, =n(t, -t,) g(tl to) (1162

der Zeitpunkit, des Perizentrumsdurchganges als Bahnelement aufgefasst werden.

11.1.3.3 Eine Modifikation mit Hilfe des Mertonschen Vektors

Unter den zahlreichen Modifikationen und Vereinfachungen, die aus praktischen Erwagungen
vorgeschlagen wurden, sei hier nur auf den@oMertoneingefihrten Vektor

N L (1162)
r-1
hingewieseh Dieser Vektor steht senkrecht ayfin der Bahnebenérl ®,, @) und hat den
Betrag

fy =rsfsin(rors)) (11.63)
Damit kann der Zwischenwinkel zwischen dmiden Randvektoren berechnet werden aus
cos{t,- 4) !;—(?3 . sin( -1)u:——““- (sif , u)- 02 (1164
1'3 3

Der Kegelschnittparanter p ergibt sich dann (vgl11.33)) aus

le nry, @
=—4A Sy - 116
P=T6& o ¥ (1169

! Siehe etwa. STUMPFF[1959], pp. 258H. BUCERIUSUNd M. SCHNEIDER[1966], pp. 122; Anwendung im Rah-
men der Ausweung der Beobachtungsdaten der GeodSsieelliten GRACE irSCHNEIDER, M. [2005]
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Die weiteren Bahnelemente kdnnen wie in AbscHrdittl.3.2ab Formel11.51) erhalten wer-
den.

11.1.4 Berechnung des Zustandsvektors aus Randwerten

Gegeben seien die Randvektomerr (t,) ,r , & (t,), somit die Zwischenzeit =, t und

der Durchlaufsinns, :sgn( co$) der Bahn. Es sei wieder angenommen, dass die Bahn auf

einem Kegelschnitt verlaufe. Mit Hilfe des Sektor zu Dreieckverhéltnisses wird der Parameter
p des Kegelschnittes berechnet (For(d4l33)). Aus Forme(11.49) kann die grof3e Bahnhalb-
achse a berechnet werden. Der Zwischenwinkel in exzentrischer Aneshaatiber hinaus

aus den Formel(11.38) bekannt, so dass mit deagrangeKoeffizientert

60 ke §) e o

a (11.66)
F=1 T@l cofE, E) g
1
der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkethalten werden kann:
. _I-Fr,
fpL=—mm . 116
Y (11.67)

Mit Hilfe des Zustandsvektorérl,r'l) konnen die Keplerelemente in klesher Weise (etwa

wie in Abschnitt 11.1.1beschrieben) berechnet werdebas ist im vorliegenden Fall prinzi-

piell nicht nétig, da mit dem Kegelschnittparamgigmit Formel(11.33)), der Halbachsa

(mit Formel(11.49)) und der Exzentrizité (mit Formel(11.50)) im Rahmen einer LOsung aus
Randwerten schon die arbeitsaufwandigsten Elemente berechnet sind. Jedoch kann eine Lésung
aus dem Zustandsvektor in der Praxis Vorteilegem wenn auf diese Weise die Zuverlassig-

keit der Rechenvorgéange utberprift werden soll.

11.1.5 Die Gaulschen Variationsgleichungen in defKeplerelementen

Wie alle in der klassischen Himmelsmechanik verwendeten Variationsgleichungen zur Integra-
tion eines Bewagngsvorganges beziehen sich auchGieilschen Variationsgleichungen auf

eineKeplebewegung. Dies bedeutet, dass Képlersche Beschleunigung, = 7m,/r? als

bertcksichtigt getzt werden kann, so dass nuchalie Bewegungseinfliisse durdie restli-
che radiale Beschleunigurg, , sowie die transversale und die normale Beschleunigung

by in den Variationsgleichungen zu bericksichtigen sind.

Nach Abschnitt 4.4.2 (Band Il) lautet dBaulsche Variationsgleichung fur dé&tachenpara-
meter

G=rb , (11.68)

fur denBahnparametemit der fir dieKepletbewegung giltigen Beziehurg= \/T}m

! siehe die Formeln (2.211) in Band I, bzw. im Vorgriff auf die Formeln (13.8)
2 etwa nach dem Vorschlag véhR. ESCOBAL[1965], p.196
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p = —ZrG b, (11.69)
die Inklination nach Abschnitt 4.4.10 (Band 1)
di r
— = —cosu , 1170
dt G a ( )
ebenso di&kektaszension des aufsteigenden Knotens

r sinu
Gsini

W =

b, ., (Gsini ®) (11.72)

die Exzentrizitat nach Abschnitt 5.4.1 (Band 1) wobeiu = z ; und wegen

z = u+ wc@sﬂsomez = w €od/ und mit Beziehung11.69)
cer &, r & 4 _
e = —jh,sinu g & —+g0os yu, (P O (1172
éePb ¢ P =+ 7

und ebenso damit ddggument és Perigaums

O

: G e r sinu
W = -—dp,cos Wb -sin aelu— - bN
emg —u Gtani

. eGsini 0) (1173

Damit sind auch bekanitiz, ist der auf eirHansenrSystem bezogene Bahnwinkel des Peri-
zentrums)

Z, = W +eos/ _Ciéng cos b, smae 1L ﬁ + dp ( (1179
und
) e 3 0
W+ W = —G—észcos by sin gel—{a $+ +
emg ¢ P (11.75)
+bNrs'”“ '_2 , €G>0 ,i 80)"

Bisweilen wird, um die Singularitat fiir- 180 zu vermeiden, der Parameter+ s ver-
wendet, wobei

s; : =sgn( cos$) (11.76)

derAr et rogriadestFakviar der Beziehung
sini = 2\/%(1-@01'5)\/—;(1 + 9

lautet die betreffende Variationsgleichung

(11.77)
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X é o ~
W+s W = E—észcos b, usin geliu£+ +
emg ¢ P
(1178
r sinu /1- scodg
+ S , (eG 6
?h G \1+ scos ( )
Fur dasArgument der Breitéolgt nach Abschnitt 4.4.6 (Band Il, Beispiel 2)
G rsinu cod .
u=—-h—— , (Gsini © 1179
re A Gsini ( ) ( )
und wegenu u - w = g fur diewahre Anomalie
é o ~
u - & E—eszcos . sin Selur— % , €ép 0 : (11.80)
r- emg c P

Im Fall der elliptischen Bewegung ist wegerr a(l -ez) die Variation der grof3en Bahnhalb-
achse gegeben

. p 2ae
a = +——¢é& | 1181
1- & 1 -¢& ( )

somt wegen(siehe Forme{11.72))

Gsinu desirf u cos ud
= vy
C 2p ro =
undschlief3lich mit Forme{11.69) die Variaton dergrof3en Bahnhalbachse

= B

a = %az[% esnuf (@ eos Ju, (G 0xe 1 < (1182

Fur diemittlere Bewegunger elliptischen Bewegung folgt aus denkK@plerschen Gesetz in
der Formm =n* a®

n= SNy (11.83)
2a
bzw. mit Forme(11.82)
el e
n = 3n +— & 1184
schlie3lich
3 . .
n = ——— esin ubH{1l ecés u, (@ 0 >e 1 (1185
a\/1-_e2 . b*( ) é

Fir dieexzentrische Aomalieder elliptischen Bewegung folgt aus déaplerschen Formeln
(siehe in Abschnitt 10.1.3)

r cos/ = a( coE -e) rsinu &/ 1& silE
) rsinuy
acosE=r cow +“ae ,asinE =

J1- €



74 11 Bewegungsparameter

die differentielle Relation

> :
E = .ur Ji-e o rsin u (11.86)
p pl- &

und daher mit den Forme{th1.72) und Formeln(11.81)

E__\[ \feszgecc’_SuloQ18€4ig”ﬁ,(ao,>0e13c

(11.87)
Fur diemittlere Anomalieder elliptischen Bewegung folgt mit d€eplemleichung(11.23)
M = E -esinE

und dem Radius
r = a(l -ecosE)

aus der differentiellen Relation

M = LE sinE (11.88)
a
bzw. mit Formel(11.86)
Moo= I adinedy N (11.89)
ap ¢c P
oder nach Abschnitt 4.4.6 (Band Il) mit der Formel
u=z- wocwd [=pmr® (- wces) (11.90)
somit
2 1. a2 2
M o= n {- wisind) S esinegg - (11.91)
ap ¢ P
bzw. mit den Formel(l1.72) auf S.72und(11.82) auf S.73
_ 2
M = n-a Y€ ot (1192)
a‘esinu
sowie
. _ A o ~ o ~ z
M=n SVI-€§ azre o 0h 13 &ird 0@ 0 .,6e 1) (1193
0 p - u

Damit folgt fir dagnittlere Argument der Breite

c Ga2r ecosu O
M + w =n b§2 ez' —'|\/=2 (@) +
0 esinu rsinu .
+ o , Gsini
o m‘gé“L P I+1 < B Gtani ( %

Fur diemittlere Epocheanomali®Igt mit Formel(11.25) auf S.63
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M = M, n(t )
Mg = M #(t &) n
/— 3esmu Ga2r cosu 09
Pthz tb) —_ - ClJ
mep e
e3 Ga r, 8inu @
th et ) —d +5g—a ,0r,p 03 0e 9 =
ér m(; p -e€
(11.95)

Damit sind dieGauflschen Variationsgleichungen fir ddeplerelemente der elliptischen Be-
wegungp bzw. a, e, i, W, w, M, bzw. M vollstandig hergeleitet. Die Variationsgleichungen

zeigen die (erwarteten) Singularitdten in der Berechnung der Variationgh w, M bzw.
M,, sowie inu undE.

Dieser Satz von Variationsgleichungen enthélt auch die parabolische undodibdigche
Bewegung, wenn Einschrankung auf die Parant&@tezw.p, e, i, W, w und u erfolgen kann.

Anmerkung: Die Gaufschen Variationsgleichungen in den hier gegebenen Darstellungen sind
alle Variationen nach der Zeit. Es ist jedoch Ublich, die Integration nicht tber der Zeit sondern
Uber der wahren Anomalig durchzuflihren. Der Bezug auf die wahre Anomalie als Integrati-
onsvariable muss mit Hilfe der Variationsgleichih#80) hergestellt werden. Di@aulschen
Variatonsgleichungen nehmen dann Formewamder Art
da=2as . (11.96)
u
Formal analogst der Bezug auf einen anderen Bahnwinkel, etwalanHanserschen Bahn-
winkel z
4
da=—dz . (11.97)
z

Siehe hierzu auch die Zusammenstellung in Abschhit3auf Seitel46.

11.1.6 Entwicklung nach tangentialen Komponenten

An Stelle eined eibnizSystems werden die Beschleunigungskompomertie einen Bewe-
gungsvorgang beeinflussen, bisweilen in tangentialen Koordinaten zur Verfigung gdstellt
bendétigt Hier handelt es sich um Komponenten, die durch das begleitende Dreibein der Kur-
ventheorie beschrieben werden kénnen. Werinder Zustandsvektor eines bewegten Objek-

tes ist, sind die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins durch Tangentialyekior-
malenvektorv, und Binormalenvektor, definiert. Nach Abschnitt 4.4.1 (Band Il) haben sie
die Beziehungen

1dv,
S WV, Z-d_ VooV, ¥, . (1198

In Bezug auf daeibnizSystem(ry,q,,¢,) mit dem Zwischenwinkef zwischen der Tan-
gentialrichtungv, und der transversalen Richtung bestehen die Beziehungen
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V, = I,Sing 4,CO0S |
V,= ¥,C089 &, Sin ¢ (11299
V3 CO

Die Beschleunigungskomponenten in tangentialen Koordinaten werden in der Literatur haufig
mit b, =T, b, =N, i :¥W bezeichnét Die Beschleunigungsgleichung lautet dann

F=hv, B,v, Kv, . (11100
Vergleich mit der Beschleunigungsgleichung in Bezug aut.ddmizSystem
Fr=bgr, 9, BC, (11101

fuhrt auf die Beziehungen
b, =h,sing -b, cos
b, =k, cosg #, sin (11102
by = by
Werden diese in die Variationsgleichungen im vorigen Abschhift.5ergeben sich unmittel-
bar die entsprechenden Variationsgleichungen in tangentialen Komponenten. Sie haben den
Nachteil, dass eine zusétzliche Variable in Form Zeschenwinkelsg erforderlich wird.

AuCerdem wird eepreprobe®sahgenommef, saddass die Beschleunigun-
genh,, b, auf die radiale Beschleuniguryy, bezogen angenommen werdenssgi

be, =, sing -b, cos g (11103

Die Gaulschen Variationsgleichungen in Bezug auf tangeniakchleunigungen lauteiann:

. 2a’ . y .
a = ?a{b,gecos( g -) ucos ghg egif ) gsln}u g @ 0 ,e 1>
(11.104)

. _ Geg e r 2 e ro . C

é = —jhgos g -) u-eos(e goshyhu gt ) —ogsine +co3
mi é P u é P y

(fur (p>0)

d _ r

@ Gcosum ,

. _ rsinu -

W = GsinibN , (Gsini ®) ,

. Gé é. r . g e r . . Ug rsinu

W = —ijh, gin( g)-—ucos sin — gin g9in + :
amite @ 0)-yooo s o uge ) e an wuh g

( eGsini>0

! Die in der Literatur bisweilen veendeten Bezeichnungen T, N, W werden im vorliegenden Bericht nicht ver-
wendet

2Ein Beispiel zur Verwendung der Beschleunigungen in tangentialen Koordinaten wird in Abschnitt 5.9 (Band II)
behandelt.
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€. € &esingsin u cos @
M, = 1'ezibxe33eL % -
f e¢ P +
-92§|n gez—r o 6005 1%— ﬁSi@“% +
me ep e 2 op &y
€ & ecosgsin u sin @
+b, &z 9 gﬁ +
éc P +
& 82r cowu © ar sirﬁu@f‘
+—a80S gg— —— S 1§ +5 o
Mg ¢P € = ¢cP & u@

11.1.Die Lagrangeschen Variationsgleichungen in den Keplerelementen

Wenn eine ABRgefumdénuerken kamm die ein Bewegungsproblem beschreibt,
kénnen die Variationsgleichungen in den Elementen haghangehergeleitet werdenEine

solche Funktion existiert sicherlich im Fall konservativer Stérbeschleunigungen. Es ist Ublich
(was sichi Fall der Bewegungen der Planeten des Sonnensystems wegen der kleinen Bahnin-
klinationen bewahrt hat) folgende modifiziekeplerlemente zu verwenden:

Die mittlere Epochelange in der Bahn
Ly=M, w + (111095
sowie die Lange des Perizentrums
W= w+ W. (11106

Die Lagrangeschen Variationsgleichungen lauten (nur im Fall konservativer Beschleunigun-
gen):

! Siehe zum Beispiel mit Hilfe vobagrangeKlammern beiBROUWER, D. andCLEMENCE, G. M. [1961], P.273
284
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da_ 2 pR

dt napl,

de _ eyl- é IR V1 2 R

dt na2(1+\/m)w—o nae W

: tan—- 3 ~
di 2 apR £ 8

1
dt  nat1- @iy W =nayl-ésini K\
[
d, _ 2pR _ef1-é R _ " ¢

Rt

_r_, 2
dt  napa na2(1+\/1 -ez) I8 na?yl- € |l

aw_ I R tan'2 R

dt nde pe nai- € H

aw_ 1 IR

dt  na?Ji- esini W (11.107)

11.2 Lagrangei Elemente

Die Keplerelemente beschreiben die Bewegungen der Himmelskorper in geometrisch anschau-
licher Weise und sind daher fir eine rasche Orientierung unentbehrlich. Fir das numerische
Rechnen jedoch, insbesondere wennkieplerelemente als abhéangige Variable aufzufassen
sind, zeigen sich die bekannten Undefiniertheitenkagalerelemente und die damit gekoppel-

ten Instabilitaten, so dass in allen diesen Fallen nach geeigneten anderen Bewegungsparametern
gesucht werden muss. Es ist daher nicht verwunderlich, dass Bekeitagrange dem Aus-

bau und Vollendung der vdn Euler eingefihrten Methode der Variation der Paramgéeer
lungen war, sich vermutlich aésster einen solchen (fast vollstandig) singularitatenfreien Ele-
mentesatz Uberlegte. Deagrangesche Elementesatz ist wegen seines unmittelbaren Bezugs
zu denKeplerlementen vorzugsweise in der allgemeikepletbewegung verwendbar.

Anmerkung: Man beachd, dass die Begriffeagrangelemente und.agrangesche Variati-
onsgleichungen vdllig unterschiedlichen Inhalten zugeordnet sind.

11.2.1Definition der LagrangeElemente

Lagrangefiihrte folgende Bahnparameteiurch Zuriickfihrung auf dikeplerelemente eih

wobei die Bezeichnungem |, p, g teilweise sogar noch in der neueren Literatur verwendet
werden, aus Grunden eindeutiger Begriffszuordnung in diesem Bericht allerdings vermieden
werden. Die hier verwendeten Symbdalg L,,L,,--- werden nur in diesem Kapitel verwendet.

Die Lagrangeslemente werden in Bezug auf #ieplerelemente definiert:

! vgl. etwaO. DzIOBEK [1888], p. 218
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= a
L,(=h) =esin( w+H W
L, (=) =ecos( w+ W

L, (=p) =sinisin W (11.108
L. (=q) =sinicos W
Le = M, +w+ W

Aus diesen Parametern folgen umgekehrkaiplerelemente:

a = L
e = (L #
sini = L& +2 Yi
sinWw = 2"5 -
L2 + 2
coswW = % Y W (sin 0)
12+L2 (11109
: L
sinw + W =—+2—
JE+L2
cosv + W = L Y we O,, sin O
L2+ L2
M, = L, -arctan*2

Hier zeigen sich wieder die zu erwartenden Singularitaten ilKdplerelementeritr kreisfor-

mige und/oder &quatoriale Bahnen. Die Inklination ist bei diesen Elementen nicht eindeutig
bestimmbar, da nicht zwischen rechtlaufigén ¢ S0 ) und ricklaufigen(90 ¢ 180 )

Bahnen unterschieden werden kann. IigrangeElemente werden deshalb in der Satelliten-
bahnmechanik, in der jede Vielfalt von Bahnen vorkommen kann, nicht verwendet. Wegen ih-
res modellhaften Charakters fur die Auswahl anderer Parametersatze werden jedoch im Fol-
genden der Bezug zum Zustandgeekind die Variationsgleichungen hergeleitet.

Anmerkung: In der Literatur kdnnen zahlreiche Modifikationen dagrangeElemente gefunden wer-
den, mit denen das numerische Rechnen vereinfacht, bequemer, vielleicht sogar sicherer gemacht wer-
den sollte. Einesolche Modifikation wurdeeispielsweisason W. de Sittet angegeben, der fiir die

raumlichen Bahnelemente die  Definitionen{™® :=sini sin W L{™? : =in cos, mit
W= Wst™?, wobei s™?:= 2 in’(i /2. Die prinzipiellen Schwierigkeiten dé®echnens

mit derartigen Elementen, die sich vor allem bei der Vielfalt kiinstlicher Satellitenbahnen zeigen, werden
durch derartige Modifikationen allerdings nicht beseitigt.

! SITTER, W. DE [1903]
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11.2.2Berechnung derLagrange Elemente aus dem Zustandsvektor

Gegeben sei zum Zeitpunktler Zustandsvektar, r , der bei Bezug auf das Fundamentalsys-
temp, mit p, * O mit seinen kartesischen Koordinatéx] x]) gegeben sei:

— vl e Ui
r=xp; , r ¥, =Xp,;

Mit dem Radius

kann der radiale Richtungsvektor
1 i
o, = Fr =rop

berechnet werden, dessen Komponenten gegeben sind

f, = -Cod sinu sin W ¢os cos
f, = COS Siu cosW +cas sin
e = Sinisinu

Der Normalenvektor der Bewegung

liefert den Flachenparameter

und damit den Normaleneinheitsvektor
_ 1 i
C, = =—C =¢ pj

Die radiale Geschwindigkeit ist aus

; ro
Vp =1 = e
bekannt, die trasversale Geschwindigkeit aus
. G
V; =12 :r_
Aus dem Geschwindigkeitsvektor
Po=rry, ﬁ?qo

kann der transversale Richtungsvektor der Bewegung

! entsprechend den Beziehungen in Abschnitt 8.11.2 in

for = @11 To2 Byal oy &y

Band

mit

(11110

(11.111)

(11112

(11113

(11.114)

(11115

(11116

(11117

(11118

den Zuordnungen
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ro. -
qy = 6(r '”o) P | (11119
berechnet werden, dessen Komponenten lauten
0, = -cosicosl sin Wsim cos
0, = COsi cosl cosW - sin sin (11120
Qs = Sinicow
Die Komponenten des Normaleneinheitsvektors lauten’dann
Cor = T2los Tooe = SiNisin
C, = l300; Todos = SihicOS (111217)

COSi

Cos = Torlo2 o901

Damit kbnnen die folgenddragrangeElemente aus den entsprechenieplerelementen be-
rechnet werden:

I‘4 = COl = I‘02(:]03 r-OSq 02 (11123
Ls = L F01loz &l o
Der Perizentrumaaktor (nach Formel10.3)
d=rf & -ry (11123
hat den Betrag
d = r. (11124
Mit dem Kegelschnittparameter
2
p = N (11125
m
folgt im Fall elliptischer Bewegung
p = a1 -¢) (11.126)
die groRe Bahnhalbachse und damit das éesjeangeElement
L=a=2", e a . (11127

1- &

Wird die wahre Lange wie Ublich als Summe aus wahrer Anomallrgument des Perigdums
w und Rektaszension des aufsteigenden Knot@mefiniert

| = u+w+ W = A (11128

wird

! entsprechend Abschnitt 8.11.2 in Band II, mit den Zuordnur@gn= a,;, Jyp- =, Qogr By

? Siehe wieder in Abschnitt 8.11.2 in Band II, mit den Zuordnun@gn= &, Cp: =8y Cost By
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m*tde, = (1 ©0d)cob
o~ 0oy =@ eo0d)sin

somit
cod = r01"'qo.2
1+cos i 180 (11129
sinl = qu_l
1+ cos
Aus der Polargleichung
r = P
1+ecos L
folgt
ecosu =P 1 (11130
r
und aus
. m . m.
I = e [—sinu =e—sin
\/; G
folgt
esinu :Er . (11131
m

Wegenu 3 ( w)ist

ecosu = ecod cos(w + V& sih sin(  w)+ Wcds dih, +

, . , . (11132
esinu = esinlcos( w +)V& cod sin(  w)+ Wsihg cod, -
Damit folgen die Beziehungen flr das zweite und das didteangeElement

1 € ap , o G, o

L, = A o2 'q01)&_ k Q(r'm qo%_r U

1+cys € cr - m q
(11133

1 € ap 0 G, o

= U E (r —r oy -
I-3 1+C03e 01 'qoz)é%r_ 9( 52 qoa' m H

Die wahre Anomalieu kann mit den Beziehunggii1.130) und (11.131) berechnet werden.
Damit folgt in der Ublichen Weise (mit Hilfe d&eplerformeln(10.23) auch die exzentrische
AnomalieE sowie die mittlere Anomali® (mit derKeplemleichung) bzw. die Epocheanoma-

lie M,. Im Zusammenhang mit singularitatenfreien Elementen wird allerdings statt der mittle-

ren Anomalie gerne die mittielLdnge
L=M+wt+ (111349

verwendet. Zu deren Berechnung wird zunachst die exzentrische Lange
le = E + wH+ (11135

eingefuhrt. Aus der Beziehung des Radius in Abhangigkeit von der exzentrischen Anomalie
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r = a(l -ecosE)

wird
;
ecoskE = 1—
a
Aus denKeplefformeln
costE = L(cosu e) |, ' cos u =oE e -
p a
snE = “J1-&sinu, "sin u E1 @ sine
p a

folgt auRerdem

Vi- € esinu _ rf

esinE = =
1+ cosE /ma
Aus
e’sinl. = L,esinE +L, ecosE
e’cosl. = L,ecosE -L, esinE

wird mit denldentitaten

1 NI €

141 € ¢

1 e
= 1 +—
1- € 1 -¢&

sowie den Beziehungen

. B r r e cosu ryi-€
sinl, = L,— +, It
p € p a(l- e2) €

e’ - ecosE recosu resin u

esin u

sinl. = L, 41,

L+ L
1- & “a(1- ¢) € ?a«h- ¢ ¢
sinl; = L, ;Q_lel e’ ecos W,esin 2y,
avl- &€ € € u

analog

(11.136)

(11137

(11.139

(11.139

(11.140
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r(ecosu *92) \/1 e’ esin u

cod. = L
: * a(1- ez) & a(1 é)
1 ecosE e cosl re sinu
cod. = L L I+ L -
e 1. ° 1 - 3a(1-e2)é ‘adf1- €

cod, = L, +—q_ V1 e’ ecos UW,e sin gu

Vi @ @

und mit den Beziehungdil.132) schlie3lich der fur elliptische Bahnem< 1) singularitaten-
freie Ausdruck

_ % o
sinl; = coB |

ax/ @9 1 -kf 1 /
aa 6 L L sih
a\/ @g 1 -h/ 1Vt é-

zur eindeutigen Berechnung der exzentrischen L&ngehalten Fur die mittlere L&nge

(11.141)

cody =

L = I esinE = esifl. (- W
folgt die zurKeplemleichung analoge Gleichung
L = Ig 4;sinl; I+, co$. (11142
Da
L=M+w+ WM + w@t W Ly n(t=t) +

wird fir die mittlere Epochelénge zur Epodhe

L, = L =L n(t t) L =\/%—(t ty) - (11143

Die Lagrangechen Elemente haben eine Singularitdt fir retrograde &aquatoriale Bahnen
(i =180°) (siehe die Formeli1.129).

11.2.3 Berechnung des Zustandsvektors ausagrangeElementen

Gegeben seien dieagrangeElementel, mit L, =a, L, =L, =(t,). Als unabhangige Vari-

able alternativ zur Zeit wird die mittlere LangeL(t) verwendet. Aus Formell1.142) mit
L =L, fur t =t, kann als dem Aquivalent zireplegleichungdie exzentrische Lange ite-

rativ berechnet werden:
m .
L=L(t) 4, J%(t tg) |l =L,sinly L,cob, (11.144)

Die Exzentriziéit der Bahn kann ohne Einschrankung (vgl. die Beziehu{igel09) aus

e = L 4 (11145
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erhalten werden, womit der Kegelschnittparameter im elliptischen Fall

p=all-¢) =L(1 & B3} (e1 (11146)
und im hyperbolischen Fall
p = a(l+«) =L(1 & L3k (el (11147
berechnet werden kann. Im parabolischen Fall ist zudem
p=a =, (e E . (11148
Damit ist auch der Flachenparameter
G=m (11149

einheitlich fur alle Kegelschnitteekannt. Die exzentrische Anomalie kann im elliptischen Fall
wegen

E =1 - w- (11.150)
aus dem System
ecoskE = cog Si
_ . F o sin (11152
esinE = Lsink -L, cod.

berechnet werden und Uber #iepleformeln(11.138 auf SeiteB3 die wahre Anomalies aus
_ Lycod, +L, sing 15 L
1- L,sinl; 1, co$.

V1- € (Lsinl, -L, cos;)

1- L,sinl; -1, cos.

ecosu

(11152

esinu =

Die wahre Lange kann mit der (im Rahmen dagrangeslemente gultigen) Definitionsglei-
chung

| = u+ w+

aus dem System

ecosl L, cosu E, sin

: . (11153
esinl = L;sin u k, cos

berechnet werden. Mit der Identitat
1- J1 €° _ 1
e 1441 €

folgt die wahre Lange schliel3lich aus
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hY

e @
sinl = eésin, L, L, =SMe- 208 4 1
g 1+.1 12 K2 H L, sinlz -L; cos.
e 2
cos = écos. 1, It Lgsinle - L, cos, g _ 1 ( K
é 1+.1 12 K2 H L,sinl; -L; cos.

(11154
Diese Herleitung gilt nur fir die elliptische (einschliel3lich kreisformikeg)letbewegung. Fir
die sonstigen Arten détepleibewegung wird anstelle van, = L, ein Anfangswert der wahren

Anomalie u vorgegeben und die wahre Lange aus den For(iélh53) berechnet, was dann
wegene? 1 stets mdglich ist. In diesem Fall wird die wahre Anomalie als unabhéngige Vari-
able verwendet.

In allen Fallen kann der Radius (mit den Beziehur{@éri32)

=_ P = P , (11155
l+ecosu 1 & sil Lj cob

die radiale Geschwindigkeit

3

V, = =—esin u E—”{Lgsinl L, -cod) (11156

G)

und die transversale Geschwindigkeit
i, sinl  Lscos) (11157)

ohne Einschréankung berechnet werden. Hier wird die wahre Uaalgeunabhangige Variable
verwendet.

Zur Berechnung der Komponenten der Richtungsvektoren des mitgefiibeibni£) Bahn-
systems in Bezug auf dddewtorsche (= inertiale) Basissystem werden die Keplerelemente
i, W,w bendtigt. Aus den Efinitionen(11.108) ergibt sich fur die Inklination

sini=JL2 +2 , co$ ¢1 sifi 242 .
4 T5 4 “5 (11158

An dieser Stelle zeigt sich die wesentliche Einschrankungatpangdéemente, da aus diesen
Beziehungen die Inklination nur fur rechtlaufige Bahr(é'h [0 790]) erklart ist, weil cos

hier nur fur nichtnegative Werte erklart ist.
Der BahnebeneNormalenvektor kann durch dleagrangelemente direkt ausgedrtickt wer-
den:
Co =GP, (11159
mit
Cy, = sSinisin W £,
C, = Sinicos W #.-

= i = _2 2 2
Cys = COSI S1E L 0 (11160
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Mit der Identitat, die wegercos 2 C im Fall derLagrangelemente nicht singulér werden
kann,

l1-cos _ 1
sin’i 1+ co$

(11161

konnen die Komponenten des radialen sowie des transversalen Richtungsvektors aus den For-
melsystemer{11.112) (auf SeiteB0) bzw.(11.120) berechnet werden. Dazu wird das Argument

der Breite auf die wahre Landgeund die Rektaszensiow des aufsteigenden Knotens zurtick-
gefuhrt:

u = u-+wl= -

Es ergeben sich die Komponenten des radialen sowie des transversalen Richtungsvektors aus
denLagrangeslementen:

L, L a L2 )
r.=—+2_sinl +x€0$ —+—— &Oos
% 1+ cod SEC 1 +cob ¢
L, L, a . L2 0.
r., = cod +o0s +—2— ¢sih 1116
%2 1+cog gec 1 +coB (_55 ( 2

rs =LssSinl  -L, cos

L, L & . 18 0.
by = ——+——>— CcO0Sl -gC0$ +—— gih

"~ 1+cod c 1+coB =
LL, . a . 15 o
= —235 gjnl o8 —+2_— xob 1116
%= 77 cog éé: 1+cos i‘: ( I

Ops = Lycosl H., sin

Zur Probe diser Ausdriicke konnen die Beziehungérl.121) wegen der Bedingung
C, =r, Y, verwendet werden.

Der radiale und der transversale Richtungsvektor lauten (in aquatorialen Koordinaten) bei Be-
zug auf did_agranggarameter

fo=rP; » Uo HP; (11164
der gesuchte Zustandsvektor mit den Ausdru¢kéni45) bis (11.157)
r=rr, = LB,
1+L,sinl +, co$
. eém . - . .o
F=Vqr, Mg, éa(Lssml Lscod)ry \/;m( 1L,sih L, cdgqyny,
é P a

(11165

Anmerkung: Sollen auch retrograde Bahnen erfasst werden, bedarf es einer zusatzlichen In-
formation, die nicht von delbbagrangéementen bereitgestellt wird. Esolche zusatzliche In-

formation kann das Vorzeiches) =sgn( cosi;) far denCosinus der Inklination sein. Dann kann

gesetzt werden
i — 12 |2
cos —siwfl L, L= (11166
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In Paranetersatzen, die tUblicherweise in der Satellitenbahnmechanik verwendet werden, wird
zur Vermeidung dieser Ausnahmeregelung gerne mit halben Winkeln in der Inklination gear-
beitet. Allerdings kann auch dann grundsatzlich nicht eine Singularitat flkl80 vermieden
werden. Diese ist in allen diesen Fallen nur vermeidbar durch eine Umdefinition der Parameter
L, undL;, wie in den Abschnitteh1.4und11.6beschrieben wird.

11.2.Die Gaulschen Variationsgleichungerder Lagrangeschen Elemente

Die Variationsgleichungen interessieren gemal3 der klassischen Himmelsmechanik nur im Fall
Agestorterid elliptischer Bewegunlpgrandgas- unabh
meter die wahre Langeé= u + w +uW = verwendet. Da di&aulschen Variationsglei-

chungen (wie sie in Abschniitl.1.5ab Seite71 hergeleitet werden) von der Zeit abhangen,

muss die Variatiomer wahren Lange auf die Zeit mit Hilfe der Variationsgleichur(@érn’1)

und(11.79) bezogen werden:

eG rsinu i
dl=; ——tan— dt
gr2 B G 2 é

(11.167)

Um diesen Ausdruck &ulie Lagrangéemente zuriickzufihren wird im elliptischen Fall nach
Beziehung11.146)

p=L(1 -5 &) (11168

gesetzt mit dem FIéchenparame@tz\/m_p. Mit dem Radius in der Forif11.155), der Iden-
titat

[ sini
2 - 1+ cos
den Definitionen(11.108) fur die Elementel, undL,und dem Ausdruck11.158) fur cos

ergibt sich die Beziehung um den Bezug der Variationen irLdgrangelementen an Stelle
der Zeit auf die wahre Landezu erhalten

3 H _
5ﬂ==fl§(1-tzgnl b cos )’ b¢/£L L;sinl - L, cos (11170
dt \ p m (1+L, sinl tgmﬂ(l 1L§Lé)

Wenn die radiale Beschleuniguryg, in Bezug auf die Zweikérperbewegung bereitgestellt
wird, ebenso die transversale Beschleunigbngowie die normale Beschleunigubg kon-
nen dieGaulschen Variationsgleichungen in deagranggarametern editen werden.

Mit den Ausdriuckerf11.155) und(11.156) kanndie Variationsgleichun¢l1.82) fur die grof3e
Bahnhalbachse althigrangelemente zurlickgefihrt werden. Zunachst ergibt sich
2123 G, p o
- r _ . ,
Ggom B r 9

tan

(11169

L =a
unterBericksichtigung des Ausdruckkl.170)

dl ni- G L) e (Losinl L, cod) br(1Lysih Lytedy g (11170)
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Fur das zweitéagrangeslement ergibt sich
C L e o
L2=eSIn(W+)/Ve(-W )H:M( w )+5\Aé:( W}L3

mit den Variationsgleichungei1.72) und(11.75)

1- 15 L3¢ : i i
dy, _ |L(- L5 3)§ bcosl b5 Ltsi Ly
dl m 1 gl+L,sinl 4, cos$ tﬁ
(11172
3
" \/Lf(l- L5 -L2) (Lgsinl - L, cod) L, dt
N .
m (1+L,sinl 4, cos) ( 1113 Lf.,) dl
Entsprechend folgt
. o e o
=eécoqw + w s ow ) += w
Co=ecos(w + We{w “psh( w )+ W W)L,
und somit
1- 13 -L3) ¢ : i
di, _ |-1( 2 3) ?szsinI +ng L3.+cosl g it
dl m 1 gl+L,sinl +, cos '(ﬁ
- (11173
‘b \/Lf(l- L2 -Lg) (Lgsinl - L, cos) L, dt
N :
Mo (1+Lsinl 4, c08) (1105 LE) d
Fir die Variation des viertdragrangelements
L, =(@i) cos sinW + \aih cos
folgt mit den Variationsgleichungdi1.70) und(11.71) zunachst
: r . N
L, =b, —jcosi sif £1 -cos) sim cos
b {1 cof) }
und schlielich mit der Identit§t1.161)
2 2
%:b Ll(l' L 'Ls) 1 3
dail ™ m 1+L,sinl +, co$
) . (111749
£ 77 ..y Lasinl- L,L cod it
31«/1 -L, k£ sinl e G
i 1415 & g

Entsprechend folgt
L, =(@) cos cosW - Wfn sin
somit
L :bNé{cosi co$ {1 cd§ sin sin}

und schliefRlich
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o [ECE
dai ™ m 1+L,sinl +, co$

i (11175
cos +L,L, sin fit

s [T & cog Lacodrlolosi it
i 1+/1 12 'Sf,il

Fur die Variation des sechsteagrangelements
[ =M, # ¥
folgt mit den Variationsgleichunget1.95) und(11.75)

. e esinu 1 2rG r sinu i
L =31 € gh, B & ) e RManl (11176
é p ru mp G 2

Mit den Ausdriucker§11.132) und(11.146), sowie dem Faktor bdg, wie in den vorstehenden
Ausdriicken folgt schliel3lich

dL, 3 \ . . dt
= @, (Lsinl -L,cod) br(1 Lysih L,+cdy g to)—
dt L, }1- 12 -2 dl
1- L5 -L2
- 2, L L L) 1 a (11177
m 1+L,sinl +, cos dI
3
b \/Li(l L2 Li) (Lgsinl - L, cos) dt
" Mo (1+Lsinl 4 c08) (1 {115 L3} d
Hierwaded er Ar et r ogngefite Fakt or i
£+1 fiir rechtliaufige Bahner(i [ 0,99~
5, =) L _
-1 fur rucklaufige Bahneni I{ 90,1
’ J i % (11179

Der retrograde Faktor isekn veranderbarer Parameter.darf, nachdem er einmal festggt
wurde, wahrend der gesamten Bahnuntersuchung nicht verandert werden.

Damit kann a Stelle der mittleren Epochelangg = L, die mittlere Lange

L=M + & W=n(t-t,) - (s 1 (11179
vorzugsweisém Rahmen einer Ephemeridenrechnung verwendet weltervvariationautet
L=M + € W (s .

Mit der mittleren Bewegung :\/m/ a’ ;/ ML liefern die Variationsgleichunge11.94)

und (11.71) wieder mit den entsprechenden AusdrickeEh132) und (11.146) die Variation
der mittleren Lange in Bezug auf diagrangeslemente



11.3 Agquinoktiale Elemente 91

mdt [0 ¢ 2(1- 1 A5)  Lsinl+L, cod Bt
g1+L sinl +, co$ 1+ ]1 12 k2 gll

|-1(1' L5 "—3)21 . 1 g,sinl- L, cos dt
m & 1l+L,sinl +,co$ Hl+ fl 12 12 dl

3 -
+bN\/L;‘(l- L -Lg) (Lgsinl - L, cos) dt

m (1+L, sinl -|L3co$)(1\-f1|_i.- L;)E

(11.180)

11.3 Aguinoktiale Elemente
Da der stets erklarte Zustandsvektor eines bewegten Himmelskdrpers (Ubliskpauéiden

Fr¢hl i ngspunkktti urefi)n bAe zgaugenmo i st, geht das Be:
AEl ementes?2tzenfi dahin, sie meglichst 2hnlic
noktium darzustellen, weshalb derafthe@=zeliEd lem
net werdeh Il m Gegensatz zum Zustandsvektor soll e

Zweikorperbewegung Konstante sein, die im Sinn der Methode der Variation der Parameter bei

der Einwirkung weiterer die Beweguugfinierender Kra& (neben deNewtorschen Attrak-

tion der beiden Hauptk©°rper) als Variable, d
ablen, aufgefasst werden. Heutzutage werden
kerperbewegung keinel KefisPanametenl sondscaus
als Bewegungsparameter aufgefgssts o dass di e Definition A2qui
wird. Die Ubergange sind flieRend, was vor allem im Lichte einer vertieften und verallgemei-
nerten Bewegungsbeschimeng zu verstehen ist. Die im vorigen Abschnitt behandélse

rangeschen Elemensei nd ver mutlich die ersten derartig

Der in der Literatur am haufigsten anzutreffende Satz aquinoktialer Bahnparameter ist folgen-
dermal3en defiert:

! Bezeichnung vomR. A. BROUCKE (nachBATTIN [1987], p. 492); naclBROUCKE, R. A. andCeFOLA, P.J.[1972]
wurde der Begriff von Arsenault et aingefiihrt ARSENAULT, J.L., FORDK.C., AND KOSKEAL, P.E.[1970]

'Orbit Determination Using Analytical Partial Derivatives of Perturbed MGt&IAA J. 8, 4-12)
Zsiehe etwa ditloots chen APosi ti ons dl6auh®eited0&i i n Abschnitt

% ohne jeden entfernten Anspruch auf Vollstdndigkeit sei eifie Arbeiten hingewieseBROUCKE, R. A. and
CEFOLA, P.J.[1972], CEFOLA, P.J.[1972], CEFOLA, P.J.[19759,KAMEL A. A. [19839, KECHICHIAN, J. A.
[1991], WALKER, M. J.H. ET AL. [1985], usw. Usw. UsSw.
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E =a
E,(=h) =esin( wH W
E,(=1) =ecos( w+ W

E.(=p = tanIE sin W (11181
E(=q = tanIE cos W

E (L) =M, +w+)

Aus diesen Parametern folgen umgekehriaiplerelemente:

a = E
tan— = EZ 4 Yi
: __E
sinW = ——
JE+E
cosw = E, Y W (sin 0O
=
(11182
sinw + W =2
E+E
cosv + W S Y we O0,, sin O
E +E
M, = L, -arctanE =E, acrctaHE—2

Hier zeigen sich wieder die zu erwartenden Singularitaten ilKdplerelementen fur kreisfor-
mige und/oder aquatoriale Bahnen. Die Inklination ist bei diesen Elementen im Gegensatz zu
denLagrangeElementen im Intervali | [0 ,180 )eindeutigerklart, d.h. sowohl fir rechivie

fur riicklaufige Bahnen, allerdings nicht fiir riicklaufige Aquatorbahnen (i = 180°).

Die Berechnung des Zustandsvektors aus den aquinoktialen Elementen, bzw. umgekehrt des
Zustandsvektors aus den aquinoktialen Elememsi@nie derGaulschen Variationsgleichun-

gen erfolgt ahnlich wie bei ddragrangeElementen (Abschnitt1.2 bzw. den reguléren Ele-
menten (Abschnitt1.4). Als unabhangige Variable wird wieder die auf das Aquinoktium be-
zogene wahre Lange= u + w +uW = mit dem Zeitbezug aus der Variationsgleichung
(11.167) verwendet.

Anmerkung: Die Wahl des (etwas befremdlichen) Faktdes(i /2 in den Parametern

E, und E; konnte durch den entsprechenden Faktor in der Variationsglei¢hwi%7) be-
einflusst sein.
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11.4 Regulare Elemente

Eine Modifikation der aquinoktialen Eleminsind die vonEckstein eingefiihrten regularen
Elemente Sie sind flr Kreisbahnen sowie fir alle Bahninklinationen mit Ausnahme von ret-
rograden Aquatorbahnen (i=180°) singularitatenfsé konnen als eine vereinfachte Version
der kanonischeRoincaréElementeverstanden werden, sind aber selbst nicht kanchisch

11.4.1 Definition der regularen Elemente

In Bezug auf di&eplerschen Elemente haben die reigeh Elemente folgende Definitiorfen

ERSNEY
E =a R
E,(=h): =esin(w +)W

E,(=1): =cos(w +)W

E, (=p): %inIE sin W (11183

E (=0): %iniE cos W
Es(=L): M, w + W

Als unabhangige Variableird die mittlere Lange in der Bahn verwendet, daisigie die
mittlere Anomalie M = M +n(t-to) i proportional zur Zeit und daher einen unmittelbaren Bezug
zur Zeit liefern kann:

L=L, 9t &) M w+ (11.184)

wobein=./m & die mittlere Bewegung ist.

Dir originalen regularen Bahnelemente sind nur fir alle (ellipsenpdsmen mit der Aus-
nahme von retrograden Aquatorbahnen (i=180°) definiert. Beim Rechnen mit Satellitenbahnen
gibt es nicht nur an diesen singularen Stellen sondern auch in der Umgebung einer solchen
Singularitéat numerische Probleme. Um auch solche Fa#enen stabilen Reehprozess ein-
beziehen zu konnen, ist es sinnvoll die regularen Elemeptend E; fur derartige Bahnen

umzudefinieren:
EP = cos'E sinw , E? ::co% cos W (11189

Die beiden Definitionen kdnnen zusammengefasst werden, da

! EcksTEIN, M. C. [1972], ECKSTEIN, M. C. [1973], ECKSTEIN, M. C. [1974], ECKSTEIN, M. C. [1978a], s. a.
GIACAGLIA, G.E.O.[1977]

2vgl. in Abschnitt11.9.6ab Seitel32

® Die hier entsprechend dem originalemgrangeshen Vorschlag auch vdecksteinverwendeten GréRdm |, p,
g werden im vorliegenden Bericht nicht verwendet um unnétige Verwechslungen zu vermeiden
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sini—: E(1 -cos) , cois 1( 1 ¢oy
2 \2 2 V2 (11.186)

Mit dem retrograden Fakt¢t1.178 nehmen die beiden regularéfemente die allgemeingtil-
tige Gestalt ah

E, = %(1 -5, cosi) sin W
(11187

E, = %(1 -s, cosi) cos W

Im Fall riicklaufigeBahnen, d.h. (nur!) in dem Fall, dass= 4 gesetzt wird, muss allerdings

das Argument der Breite Ar¢igckw2rtsinlmuws echne
somit allgemeingultig gesetzt werden:

u=s, (Il - Wa w. (11189

In allen Fallen bestehen die folgenden Beziehungen:

sini = 2\/%(1 -5, CO$) \/—;( 1 % cag

(11189
cosi=s,81-4E; E) @
und damit die Relationen
%(1+si cos) =L E} Ef
%(1- s, cod) €] B
(11.190
Wegen der Umdefinitiof11.188) und folglich
u= sl { w+s) (11.197)
mussen auctas zweite und das dritte regulare Element umdefiniert werden:
E,=esin(w +§ W (11102

E,=ecogw +5 W.

Unter Umstdnden muss dann folgerichtig auch das sechste regulare Element umdefiniert wer-
den:

E =5 (M, +w +s W (11193

! Erstmals prasentiert 1. Okt. 1997, IAETA und modifiziert 24. Juni 2013
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11.4.2 Berechnung derKeplerlemente aus den regularen Elementen

Durch Umkehrung der Definitionsgleichungéiril.183) kdnnen dieKepler Elemente mit den
bekannten Einschrénkung«ée, 0, sini C) aus den regularen Elementen berechnet werden:

a=ER =a R

(11199
Aus den Beziehunggi1.189) folgt unmittelbar die Inklination der Bahn aus
cos =s,81-4E; E) @ (11195

wobei s, = 4 nur gesetzt werden muss, wenn der FdlBO° und Umgebung eingeschlossen
werden muss. Die Inklinatianist damit eindeutig bestimmt und es wird

sini = /1 -co$i (11.196)

Fur die Rektaszension des aufsteigenden Knotens folgt im Fall nicht aquatorialer Bahnen aus
den Beziehunge(11.183), (11.187) und(11.190)

SMW=—Ft_  cos W:ES— Warctar ( sin 0, (11197

JEI+E JE 8

Die Lange des Perizentrums folgt aus

w+ § Warctan% , w(=w,+s) W -s A a.sc—ta%

(11.198)
sowie fUr das Argument des Perizentrums im Fall nicht kreisformiger Bahnen
cosw=( SE, sin WE, cos )\é/ , sinw(E, cos W&, sin)—l W
(11199
Die mittlere Anomalie im Moment der Epoche lautet
My=sE, { w+s )W, & ( -w ¥. (11.200

Anmerkung: Die explizite Angabe ddfeplerelemente dient lediglich der Veranschaulichung.
Sie sind furkkompliziertere Berechnungen nicht geeignet.

11.4.3 Berechnung der regularen Elemente aus dem Zustandsvektor

Gegeben sei ein Zustandsvektor
r=xp, Ir, H=p, (r tF

F=Xp, =r, Sriqo rep, Eq‘(pi <r’ rr—®:,G f r'Fp 30 (11.207)

.
c=r¥ ,crsq8 e &F (G E| Frj= 3
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Es werde angenommen, dass das Basissystem in@itialo) ist. Der Perizentrumsvektor
(Wermans cher Vektor(@)3) nach For mel

d=¢r t A~ e=m, ,d> 1 (11202
ergibt unmittelbar die numerische Exzentrizitat

d
e:U . (11.203
m
In allen Féallen folgt der Kegelschnittparameterus
GZ
m

(11.204)

Da die regularen (wie auch alle anderen aquinoktialen) Elemente ausschlief3lich bei elliptischen
Balen eingesetzt werden, kann damit das erste reguléare Element berechnet werden:

2
E =4 1 p 1 mG

~T ¢ B (11.205)

Die aquatorialen Komponenten des radialen sowie des transversalen Richtungsvektors kbnnen
unmittelbar mit den Beziehungéhl.201) berechnet werden

_ % . .
r=— , 0y =— Er . 11.20
Oi r qO G [)g 0] ( @
Da die regularen Elemente mit Keplerelememtefiniert werden, kénnen aus der dritten Zeile

in den Beziehunge(l1.201) bzw. direkt mit den Gleichungdi1.121) die Komponenten des
normalen Richtungsvektors berechnet werden. Damit ergeben sich das vierte und das flnfte
reguléare Element (mit den Beziehundét.189)

C01 —_ COZ
—___ |, E =2 (11.207)
2(1+s, ) JA1+5¢y)

Ein Zustandsvektor ist grundsatzlich oskulierend, somit zeitabh&ngig und im Verlauf einer Be-
wegung veranderlich. Bahnelemente wie hier die regularen Elemente sind jedoch in Bezug auf
die Grundbewegung, die im vorliegenden als Zweikdrperbewegung angenomirdgkon-

stante GréRen. Um die Bewegung zu eliminieren, muss mit Hilfe eines Bahnwinkels eine solche
Reduktion durchgefuhrt werden. Fir die ElemeBteE, undE;, die auf den als konstant an-

genommenen Normalenvektor zurtickgefuhrt werden kiniéft dies nicht zu, jedoch fir die
anderen Elemente, zu deren Berechnung der radiale und der transversale Richtungsvektor be-
notigt wird. Als Bahnwinkel dient im Rahmen der reguléren Elemente die wahre Lange in der
Bahn

l=s,(u+ W+ Ww (11208

Wie in den Beziehungef11.129) auf Seite82, jetzt jedoch auch fir alle riicklaufigen Bahnen
gultig, folgt die wahre Lange aus den Beziehungen
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cos = r011++ $902
? o (11.209
sinl = o * $Q0s
1+ $Gy
Die wahre Anomalie kann mit den Formélri.130) und(11.131) berechnet werden:
ecosu-B -1 ,esinu 4:9 (11210
r m
Dal- s, u= w+ s ergeben sich die Elemente
1 & ap 0 G, o
= 1, s : —F ¢
1+$i Coge( 02 qu)é:Er_ 9 $(I’01 .\ﬂoz) /7; H
(11211
1 € ap 0 G, o
1+5i Cpo & 01 |QO2)¢GE'__ 9 s(roz rﬂm) /7[‘) H

Um den Bezug zur Zeit herzustellen, der zur Berechnung des sechsten Elements erforderlich
ist, der Epochelangk,, wird die mittlere Langd. =s, (M +1) + benétigt. Die Berechnung
erfolgt &hnlich wie in Abschnitt1.2.2im Zusammenhang mit dérmgrangelementen
Dazu wird zunachst die exzentrische Lange

le=s,(E + + (11212

eingefluhrt. Die exzentrische Anomakewird mit den schon bekannten Parameterp,e,u
aus derKeplerformeln(siehe etwa die Formeld1.137) und(11.139) berechnet:

e cosE= 1—|; R , esinE = /R (11213

I

Mit der Beziehund11.191) folgt
esinu= sEsinl - cod
75 5 o (11.214)
ecos/= E cod +sE, sid

Die exzentrische Lange kann berechnet werden aus den Formeln (vgl. die Herleitung der For-
meln(11.141))

. £ rR. € & S E, E, gl
sinl,. = $jE, +———¢ # —2— il —==— cob w
1 EV1-€6'¢c 1+1¢& + 144 8- @(11215)
_ Re @& E O E E, o
cod. = E, + 0§ -—s=—— sih
3E1\/1-e2§el1+J1e2f "1 1 é- ﬂ

Die mittlere Lange wid dann Uber die zieplemleichung analoge Gleichuriyyl.142) erhal-
ten:

L=s,l; -sE;sinl; E,cod, (11219

Da der Zeitpunkt bekannt ist, an dem der Zustandsvektgrgegeben ist und da auch der

Zeitpunkt der Epdre bekannt sein muss, kann das sechste regulare Element, die mittlere Epo-
chelédnge, berechnet werden:
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Es=L, = ”’Ré(t t) - (11.217)

3

11.4.4 Berechnung des Zustandsvektors aus den regularen Elementen

Gegeben seien die regularen ElemeBtéi =1,...,5 und die Epochelandg, = L, =L(t,) zu
einem gegebenen Zeitpunikt Zu einem Zeitpunkt sei der Zustandsvektor zu berechnen.

Die Exzentrizitat der Bahn ist eindeutig bekannt aus

— 2 2
e={E +& . (11218
Der Kegelschnittparameter und der Flachenparameter lauten
p=ER(1-E €) . G mER(1 & g .  (@1219

Die weitere Berechnung sei auf den elliptischen Fall eingeschrankt. Dann betragt die mittlere

Lange zum Zeitpunkt
3
L=E +/”E7?E (t &) . (11220

Mit ihr kann die exzentrische Lande aus der modifizierten Keplgieichung(11.216) berech-
net werden

L=s,l; -sE;sinl; E,cod, (11221

und damit die exzentrische Anomake=s, | ( w +s ) mit den Definitioner(11.192) aus
esinE=s; E sinL -E cod.
ecosE= E cod. 5, E sirt

und entsprechend fiir die wahre Anomalie mit Beziel{aad 91) u= sl { w+ s)

(11222

esinu = §E, sinl -, cod (11.223
ecos/ = E cod +sE, sir

sowie umgekehrt

esinl =s, sin u cos |u
[ E; sin u+E, . ] (11224
ecosl= E, co®/ -E, sinu

Der Bahnradius in Abh&ngigkeit von der exzentrischen Anomalie lautet mit FArhE36)

r=a(l -ecosE) (11225

Zur Berechnung des Zustandsvektorsadwauch die wahre Anomalie bendétigt, die unter An-
wendung deKeplerformeln (11.138) berechnet werden kann:
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E, cosl. +s,E, sin, -E2 E:
1- s, E,sinl. -E; cod;

1- EZ -E} (s, E;sink E,cost)

1- s, E,sinl; -E; cod,

e cos =

(11.226)
esinu =

Auch im Rahmen der regularen Elemente muss die wahre Ué'mgqa( u+ )/1/ + Ww

als Variable zur Herstellung des Zustandsvektors verwendet werden. Analog zu den Formeln
(11.1549) folgt sie aus mit den Beziehunggérl.224) aus

: e s, E,sinl. -E,cod. 2 1
sinl = sé sin., E, E,— E 2" "F g
$g' S Y == i~ SEsinl. E, cod
e i . a
cos= & cob, £, m S ESNk Ecod 1 (e ¥
é l+\/1 -E22 E: E' $E,sinl;  E; code
(11227
Damit konnen der Radius
1_ 2 2
= ElRE( : 5 %) , (11228
1+ sE,sinl E; cod
die radiale Geschwindigkeit
V, = ¢ :ranesin u —anz . Essinl E, eod) (11.229
und die transversale Geschwindigkeit
V, = % =\/%"(1 + B sinl  E,€od) (11230

als Funktionen der wahren Langelargestellt werden.

Um den Zustandsvektor berechnen zu kbnnen, mussen noch der radiale und der transversale
Richtungsvektor berechnet werden, d.h. die Komponenteq, in

fo=ToP; +0o TP - (11.231)
Aus den Formelif11.189) ist wieder bekannt
cos =s,81-3E; HE) @
& &) ¢ (11232
sini =+/1 -co8i

Die Komponeten ry, q, kénnen mitu=s; (I - ) einheitlich aus den Forme(ti1.112) und
(11.120) berechnet werden. Dann wird:
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= 2E,Egsinl 4{1 QEi) co$
r, = 2E,E.cod 4(1 -2E§) sin
e = 2(Essinl E,c08) [ 1E2 EZ
2E, E;cosl -(1 2E}) sin
0p= 2E,Esinl {1 2EZ) cod

Gs= 2(Escosl 4, sinl) m

Zur Probe kann der normale Richtungsveldpr r, 4, berechnet werden. Es muss dann sein
(siehe die Formel(il1.121) auf Seite81):

(11.233

O
=1
2

|

Cor = T02¥03 To3d 02
Coz = Tozlor T os (11-234)
Cs = T01¥o2 Tolos -

11.4.5 Die Gaulschen Variationsgleichungen der regularen Elemente

Die Variationsgleichung@l1.82) ergibt in Bezug auf die regularen Elemente die Variationsglei-
chung fur da®rste regulare Element

e- 2ERJR
JmE(1- E -E)
Die Variationsgleichungen fiir das zweited dritte reguléare Element
E,=ésin(w +5 W e(r'W i19')0(\)’5( wo
E,=ecog(w +5 W e( W i19')SM'(/ W&

kénnen mit Hilfe der Variationsgleichungéhl.72) (auf Seite/2) und(11.78) hergeleitet wer-
den:

gh., (s, Esinl -E,cosl) B (1 Brcod sE, sil) g
(11239

£ = 0,%cosl bCSIE sidy L 2 g L g EsSinl- B cod
m P ¢c P+ g G 1(1_'_5_ cos)
2 I
£ = b, Csinl 0S8 E +&4 N8y 9y " g ESinl-E,cod
m P ¢c P+ g G 1(1+s.cos’)
2 ]
(11.236)

Um diesen Formelsatz vollstandig auf regulére Elemente zurlickzufiihren, missen die Grof3en
p, G, r,cod mit Hilfe der Formeln(11.219), (11.228 und(11.232) ausgedriuckt werden.

Um die Allgemeingultigkeit der Formulierungen zu unterstreichen, werden die Variationsglei-
chungen der reguléaren Elemeriig und E; ausfibrlich untersucht. Es sei zunéclst=1 an-

genommen. Dann lauten die beiden Elemente



11.4 Regulére Elemente 101

ES =sin|—2 sinw , EY %in'é coS (11237

und die entsprechenden Variationsgleichungen unter Anwendung der Variationsgleichungen
(11.70) und(11.71) in Inklination und aufsteigendem Knoten

EY :}(i)' cos- sinW + Win- cos W =
2 2 2

b, ——&inl EQ(EY cos £} sir) g
COSE

Eél’:i(i)' Cos- cosW -~ WA sin W =
2 2 2

bNiigcosl —Es‘l)(Eél) cod EV siﬂ) g
cos,)

ir
2G
Im Fall s, = 4 lauten die beiden Elemente

Ef):cosli sinw , E? =co‘|c.2 cos (11239

und die entsprechenden Variationsgleichungen lauten unter Verwendung der hier wesentlichen
Beziehungu= {I -)

E® = —1(i)'sin'—sin W+ 008 cos W =
2 2 2

bNi.e —1(1 eos) cosl sin Wsin cos g\
sin € 2

(1 eosi) cost cos W sim sin g,

H

Nk N e
Q=

I
N -

— zcosl| —1(1 ces) cds céds W -
i & 2

-%(1 cos) sin sin Wicos v =

CDE%D*

osl ES(Z)(Eff) cod B siri) g .



10z 11 Bewegungsparameter

Diese Variationsgleichungen kénnen mit der Definitidl.187) und den Beziehungen
(11.186) einheitlich in der aIIgemeingUItigen Gestalt zusammengefasst werden:

—————gsinl -E,(Ecosl E, sin) g
G J
f L+s, cos (11239

E =s, 5 G \/m@cosl ,(Es cod E, sif) g

Hier kdnnen noch die Ausdrick®l.219 und(11.228) fur Flachenparameter und Radius ein-
gesetzt werden, sow{@1.232) fur cos. Dann lauten die vollstdndig durch reguléare Elemente
ausgedruckten Variationsgleichungen:

, EREB) 1 |
&= ssinl -E d E, sird
1T M1+Ezsun| +E, cod) m@'” ,(Esco , sif) @,
- [ERE-E-E) |

02 scosl £ 4 E, sin
E 5|2\/;7(1+Ezsinl 1E, cos) \/1_5574;52@05 .(Escod E, sin) g,

(11.240)
Zur Herleitung deNariation des sechstaterregulare Elemente
S =M, tw )

werden die Variationsgleichung€hl.95) und(11.78) bendtigt. Dies ergibt

] £3(s, E sinl - E, cosl)( 0) GGerll e Escosl+s|E sinl @
I BRI E - p 1 {1 E B
bT1I’=‘3wfl- EZ E“‘(t 1) Ga, r, 8 Esinl- 2E c<2)sJ E
i r mg p —1+J1 IS
+bNL E.sinl- E, cod
¢ \/;(1+s cos)
(11.241)

Die Grol3ene, p, G, r werden wieder mit Hilfe der Formelf11.219), (11.228) und (11232
durch die (modifizierten) regularen Elemente ausgedruickt.

Wie in der analytischen Bahnmechanik tblich wird die Integration der Variationsgleichungen
gewohnlich nicht Uber der Zeit, sondern tber einen Bahnwinkel erfolgen, im Fall der reguléaren
Elemente Uber der wahren Lange. Im Fall der (modifizierten, d.h. audkalil retrograder
Aquatorbahnen anwendbaren) regularen Elemente hat die wahre Lange nach(Ebuis8)l

die Darstellung

l=s;u + Wsg u +w, § g (11242

Die Beziehung von Zeit und wahrer Lange erfolgt mit den Variationsgleichy@@&i8) und
(11.80) aus dem modifizierten differentiellen Ansatz
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4 (1- s, cos) g S g

é iy Al 5L S u . u

dl=s égz +gh, FSINU Y2 8t =s gg ol Esinl- E,cod o

er G (1+s, cos) u e G }(1+$ CoB) u

& ' H 8 2 H
(11243

11.5 Geostationare Elemente

Speziell fur die Untersuchung geostationarer Bahnen werdeeksteinfolgende Elemente
verwendet An Stelle des ersten regularen Elemefits a wird die relative Drift des Satelli-

ten in Bezug auf die tropische Erdrotatigeingefuhrt:

. N-ny 1 m
= . n= . 1124
ST " RUR () e

An Stelle der mittleren Lange zuip&che wird im Fall geostationarer Parameter die relative
geographische Lange des Satelliten in Bezug auf die lokale Ortssternzeit der geographischen
Soll-Lange zur Epoche verwendet:

Eo:=/o: My w + WRQ . (11.245

Im Fall einer exakten geostationdren Bewegung (d.h. im Rahmen einer Zweikdrperbewegung)
verschwinden alle diese modifizierten Eleme. Als weitere Elemente werden die regularen
ElementeE,, E;, E,, E; wie im vorhergehenden Abschnitt verwendet.

11.6 Positionselemente

Im Rahmen einer Modifikation d&rouweischen Storungstheorie flr erdnahe Satellitemba

nen fihrteF. Hootsd en Begr i f f AfPioeslierbei hamlelt ed siehira &8enti-

chen um Polarkoordinaten, also um Parameter, die sich mit dem Bahnwinkel &ndern, die als
Aschnel | e PahmeadeeallgemeieniKeple®ewegungim eigentlichen Sinne nicht
als AEl ement e btenzDurichcUmackreibung elBralweschen Giorungs-

theorie fur die Bewegung von Satelliten im Erdschwerefeldkepler (bzw. Delaunay) Ele-

menten auf did P ¢ $ io n s e | e mélootsgefuingenadie armlgtischen Formeln zu ver-
kiirzen, dadurch Rundungsfehler einzusparen und eine schnellere und zuverlassigere Berech-
nung des Zustandsvektors zu erreichen.

11.6.1 Definition der Positionselemente

Im Ortsvektor

(11.246
wird der Radiug als das erste Positionselement, im Geschwindigkeitsvektor

! EcksTEIN, M. C. [1978b],ECKSTEIN, M. C. [1980]
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P =1r, +9z , 93 E,r,g,00 (11.247)

werden die radiale Geschwindigkeitals das zweite sowie die transversale Geschwindigkeit

rz als das dritte Positionselement bezeichnet. Die wahre Lénge (unter Einschluss von riick-
laufigen Aquatorbahnen:=180 ;'s, sgr( cois) ) wird als sechstes Positionselement verwen-
det:

p=1 su + Wsg o W, 3¢ . (11.248

Die zwei noch fehlenden Parameter werden aus dem radialen Richtungsydktar. dem
transversalen Richtungsvektgs gewonnen. Dazu seien dig Basisvektoren im Fruhlings-
punktbezogenen Aquatorsystem. Dediede Richtungsvektor hat hier die Darstellung

b = Py (11.249

wobei nach Formgll1.28) auf Seite63 die Koordinaten im Einzelnen lauten:

fy = €09 siu sin Weos cos
f,, = €09 siu cosW+cas sin (11250
e = Sinisimu

Hier wird zunachst die Rektaszension des aufsteigenden Knaleng der wahren Lange
aus Forme(11.248 und dem Argument der Breite= u + eliminiert

W =1 -.8 (11251

sowie die Inklination durch ihren halben Wert ersetzt:

_,
I

Lol sl ﬁsirh sin cas - sobs §lm)
2 2

01 g
+cosl cosu + ssih sin cas
fy = gcosz% -sirfla Ecots sin cas + ssin szlm) (11252

+(sin| cosu - ,scos sin ccus)

- I
lo 2sin— cosé simi

Hootsverwendet nun das Parameterpaar
sin~ sinu , sin- Cosl
2 2
als APositionselementefi. Sie fe¢ghren=188°)1 er di |
nach wie vor auf eine Singularitat. Diese kann vermieden werden, wenitliahid im Fall
der regularen Elemente,Hs in Abschnitt11.4.]) fur ricklaufige Bahnen das Parameterpaar
cos'— siu coslr cos
2 2

verwendet wird. Die beiden Variablenpaare konnen mit Hilfe des retrograden Faktors (&hnlich
wie im Fall der regularen Elemente (Abschaitt4.1)

s, =sgn(cos
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und der Beziehungen (sie(EL.186))

. 1 .
_ = - 1 -

sin> 2( cos)

cos. =
2

(11.253

NP

(1 +cos)

zusammengefasst werden. Dies ergibt die allgemeingultigen Positionselemente

P, = 4/%(1 - ;®0s) sin
(11254
p, = ,/%(1 - ;g0si) cosl
Es folgen die Ausdriicke
sini. = z\/E(l-iscos)\/E(l + g
2 2 (11.255
cos = s(1 27 2
und die Zwischenbeziehungen
l(1+ scod) =1 pi pi-
2 (11256

1 .
L0 scos) = b

Somit lautet schlief3lich deadiale Richtungsvektor in Positionselementen

2 $p,PsSinpg (+1 2p24) COSP,
2 9, pscosp, (& 28) sinp, (11257)

s = 2P4\1-p5 P}

Der transversale Richtungsvektor hat die Darstellung

B = %P (11258
(siehe wieder die Formé11.28) auf Seite 63) im Aquatorsystem die Koordinaten
Q,, = -Cosicosl sin W sin cos
0, = COsi cosi cosW - sin sin (11259
O = Sinicouu

mit den Positionselementen,, p, aus Forme(11.254) somit

Oy = -2PsPsCOSP; - (SI- fos) sinp,
Op = 2P, psSinp + (i 2 piﬁ,) cosp, (11260
Oos = 2 ps’\/l 'pi 'pg



10€ 11 Bewegungsparameter

Zusammenfassend |l auten die modifizierten APoO
pp = T
p, =
=1z
1 . .
p, = E(1-i$os|) siru (11.261)
1 )
p, = E(l-is:os) cosl

Ps = = .9 + W

11.6.2 Berechnung des Zustandsvektors aus den Positionselementen

Bei Vorgabe dieser Parameter ergibt sich der aquatoriale Zustandsyeakimus den Formeln
(11.257) und(11.260)

r= pr :plr(ini

_ _ . (11262
= pry W8, B0, PEApP,; .

11.6.3 Berechnung der Positionselemente aus dem Zustandsvektor

Umgekehrt kbnnen die Positionselemente aus einem Zustandsvektors berechnet werden. Au

c=r¥ Hop, ©op = (11263
= G(sinisin W, =in cos py ed9,)
ergibt sich mitG = |q
Cpz = S —cos : (11.264)
G
womit auch
s, =sgn( cos$) (11265

bekannt ist. Damit sind di@,, p. eindeutig aus dem Zustaswektor berechenbar. Um diese

Parameter zu berechnen, folgen aus den Komponenten des radialen und des transversalen Ein-
heitsvektorg11.250) und(11.259

fs = Sini siru
0,; = Sinicosu
und es wird
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1 N T r
= . /=(1 - sos)-= = o3
Pa 2( ' ) sini 2(1+ $COS)
. = %(1 ) i$osi) Qo3 — s

sini [2(1+ scos) |
wobei sini aus Beziehunl1.255) eingesetzt wurde.

Die Lange p; = | kann aus den Forme(tt1.257) oder(11.260) berechnet werden. Dazu wer-
densinl, cod entweder aus den,, r,, oder aus dem,,, ¢,, berechnet. Im ersten Fall tritt
eine Singularitat fum,, =r,, $ auf, im zweiten Fall furg,, = q,, H. Wenn die Bewegung
also nicht geradlinig aufgefasst wird, ist®q, ,0 und es kann nicht gleichzeitig
i=To, ®o1 &g, O sein. Eine der beiden Lésungen 8inl, cod ist also sicher singulari-
tatenfrei. Es bleibt fur die Berechnung dpr aus dem Zustandsvektor=xp,, ¥ =Xp,,
(p, * 0) folgendes System:

== S
, rr JX
o, = ¢ =0 XX (11.266)
r Py
5y
P = 1z Jr r| El E:
r r P,
Cos = Torlo2 102901
s, =sgn(Cy)
0, =  Te (11.267)
2(1+ $0y)
_ Qos
P = T
2(1"' $Cos)
2s, 1 H#,(1 2p3
sinp, = sinl = oPebs 22( 2 (11269
r01+r02
l’01(1' Zpi) -2 $,P,P5 2 g2
cospy = cos = 242 ) '()1 Roo Q
01 02
oder
i _ . _ ZsquZ p4 p5 +001(1 2 Ff5)
sinp, = sinl = 2 L
G0z * Qo2 (11269
1- 2p2) -2,
COSDG = CO$ = q02( p5) lS]Ol p4 p5 ’ QSl qu Q

2 2
qu + q02
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11.6.4 Die Gaufschen Variationsgleichungen der Positionselemente

Die Gaufschen Variationsgleichungen dieser Elemente lauten in Bezug auf dikeradins-
versale und normale Beschleunigungskomponentb,, b, mit den Formelnn Abschnitt 5.1

(Band I1), mit z = p,/ p, sowie U aus der Variationsgleichur{¢1.79), di/dt in (11.70) und
W in (11.71), sowie mit Hilfe der zweiten Beziehuifjl.255)

pl = 7 = p2
. G? P G
= F == L b+ b 2 . p
P, PE b& D, R R pr2 R
. G G p
p, = (fa = 7 _Izo—l b+
o, = 2P Lo BB (11.270

s = ——— i S b,
’ Py 2p3\/1' pi 'pg

pﬁ = $ +

Als unabhangige Variable kann im Fall der Positionselemente die wahre Lange in der Bahn
| =s,u + verwendet werden. Die Reduktion von der Zeit auf diese Variable kann mit Hilfe

der letzten der vorstehenden Variationsgleichungen hergestellt werden:
R
P

)
dl = it . (11.271)

P,
J1- P2 -p .

"OPB& Qo

11.7 Parameter im Apsidensystem

Es gibt zahlreiche Versuche, die Formeln des Zweikdrperproblems so umzuwandeln, dass sie
fur analytische Untersuchungen und nunaresAnwendungen leichter zu handhaben sind und

im Hinblick auf automatisches Rechnen stabiler funktionieren. Die Methode. \Hoots(Ab-
schnitt11.6) zahlt dazuS. Herrickhat bereits 1948 im Zusammenhang der Berechnung

der Bahn des KometedP/Halley eine Parameterwahl vorgeschlagen, die numerische Vorteile
zeigte. Allerdings ist diese Methode nur furr (heghxzentrische Bahnen geeignet, wie sie etwa

im Fall des KometeR/Halley (Exzentrizitdte=0. 96727924) erflllt ist.

! HERRICK, S. [1948]
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11.7.1 Definition der Bahnparameter nachHerrick

Exzentrische Bahnen kdnnen im Apsidensystem dargestellt werden. Der Ortsvektor lautet in
Bezug auf dieses Systémit den Basisvektore(lqu), a”, qi ) wenn die wahre Anomalie

als Bahnparamet verwendet wird:
r=rr, = (q(lp) cos gt sinL) (11272
Der transversalRichtungsvektor hat bei Bezug auf das Apsidensystem die Darstellung
9= a7 sinu o) cosu (11273

Damit lautet der Geschwindigkeitsvektor im Apsidensystem
F=rr, Eq . Zcow S sin u@P  r&in u S os a'\R (11.274)
r C r = C r =

Herrick verwendet flr den Bezug des Ortsvektors nicht die Richtungsvektoren des Apsiden-
systems, sondern den Perizentrumsvettond den Parametervektiorwobeic der Normalen-
vektor ist:

d=em” ,c <Gc, &(r, q3) r E G(q = q(zp)) F cd =mgP=. 11275
Diese beiden Vektoren werden als Bahnparameter benutzt, wobei in diesem Zusammenhang

stetse >0 angenommen arden muss. Die Exzentrizitat folgt aus

e= i . (11276)
m

Mit dem Flachenparamet6&, der im Fall einer Keplerbewegung mit dem Kegelschnittparame-
ter durch p = G*/ m verknupft ist, folgt

f2
== . 1127
P=Z (11277
Im Fall eirer elliptischen Bewegung wird nat die grof3e Bahnhalbachse berechnet
__b
a= . 1127
s (11278

Die raumlichen BahnelementeW, w konnen berechnet werden aus den Beziehungen

! hach Abschnitt 8.13.1 (Band II)
2 siehe die Formeln (8.447) in Band Il
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d = en{pl( -cosi sin wsin W ¢os wcos W -
+p, ( cos sinw cosW +cosv sin W +

-p,  sini sinw}
f = emG{p, ( cosi cosw sin W -sin wcos Y (11279
+p, ( cos cosv cosW - siw sin W
+p, sini cow}

¢ = G{p, sini sin W p, siri cos W3 cd$

Damit sind (wegerd® &) 5 unabhéngige Parameter bekannt. Es bleibt als sechster Parame-
ter der AnfangswinkelEo bzw. die Anfangszeib. Sie folgen aus der Keplergleichung

m .
M = /§(t t,) E esinE . (11280

Herrick geht nun von einem Zweikorperproblem mit de€eplerschen Beschleunigung

b = +77 r? aus. Allerdings wéhlte er wie in der angewandten klassiddiremelsmechanik
Ublich* die Einheiten so, dass en=1 setzen konnte. Das vereinfacht das Rechnen mit spezi-
ellen Aufgabenstellungen, macht aber theoretische Untersuchungen unnotig unubersichtlich.

Im Rahmen des Zweikorperproblemstituder Perizentrumsvekfdr Aermans c her Vekt or
ALaplacé s ¢ h e rii, Mednkabntaplaces c her Wekt or i)

d:rg2 _Irn g% r')® %‘5 ?—22 r—mqg'-rr' + (11.287)
Mit dem Hilfsparametér
u=r 1O r¥ . (11.282
wird
d=ru ru . (11283

Andererseits erhalt man aus den Beziehurf@&272) bis (11.275) die Ausdriicke

d=em® =S8 sin v $%s Lﬁl" +LeMsin u (11289

g G r &

Auch in dieser Darstellung kann der Ausdrgtk 283 bestatigt werden, wenn die radiale Ge-
schwindgkeit im Zweikorperproblem in der Form

., _rfesinu . Gesint
r= u =
p p
verwendet wird. Analog kann der Parametervektor berechnet werden:

(11.285

L d.h. vor Einflhrung der automatischen Rechner und vor den tber die Bedurfnisse der klassischen Himmelsme-
chanik hinausgehenden Anforderungen der Satellitenbahnmechanik

2 Abschnitt 2.5.2 (Band 1)

% der Parameteu wird nur in diesem Abschnitt in dieser Badung verwendet. Nicht mit dem Argument der
Breite zu verwechseln!
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f=emcqy) =r-e rgrcos u—sm ? e (11.286)

Wird hier der Hilfsparameter
w= emrcosu =(m p} , W m (11287

eingefuhrt, ergibt sich (wied im Rahmen des Zweikdrperproblems) dig21283) analoge
Darstellung

f=rw +w. (11.288
Der Parametaw kann auf den Parameterzurtckgefiuhrt werden:
w=u* r’u . (11.289

In seiner Originalarbeit verwenddtkerrick die exzentrische Anomalie an Stelle der wahren
Anomalieu. Dann lauten die Parametgrieder bezogen auf das Zweikorperproblem)

: 1\/777 _ eJamsinE
E== =, =Y"">"—
rva r (11.290)

u=eJamsinE, ‘u-—-emC—OSE,w fr g, w rs

;
Damit ergibt sich @t Beziehung
wu- uw =ént . (11.291)

In Bezug auf die beiden Parametervektodesnd f des Apsidensystems kann daher der Zu-
standsvektor in der nur flr exzentrische Bahnen geeigneten Form dargestellt werden:

r= Y d +2g
e nt e m

. . (11.292)
f= —d
e nt &€ m

11.7.2 Die Variationsgleichungen der Parameter im Apsidensystem

In den bisher abgeleiteten Beziehungen ist enthalten, wie aus dem Zustandsvektor die Parame-
ter des Apsidensystems und umgekehrt aus destaddsvektor diese Parameter berechnet wer-

den konnen. Werden diese Parameter wie in der Methode der Variation der Parameter tblich
als oskulierende Parameter aufgefasst, mussen die entsprechenden Variationsgleichungen fur
diese Parameter hergeleitet waerddeben den Variationsgleichungen fir die Parametervekto-
rend und f werden in diesem Fall auch die Variationsgleichungen fir die Hilfsparameter
u,u, w, W bendtigt. Es werde angenommen, dass der zu betrachtende Beschleunigungsvektor

im Leibnizsystem gegeben sei:
F=bg,ro 99, BC, . (11293

Hier bedeutety,, die radiale Beschleunigung ohne die im Rahmen des betrachteten Zweikor-
perproblems schon berticksichtigfeplersche Beschleunigung.

Aus u=r rC wird mit G = ma(l -ez)
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a=2 10 W) gy, Gk d(by) (11294
dt r dt
W= 120

Wird mit den Zuordnunge(11.287) W= ¥ unter Vernachlassigung héherer Stérungen ange-
nommen, kann gesetzt werden

=2

eu r° o
We me— — |y . 11.29
8!’ r2 H ( 5)

Damit lauten die vollstandigen Variationsgleichungen fur die Parameter des Apsidensystems:

d=rid -fu
. (11.296)
f=rw 4 w .

Als sechstes Element wahkerrick die Epochezeibt Die entsprechende Variationsgleichung
kann aus der mittleren Anomald =n(t -,) hergeleitet werden:

‘?j—tsz%n %M ¥ . (11297

Hierzu wird aus der Keplergleichuii@l.280) mit E und esinE aus(11.290) erhalten

M=n -6sinE = d—QIZL (11.2998
me’ Jam
sowie mit den Ausriickefi1.283) und(11.296)
. u .. .
M=n ———¢ U ryuor ugc 11.29
7 fam &P 4 (11.299

AuRerdem liefert das dritte Keplersche Gesetz in der Fosw/ /77 & die Variation

n_3a | (11.300
n 2a

Hier muss noch ein Ausdruck fur die Variation der grof3en Halbachse in Bezug auf die Parame-
terd undf gefunden werden. Dazu wird mit der Definition des Parametervelib286)

f® eent G & MGG

erhalten, somit

GG=—§ 1O Gd (r © Y -g. (11301

Aus G* = mpfolgt

p=222 (11.302)

und ausp = a(l -e2) schlieRlich
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a= i

ni - d?

L Ffrg‘ O Gd (fory-2ad g (11303
i € 1%

11.8 Ideale Elemente

In Bezug auf die voP. A. Hansehe i ngef ¢hrten Ai deal en Koordina
syst emi) M Depdféeale Elenmente definiert. Sie sind auf eine Zweikdrperbewe-
gung als oskulierende Bezugsbewegung ausgelegt. NebeBeairrg auf eirHansenSystem,

was sowohl analytische wie auch numerische Vorteile bringen kann, durchbricht die Arbeit
von Deprit den Zwang, dem-@imensionalen Zustandsvektor genau 6 Parameter zuzuordnen.
Hier konnte sich di®eprit in erster Linie auf @ie Arbeit vonS. Herrick abstiitzen, der unter
Berucksichtigung friherer Empfehlungen mit einer héheren Anzahl geschickt gewahlter Para-
meter wesentliche Vorteile bei der stabilen numerischen Behandlung von Stérungsproblemen
erzielen konnteP. Musefiwar desen Weg im Hinblick auf die raumliche Bewegung bereits
durch Einflihrung der vierdimensionalenler-RodriguedParameter gegangen, depritauch

in der hier vorgestellten Theorie verwendete, um im Rechengr&egularitaten vermeiden

zu kdnnen.

In diesem Abschnitt wird die Theorie der idealen Elemente basierend auf der Veroffentlichung
DePRIT[1975] referiert und Uberarbeitet in den Formalismus des Gesamtberichtes eingebettet.

11.8.1 Definition der idealen Elemente

Der Zustandsvektor sei in eineqi')- HanseRSyst em (Aideales Systemf
Ortsvektor mit kartesischen Koordinatgn gilt (siehe etwa die Abschnitt 4.3.16 und 8.12 in
Band I1)

r=yVall aflql) Wl (11309
undfir den Geschwindigkeitsvektor
i=yql) #4qY . (11309

Der (absolute) Beschleunigungtor lautet mit Hilfe deFreneschen Formeln dddansen
Systems (8.433) bei Bezug auf élansenSystem

F=yql) Dy =y Wal) g
11306
) ) G (
0a) el aCq

Die basierende Bewegungsgleichung lautet, wenn von einer Zweikérperbewegung ausgegan-
gen wird:

! Siehe die Abschnitte 2.7.7 (Band 1), 4.3.10, 4.3.15 und vor allem 4.3.16, sowie u.a. 4.4.3 (Band Il)
% DEPRIT, A. [1975]

% HERRICK, S. [1948], siehe auch in Abschniti.7

* MuUSEN, P. [1958], siehe auch in Abschnitt 2.10.8 (Band I)
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.. r m
F=ms B.ro b, bt r—24=o-R2 B (11.307)

Der VektorR:f asst die ASt°rungenid auf eine Zweik?©r
Storbeschleunigurig b e z @épdthdem Ausdruck

r

k=R e FoR3) A="R, (R ) O (11309
¢

Y Y

Diese GroR3e spielt in der Theorie vbaprit eine zentrale Rolle. Sie hat ineibnizSystem die
Komponenten

-I-@Ol

K® R,r,Ob,~

. a r 0 . ar 0
K&, 2 +8,0,0 1 brg (11309

¢ P = ¢h =

K®, 2 +8,c,0 1 byg.

¢ P = ¢P =

Deprit verwendet bei gegebenem Zustandsvektor als ersten Parameter den Flachenpara-
meterG als den Betrag des Normalenvektors

c=r ¥ G, ,c;y 1=. (11310

Da die Bewegung al s Agdiesutntretres uZweti kwlirrpde r bkeawner
meter auf den Kegelschnittparamgtdrezogen werden:

G=Jmp . (11.311)

Auch Deprit verwendet (wieHerrick im vorhergdéenden Abschnitt) daq(jp) - Apsidensystem
mit dem Perizentrusvektor HermannLaplaceVektor)

d=f & Ar, e=gt’ (11312
und dem Parametervektor

f=cd emcq)) . (11313
Aus dem Bezug des Apsidensystems 4ieibnizSystem (Formeln (8.460) in Band II) folgt
die bei Bezug auf eine Zweikdrperbewegung im Zusammenhang mit den idealen Elementen
bendtigte Beziehung

q\”) - esinuq =r9q(1'°) e, . (11319

Mit dem Perizentrumsvektar berechneDeprit den Vektorb in

Gb=c, d g (Bc)3m, 1, GF =, éf egh |, (11315

dessen Variation lautet

! In der Tradition der klassischen Mechanik bezeichDeterit die GroRerF,undK a | s A Kr 2dffecevéd ( z . B.
perturbing forcé), obgleich es sich hier eindeutig um Beschleunignng& nicht um Kréfte handelt.
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T
b=r -qu EQO

Setzt man hier die Beweguwsgeichung(11.307), sowie die zweite ddfreneschen Formeln
der Astrodynamik(g, = Zr, #,)mitr’z=G =/ /p,GA=rb, undG=rb, ein, wird

b=R, Lp[q% B Co] - (11316)

Dieser Ausdruck kann mit der Definitigh1.308) auch geschrieben werden in der Form

b=K Ac, KC)CO

Aus den Beziehunggi1.315) folgt

r 0
— BC, - 1131
+ BC (11317

e @& =0 - (11318

Aus den beiden letzten Ausdriicken leitetprit den elegaten Ausdruck fir die Variation der
Exzentrizitat her, wobei die Variation des Flachenparamefim:srbr als bekannt angenom-

men werden kann:
daem 9, p)
—a— 3K ) 1131
dtg G 9 ( 9

Der absolute Eigenbewegungsvektor des Apsidensystems lautet nach Formel (8.482) (Ab-
schnitt 8.13.4.2 in Band 1)

D, :ﬁ(qu) cos v 4 sin )/ (r z‘}q(g) (11320

q

In Bezug auf das Apsidensystémat der radiale Einheitsvektor die Gt
r,=q" cosr ¢4 sinu (1132
Somit ist der erste Anteil des Eigenbewegungsveldn%[@der absolute Eigenbewegungsvek-

tor desHanserSysteméund der relative Eigenbewegungsvektor des Apsidensystems in Bezug
auf dasHansenSystem lautet

Dyogs =Dy Dy D MK, (2 Jos (° 2)ad- . (11322
Hier ist z mit der Variationz =G/ r? der (ersteHansersche) BahnwinkelDie Variation der

wahren Anomalie ist aus Form@l1.80) (auf Seite73) bekannt. Dies ergibt mit den Beziehun-
gen(11.309

) ) G é a, r @ G
Z, =2 - U =g, cos sin — ¢ K ql® - 11.32
p emgsz b, sim gl o % FKa ( 3

Somit erhalt manlen interessanten Ausdruck fur den relativen Eigenbewegungsvektor

! Siehe die Formeln (4.319) in Abschnitt 4.4.3 in Band I
2 Siehe etwa in Abschnitt 8.12.3 (Band Il) mit Formel (8.432)
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G
Dyngn = — ~ (K q@)q(;’) . (11324

Damit konnen dig-reneschen Formeln des Apsidensystems (Formeln (8.478) in Abschnitt
8.13.4.2, Band Ilauch in der Form geschrieben werden:

. G . .

¢l = a(K q@)q(zp) hP sin v

gy = E(K ) )q (7 he'Y cos L (11.325
em

<(P) — - & (P) o (P)

;" = hgql sin u g’ €oS ug

Anmerkung: In der Originalarbeit voeprit wird nur der Anteil betrachtet, der in der osku-
lierenden Bahnebene liegt, wofti=0 angenommen wird.

Der Bezug des Apsidensystems auf das HaSysitem ist gegeben durch die Transformatio-
ner (8.456):

a7 = q)cog(w +s) &) si{ w s
V= q\'sin(w 8 d¥ co{ w ) (11.326)

q’ = qf

Hier wurde der ilansesche) Bahnwinkelz = v+ w+ s = ¢, verwendet, wobeis die

Lange in der Bahn des aufsteigenden Knotens ist. Hier flepeit Bahnparameter ein, die
ahnlich dem sogenannten Exzentrizitatsvektor in einem der aquinoktialen Parametersatze sind,
jetzt aber auf daslanserSystem bezogen werden

C:= 27cos(z -y g—”%:oi w }s E=/7(%osP z,
G G G (11.327)
em_. e m. e m
S=—sin(z -§¢§ =sinl w+s —=sin, Zz.
Damit lautet die Transformation des ersten Basisvektors des Apsidensysteragiandan
System

em (p

= g =ca say) (11329

mit dem Differentialquotienten

. . ) . d aem em
Cafl+ &) sl s LA g fe
tgG s G

Yin Abschnitt 8.13.2.2 in Band II

%In der OriginalarbeiDePRIT, A. [1975] wird der Parameter g=u verwendet, in der vorliegenden Arbeit jedoch
mit Z, (entsprechend den Untersuchungen in Abschnitt 5.2.1 (Band II))
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Werden hier did-reneschen Formeln (8.433) détansenSystems und die des Apsidensys-
tems (8.478) eingesetzt, folgt mit den Beziehunddr809) und(11.319)

Cq"+5q)) 4 cql)sin z +&qY) cos Z(h’; q(Z)%(f) (K q(lp))q@ ?'q & sin

Wegen qg') :q(;’) verschwindet in diesem Ausdruck die raumliche Komponente. Werden auf
der rechten Seite auRerdem die Transformatidtér326) eingesetzt, wird

Cal’+sql) Ak aB)al) (kal ). (11329

Durch Komponentenvergleich erh&8leprit die (formal) eleganten Variationsgleichungen der
Parameter C und S:

c=kdqy , s xqllo (11.330)

Far die raumliche Orientierung der Bahnebene verwebDeetit (wie schonP. Muse) um
Singdaritaten zu vermeiden an Stelle darlerwinkel (i,V\/,s) die vierdimensionalekuler-
RodriguesParameter

o W +s
U, :=sin— cos——
2 2
.1 . WH+s
uz::smasm
. (11.33)
I . W-s
U, := COS— Sin——
2 2
i W-s
u, :=COS— COS——
2 2
Diese erf¢llen dié Ainvarianten Relationenh
dy=1, diy =0 . (11332

Mit den Parametern G, C, 8, ist die Bahnform festgelegt. Um die Beweguangs dieser

Bahn beschreiberau kénnen fehlt nch der Bezug zur Zeit. Dazu fuhreprit die mittlere
Lange in der Bahn sowie die modifizierte exzentrische Anomalie bei Bezug adfidasn
System ein:

F=M w % , FE= wA s+ (11.333
Setzt man diese GréRRen in #eplerGleichungM =E -esin E, erhalt man die modifizierte
KeplerGleichung
F=F %[c sin FScos | F (11334

Fir den Bahnradius ergibt sich

1>(Ccos Bsin) gl (11335

u

r=a(l -ecosE)

3@

('Dlﬂ?! D

1vgl. auch die allgemeinen Beziehungen in den Abschnitten 6.3.9 und 6.3.10 in Band Il
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Wird der Hansesche) Bahnwinkel als unabhangige Variable verwendet, kann asegdkr
Formeln(10.24)der Bezug zur modifizierten exzentrischen Anomalie hergestellt werden:

Lcos.z:(cof -€) cof w +F J-1¢é-siE sh w)s =

=cos F ecogw 3 (}\/ﬁ)g cos- sih # )s sin cbs ) g

2 H _
—cos F 9C iCsmF Scos FS

m A 141 €
Mit der modifiziertenKeplerGleichung(11.334) schliel3lih

_ 2
Lcosz = cosF 90 LG— S (11.336)

a m- 141 & M

Entsprechend
%sinz:(cosE -e)\/l € sinEcosw ¥ ( ¢o€ ¢ -§in w) s
. G . G? CsinF - Scos F
=sin F =S % ~ o908 e
sin P ™
somit

_ 2
Lsinz:sians F-F G

— > cC (11.337)
a m- 1+1 € M

11.8.2 Berechnung der idealen Elemente aus dem Zustandsvektor

Der Zustandsvektor sei zu einem Zeitpubktt, in Bezug auf ein (inertialeNewton) p, -
AquatorSystem mit den kartesischen Koordinatenx gegeben:

r:Xipi W #pi )*pu . (11339

Unter der Annahme, dass dieses System ein inertiales sei, wird Giblicherweise eine Eigenbewe-
gung diesesSystems vernachlassigp; * 0 . Der Normalenvektor der oskulierenden Bahn-

ebene
c=r ¥ G&c, (11339

liefert als erstes Element den Flachenpararr@te*q. Mit Radius und radialer Geschwindig-
keit

r=l , r =— (11.340

konnen im oskulierenddreibnizSystem der oskulierende radiale und transversale Richtungs-
vektor bestimmt werden:

r re.
fo=" 1 Ao -—a(r i) . (1134
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Mit der Geschwindigkeitvy =|r'| kann im Fall einer als elliptisch angenommenen Bahn die
grof®e Bahnhalbachse mit Hilfe der Energiebezieh(hty27) (auf Seite63) aus

rm
a=——— 11.34
2m rV? ( 2
und die Exzentrizitat wege® = \/mp :,/ na(l e2) aus
2
e= h S (11.343)
am

berechnet werden. Um die auf élansenrSystem zu beziehenden idealen Elemente herleiten
zu kémen, muss willkdrlich (1) eitdansenrSystem festgelegt werden. Dies geschétiveizum
Zeitpunkt (der gegebenen Epochigyt durch

aV=r,(t) . a¥ =, . q) @ft) (11.344)

Der Perizentrumsvektor lautet nach ddmaplaceéd s ¢ h e n ) (11B1P)tured glen Beziehun-
gen(11.326)

d=r ¢ ar, e=a” e#p'cos w) &l si( g (11345
Damit konnen die idealen Parame®emdC berechnet werden:
dé, em” q!® e mog w )s+GC= (11348
d@, sm” qi® e min( w )s+GS=.

Um die mittlere Langé& in der Bahn zu berechnen, die als weiterer idealer Parameter bendtigt
wird, werden zunéchst aus der Bedingung v+ w+ SO die trigonometrischen Funktionen

der wahren Anomalie berechnet

enmcostGC , e sn # GS . (11347
Mit denKeplerformeln(10.24) kann die exzentrische Anomalie berechnet werden
encosE=-GC+é m, e BME =—— GS (11348
a aVl- &

Die exzentrische Lange in der Bakrergibt sich dann wegen der Definiti¢hl.333) aus

(c+)sin F =g ric & —-§ §
Gg ¢ a =<y
i ) ) (11.349
c?+s)cos F ¢ ris Spl &2
(v S)eos ™ G o B By
und die mittlere Lange F tber die modifizieltepler Gleichung(11.334) aus
F= F —_ . (11.350

Jam

Die Transformation vonp, - Aquatorsystem in daq(j') - HansenSystem
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q!

geschieht mit den Koeffizienté6.162) und den Zuweisunge®- W,B - i,C - -s mit
den zu bestimmenddtuler-RodriguesParametern,

=a'p (11357

a,=W -u, ¥ W} cesisins sin  \bss cos
= (u u, +u3u) =cesi sis cos \Wos sin
,=2(wuy, -u,u)  =sinisins
:2( U, -U, )  =cesi cos sin \Wims cos
a,= ¥ & u§ U+ cosicos cos  Sis+sin (11352
:2( u, #4u)  =sinicoss
=2(uu, Hu, u) =sinisin W
:2(u wu)  =siicos W

8= U Y U§’r U+ cosi

Der NormalerRichtungsvektor lautet Aquatorsystent, =a,' p, mit den Koeffizienteh

a, = sinisin W =C1;(X25<3 *sxz)
a,, = -inicos W 1( X3 % %) (11353
A, = cosi :é(xlxz XZXJ) ‘

Entsprechend auf Grund der Zuordnunffeh344) gelten die Beziehungen
r=xp, =q{) ma'p, ,r wp, ¥ Sqf (11354
r

sowie
r r..
qgl) =r, = , q(zl) C:;_g rq-(ll) 8 (11353

Die noch fehlenden Koeffizienten der Transformationsmatrix lauten daher in diesem Zusam-
menhang

aﬁ—ﬁ , 8y %[rx EX] (i 123 . (11356

Um die Euler-RodriguesParamete(11.331) aus dem Zustandsvektor zu berechnen, darf man
nicht tber didculer-Winkel gehen, da dadurch die bekannten Singularitaten eingeschleppt wer-
den konnenA. Depritging hier geometrischior tiber einen auf die UberlegungBodrigues
zuriickgehenden Rotationsvek®@r der eine enge Beziehung zu Quaternionen dafstdkin

' Band II, Abschnitt 6.3.9

2Band II, Abschnitt 6.3.10, bzw. die Koeffizienten (8.426) in Abschnitt 8.12.2
3 siehe die Beziehungdfl.7) auf Seite61

* RODRIGUES O. [1840], DEPRIT, A. [1975], p. 5
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kann aber auch einfach algebraisch die Parameter aus den Bezie(iLhg&® errechnen,
wobei allerdings durch die Auflésung von Quadraturen Mehrdeutigkieéeden Vorzeichen
eingeschleppt werdedije durch Parallelrechnungelingniert werden missen. Daher werden
mehrere Loésungen angegeben. Zunachst ist auf Grund der invarianten R&lb888)

a,=1-25 28 , &, 1=2¢ 2f-, a; 1 24 2j (11.357)

Es ergeben sich somit dielgenden vier alternativen Beraeingen deEuler-RodriguesPa-
rameter aus der Transformationsmatrix vaﬁﬂ) - HansenSystem in das fundamentale (iner-

tiale) p, - BasisSystem NewtonSystem):

A t *
U = E\jl ail &, a3, U %L:llil v U %&23_1 v Uy a234ul%2 (11358)
oder
_ ol A, ta, st 3, 85 -,
=< h - S22 T 23 =% 8L = 1135
AL A 3 as, U o T Ty (11359
oder
N | 8, + a8, 85y 18y a5, 8y
- o f _ S s He2 s 11.36
2\/ a; &, agh U an u, ay U, m ( 0
oder
1 ; -
w= o a8 at ag—z;% v as—lm}al—s’ e %Tf'l - (11360

Damit sind die idealen Parame(&s, S, G F, y, y, Y, ) aus denZustandsvektofr r ) zum
gegeben Zeitpunktgefunden.

11.8.3 Berechnung des Zustandsvektors aus den idealen Elementen

Gegeben seien di eG,8, Cdewa, 8 o zueineambestinimeef Zeitpunkt
t. Die Definitionen dieseParameter sind in den Formdlhl.311), (11.327), (11333 und

(11.331) gegeben. Gesucht ist der Zustandsvektqr) .

Da es sich um eine Kegelschnittbewegung handeln soll, wird die Exzentrizitétefninis
der zentrischen Gravitationskonstameberechnet aus

=8 [ i (11362
m

sowie die grof3e Bahnhalbachse aus
GZ

(11363
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Die Parametef und C sind auf dasHansenSystem bezogen. Sie liefern detafserschen)
Bahnwinkel des Perizentrums

Z,= wt+ s (11364

wobei im Fall kreisformiger Bahnen (e=0) willkurlich, = 0 gesetzt werden kann. Die modi-
fizierte KeplerGleichung(11.334)

F=F %[C sin FScos | F (11369

liefert nach iterativer Auflésung die exzentrische aufldassenSystem bezogene Anomalie
F, mit deren Hilfe der Radius

r:agl
e

und derHansersche Bahnwinkel berechnet werden kdnnen:

& C cos FSsin [? (11366
U
m u

cosz—aé'cosF Cc F-FE s §

=—é — —S U

rea m  1+41 < m-
© o (11.367)

e ; 2

sinz :Eésin F ES —igc U

ra m 1+1 e M

Die Basisvektoren dddansenSystems werden in Bezug auf das dquatopaleBasissystem
(NewtonSystem) dargestellt durch

o’ =a'p, . o) =p . oY) &p . (11368

Da die Parameten, auf einHanseRrSystem bezogen sind, folgen die Koeffizienten aus den
Transformgéionsformeln (6.162) mit den Zuweisungén W, B - i,C - -s (Bandll)

a,=u -U dy Uf

a,=2(wu, w,u,)

a,=2(uu, -u,u,)

a,=2(u U, -y u,)

a,= & & B U+ (11.369
a, =2(u,u, +u U,

ay, =2(u Uy +u, u,)

a, =2(u,u, -u u,)

8y = 4 W U+

Der Ortsvektor lautet damit:

r=rr, = g(l')cosz o) sin zg (11370

! Der Bahnwinkel des Perizentrums wird in der Originalarbeit@epRrIT, A. [1975] mitg bezeichnet.
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Entsprechend lautet der transversale Richtungsvektor
q,= q\)sinz o) cos z (11.379)

Der PerizentrumsvektoHermannLaplaceVektor) kann mit den Ausdrickgiil.312) und
den Beziehunge(l1.326) auf dasHansenSystem bezogen werden

d=em!” =e /gq(l')cos( w+)sq¥ sir( w)+g
somit in Bezug auf die idealen Elemente

d=G &caq’) ) g . (11372

Mit Hilfe der Beziehund11.312) kann jetzt der Getiwindigkeitsvektor berechnet werden:
. _ 1.
:634(30 4 m, 8 (11373

Schlie3lichfolgt die radiale Geschwindigkeitie tblichaus
r®

F=— . (11374
r

11.8.4 Die Gaulschen Vaiationsgleichungen der idealen Elemente

Die Variation des Flachenparamet&sst der transversalen (StpiBeschleunigung prapti-
onal. Nach Formél(11.68) (auf Seite71) ist
G=rb. . (11375

Die Variationsgleichungen der Paramefarnd Swurden in Abschniti1.8.1mit denFormeln
(11330 hergeleitet. Hierzu wurdaie effektive Storbeschleunigur(@1.308) verwendet
K =R, _rpr" €, R3) . (11376

wobei F die GesamStérBeschl euni gung i st mi t der ei ne
wird. Dann ist mit den Basisvektoreﬁ'),q(z') einesHansenSystems

c=kdqy , s xqllo (11.377)
Entsprechend den Definition€hl.327) ist

._daem g em._ . :
" qiEg O g SN Kk ql0
df i (11379
. _daem o e m (1) ¢
S=— nz, +— Zcos X-q;’0O
dtae_gG § P g f pZ a;

Da der Perizentrumsvektor (entsprechend den Beziehuiig®&B826)) die Richtung
qu) = q(l') Cosz, ql‘z') sin g hat, ergibt sich die Variation fir die Lange des Perizentrums in
der Bahn mit Hilfe der Beziehur{§1.324) zu

! bzw. Formel (4.307) (Band II, Abschnitt 4.4.2)



124 11 Bewegungsparameter

. G B )
Zo= — K ad Dmyco O (11379

Die Variationsgleichungen dé&tuler-RodriguesParametef11.331) lauten bei Bezug auf ein
als inertial angenommenes Basissystem (dessen Eigenbewegungsvektor identisch verschwin-
dend angenommen wirg, * 0) mit den Formeln (6.177) (Abschnitt 6.3.Band 1)

20, =h( y,sin z &, cos )

20, =h COoS Z 4y, sin
20, =A( usin z -u, cos
20, =h( ucosz d,sin

Hier ist z der auf dasdansenSystembezogene Bahnwinkef; die Variation des raumlichen

Drehwinkels, die (siehe etwa die Beziehungen (4.308) in Abschnitt 4.4.2, Band II) proportional
zur normalen (Sté)y Beschleunigung ist:

A =ébN . (11.381)

Es fehlt noch die Variation der auf ddansenSystem bezogenen mittleren Lange in der Bahn
F=M w 5 M 2

Die differentielle Beziehung zwischen wahrer und exzentrischer Anomalie wurde in Formel
(11.86) (auf Seiter4) berechnet:

2 -
E = Ve rsinu (11382

p pl- €

Die zweite deKeplerFormeln

rsinu=a,/1 € sinE (11.383
fuhrt auf

g=ySNE GSINE (11.384
sinu 1- e
Die Variation der wahren Anomalie kann mit Flachensaiz =G und der Variation der Lénge
des Perizentrumd 1.379) bei Bezug auf eine Zweikdrperbewegung erhalten werden:

._ .G G (P)
u= z- = —+K O . 11.38
X T ek (11389
NachDepritkann die Variation der Exzentrizitat durch folgenden Ausdruck dargestellt werden,
wenn die Delaunaglementé L =./ma,G =/ mp £J1 €&, sowie die Beiehung(11.319

beriicksichtigt werden:

Yin Abschnitt11.9.5auf Seitel31
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€ _s of eé L . e I;(1' ez) -eel L,
1- € L 1-€ L L\1- € J1 - L
eL @
eG- eal1 -8 —=S- ¢
TR B¢ .0 eeGeqd |
G L G L
ed aem 9
Sy
__dtcG TEE EK q(zpé) e£+
em L m L
G (11386

Mit der radialen Geschwindigkdit1.16) und der zweiteiKeplerBeziehung
Gi=ensin v , rsin traJ1 € sinE (11.387)

sowie der Transformatiofi1.314) ergibt sich schlieflich die Variation der exzentrischen Ano-
malie, wenn noch die mittleiéeplersche Bewegung =/m7 & eingestzt wird:

E— K @Fql &, 8 an (11389

Um einen Ausdruck flr die Variation denittleren Langd- in der Bahn in Bezug auf elfian-
sen-System zu erhalten, wird zunéchst noch die Variation der mittleren Anokhdlénotigt.

Diese ergibt sich aus d&eplerGleichung zu
M = E -%(esin 5 . (11389

Um den zweiten Summanden der rechten Seite dieses Ausdrucks zu berechnen, wird aus den
Beziehunger{11.387) gebildet

rr = JamesinE =LesinE |, (11.390
somit
d dL d, .
—(rr)=—esinE 4+ —(esingE) = L L=|= esin 11.397
dt( ) dt dt( ) L ( 9 ( )
Aus rr =r rCfolgt
d, ,_d N .2 . A2 1 86m
—(rr)=—(r r=rr+ = 35—rF ; . 11.39
dt( ) dt( 9 % a 2r 2 ( 2
Unter Bertcksichtigung von Beziehu(igl.sog) folgt
9 (esinE) = eﬁ? _m b, K cg =1 o an éLr? i+ . (11393
r

Die mittlere Lange in der Bahn hat somit nach Kombination der Ausdr{ick888) und
(11.393 sowieerganzt durcl{11.323) die Darstellung

F=E d(esmE A OF——— 21
dt ﬁ’(l+ 1-62)

Im

Kagl 6—=—Kr, . (11399
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Der Bezug auf eirHansenSystem mit Bahnwinketr kann mit den Transformationen
r,=q!)cosz €% sinz ,q¥ & cos,zq¥4 sin, (11.395

und den Definitionel(11.327) sowieden zugehdrenden Variation€rl.377) erhalten werden.
Dies erlaubt die elegante Darstellting

(CS_ SC) V- ¢ (Scosz C—sin% (11.396)
n‘(1+ 1 € ) G

Kritische Anmerkungen: Wird die Formél u,u,- u, U +u, u, 4y, yauf die allgemeinguilti-

gen Variationsgleichungéder Euler-RodiguesParameter angewendet, so ergibt sich die all-
gemeinglltige Beziehung

. . L1
G- G Ay 4y SR (11397

HieristD,,di e nor mal e Komponente des Eigequrbewegm

System bei Bezug den'p‘.i - Systems auf dag, - System NewtorSystem). BeHansenSyste-
men verschwindet die dritte Komponente des absoluten Eigenbewegungsvektors identisch:
D 3 =0. Somit bleibt (vgl. die Formel (6.176) in Band Il) (dé& sind die entsprechenden

Parameter der Transformationsmatrix, wie sie zum Beisp{&lin59 auf Seitel40dargestellt
werden)

De= & Dy (11399

Wenn beiDeprit daher die Beziehung, u,- u, 4 +,u, 4y Oal s Ainvariante
verwendet wird, bedeutet dies, dass die Eigenbewegung d&sa s i s s yNewtadys- ( A

temfi) vernachl 2ssigt wird. Dami t HamserSydte-a b er ¢
men Ubersehlre namlich eine absolute Bewegung zu beschreiben. Ferner erdéprit als
definierende Eigenschaft vatiansenrSystemen (ideale Systeme) die Eigenschaft, dass beim

Wegfall von ASt°rungeni Demiral Biggseelbcéywecgiungs v e
bezeichnet) deslanserS y s t emesmediate frame ) gl eich dem Drehvek
ebene vonHansenin dasLeibnizSy st erbtalfratéi) sei . Di ese Aussage

schon beim Wegf al 4Besechtennigungen znaind éshauak SnteterSiis-

teme (Apsidensystem, Knotensystem) anwendbar. Die wesentliche definitorische Charakteri-
sierung eineBlansenSystems, wie sie iBatz H1(Abschnit 4.3.10, Band Il) beschrieben wird,

dass namlich der Eigenbewegungsanteil eines aufl@ansenrSystem bezogenen Geschwin-
digkeitsvektors notwendig und hinreichend verschwindet, wird vorbdpritschen Aussage

nicht erfasst. Implizit verwendéeprit auch dieFreneschen Formeln deseibnizSystems
allerdings nicht in der eleganten Form (4.319)Abschnitt 4.4.3, Band II). Das liegt daran,
dass die GrofReb, / Gvon Deprit nicht mit der Drehung um den Radiusvektor mit der Win-

kelgeschwindigkeit/i gleichgesetzt wird, wie es nach den Uberlegun§tables (sehe in

Vorsicht: die hier hergeleitete Formel hat vor dem zweiten Term ein anderes Vorzeichen als die Afbetriton
%1n der Originalarbeit voepritist in dieser Formel ein Vorzeichenfehler enthalten

% Die Variationsgleichugen (6.167) in Abschnitt 6.3.9 in Band |l
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Abschnitt 2.10.15, Band 1) als notwendig erscheint. Gleichwohl dirfen die Arliaéerits

zu den Aidealen Elementenfi als eine interess
wickelten allgemeingultigen und grundlegenden AussagerHd®sa-Systeme gewertet wer-

den.

11.9 Kanonische Elemente
11.9.1 Kanonische \Variable

Ein System von Differentialgleichungen wird als kanonisch bezeichnet, wenn es die Form
dx. dy
X _ W , B/ S . j 1=-n (11399
dt py, dt X
hat.tist die unabhangige Variable, die, y, werden als die kanonischen Variablen, die Funk-
tion F=F (xj Y, ;t) alsHamiltonFunktion des kanonischen Systems bezeiclivet kanoni-
sche System ist von der Ordnung(2®F r ei hei't sgr adef)

Wenn dieHamilton Funktion nicht von der unabhangigen Variabteabhangig ist, ist nach
Definition (11.399)

n a . 1 0
d_F = a %% -I_E% 8@; , (11400
dt = QB dt y dt 9
somit ist
F =const (11401

ein erstes Integral des kanonischen Systems. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft kano-
nischer Systeme.

Falls dieHamilton Funktion von der unabhangigen Variabtesxplizit abhangig ist, kann die-
ser Fall durch Erhéhung des Freiheitsgrades auf den getmemden Fall zurtickgefuhrt wer-
den. Dazu wird die Variable

Xn+1 = t
eingefuhrt, sowie die neddamilton Funktion
F'=F 4, mit % & . (11402

Das kanonische Differentialgleichungssystem hat dann die Gestalt

dx; ’ dy )
DY B fwr o 12enp 14 (11403
dt py, dt ¢

Hier hat die modifiziertédamilton Funktion die Gestalt

*:nadt €onst F oy, . (11.404)

! Eine besonders klare Einflhrung in den Formalismus der kanonischen Systeme findetBrdulbeaEr D. and
CLEMENCE, G. M. [1961], p.530 ff
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Damit bleibt die allgemeingultige Aussage:

C Ineinem kanonischen System von Differentialgleichungen enthalt die zugehérige Hamilton
Funktion die unabhéngige Variabhecht explizit, kann also in Bezug auf diese Variable
als konstant angenommen werden

1192 Kanoni sche Darstellung einer Agest

Die kartesischen Komponenten des Ortsvektors und die Komponenten des relativen Geschwin-
digkeitsvektors

r=xp;, ,r, Xp, ,(pipJ(") q]’% (11.405

einer gestorteKeplelbewegung kdnnen als kanonische Variable aufgefasst werden, wenn als
zugehdrigeHamilton Funktion der Ausdruck

1 m -
F==r2 < w | (r: TN ) 11.40
2 p r | ': x ( @
verwendet wird. Die Storungsfunktiofl darf nur von der unabhéngigen Variabtamd dem
Ortsvektor, aber nicht vom Geschwindigkeitsvektor abhangen:
W=W(r; 9 (11.407)

Die Komponenten des relativen Geschwindigkeitsvektors werden im Rahmen der kanonischen
Systeme als dig/; T Variablen aufgefasst:

Yi=% (11408
Dann lautetias kanonische System der zugehérigen Differentialgleichungen
dt py M dt  dt uoor

Die Gleichunger¥; sind also nichts anderes als die Komponenteiéplerschen Bewegungs-
gleichung

r= T o . (11410

11.9.3 Kanonische Transformationen

Definition: Die Transformation von kanonischen Variablen auf einen Satz neuer Variabler
wird als kanonisch bezeichnatenn auch die neuen Variablen kanonisch sind.

Die durch eine kanonische Transformation erhaltenen neuen Systeme konkamilien

Funktion des alten Systems verwenden, in die dann nur die neuabl¥aringesetzt werden
me¢ssen, di e aber ansonsten unver&andert bl eib
gendeFunkti onin zugeordnet sein. Dur cidhwerdeme sol
die Anzahl der Freiheitsgrade eines Bewegungsproblems zu reduzieren. In manchen Féllen
kann es auf diese Weise gelingen, das Bewegungsproblem teilweise, bisweilen sogar vielleicht
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ganz, zu lésen. Im Folgenden werden die Bedingungen hergeletiehie eine kanonische
Transformation erfullen muss, damit die zugeh6Hgenilton Funktion unverandert bleibt.

Gegeben sei die Transformation von den kanonischen Variék;l,eyp) auf die neuen Variab-
len (xJ yj*):
x=x(X.¥:0 .y =y(x'¥w} - (11.4117)

Die ()g, y,) genugen dem kanonischen Gleichungssyiein399). Bei Transformation auf die
neuen Variablen ergeben sich die Ausdriicke

dx _ 2 px dx may o F
dt a}lwg dt EM dt Tt yp
; e (11412
P T N ) AN O U
dt JlHX, dt jx By dt tH X
Die zugehoérigeHdamilton Funktion werde auf die neuen Elemente transformiert
F=F(x.y:1) =F(X,y:1) (11413
mit den Variationen
. . . F
Gri T,
N . (11414
WS B LS Py
e = BOYH i Y HY M
wobei
L (11415
M K
Die Ausdruckg11.412) werden in die Entwicklunge(il.414) eingesetzt:
o ona n xpdyQu "&,. x .
WE X M Y X v Hy H T HY

IJX;: j—u;glﬂjw )ﬂ“)ﬁﬁitlhl‘ lﬂ W%u '1(? t X um

WF_8 n8mx Yyl x “°- M uﬁyJ "A.X My XU
Teh bt % 2 L L,
We miad K X >su>§ d P = J- ypw e tB O Ht au

Es seien die folgenden Bedingungen erfillt:

M X Ko " :
% l@:o fur alle k]

Qo
R

X}J.
n aIJXi M yu x pogo firalle k, |
s i} : (11416
%%En w8l 1 fur k=
DA Wy xmuo
— - ==L 0:0 fur alle k
A% gl
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o

~

é M yu x po g0 furallej, k
a8 M g EZi L fur =k
n A 0
3 % —;(P“—))'; :jB:O fur alle j k (11417
izl(; i -
1 Apx MW xu
— - —= 0:0 far allek :
A% W ol

wobei die jeweils letzte Bedingung besagt, dass die Transformation die unabhangige Variable
(hier die Zeit) nicht explizit enthalt. Dann sind die neuen Variablen kanoriselzugehoren-
denDifferentialgleichungemauten

dx; dy’
—1 :E* , _X = _H . (11418
dt py, dt X

Die Transformatiorf11.411) ist umkehrbar eindeutig mit ddacobiDeterminante J = 1.

Im Zusammenhang mit dé&elaunagchen Mondtheorie ist folgender Satz von Bedetitung
Wenn die Transformationex = x (%, y: 1), y =y( %, y:} kanonisch sind, so bleiben die

neten Variablen auch dann kanonisch ohne Anderung der zugehdtigeiiton Funktion,
wenn die Bedingung

ari(xJ dy- X dy) =dW x ) (11419

fur eine FunktionW erflllt ist, die in willkirlicher Weise von den Variableg, y, abhangig
Ist.

BEISPIEL: Es sei angenommen, dass xliey kanonisch seien und dass die Funktékon-
stant sei, so das$\&0. Es werde fiir eine kanonische Transformation gefordert, dass

VSV W %, Y% % %t %Y (11420
bzw. umgekehrt
=Y Y % % ¥, %Y (11421

gegeben seien. Die Transformationgn= )g*(>,<, y) koénnen dann mit Hilfe der Bedingung
(11419 bestimmt werden. Danach gilt

xd(y+y +w) xdy ¥ x4y xdy xdy xdyo

somit
(x-x)dy €£x % %) dy (¢ x+x ® dyo0.
Wegen der Unabhangigkeit der Variationgy) ergeben sich die Relationen

! hachBROUWER D. andCLEMENCE, G. M. [1961] p.533535
2 Herleitung beBROUWER D. andCLEMENCE, G. M. [1961]], p.535538
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XEX . X B R, % o %+ % (11422
und schlief3lich

X=X, % % %, % OF % A (11423

11.9.4 Die erzeugende Funktion

In der klassischen kanonischen Theorie wird als erzeugende Funktion einer kanonischen Trans-

formation eine gemischtvariable Funkti@(ﬁ, y) bezei chnet, die also Aa
riable enthalt und die Bedingungen erfillt
y; S X S (11.424)
MX; M

Die dadurch definierte Transformation ist kanonisch ohne Anderung der zugehdtamdién
ton Funktion, da mit

n

a (x dy’- x dy) :‘%5 X'y o-Aydx -Edy =
I3

j=1 = E j 1=
ar , ,onus . ". A, .,
=dafl X ¥ & & o -a'—sdy & &y S
gi= =2 KX i = W i ¢

die Bedingung(11.419) erfillt ist. Die kanonische Transformation ist in dieser Theorie nur
implizit in der Form

x=x(%.y) . ¥y =y(x (11425

gegeben. Die dadurch bewirkten Nachteile wurden in neueren Theori¢tovidnind Deprit®
Uberwunden, die im vorliegenden Bericht nicht referiert werden sollen.

11.9.5 Delaunay Elemente

Als kanonisches Aquivalent zu den Keplerelementen konneDedéinayElementé angese-

hen werden
L := \/_m , 1M
G=Jym V1 & , g: = v (11.426)
H = JTmcosi =Gcosi, h: = W

Modifikationen, die fir manche Anwendungen geeigneter sind, konnen zum Beispiel mit den
Transformatioen (11.420) und(11.423) erhalten werden. Danach sind auch die Parameter

Y Horl, G. 1. [1966]und[1971]
2 DEPRIT, A. [1969]
3 vgl. Abschnitt 2.7.11 (Band 1)
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L , |1 +g +h
G-L , g + (11427
H-G , h

kanonisch mit derselbddamilton Funktion wie die originaleelaunayElemente. Dasselbe
gilt auch fur den Satz von Elementen

L , |1 +g +h
L-G , {9 h (114298
G-H , -h

da die Bedingun@11.419) fur jedeg getrennt erfillt ist.
Die denDelaunaglementen zugeordndtiamiltorfunktion lautet mit der Stérungsfunktion W

F :Zﬁ W(tl,0,h LG, H) (11429

L2
11.9.6 Poincaréil Elemente
Gegeben seiedie kanonischen EIemen(exJ., yj) und die Transformation

X, =\/Ecosyj* Y =\/§J*siny . (11430

Diese Transformation ist kanonisch, da wegen

Cosy* * * * * Siny* * * x
dx =——=LdX -J2x'siny’dy ", dy =— dx «ﬁZjXCOSJ y dy
2X JZXj

die Bedingung11.419) erfullt ist:
X, dy- xdy =x'dy ‘eos ysiny dx 2 xco5,y dy =

= sin(2y)ax’ xeof 2y)'dy e 5 s 2) ¢

Werden die Elementfl1.428) als die(x’;, yj) Elemente bezeichnet und wird die Transfor-
mation(11.430) auf die Elementg=2, j=3 angewendet, ergeben sich Bi@ncaréElementé
L , I+g +H

J2(L- G) cog g + , ,M L § sihg (11431
2(G- H) cosh , -ﬂ/ 2 G -H sinh

Diese sind nach ihrer Herleitung kanonisch mit dersettemilton Funktion wie die zugeho-
rigen DelaunayElemente,da Bedingund11.419) fir jedes einzelngund damit auch fur die
gesamte Summe erfillt ist.

1 vgl. Abschnitt 2.7.18 (Band I)
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Anmerkung: Zur Herleitung dePoincaréElemente mussten die modifiziertBelaunayEle-
mente in der Fornil1.428) verwendet werden, da dann bei elliptischen Bahnen

L-G =\/ma(1 1 &) o

und deshalb unter der Wurzel(iti.431) nur dann ein nicht negativer Ausdruck stehen kann.

11.9.7 Hill schei Variable

Die Hillschen Variablen lauten (siehe Abschnitt 2.7.16 in Band |

f , I
G = ,/ ra(l é) Fpm, u = (11432
H = G cosi , W

Sie sind im Rahmen des gestdrten Zweikdrperproblems eine Mischung aus schnellen Variablen
(r,r',u) und langsamen Variable®( H, 4. In Relation zu den inertialen kartesischen Koor-

dinaten(11.405), die auch als auf eldewtoni System bezogemgesprochen werden kdénnen,
sind dieHill schen Variablen auf die Bewegung bezogen. Sie liefern also eine Darstellung in
einem (mitbewegteri)eibnizSystem.In diesem hat ein Ortsvektor die Darstellung

r=xp, =r, (11433
mit dem auf das inertialp, - (Newtor) System bezogenen radialen Richtungsvektor
r, = p,( -cos siru sin Weos cos) W
+p,( cos siu cosW +cas sin)W (11.434)
+p, Sinisinu

Wahrend Radius, Argument der Breite und aufsteigender Knotel zu denHill schen Va-
riablen gehdren, muss die Inklination durch andiilesche Variable ausgedrickt werden:

2 2 2
COS_E . sin =/1 <08 \/ H M

(11435
Damit lautet die Transformation auf den Ortsvektor
X = rge-%sinu sin  Weosl cos 3
X, = rge %sinu cos W +cosl sin \)8 (11436
(; -
aJc?. H2 0
X; = rgge———sinu @
c © 2

! Siehe etwa in Kapitel 8.1, Band Il
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Um auch den Geschwindigkeitsvektor in die Transformation einzubezieherdigvirtertiali-
tat des verwendetdtewtonSystems entsprechend der Bezieh{idgd05) verwendet. Der Ge-
schwindigkeitsvektor in Bezug auf ddgwton und dad_eibnizSystemlautet

r=r, S, B, M, (0% (11.437)
mit dem normalen Richtungsvektor
r’r s &, cp, , (114398
Der Normalenvektor hat in Bezug auf ddewtonSystem die Darstellung
C, = P, sinisin W p, sin cos Wp3# cos (11439
Damit ergibt sich
c=Gq x% %X)Ps (A% X9P. (X% XIP1 A 7 (11449

Somit bleibt durch Vergleich der beiden letzten Ausdriicke als weitere Transformationsglei-
chung

X %- % X =CGcosi H . (11447
Aus (11.437) folgt unmittelbar
_ G?
FP=xx =? + (11442
und schief3lich
ro xx re& . (11443

Werden die Transformation€h1.436), (11441 i (11.443) in die Hamilton Funktion(11.406)

eingesetzt, nimmt diese mit den neuéfilléchen) Variablen entsprechend dem Ausdruck
(2.255) die Form an

a > 0
F= _;af % 5 ? W{t;r,u, ,G\W) (11444
g —_—

Damit kann gezeigt werden, dass di# schen Variablen kanonisch sind, denn sie gentigen den
Differentialgleichungen

(11.445

! Siehe imHamilton-Abschnitt 2.79 (Band I)
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11.10 Lyddane Elemente

D. Brouwerverwendete in seiner Herleitunginer Lésung zweiter Ordnung des Problems der
Bewegung eines Erdsatelliten im Schwerefeld der BrelaunayElemente Diese haben als
kanonisches Aquivalent défeplerElementedie bekannten Singularitaten fir kreisformige
und fur Aquatorbahnen. Diese Nachteile vernfRedH. Lyddanedurch Rickgriff auf die ka-
nonischerPoincaréElementé Im Hinblick auf die numerische Anwendung verwenidgd-
danedie Parameter

X, =a

X, , = ecosM

X 3 =esin M

X 4= sin'—2 cos W (11449

0
X 5= smE sin W

Xe =M 4 +

Diese sind als Parameter déeplerElemente unter Verwendung der mittleren Anomalie
erklart. Das Transformationsverhalten dieser Parameter wird in Kapitel 15, insbesdindere
schnittl5.7.1 untersucht.

11.11 Parameter der geradlinigen Bewegung

Alle bisher in diesem Kapitel vorgestellten Bahnparameter gehen in der historischen Tradition

von eineKepletbewegung als Ausgangsbewegung aus. Entsprechend schlie3en die verwende-

ten Fomeln das Zweikorperproblem ein und die Variationsgleichungen fir die Elemente ent-
halten bereits als Hauptbeschleunigung Hiepleische Beschleunigung, die durch das
Newtorsche Gravitationsgesetz physikalisch gedeutet werden kann. Weitere Variationen der

El ement e werden dann als rel ati v HKepletbéewe-e Abwe
gung oder einer entsprechenden ahnlichen intermedidren Bewegung berechnet.

Prinzipiell kann jede Beschleunigung, die auf einen Bewegungsvorgang einwirkt, als Basisbe-
wegungangesehen werden. Dies ist zum Beispiel im Fall intermediarer Balendtall. Als

solche werden haufig analytisch bearbeitbare Naherungsbahnen angesehen, die als Ausgangs-
bahnen fir die Bearbeitung eines komplizierten Bewegpnodplens dienen. Dazu migen

dann die entsprechenden Bewegungsgleichungen hergeleitet werden, die auf dem gegrunde

|l egten Bewegungsmodell als Aungest°rteid Bewe

Im Gegensatz dazu ist der in der vorliegenden Arbeit gewéhlte Ansatz zurdesogreiner
Bewegung vollig allgemein. Er geht von der Annahme einer unbeeinflussten Bewegung aus.
Eine solche ist bei einer Darstellung in einem dreidimensionalen geradlinigen Koordinatensys-
tem (entsprechend dem erstdawtorschen Bewegungsaxiom) die gdlinige gleichférmige
Bewegung, bei Darstellung in einem krummlinigen Koordinatensystem die Bewegung auf einer
Geodatischem diesem System

! BROUWER D. [1959]
% LYDDANE, R. H. [1963]
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In Bezug auf eine solche unbeeinflusste Bewegung kann jede einzelne Beschleunigung, die
einen bestimmten Beweggsvorgang préagt, als ein gleichberechtigter Einfluss betrachtet wer-
den. Durch Separation der einzelnen Einfliisse kann daher die Wirkung eines speziellen Ein-
flusses auf eine Bewegung in durchsichtiger Weise untersucht werden.

Die auf einer geradlinigen Be&gung basierenden Variationsgleichungen, die wie im klassi-
schen Fall der Astrodynamik nach der Methode der Variation der Parameter gefunden werden,
kénnen formal auf jede beliebige Bewegung angewandt werden. Damit lassen sich beliebig
komplizierte Bewegurgn durch schrittweise Aktivierung separater Beschleunigungen aber in
formal analoger Weise und eventuell (zumindest teilweise) mit einem algebraischen automati-
schen Rechnerverfahren (CASarbeiteh

11.11.1 Parameter der geradlinigen Bewegung in Baug auf einHansen
T System

Wir gehen von einem Zustandsvekf{orr ) aus, von dem angenommen sei, deds & Q

sei. Dies kann durch geeignete Wahl des Bezugspunktes M der Bewegung immer erreicht wer-
den, der als Ursprgndes Radius definiert ist. Denn die ungestérte geradlinige Bewegung
kennt keinen ausgezeichneten Ort, wie etwa als solchen den Massenmittelpunkt bei einer Zwei-
korperbewegung.

11.11.1.1 Die Parameter der Bahnkurve in der oskulierenden Bahnebene

In Bezug auf das begleitentﬂ% ,qo,co)- Leibnimystem, mit den Richtungsvektoren in radia-

ler, transversaler und normaler Richtung, wird der Zustandsvektor tblicherweise dlargeste
r=rr, <r F(re E
. : fy=20, .1, 0505 L=z[]3 (11447)
r=rr, +zq, .
r’z=df 6,¢c 6g, ¢ 1=

Die Parameterdarstellung des Bahnradius foigtwendig aus der Bedingung der ungestorten
geradinigen Bewegung =0 zu

- G
Vcogz- 2)
Hier istG der Flachenparameter uhd:|f| die Geschwindigkeitz,, ist ein Bezugswinkel, der

die Richtung zum Perizentrum mit der Richtung zum Anfangspunkt O eines zugrundidiegen
HansenSystems markiert. Als unabhangiger Bewegungsparameter dienHdese{sche)
Bahnwinkelz, der bezogen auf den willktrlichen Bezugspunkt M den Zwischenwinkel zwi-
schen dem Ursprung O deisnsenSystems und der Richtung des Radiusvektors einschlief3t.

Dieser Winkel ist fir jede Bewegung mit der Zeit iiber den Flachem8atzG verkniipft.

r (11448

! Die in diesem Abschnitt vorgestellten Formelsysteme sind eine systematische Zusammenstellung der Ergebnisse
aus Kapitel 5 (Band Il). Dort ist auch das Verfahren der schrittweisen Anpassung einer beliebigen Bewegung
durch Hinzunahme einzelner Bewegungdésde ausfiihrlich beschrieben (Abschnitt 5.8)

% Nach der Herleitung in Abschnitt 5.2 (Band II)
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Die Berechnung des Radius nach Forfi4l448) kann niemals singular ween. Zum einen
setzt ein Bewegungsvorgang eine gewisse Geschwindigkeit voraus, so dass0saeigenom-
men werden muss. Zum anderen ist

0 ¢z & 9& . (11449

Dieser Zwischenwinkel kann erstim Unendlichen 90° werden, was aus physikalischen Griinden
schwer zu erreichen sein durfte (vgild 11-2). Die Paramete(G, V,zp) sind im Fall einer
ungestorten geradlinigen Bewegung konstant und somit die Parameter, die eine Bahnkurve de-
finieren. Im Fall einerdieseBewegly b eei nfl ussenden Beschl euni g
nen diese Parameter bewegungsabhangig variabel werden. Diese Parameter beschreiben den
Verlauf der Bahnkurve in der oskulierenden Bahnebene, nicht jedoch die Bewegung langs die-

ser Kurve.

Bild 11-2: Die Bahnkurvenparameter im Formalismus der geradlinigen Bewegung: G der Flachenparameter, V
die GeschwindigkeitZ, der Perizentrumswinkel bei Bezug auf den Anfangspunkt O elaasenSystems

( departure poirit.)Der Bahnwinkek gibt den Ort S des bewegten Objektes mit Radius r gerechnet von einem
(willktrrlichen!) Ursprung M aus. s ist die Bogenlange vom PerizenBuram Ort S(ro Xo| 0) sind Basisvekto-

ren des mitbewegtelreibniz—Systems,(qg') ,q(2'>) sind Basisvektoren des BahnebeifestenHansenSystems

Die Parameter(G, V,zp) sind geometrisch anschaulich wie ahimldie Keplerelemente im

Fall eing Zweikorperbewegung. Fir die (insbesondere automatische) Berechnung ist eine in
der Himmelsmechanik haufig genutzte Modifikation der Symmetrisierung (bei Verlust-der u
sprunglichen Anschaulichkeit) die Wahl der Parameter

g,=Vcosz, ,0, ¥Vsing (11450
Damit nehmen der Radius, die radiale und die transversale Gedakeit die Gestalt an:
r= G
g,Ccosz + g, sin z
Vo=t |y,sinz ¢g,CoS Z (112.45))

G :
== §cos Zz gfsin z

V, =1z
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In Bezug auf dablansenSystem hat deRadiusvektor die Darstellung
r=r (qg') cosz 49 sin % (11452

somit auch die interessante Form

-G q\" cosz +qY) sin z .

11.45
g,cosz + g, sin z ( 3

Der im Fall einer (ungestorten) geradlinigen Bewedkorngtante Geschwindigkeitsvektor lau-
tet

F= gql eql) . (11454

Man beachte aber auckehdie formale Aquivalenz zur radialen Geschwindigkeit in den Aus-
dricken(11.451). Die Parameter, die eine Bahnkurve in der Bahnebene charakterisieren, kon-

nen somit alternativ auch die Parame{&, g, g,) sein, was im Hinblick auf die numerische
Bearbeitung vorteilhaft sein kann.

11.11.1.2 Die Parameter einer Bewegung im Rahmen des Formalismus der
geradlinigen Bewegung

Um die Bewegung eines Objektesdd der gegebenen Bahnkurve zu beschreiben, kann als
unabhéngige Variable statt der Zeit ddagseische) Bahnwinket verwendet werden. Er ist
uber den Flachensatz mit der Zeit gekoppelt, wabein Anfangszeitpunkizo der entspre-
chende Anfangsbahnwinkel ist:

z r 2

t=t, +figdz . (11.455

Zo

Wenn ein Bahnwinkel argegeben wird, kann der zugehdrige Zeitpunkt und damit der Bewe-
gungsverlauf langs der Bahnkurve berechnet werden. Die entsprechenden Bahnparameter sind
somitto oderzo.

11.11.1.3 Die Parameter der rdumlichen Orientierung einer Bahnebene im
Rahmen des Formalismuder geradlinigen Bewegung

Eine Bewegungsgleichung als vektorielle Differentialgleichung zweiter Ordnung benétigt 6 un-
abhangige Integrationskonstanten. Im Fall eines Bewegungsproblems sind drei solcher Kon-
stanten die Parameter, welche die Form einer Bemgsgurve in Bezug auf eine momentane
(Aoskulierendefi) Bahnebene besti mmen, eine
einer Bewegung. Die zwei fehlenden Parameter definieren die raumliche Orientierung der
Bahnebene in Bezug auf ein von der untergrciBewegung unabhangiges Koordinatensys-
tem. Als solches wird im Fall einer Satellitenbewegung etwa das Fruhlingdpeadgene
Aquatorsystem, bei interplanetaren Bahnen das Ekifpyis¢em gewahlt. Auf ein solches Sys-

tem werden die Basisvektoren eines bgungsbezogenen Koordinatensysepezogen.
Hierzu empfiehlt sich etwa dagibnizSystem das mit den Formeln in Absching.11.2 (Band

I) in das Aquatorsystem traformiert werden kann. Die dazu verwendeten Pararsetd die
Inklinationi, die Rektaszension des aufsteigenden Knolt#nusd das Argument der Breite

Um im Fall von zusatzlichen Bewegungseinflissen die Methode der Variation der Parameter
anzuwenden, geht man Ublicherweise von Parametern aus, dieBelwegungseinflisse
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konstant sind. Dies ist beim Argument der Breita i ¢ h't der Fal |, das st
Parameter ist. Es wird daher von Vorteil sein, die BasisvektoreatesenSystems als Para-
meter der raumlichen Bewegung zu wahlen, bzw. dignmen verwendetetuler-Winkel

(i ,W,s). Hier ists die Lange des aufsteigenden Knotens in Bezug auf den Ursprung O des

HansenSystemsdie nicht unabhangig voWist. Somit sind nur zwei unabhangige Parameter
bekannt, welche die Orientierung im Raum beschreifieh¥) oder (i,s). Seien die Basis-
vektoren des Bezugssystems mitgegeben, so lautenadlransformationen détansenSys-
tems auf das Aquatorsystem (nach Abschnitt 8.12.2, Band Il):

qd'=a'p, (wemnp B ¢ q" q"0 ) (11.456)
sowie ausfihrlich

q(') = p,( cos sins sinW +coss cos W
+p, ( cos sins cos W+<os sin Y
+p, sini sins
q") = p,( cos cos sin W sins cos Y
+p, ( cos cos cosW +sins sin W (11457
+p, Sini coss
q)) = p, sini sin W-
- p,sSini cos W +
+p,cos
Diese Parameter haben die bekannten Singularitaten fiur dquatoriale Bahnen (mit verschwin-
dender Inklination). Die Parametéfunds sindin diesem Falunbestimmt und es gibt daher

numerische Probleme in der Nahe solcher Aquaatier Bahnen. Wie im Fall deegularen
Elemente bzw. der Positionselemente kbnnen modifizierte Parameter der Art

%(1- s, cod) sinW,,/—;( 1-5 cdg cos W ;s : =¢n ¢

verwendet werden. Stattdessen kdnnen nach den Vorschlagbtusert undDeprit® stattder
Euler-Winkel auch im vorliegenden Fall die singularitatenfrelemeri RodriguesParameter
verwendet werderSie sind nach den Formeln in d&hschnitten 6.3.9 und 6.3.10 definiert

durch

! MuseN, P.[1958]
% DEPRIT, A. [1975] (siehe auch die Zusammenstellung in AbschiiiB.1ab Seitel 13)

3 Anmerkung: in der klassischen Literatur (etwa BEPRIT, A. [1975] ) wird bisweilen in Anklang an die Be-
zeichnungswei se von Quaternionen (Unterscheidung ei

vierte Parameter mif statt wie im vorliegenein Bericht mitus bezeichnet. Die Bezeichnungsweise bhitist
von BRUMBERG, V. [1995], p. 70 Gibernommen. Man darf didgenicht mit dem Argument der Breitever-

wechseln.
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i W +s
ul::5|n§cos—
.0 . WH+s
u2::sm§sm
1145
Wos ( 9

i
U, := COS— Si——
2 2
i W-s
u, = cosE cosT

Damit haben die Transformationen dtansenSystems in das Aquatorsystem die Koeffizien-
ten

a,=W -u, & W} cesisins sin  \bss cos

a,=2(uu, {u,u)  =cesisirs cos Wos sin

a,=2(uu, -u,u)  =sinisins

a,=2(uu, -u,u)  =cesicos sin Wins cos

a,= 1 w W U+ cosicos cos  Sib+sin (11.459
a,, =2(u,u, +u,u,) =sin icoss

a, =2(uu, +u,u)  =sinisin W

a,=2(u,u, -uu)  =sinicos W

8= U 4, U U+ COSi

11.11.2 Berechnung der Parameter der geradlinigen Bewegung aus
dem Zustandsvektor

Zum Zeitpunkt sei der Zustandsvektor in &quatorialen Koordinaten bezogen auf diepBasis
gegeben, wobei auch eine Eigenkbgwngdes Basissystems zugelassen sei
r=xp, ,r Xp, * [jpj . (11460

Die x , % seien die kartesischen Koordinaten des Zustandsvektorg 'ditie Eigenbewegu-
ungsparameter des Basissystems.

Als erster Bahnparameter kann der Flachenparameter aus
G=r ¥| (11461)
berechnet werden. Mit Radius:|r| folgt die radiale Geschwindigkeit aus

(=rQ (11462
r

Neben demmadialen Richtungsvektary =r /r kann mit Hilfe der zweiten Beziehurify1.447)
der transversale Richtungsvektor dleshnizsystems erhalten werden aus

qo:é(r‘ fry) (11463
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der zur Kontrolle auch mit dem normalen Richtungsvekiprr ¥ /G &/ G berechnet
werden lann:

Oo =Co ¥ - (11464

Das zugrundeliegende mit der Bahnebene fest verknipfte H&ysesm kann willkurlich ge-
wahlt werden, ist dann aber fur die gesamten Bahnuntersuchungen nicht mehr veréanderbar.
Daher kann der gegebene Zeitpunkt zugleich als Epgché (vierter Bahnparameter) aufge-

fasst werden, d e o idretn 0Afn debddapasrpysiemisdast)égil Auf
diesen Punkt bezogen ist déansesche Bahnwinkelz (t =t,) =z & und aus den ersten

beiden der Gleichunggi1.451) folgen die Bahnparameter
G(z,) .
=—— , =Hz . 1146
%=z ¢ % A2 (11469

Entsprechend liefern die Beziehungdi.452) und (11.464) die Basisvektoren dddansen
Systems

q&')=ro(to) , qg) T, , q('z) q:o(to) . (11466

Die Euler Winkel zur raumlichen Orientierung kbnnen wegen der Transformgitios56) aus
den Beziehunge(l1.459) berechnet werden:

cos =a,, , sin 5/1a

CoSW = — =2 , Sin w= (11467)
\/1' ags 1 'a§3
COSS = ek sins = G5

\/1' a:?s ’ 1 'a§3
Andererseits konnen dieuler-RodriguesParameter ebenfalls aus den Beziehur{@ém59)
erhalten werden:

1 + + -
W = OE\/]' & & &, U ___6124;11821 v U a134ul_93 ', U, %S—Maig (11468
oder
A : * 8, :
u, = E\/l &, ab &3, U 3124;11821 v U az34Ul_asz v Uy 331_4-1-1;3_1_3 (11469
oder
1 + N
U, = OE\/]' Q1 8 gt U as_lélfllis v U as_zmjl';az_s’ u, a124ula21 (11470
oder
1 ) -
u, = OE*/l & 8 ot U 32_3431% u as_zf'g, u 3124:‘21 . (147D
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Diese Ausdriicke entsprechen denen der rdaumlichemfger in den idealen Paraer nach
Depritin Abschnitt11.8.3 Die Mehrdeutigkeiten sind physikalisarelevant

11.11.3 Berechnung des Zustandsvektors aus Parametern der geradli-
nigen Bewegung

Gegeben seien zu einem Zeitpurikt(der als Epoche angenommen wird) die Parameter
(G, g, gz). Diesem Zeitpunkt zugeordnet sei deiafisersche) Bahnwinkelz =0 . Ferner

seien die rAumlichen Orientierungswinl(é] W,s) bzw. dieEuler RodriguesParameteu,

bekannt. Zum Zeitpunks sei die Basi9, einesBasissystems gegeben. Dann errechnen sich
die Basisvektoren deésansenSystems mit den in den Beziehundgh.459) definierten Koef-
fizienten aji ausq(j') = aji p, . Entsprechend Beziehuiyl.452) sind

=i ,at gl &) cz, aY) d'=aV3c,rza8. (@L472

Wegenz(t:to) B liefern die Ausdrickg11.451) Radius, radiale und transversale Ge-
schwindigkeit zur Epoche t

r:S ,F =0 ,rZ ar < ;(t to):o =. (11473
1
Mit Hilfe der Beziehungelif11.447) lautet dann der gesuchte Zustandsvektor zur Epeche t
_ G .
r(t)=0"Zal , r(t) eat) gal (11474

Seien die Basisvektoren ddsnsenSystems fiur einen beliebigeHgnserschen) Bahnwnkel
Z bekannt, lautet der gesuchte Zustandsvektor wiglid53) und(11.454)

G q cosz +qY) sin z
g,cosz + g, sin z

r

=gql) ant . (11475

Die Basisvektoren ddseibnizSystemsélauten mit den Beziehungéhl.452)

_— (1) i
r,= cosz 4%’ sinz
° ql(l) _ 2|) (11476
q,= 4!'sinz &} cos z

Bezogen auf diese lautet der Zustandsveit®d47) mit den hier allgemein giltigen Bezie-
hungen(11.451)

G
r= —r
g,COSZ + g, sin 2° (11477
¢ =(g,sinz -g,cos Jr, (g, cos zgs sinlz

Dieser Ausdruck gilt auch im allgemeinen Fall, wenn die Parameter nach der Methode der Va-
riation der Parameter (VOP) als variabel aufgefasst werden mussen.

! ScHUSTER M. D.[1993], p. 463
2 Siehe auch in Abschnitt 4.4.3 (Band I1)
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Der Zusammenhang mit der Zeit wird durch den Flachensatz hergestellt:
~ G

- (g,cosz +g, sin ¥

t=t, dz . (11478

11.11.4 Variationsgleichungen im Formalismus der geradlinigen Be-
wegung

Die hier benétigten Variationsgleichungen fur die Parameterstze, ,G, i, W, §bzw.

(V.z,,G,u,u,u,y4) bzw. (9,,9,,G, i,W,s) bzw. (g,,9,,.G, u, 4, 4, y) sind in den
Abschnitten 4.4.10 , 5.2.5.3, 5.2.7 (Band Il), sowie Abschiditl.5zusammengestellt. Als
Integrationsvariale empfiehlt sich deHansersche Bahnwinkel. Der Beschleunigungsvektor
sei entsprechend de@aulschen Ansatz in dieadiale, tansversale und normale Bewegungs-
richtung des zugrundeliegendeeibnizSystems zerlegt:

F=bgr, H0aq, bBc, . (11479
Der Flachenparameter hat die Variation

: dG r’

Fur die Bahnform lauten die Variationsgleichungen

V = Iysin(z -z) kco{ =z ;).

. _ (11481
Vz,= bcoy z - bisi{ =z
bzw.
I =Labsin(z - 2) bood 7 1)z
(11482
V8 g noofz 5) besi( 2 )zg
alternativ
0,= h?cc.)sz 1. sin z (11483
= dsinz B cos z
bzw.
d—gl:—[ bysinz b, cos }
. (11484
g _r* -
P G[ b.cosz b sin }

Bei den Variatiasgleichungen der raumlichen Bewegung der Bahnebene muss unterschieden
werden, ob die relative Bewegung in Bezug auf Basissystem (etwa ein Aquatgstem)

! Siehe zum Beispiel Formel (5.5) (Band II)
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dargestellt werden soll oder ob eventuell die absolute Bewegung dargestellt werden kann. Im
Prinzip erfolgt die Herleitung der Variationsgleichungen in absoluter Darstellung, fur die prak-
tische Durchfihrung wird jedoch Ublicherweise die Eigenbewegung des Basissystems aul3er
Acht gelassen. Die (absolute) raumliche Bewegung wird durch die Rotation destigale um

den oskulierenden Radiusvektor charakterisiert mit der Variation des Drehwihk&lg we i t e r
Hanses cher Bahnwinkel i)

h= ébN . (11485

Der Eigenbewegungsvektor dps- Basissystems sei gegeben in der Form
D,=D/p; . (11.486)

Dann lauten die Variationsgleichungen der Winkel zur Charakterisierung der raumlichen Ori-
entierung deBahneberfe

(i) =hcos(z- ) D,cos W; sin W
Wsini =Aisin( z - ) (Dpl sin /; cos ) 85 D , +sir (11487

5 = Wos {Dpl sin V-, cos ) Wi D s co
bzw.
di_dh r2 .
e -9 E(Dpl cos VB sin ) W
: r? i
47 Sni = —Zsm -9 EgD sin , COS ) Wds D ,+sin@ (11489
2

ds :d_Wcos +r—gD sin WD, cos )Wih D cos@
dz dz G u

Bei Verwendung deEuler-RodriguesParameter lauten die Variationsgleichungen

, =h( wsinz gcos p (+ua u4d ud) R
1( u,cosz +u, sin (F ua ua Y %) »
i( usinz-ucos  fua uwe uyd) QR
=h( wcosz w,sin ) (+ua ud ud) Q

II
}\\:}

(11.489

bzw.

! Siehe in Abschnitt 4.4.2 (Band 1)
2 Siehe etwa in Abschnitt 6.3.7 (Band II)
% Nach Abschnitt 6.3.10 (Band 11)
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dul . G i i

E_d_ 4, sinz  #, cos 3 —+( wa' ug uad) R

d dh . G i i i

2d_L212:_} U, cosz -+, sin J 17( Uua usa U @L) P

b (11.490)
u3 = } u,sinz -u, cos 3 +—( ua w8 ud) D

du4 dh : G i i '

Zd_z:d_ 4,C0Z b, sin 3 ?;( ua us %%) B

Als Ergebnis wird eine Bahnkurve=r (A ;z) mit konstanten Parametery als Funktion des

Bahnwinkelsz erhalten. Der Bezug zur Zeit wird schlie3lich wie tblich mit Hilfe des Flachen-
satzes hergestellt:

=t Mdz (11491)
0 . G(2) ' '

11.12 Die Parameter in einem Anpassung§ormalismus bei
beliebigen Bewegungen

Die im vorhergehenden Abschnitt am Beispiel des Formalismus der geradlinigen Bewegung
besprochene Methode der sdiwéisen Anpassuridiann mit Ausnahme der Kreisbewegting

auf jede beliebige Kurve angewendet werden. Es sei die Kurve im Rahmen eines bestimmten
Bahnmodells mit den konstanten Paramefemegeben. Abhangig von jetzt betrachteten zu-

satzlichen Bewegungselagsenbl® b, 4? (in radialer, transversaler und normaler Rich-

tung, im Fall des #en Bewegungsmodells) werden die ParamAtgetzt im Rahmen einer
Variation der Parameter als Funktionen des (ef3terserschen) Bahnwinkels angenommen.

Zur Berechnung einer neuen Bahnkurve, die auch den neu berticksichtigten Bewegungseinflis-
sengenugen muss, werden die Anpaisgsgleichungen

. W dA _ . [LdA r? ()

a———-=0, a~-——" =—b’,

! “2 j; o B d; dfﬂ o (11492
s an _ 1 R aA, T , 2

a,,‘uA, dz br ?‘w\ndz GbN P

zugrunde gelegt. Als Losung ergibt sich eine neue Bahnkurve mit neuen Konstanten, die dann

i n einem n2chsten Schr i t-)tBesohietnigungeals neue zuiva-k s i ¢ h

rierende Parameter verstanden werden missen

! Siehe die ausfiihrliche Besprechung in Abschnitt 5.8 (Band II)
2 Siehe hierzu in Abschnitt 5.6. (Band II)
3 Beispiele hierzu finden sich in Abschnitt 5.9 (Band II)
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11.13 Transformationen der Zeit

Nach dem Anatg¢rlichenfi Verstandnis vom Abl au

unabhangige Variable um einen Bewegungsvorgang zu beschreiben. Uitendleme einer
Kreisbewegung als Referenzbewegung kann ein Zeitintervall direkt einem Bahnwinkel, der
mittleren AnomalieM =n B, zugeordnet werden. Zweifel an dieser direkten Zuordnung wa-

ren bald in der Antike aufgekommen, als es notwgewdirde einen Korrekturterm einzufiihren,

den wir heute als Mittelpunktsgleichung bezeichnBa an der Figur des Kreises als Referenz-
kurve festgehalten wurde, wurden die jetzt notwendig gewordenen Bahnwinkel exzentrische
bzw. wahre Anomalie eingefiuihrteren prazise unterscheidende Definition allerdings erst im
Rahmen deKeplebewegung moglich wurde. Damit wurde die Zeit als unabhangige Variable
zur Beschreibung einer himmelsmechanischen Bahnbewegung von einem Bahnwinkel abge-
|0st, der in einer separat&®elation der Zeit zugeordnet werden musste. Handelt es sich um die
exzentrische Anomalie, so ist diese Beziehung die transzengeplkegleichung, deren ele-
gante Losung Generationen von Mathematikern Kopfzerbrechen bereitet hat. Im Fall der wah-
ren Anomale als unabhéangiger Variable kann Uber die Mittelpunktsgleichsied in Ab-
schnitt 10.2.3der Bezug zur mittleren Anomalie und damit zur Zeit hergestellt werden. Diese
und andere verwandte Winkel erlaubten erst im Rahmen der Stérungsrechnung einke sinnvol
Bearbeitung der Bewegungsprobleme.

Die Transformation der Zeit auf einen anderen Parameter als unabharagigélen erfolgt in
allen bekannten Fallen mit einer Differentialbeziehung der Form

dg= Fdt . (11493

Hier steheg fir die neue Variabld; sei eine beliebige Funktion, die jede Menge an Paeame
und Abhéangigkeiten enthalten kann.

Eine Ubersicht Uiber verschiedene Variable, welche die Zeit als unabhangige Variable ersetzen
konnen, ist inTabelle 111 zusammengestellt. Basierend auf den in Abschditl.5zusam-
mengestiten Variationsgleichungen kann man feststellen, dass die Grol3en mittlere Anomalie
M, wahre Anomaliau, Argument der Breit@,, wahre Lange in der BaHnund exzentrische
AnomalieE grundsatzlich nicht als unabhangige Variable in Frage kommen. Sie ndall

einem Bewegungsproblem abhangige die Abhangigkeit von einedder mehreren Beschleu-
nigungen b, b, b, zeigt. Interessant ist die vok. Sundmann(und unabhé&ngig vorK.

Stumpff entdeckteregularisierende Variablg mit der Beziehungdf =dt/ r. Im Fall einer

ungestorten Bewegung ist sie proportional zur exzentrischen Andm&eher wurde biswei-
len die Verwendung der exzentrischen Anomalie auch als eine idaptéreingefihrte Regu-
larisierung versanden.

! Siehe hierzu etwa Bild-13 auf Seite 77 (Band I)
2 K. STUMPFF [1965], p. 638

% Nicht zuverwechseln mit dem Sonnenwinkel= & - A€ in Kapitel 28 (Band 1V)
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Neue Variable

Differentielle Beziehung zur Zeit

Mittlere Anomalie S 52 ~ o)
- e
m dm :F I_? C1- ¢ éhazgezre cosu/ Obr+ 1ae— +Srg/ﬁjﬂ
= - a em & p p =
M =n(t ) q[ag (t %) 7 & ¢ G G
£€G Gé a. r odl
Wahre Anomalieu du=)— +—¢éh,Ccosu b sin 4l — gt
ir° ema ¢ P
Argument der Breite & ' '
g du:(?gz b, rsmu. c_os gt
u=w+w r Gsini
wahre Lange in der Bahn eG rsinu [
— d =1 n— dt
l=u +w + &2 By G 2 ﬁ
wahre Lange in der Bahn
(unter Einschluss von riick .
laufigen Aquatorbahnen) di=zgs & rsinu J1- s, cos gt
l=s.u + & r? 1+s,cos
cos u ar  si
Exzentrische Anomali& —|—\/7 \/73%25— T Obr 1%&% %ﬂt
SundmantStumpféche re- dr —}dt
gularisierende Variable T
Regularisierende Variable \/2

Q bei geradliniger Zweikor
perbewegung

JQdQ=2dt , t § 34_3

Bogenlanges

ds=+F2 dt 2V d

Bahnwinkelz im Hansen
System

dz = F2 dt = at
r

Tabelle 111: Einige Beispiele zum Ersetzen der Zeit durch eine andere Variable

Hingewiesen sei auf eine Art Regularisierung im Fall einer geradlinigen Zweikorperbewegung,
in der es im Moment des Zusammenstol3es (bzw. eines Auswurfs, Ejektion) zu einer Singulari-

tat in der Berechnung des Abstandes zwischen den beiden Korpenmekokann. Diese Sin-
gularitat kann durch eine Regularisierung mit der Varia@leimgangen werdén

Von besonderem Interesse ist im Rahmen der Kurventheorie die Einfihrung der Bogenlange

(mit der Dimension einer L&nge). Man koénnte vorschlagen, diesaabhéngige Variable zur

Beschreibung einer Bewegung langs einer Kurve zu verwenden. Dazu musste sie auf einen

k. STUMPFF[1959], p. 343, Regularisierung vé&h Burray verdffentlicht inAstron. Nachr136, p. 161 [1894
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Anfangspunkt bezogen werden kdnnen, der fest in der (oskulierenden) Bahnebene liegt. Ein
solcher Punkt und das mit ihm verknlpfte System ist aheln Satz H19 notwendig und hin-
reichend eirHanserSystem. EinHansernSystem hat aber nach Satz H9 als unabh&ngige Bahn-
variable eine GroR3e, die aus der Integration der Variation des radialen Richtungsvektors gebil-
det wird. Zur Berechnung der Bogenlangé@d jedoch der Betrag des Geschwindigkeitsvek-
tors integriert. Daher ist es auch nicht sinnvoll, die Bogenlange als unabhangige Variable zu
verwenden. Als einzige wirklich unabhéngige Variable bleibt alsbldasersche Bahnwinkel

z.

! Sehe in Abschnitt 4.4.6 (Band I1)
2 Siehe in Abschnitt 4.3.16 (Band II)
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Satellitenbahnen kénnen wie die Bahnen natirlicher Himmelskdrper mit den Gesetzen der all-
gemeinen Keplerbewegung beschrieben werden. Zum Erreichen bestizigibamen, fur
Anderungen und Korrekturen von Bahmeiissen die Parameter der Keplerbewegung geandert
werden. Dies kann nur iiber eine gesteuerte Anderung des Geschwindigkeitgyesdabehen,

da der Ortsvekitr im Moment der Bahnanderung nicht geandert werden kann.

Impulsive oder ndherungsweise impulsive Bahnanderungen kdnnen durch das Ziunden von mit-
gefuhrten Triebwerken oder durch das Einwirken natirlichert&réafie etwa im zeitlichen
Durchflug durch dastarkei nur zeitweise wirksam wdendei Gravitationsfeld eines dritten
Korpers, also durch einen Gravitationseffel@wingbyfi ) , er f ol gen.

Bild 12-1: Allgemeine Bahnéanderung

Derartige Anderungen erfolgen in erster Naherung impulsiv, wahrend in Wirklichkeit Bahnan-
derungen Uber einen langeren Bahnbogen verschmiert werdeni Ensééner Bahnanalyse
ausreichend@& Abschatzungen und Ausgangsnaherungen fir verfeinerte und optimale Bahn-
korrekturstrategien kdnnen aus einer impulsiven Anderung des Geschwindigkeitsegidbrs

ten werden. Dazu werden den folgenden Unterabschnitten einige elementare, fur die Satelli-
tenbahnmechanik aber furrdantale Beispiele behandelt. Die im Folgenden verwendeten For-
meln gelten, soweit nicht anders vermerkt, in der allgeméfmeghebewegung. In Einzelbei-
spielenwerden Losungen der spezielléaplebewegung gegeben.

12.1 Das Geschwindigkeitsinkrement

An einem Ort mit Ortsvektor = rr, habe ein Satellit den Geschwindigkeitsvektorvor, r,

nach einer Bahnanderung. Die Bahnanderung wird durch\@ktor des Gschwindig-
keitsinkrementDr dargestellt:

r, =r, +rD . (12.1)
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Sei g der Winkel der Bahnanderung
Lo, =V\V,cosg ; vV, E|l , V, I3 (122)

betragt das zur Bahnénderung benot@eschwindigkeitsinkremerdas zugleich ein Mal fur
den Energiebedarf ist, der fur eine Bahnanderung aufgdeveverden muss:

D] = WD JY Y+ 2\ coy (123)

Sind die Geschwindigkeitewi vor undV, nach einer Bahnanderung bekannt, salés Ge-

schwindigkeitsinkrement offenbar am kleinsten, wenn die beiden Geschwindigkeiten dieselbe
Richtung haben, am grof3ten bei entgegengesetzter Richtung. Einen Eindruck von der grof3en
mdglichen Variationsbreite des Geschwindigkeitsinkrements gibt foégen

BEISPIEL 1:Mit v, =8km/s,v, =11km/s, lautet das Geschwindigkeitsinkrement fir ver-
schiedene Zwischeavinkel g

g 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°

ovikmd |3 571 9.85 13.27 16.52 18.37 19.60

t

Bei vorgegebenem GeschwindigkeitsinkremBt und fest eingestelltem Zwisch&imkel g
konnen zwei verschiedene Endgeschwindigkeiten erreicht werden:

V2,1/2 = Vlcosg o\/( \D)2 \/:I-.2 Slrf g (124)

je nachdem in welcher Richtung der Inkrementvekbr gerichtet ist. Die extremale Endge-

schwindigkeit kann fir verschwindenden oder entgegengerichteten Zwischenwinkel erhalten
werden:g=0, g 180.

BEISPIEL 2: Bei \A =8km/s, DV =6km/s, g=30° kdonnen die Endgeschwindigkeiten

V,1 =11.40km/s undV, =2.46km/s erreicht werden. Die extremal erreichbare Geschwin-

digkeit firg=0°istV, ., =V + V¥ 14 km/s und fig= 180° istV,,, =V, - D 2km/s. t

Bei vorgegebenen Anfangand Endgeschwindigkeitey, , V, und Geschwindigkeitsinkre-
mentDV koénnen zwei Zwischenwinkglaus

_VEHVE
2V, V,

cosg (125)

erhalten werden.
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BEISPIEL 3:Fur V, =8km/s,V, =11km/s, DV =6km/s wird cosg =0.846591, es sind
somit die zwei Zwischenwinked, = 32°.157 undg, = 327°.843 erreichbart

Bild 12-2: Zusammengesetzte Mandver fir Bahnanderungen

Wird ein Bahnmandver zur Durchfiihrung einer Bahnanderung erforderlich, muss der Schub in
Richtung des Geschwindigkeitsinkrementvektbisdurchgefiihrt werden. Dieser weicht vom
ursprunglichen Tangentialvektoy um den Winkehk aus

(12.6)

ab. Dieser Winkel kann jeden beliebigereitvannehmen. In der Praxis werden Korrektur-
schibe gerne senkrecht zur Tangentialrichtung oder genau in Richtung des Tangentialvektors
ausgefuhrt. Dies lasst sich naBid 12-2 erreichen, indem der Gesamtschubvekibrerlegt

wird in einen AnteilDr_ senkrecht zur Tangentialrichtung, der auf den neuen Tangentialvektor

f,, =r, +r[ (22.7)
durch Drehung um den Winkeftihrt. Anschlie3end wird mginem SbubanteilDr, l&ngs der
neuen Tangentialrichtung der endgiltige Geschwindigkeitsvektor

fr,=r,, +rp r3z r+ DD, H D r= (12.8)
erhalten.
BEISPIEL 4: Wird bei einem Mandver nur eine Bahnebenendrehung um den Wigkel

winscht und stehen nur Mandver senkrecht bzw. langs zum jeweiligen Tangentialvektor zur
Verfligung, muss zunachst diedbung mit Hilfe des Querschult¥. durchgefihrt werden.

Da der neue Geschwindigkeitsvekigr dem Betrag nach zu grol3 ist, muss eine Korrektur
langs der Richtung von,; um den Langsschw(- Dr, ) so durchgefiihrt werden, dass der end-
gultige Geschwindigkeitsvektat denselben Betrag wie der urspriingliche Geschwindigkeits-

vektor hat|f,|=F,|. t

12.2 Kleine Anderungen desGeschwindigkeitsvektors
Der Geschwindigkeitsvektor sei in der allgemeinen Darstellung
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F=Ver, ¥, , Vi %WAD . M HAY (il=,N (129

gegeben. Um eine kleine Anderung infolge eines Korrekturmandvers abschatzen zu kénnen,
wird zunéchst die Variation dieses Vektors bendétigt, die mit den Variationsgleichungen des
mitgeflhrten BahnsystemkdibnizSystem) und deRreneschen Formeln der Astrodynamik

df gapvRA Vg +AYA g, 8 ve (12.10)
dt G HA = iC A -

lautet, wobei dieA die Parameter der zugrunde gelegten (angepassten) Bewegung sind. Um

kleine Anderungen der Bewegung zu untersuchen, wird die vorstehende Differentialgleichung
in die Differenzengleichung

o =i v 28 A% A g o, DV o (21
leA - |(}A -

umgewandelt. Der radiale und der transversale Geschwindigkeitsanteil haben die allgemeingtil-
tigen Beziehungén

®

Vo =t, V, =rz = (12.12)
r
und entsprechend lautet die Differenzengleichung
A s & u(r2) o
Dr =aam D rz z[@b &Ja—ﬁ A D -H%O Dr  Zzc h. (1213
Gi C k4

BEISPIEL: Im Fall der allgemeinegeplebewegung lauten die Beziehungen

r=e m sinu
(2 aft- €) (12.14)

ﬁ = Ea +_p +L“u
dt pa 5
mit
wo_ esin u
Ha a(l- ez) 2a
V. m sinu
— = — 121
pe a(l- ez)l - (1219
VI m
— =e cosy
W, a(l- ez)

! Aus Abschnitt 4.4.3, Band |l
2 Nach Formel(11.16)
3 siehe Kap 5 (Band Il) und Kap 10
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sowie
a(l ez) (1 ecos ¥
( _ 1 l+ecosu
2 a(l e2
) (12.16)
U(r ) _ m e+ cosu
pe a(l ez)

“(ré): / m smu
u

Spezielles BEISPIEL: Wird ein Manover von einer Kreisbahn ausgehend und damit (notwen-
digerweise) im Perizentrum der Bahn ausgefiautet das Geschwindigkeitsinkrement

Digs <0 (T180), z D A0Dg a(liez_jlee r o gza oﬁ a0

Anderungen in Halbachse und Exzentrizitat sind stets gekoppelt, so dass in der Praxis nur ge-
meinsame Manoéver durchgefiihrt werden kénnen. Naheres dazu wird in den folgenden Ab-
schnitten untesucht.t

12.3 Anderungen der Bahnebene

Eine Satellitenbahn lasst sich am besten mit Kkleplerelementen geometrisch veranschauli-
chen. Auch die Auswirkungen von Bahnanderungen werden daher gewohriiepleele-
menten dargestellt.

Bild 12-3: Anderung einer Bahnebene
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Die Lage der Bahnebene im Raum wird durch die Inklindtiomd die Rektaszension des auf-
steigenden Knoteng/ bestimmt. Beide Elemente sind im Normalenrichtungsvektor

C, = Iy Yo

enthalten, so dass zu@iBestimmung nur der transversale Anteil, definiert im Richtungsvek-
tor q,, bendtigt wird. Werden die Geschwindigkeitsvektoren r, in ihren jeweiligen radi-

alen und transversalen Asiltzerlegt
(12.17)

kann der in einer Ebene senkrecht zum momentanen Ortsvektor gelegene ZAmirdadien
berechnet werden aus

'y ®2T

e[ on]

cosg = (12.18)

12.3.1 Knotendnderung

Der Ortsvektor und der Anfangsgeschwindigkeitsvektorbestimmen das momtame Argu-
ment der Breiteu, des Satellitenortes in der Bahn mit Anfangsneigynghd KnotenW, .

Nach Drehung der Bahnebene um den Winjeht der Satellit in der neuen Bahnebene mit
Neigung i, und KnotenW, das Argument der Breite, . Diese neuen Parameter,

W, = W + [konnen naciBild 12-3 auf Seitel53aus den folgenden Formeln berechnet wer-
den:

cosD Wsin, = cos, sig cos +cog $in
sinD Wéini, = sim, sirg (1219
cos, = ~-CO8l, Siy siil +cosy chs

u, ergibt sich dann aus

cosu, cos, sim, sinDW+ag cos DW

: L : : L (12.20)
sinu, = (cos, sii, cosDW-cag sin PWos $in &ipn Bin

Es sind prinzipiell zwei Endbahnen zu erreichen, welche durch das Vorzeichen des Bahnande-
rungswinkels g in der zweiten der Formeln(1219) unterschieden werden. Soll
DW= _W - W sein und $t ui [0,180 ), mussg>0° wennu,i (180,360 |, muss

i

g<0° gewahlt werden. SolD W €© sein und istu, i [07180 ), mussg<0° im Fall
u, i (1807, 360 @ mussg> 0° gewahlt werden.

Das Formelsyster(l2.19) zeigt auf3erdem:

U Eine Knotenanderugist stets mit einer Inklinationsanderuggkoppelt.

BEISPIEL 1: Seien, =60, u, =50, g= 20", wird i, = 7377, DW 45 .84, u, = 43 70,
wenn g= -20 , wird i, = 48 168, DW = 20 .42, u, = 62 "04 (sieheBild 12-4).t



12.3 Anderungen der Bahnebene

15¢

Einemaximale Knoten&dnderungkann erreicht werden, wenn

coY, yremum = O, U, =90 27C
erfullt ist. In diesem Fall reduzieren sich die Gleichun@&il9) auf
c0SD W, emum SIN, = COF Sin,
SiND Werum SN, = SING , (com, £
cosi, = cog cos
bzw.
tang = sin, tan D W ...
undesist,, =i,,undDW = - L(DW. =,\W ;,W ,DW,,= V).

(12.22)

(12.22)

BEISPIEL 2: Seii; =60, uy=90, g= 20, wird i,=62, D W, =22 .8C sowie nach

den Formelr(12.20) u, ;=62 .55, u, ,=117 .45. t

W

2,2 1

u2,1

p i2,2 [ 12]
W

2,1
DWDW

Bild 12-4: Anderung der Bahnebene uin20°. Ausgangsbahri; =60 Ju,

Einemaximale Inklinationsanderungkann erreicht werden, wenn in den Gleichun@&l9)
und(12.20) sinu, = 0 gesetzt wird, wenn sich der Satellit also im-anafer absteigenden Kno-

ten seiner Bahn befindet. Dannist g +,, die gesamte in die Bahn&nderung gelste Ener-

gie wirkt sich auf eine Inklinationsanderung aus.

U Eine maximale Inklinationsanderung kann nur in einem Knoten stattfinden. Eine Knoten-

anderung ist in diesem Fall nicht moglich.
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12.3.2 Inklinationsdnderung im Knoten flr kreisnahe Bahnen:

Wird eine Inklinationsdnderung um den Betfdn einem Bahnknoten vorgenommen, ergibt
sich nach Formgl12.3) auf S.150unmittelbar das Geschwindigkeitsinkrent

DV =\ ¥? 23\/\,cos i D (1223

Im Fall von kreisnahen Bahnen mit der (KrgBahngeschwindkeit V, =«/m’ a vereinfacht
sich diese Beziehung zu

DV =V, /241 eos iD 2% sin[;— (e Do (12.24)

Im Fall kleiner Inklinationsanderungen wird als weitere Vereinfachung die Beziehung

Dv =V, iD (e 09 i<D) (1225)

erhalten. An dieser Herleitung zeigt sich, wie kritisch die Aussage istj, klagse Anderungen
(Di)j entsprechengl Geschwindigkeitsinkremente ergeben, die in ihrer Summe gleich einer

einzigen groRen Gesclmdigkeitsdnderung
Dv =a( VY, aw( )bV =i
i i

seien. Diese Aussage ist nur bedingt richtig, vielmehr kann bei einer grof3en Inklinationsande-
rung die NaherunginDi /2 °© iD 2 nicht mehr angewendet werden. Im allgemeinen Fall gilt

dann fiir kreisahe Bahnen

oy D . (D), .
DV =2V, sm? a (V) 2% asmT V. ©
i j j

J

D),
2

wobei DI, 2sin( iD'2) und daher auch nichii =3 ( i) gesetzt werden kann.
j

12.3.3 Kleine Knotenanderungen

Kleine maximale Anderunged W, des Bahnknotens, die in der nordlichen bzw. siidlichen
Wende cosu, = 0) durchgefuhrt werden, fuhren mit der Inklinationsanderynd, =il aus
der zweiten der Gleichungéh2.21) ndherungsweise auf

DV, (sini, cos D €os sin)D g ( as O0F . &BW
bzw., dabi als sehr klein angenommen werden darf, auf
DV, (sini, +ibos,) ¢ ,(cos, 05  BWLi<)

und, wenn noctb W, G vernachlassigt wird, auf

DV, Osiﬁi . (cosu, &, RW1, i<D (12.26)
1
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Auch in diesem Fall gilt, dass ein groRerer Schub durch eine Akieamerer Schibe ersetzt
werden kann, offenbar nur bedingt bei nicht allzu grof@ndy,, < 1. Der Nennersini, zeigt

auRerdem, dass Korrekturen des Knotens auf Agumatoen Bahnen, fur die ein Knoten so gut
wie nichtdefiniert ist, sinnlos sind.

BEISPIEL 3: Ein Satellit bewege sich auf einer Kreisbahn in der mittleren Bahnhohe (bezogen
auf den mittleren Erdaquatok) = 700km. Welches Geschwindigkeitsinkrement ist fur eine
Drehung der Bahnebene um 2° edierich, wobei sich der Satellit auf einer Kreisbahn mit
derselben Hohe weiterbewegen soll?

Die Kreisbahngeschwindigkeit  hat far den mittleren Bahnradius
r=a =Rg #00 km=7078.14km den Betragv, = #a #.50 km/s. Da in diesem Fall

V; =V, =V und bei Aquatoriiberflug eine Bahnanderung sich voll auf eine Inklinationsande-
rung auswirkt, istg= b 2 , somit nach Formell2.3) auf S.150

DV =V \Ea/l coy 2% sing , (e ﬂ)O

Fur eine Inklinationsanderung um 2° wird somit das Geschwindigkeitsinkrement
DV =262m/s beotigt. t

BEISPIEL 4: Korrektur einer Einschussbahn.

Fir den Einschuss eines Satelliten mit der ARIANE 42L und 44L in eine Kreisbahn mit der
mittleren Bahnhohéd = 800km, Inklination 7 =98°.6 wird eine Standardabweichung ¢

Bereich) fiir die geantierte Gaauigkeit in der Inklination voroi = ° 0°.032 gegeben Um

diesen Fehler korrigieren zu kdénnen, muss (nach Fofh2e)) ein Geschwindigkitsinkre-
ment von

DV =4.162m/s

mit einem Triebwerk an Bord des Satelliten ermoglicht werden kénhen.

! aus: AEROSPATIALE, COLTN-AS-0054, issue 2, page A8, 4.3.1987
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12.3.4Richtung des Schubvektors bei Bahndrehung ohne Anderung der
Bahnform

Dr

2

Bild 12-5: Bahnebenenanderung ohne Anderung der Bahnform

Wird ausschlieRlich eine Drehung der Bahnebene ohne Anderung der Bahnform ge\wiinscht
mussen ursprunglicher und erzielter Geschwindigkeitsvektor dem Bedidg gheich sein:

|r’2|:|r'1|. Die beiden Geschwindigkeitsvektorénund f, spannen dann ein ebenes gleich-

schenkliges Dreieck auf (vgbild 12-5), der Schubvektobr bildet gegentiber der ursprungli-
chen Tangentialrichtung langs notwendig den Zwischenwinkel

a = 90 —% . (12.27)

U Wird eine Bahnebenendrehung ohne Anderung der Bahnform durchgefiihrt, erfolgt der
Schub niemalsenkrecht zur urspriinglichen Tangentialrichtung.

BEISPIEL 5: Eine Bahnebene soll um den Wingel 10° ohne Anderung der Bahnform ge-
dreht werden. Der Schubvektor muss gegeniber der vorgegebenen Tangentialrichtung den
Winkel a = 95° einschlieRen. Bei sehr kleinen Bahnmanovern, etwa nur um den \§Ymkel

0°.2 betragh = 90°.1, erfolgt also nahezu senkrecht zur urspriinglichen Tangentialrichtung. Im
Prinzip muss aber dann stets ein Korrekturmanéver zur Stabilisierung der Baangmbmacht
werden. t

12.4 Anderungen der Bahnform

Ein Zustandsvektor, ¢, bestimmt zum gegebenen Zeitpunkt die momentanen 6 Parameter
einer Satellitenbahn. Wird durch eine Bahn&nderung ein neuer Geschwindigkeitsye&toer
halten, bestimmen, 7, vollstandig die neue Bahn. Sind etwa die Zielbahnelemente bekannt,
kann darausr, und Uber Formel122) das zur Bhnénderung bendtigte Geschwindig-

keitsinkrement berechnet werden. Voraussetzung ist, dass UrspumZielbahn sich im
Moment der Bahnanderung bertihren oder schneiden, was durch denselben Ontsaektor
beiden Bahnen gewahrleistet wird.

! siehe hierzu auch Beispiel 4 in Abschiit 1
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Fur bahnanalysche Untersuchungen sind einige spezielle Falle von besonderem Interesse, die
im Wesentlichen mit dem Formelapparat der Zweikorperbewelermandelt werden kénnen.
In diesem Sinn sind auch alle in diesem Unterabschnittereeten Parameter zu verstehen.

12.4.1 Ein-Impuls-Manéver auf Zielbahn

Vorgegeben sei eine Satellitenbewegung auf einer Bahn, deren analytische oder numerische
Beschreibung vollstdndig bekannt sei. Durch einlgipulssMandver soll der Satellit (oder
allgemeinerein kinstlicher Raumflugkorper) auf eine gewtinschte Zielbahn gebracht werden.
GroR3e und Richtung dieses Impulses sind gesucht. Zur Vereinfachung wird in diesem Zusam-
menhang angenommen, dass der Impuls als Momentimpuls aufgefasst werden kann, es wird
alsokein Manover betrachtet, bei dem tber einen langen Zeitraum ein Korrekturtriebwerk ge-
zuindet wird. Dieser Fall wirde im Anschluss an die hier vorgelegten Rechnungen zu behandeln
sein. Die Aufgabenstellung ist ein Beispiel, wie mit relativ einfachen MethmddRahmen

einer Missionsanalyse grundlegende Aussagen erhalten werden k6nnen

Es sei eine Ausgangsbahn (1) gegeben, die eine spezielle oder eine all¢@pkbahn oder
auch jede andere beliebige Bahn sein kann. Bekannt sei alstenu Zeitpunkt der Ortsvek-
tor r, und Geschwindigkeitsvektat, fur ein Objekt auf dieser Bahn. Bekannt ist dann der

Normalenvektor
¢ =n ¥ (12.28)

fur den somit in &quatorialen Koordinaten die Parameter Inklingtiomd Rektaszension des
aufsteigenden Knoten#&/, zum betreffenden Zeitpunkt definiert sind:

e sini; sinW, g

c, U 2— sini, cos W 3 (12.29)
€ cos, H

Eine Zielbahn (2) soll durch genau ein Bahnimpulsmandver erreicht werden. Die Zielbahn kann
durch ihre (oskulierenden) Keplerelemente (oder verwandte P@@megeben sein. Wenn
eine elliptische Bahn Zielbahn sein soll und daftr

Grol3e Bahnhalbachse a,

Exzentrizitat €

bzw. Parameter p, = az( ]:ei)
oder Flachenparameter G, = m
Inklination i

bekannt sind, kbnnen die restlichen Parameter aus der Bedingung desp@mTransfers
bestimmt werden:

TN GSOC 9506 (27. Juni 1995)
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Rektaszension des aufsteigenden Knotens W,
Argument des Perigdums w,
Mittlere Anomalie zur Epoche M.,
Epochezeit t,,

Als Epochezeit,, wird sinnvollerweise die Bezugszeit des Manotvers gewahlt.

Fur Bahn (1) ist der Radius zu jedem Zeitpunkt aus

o= (12:30)
bekannt. Mit denRichtungsvektor,, kénnen Rektaszensiary und Deklinationd, des Sa-
telliten zum Zeitpunktl in aquatorialen Koordinaten

€cosd, cosa g
_ 0 e - u 2 _
o= nr, U gosdising (r 10 —) (12.31)
&sing El

Bild 12-6: Ein-Impuls-Transfer: der KnoteW, der Zielbahn

dargestellt verden. NactBild 12-6 kann zunachst das Argument der Braife auf der Aus-
gangsbahn berechnet werden:

cos, siu, = co#, siig - W
sini; sinu, = sim, (1232
cosu, = cogf cofa- W

Im Moment des Man6vers stimmt der Ortsvektor des Satelliten auf Bahn (1) mit seinem Orts-
vektor auf der Zielbahn Uberein. Wegen der Identitat der Ortsvektoren, sind auch die

Ortsrichtungsvektoren identisch
e = I =y (ﬁ 1% : (12.33)

Sei c,, der Normalenvektor der Zielbahn im Aquatorsystem,wié in Formel(12.29) fr
Bahn (1) auch fur die Zielbahn
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e sini, sinW, g

Cc,, U gsinizcosvy ﬂ (12.34)
g cos, g
Damit folgt die Bedingung
ro©, =0 (12.35)

woraus die Rektaszension des aufsteigenden Knoténsder Zielbahn berechnet werden
kann. Dies geschieht trigonometrisciigendermalien einfacher: Das Argument der Brgite
der Zielbahn kann nadBild 12-6 auf Seitel60berechnet werden aus

sinu, = Slm%sflml = Slmll , sini, 0 (12.36)
sini, sin,
Dieser Ausdruck ist nicht definiert, wenn
|sini,| < |sind] (1237

da dann kein Schnitt der Zielbahn mit der Ausgangsbahn madglich ist. Songst ligtkannt,
allerdings nicht eindeutig, da nur

cosu, = °J1 sidy, (1238)

berechnet werden kann. Es wird also noch eine Zusatzbedingung bendtigt, etwa ob das Mandver
im auf oder absteigenden Bahnast der Zielbahn, bestimmt durch

sgn(cosl, ) > 0 aufsteigend

12.39
sgn(cosl, ) < 0O absteigend ( )

erfolgen soll. Im Fall des EimpulsMandvers fuhren die beiden moglichen Werte dijir
letztendlich auf unterschiedlici@eschwindigkeitsinkremente. Es kann dann daggewahlt

werden, fUr das ein geringeres Geschwindigkeitsinkrement benotigt wird. In der Praxis kann
im Hinblick auf eine Minimierung des Geschwindigkeitsinkrements die Art des Bahgastes
wahlt werden, der auch auf der Ursprungsbahn durchlaufen wird: aufsteigender bzw. abstei-
gender Bahnast stimmen auf beiden Bahnen uberein:

sgn(cosl, ) = sgn(cag ) (12.40)
Eskann aber auch die Art des Bahnastes nach FqarB89) fest vorgewahlt werden.
Wenni, =0, musssing, = 0 sein. In diesem Fall wirdinu, = 0 gesetzt.
Zweimalige Anwendung des Kosinussatzes der Winkel
- COoS; = Cosl, Sif, Sig -C0$ COS
COoS, = COS$l, Si Sip + cos Cog

fuhrt zu einer Elimination vosing bzw. COSg und damit zu einer eindeutigen Berechnung
des Drehwinkelg aus
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o coSi, - codi,
sing = —— —
cosu, sin, cog+ cas, sin cDs (12.41)
- . . + - - o
cosg = SO SiM COB+ cas, sip cbs

cosu, sin, co§+ cas, Sip cbs

Die Rektaszension des aufsteigenden Knowhsder Zielbahn kann dann schlie3lich aus dem
Gaufkchen Formelsatz

cosi, sifW, - W
sini, sin(W, - W
cosW, -\

bzw. wegen des bekanntén auch aus

cog Sin, cas, cos 9p
sing simi,
Cog sil, Sim, ¢0% Ccas

sin(W, - W < cey sin, cos, c@g sim) cos
+sing sinu, sin, (1242
coW, - W =cog sim, sin, eas cas
eindeutig berechnet werden.

Bahn (2) werde durch eine (allgemeifk@pletbewegung beschrieben. Der &as ist auf ihr
daher durch

_ P2 -
r. = =r 1243
?  1+ecowl, ' (1243
mit der wahren Anomalie, bekannt. Um ein Manéver von Bahn (1) auf Bahn (2) durchfuhren
zu koénnen, mussen sich die beiden Bahnen schneiden konnemyss im radialen Bereich
von Bahn (2) liegen und daher die Bedingung

3(l-e) ¢ Ca(1 e (1244)

erfullen. Im Moment des Manévers muss der Ort auf Bahn (1) mit dem Ort auf Bahn (2) zu-
sammenfallen, =r, . Die Radien auf beiden Bahnen sind also im Moment de$Wss iden-

tisch. Die Geschwindigkeit auf Bahn (2) kann nach Foi@@&3) (in Abschnitt 2.5.2, Band 1)
aus der Beziehung

2 _ 2
V2= ome 1% (1245)
Qrz P,

berechnet und somit adéne Bestimmungsgrol3e zur Berechnung des Mandvers angesehen wer-
den.

Die Zielbahn (2) werde zun&chst nicht als kreisformig angenommen. Aus der Identitat der Ra-
dien kann die wahre Anomalie auf Bahn (2) im Moment des Mavers notwendig berechnet

werden aus

! Siehe etwa in Anhang A, Band V
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-1 , b >0 , e, > (12.46)

[}
ik
|- OO

cos, =

P | =
O
=

Im Fall e, =0 wird v, =0° angenommen, da die Epoche farund dortM,, =0 " gesetzt
werden kann.

Diese Beziehung ist nicht eindeutig, da der Sinus dieses Winkel nur aus

sinu, = °J1 eod y (1247)

berechnet welen kann. Man erhélt also stets zwei Losungen, aus denen erst durch eine zusatz-
liche Bedingung eine eindeutige Losung erhalten werden kann.

Mit bekannter wahrer Anomalie, und Argument der Breite, aus Forrel (12.36) kbnnen
das Argument des Perigaums der Zielbahn

w, = U, -y (1248

sowie mit Hilfe deKeplemgleichung wie ublich die mittlere Anomalid, berechnet werden:

J1- € sinu,

SinE, =

1- & cosk, (1249
COSE2 = M

1- e cosE,
M, = E, -esinE, . (12.50)

Wird der Zeitpunktt, =t, des Mandvers als Epoche fir die Zielbahn gewajit: t, , ist der
entsprechende Wert der mittleren Anomaligleich die mittlere Epocheamalie

MZO = MZ(t 420)

(12.51)
Fur die Berechnung des Geschwindigkeitsvektors
Po= fr, +9qO , rée g2 £ ,r,g,0 0 (1252
r

kann wieder vorausgesetzt werden, dass der Geschwindigkeits¥elder Ausgangsbahn zu

jedem Zeitpunkt bekannt ist. Zur Berechnung des Geschwindigkeitsvektors auf der Zielbahn
wird zunachst mit dem Normaleneinheitsvektor aus Fo(ir#34) auf S.161der transversale
Richtungsvektor aus

O = Cp ¥ (1253
berechnet. Die radiale Geschwindigkeit ist im RahmerKdgptelbewegung zu berechnen aus

r, = e ’Fm sinu, :eé—msin Yy =d,sin y (1254
2

2
Damit ist der Geschwindigkeitsvektor auf Bahn (2) im Moment des Manévers bekannt aus

r, = L, %q o - (12.55)
1
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Falls die Zielbahn (2) kreisférmig ist, verschwindie radiale Geschwindigkeit . Auch in
diesem Fall kann der transversale Richtungsvektor mit Fqi2&3) berechnet werden. Der
Geschwindigkeitsvektor auf der Zielbahn lautetrda

. G
i, = r—Zq20 . (e, D) . (12.56)

1

Das Geschwindigkeitsinkrement wird aus

DV =t 1y (1257)
berechnet, die Richtung, in die der ASchussh
Di =r, ry (12.58)

bestimmt. Der Drehwinkel,,, zwischen den beiden Bahnen im Moment des Mandvers er-
rechnet sich schlie3lich aus
I;1®2

1% (1259
ViV,

cosg,, =
Wegen des fehlenden Vorzeichens winw, in der Beziehungl2.47) sind alle diese Gré3en
nicht eindeutig bestimmbar. Die Berechnungen miissen also doppelt erfolgen.

Die Formulierung gilt im Prinzip fur jedes beliebige Bahnmodell. Wird eti@aAshpassung
mit einer geradlinigen Bewegung zugrunde gelegt, so wird die Zielbahn durch die Bahnpara-

meterG, , V, und z,, neben den Orientierungsparametéy\V, ,w, spezifiziert. Mit den

Formeln etwa (5.78) in Abschnitt 5.2.5.3 (Band Il) ergibt sich die transverssth@iadigkeit
auf der Zielbahn im Moment des Mandvers aus

V, =z, =V,cof Z -,9 (12.60)

Aus diesem Ausdruck kann der absolute Bahnwinkgl bzw. der relativeBahnwinkel
z,- 2z, berechnet werden. Die radiale Geschwindigkeit ergibt sich dann aus

Vo = 1, =V,sin(z, -z,) :\i’V‘z2 Vieos( 2z L F (1261)

Auch in dieser Formulierung ergeben sich (natirlich) zwei mogliche Lésungen wegen des un-
bekannten Vorzeichens vor der Wurzel. Der transversale Richtungsvektor ist Keplerfall
ausq,, =c,, ¥, bekannt. Somit ergibt sich schliel3lich deegBhwindigkeitsvektor auf der

Zielbahn aus
F, = Ly .28 ,0 - (1262

Drehwinkelg und Geschwindigkeitsinkrement folgen dann wie im obigen Fall. Anzumerken
bleibt, dass hedieser Formulierung keine Unterscheidung nach der Bahnform nétig ist, der
numerisch unangenehme Fall fur kreisnahe Bar(&pﬂ O) so in elementarer Weise umgan-

gen werden kann.

BEISPIEL 1: 1-Impuls-Transfer ohne Anderung der Bahneber
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Als Ausgangsbahn sei ein Transferbahn (GTO) in eine geostationdre Bahn gegeben:
a = 24413.272 ki, g =0.730373, iy =7 0073, W, =134 8268, W =0 .0, Mo=0.0, Epo-

che: t]_o .

Die Zielbahn habe die Paramet@g = 38518.836 kn, & =0.8214344¢, i, =i; .

Bei Variation der wahren Anomalie auf der Ausgangsbahn (1) werden der Drehwgjnkel

und das Geschwindigkeitsinkrememt variiert. Unter der Annahme, dass nur dasjenige Ar-
gument der Breitei, gewahlt wird, das in demselben Quadranten wie das entsprechende Ar-

gument der Breitay, der Ursprungsbahn liegt, zeigBild 12-7 auf S.165undBild 12-8 auf
S.166die Variationen des Geschwindigkeitsinkrementsund des Drehwinkelg, . Die je-

weils zwei Kurverentsprehen der Doppeldeutigkeit der wahren AnomatieAus den beiden
Lésungen wird dann in der Praxis eine auf Grund von Randbedingungen (typisches Beispiel:
Ausrichtung zur Sonne) ausgahlt. Die Kurven zeigen, dass fur verschwindenden Drehwinkel

91, der im ersten der betrachteten Falle die wahre Anomalid/p§i87_ hat, nicht das
kleinste Geschwindigkeitsinkremerv, erhaten wird. Dieses hat die wahre Anomalie

u; =72 Wird der kleinste mégliche ImpulBV; 0.4 km/s gewiinscht, betrdgt der Dreh-
winkel ¢4 =1 .5 t

9.0
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Bild 12-7: Variation des Geschwindigkeitsinkrements bei-Eipuls-Verfahren bei unveranderter Bahnebene,
links Fall 1, rechts Fall 2
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Bild 12-8: Variation des Drehwinkels bei Eimpuls-Verfahren bei unveranderter Bahnebene, links Fall 1,
rechts Fall 2
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Bild 12-9: Variation des Geschwindigkeitsinkrements bei-Eipuls-Verfahren mit Anderung der Bahnebene
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Bild 12-10: Variation des Drehwinkels bei Eimpuls-Verfahren mit Anderung der Bahnebene

BEISPIEL 2: 1-Impuls-Transfer mit Anderung der Bahnebene

Die Ausgangsbahn habe die Paraméfag = 36007.000 kn, Hp; = 237.000 kn,

a = 24500.000 kn, 6 = 0.73, ;=7 .0, W, =u4 M, .0, Epoche:lio .

Die  Zielbahn habe  die Parameter: H,, = 65622.000 kn, Hp; = 1622.000 ki,
a, =40000.000 kn, &, = 0.8 i,=60 0.

Die Variationen fur den Impuls und den Drehwinkel sind Uber die wahre Anomalie auf der
Ursprungsbahn iBild 12-9 auf S.166undBild 12-10damgestellt. Der minimale Impuls biégt

im Fall 1 (Sinu2 = «fl <o$ z;) Dv;, =2.2km/s und wird fur die wahre Anomalig, = 160~ ethal-

ten. Der zugehorige Drehwinkel betragt= 39 . Der minimale Drehwinkel; = 35 .5 pei

7

uy =145 erfordert den Impul®v, 2.4 km/s.

Bild 12-11: Bahnverlauf bei Eiimpuls-Verfahren, Drehung der Bahnebene @in =53
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Als spezieller Fall werd®v, =2.1915 km/s gewéhlt. Dann ist;, = 159 6674 und die Zeit seit
Start, d. h. in diesem Fall seit PerigaumsdurogdaetragtD, =2"56"0°.C. Die Geschwindig-

keit auf der ersten Bahn ist daip=2.38152 km/: und der Drehwinkely, = 38 "7152. Auf der
Zielbahn ist die Geschwindigkeit, = 3.466624 km/:, die wahre Anomalie hat deWert

u, =138 .908z, Damit kann die Rektaszension des aufsteigenden Knotens berechnet werden
W, =341 308¢, das Argument des Perigaums, =38 284z und die mittlere Anomalie

M, =37 7745, In Bild 12-11sind die beiden Bahnen dargestelit.

Eine Bahnanalyse im Fall des Bmpuls-Mandvers muss also verschiedene Fall@desich-
tigen:

U Vorzeichen vonsiny, ,

U Vorzeichen voncosu, ,

U minimaler Drehwinkelg,,, ,
U minimales GeschwindigkeitsinkremebV,,, ,

U doppelte Losung in manchen Bereichen des Verlaufs der Variaiiog,,, bzw. DV,
Uber der Zeit bzw. der wahren Anomalie der Ursprungshahn

Erst nach Auswahl einer dieser Mdglichkeiten kann eine geeignete operationelle Strategie fur
eine Anwendungn der Praxis entwickelt werden.

Spezialfall: Gegebenes Geschwindigkeitsinkrement
Die Ausgangsbahn sei zu jedem Zeitputktdurch Orts und Geschwindigkeitsvektor
r, =r,(t) , r, =r,(t,) bekannt. Fur die Zielbahn seien vine Allgemeinen soeben behandelten

Fall die grol3e Bahnhalbachag Exzentrizitate> und Inklinationi> gewtinscht. Fir das Bahn-
manover sei ein fester Impu®/, (etwa durch ein FeststofftriebwgrkorgegebenEs ist der

Zeitpunktt, =t, bzw. die wahre Anomalie;, auf der Ursprungsbahn zu berechnen, zu dem

dieser Impuls erfolgen muss, der Ort, wo der Impuls angebracht werden muss, die Richtung, in
die er durchgefuhnverden muss, sowie die noch fehlenden Bahnparameter der neuen Bahn

W, , w, , M,, und der Geschwindigkeitsvekteéy .

Nach den vorstehenden Formeln kann in Abhangigkeit von detiZewv. der wahren Ano-
malie v, auf der urspriinglichen Bahn das Manéver und damit dash@éndigkeitsinkrement

DV = \)t) (D) berechnet werden. Damit ka@on&chst bei Variation Gber einen Um-
lauf auf Bahn (1) festgehalten werden, wie grof3 der VariationsbereicBWvoist und ob der
vorgegebene WeiV, auch in diesem Bereich liegt. Aus der Kurve kann der Zekitubzw.

die wahre Anomalies, direkt abgelesen werden, zu dem der Impuls zu erfolgen hat. Wird

dieser Zeitpunkt sehr genau gewinscht, kann er wegen des komplizierten Formelsystems und
wegen eines eventuell aufwendigen Bahnmledelr Berechnung der Ausgangsbahn (1) itera-
tiv aus der Bedingung
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f(t) * () -VD & (12.63)
bzw.
f(u) * N(4 -VD € (12.64)

berechnet werden. Aus den Kurvel st ersichtlich, dass wegen der nicht eindgpeni Be-
rechnung vony, zwei Losungen zu erwarten sind.

BEISPIEL: Es seien die Babkn des vorherigen Beispiels 1 vorgegeben. Das gewilnschte Ma-
néver habe den Ipuls pv, =400 m/s. Die erste wahre Anomalie, zu der dieser Impuls ange-

bracht werden muss, ist . Dann ergeben sich die wahre Anomalje auf der Zielbahn, der
Drehwinkel g, sowie die Geschwitigkeiteny, auf der Ursprungsbahn und,, im ersten
Losungsfall auf der Zielbahn

w = 907012 , y, =82 .954

t
g =0373 , \; =7329km/s , Y, =7.726km/s

12.4.2 Bahnmandver mit vorgegebener Drehung der Apsidenlinie

Der vorhergehenden Aufgabe verwandt ist die Drehung einer Bahnellipse mit nur einem Bahn-
manover, wenn der Drehwinkel vorgegeben ist. Eine erste Abschatzung des Mandvers wird mit
den elementarendfmeln des Zweikdrperproblems durchgefihrt.

Die gegebene Bahn habe die gro3e Bahnhalbaghsed Exzentrizitéte , die Zielbahn ent-
sprechendlie grof3e Bahnhalbachs®, und Exzentriziit €,. Die gewinschte Drehung sei
durch die Drehung der Apsidenlinie um den Winkel vorgegeben.

Bild 12-12: Bahnmandver zur Drehung der Apsidenlinie (Korrektur des Perizentrums)

Alte und neue Bahnellipsschneiden sich in zwei Punkten. Ein Schnittpunkt habe in der alten
Ellipse die (noch unbekannte) wahre Anomalidn der neuen Ellipskat er nactBild 12-12

die wahre Anomalie
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u, = - Dw . (12.65)

In einem dieserwei Schnittpunkte muss das Manowrr Drehung der Bahnellipse, d.h. zur
Drehung der Apsidenlinie, durchgefuhrt werden. Ein solcher Punkt hat in beiden Ellipsen den-
selben Radius, es gilt also

r=_—M =P . (12.66)
1+ cosy, 14 cosy

Sein Ortsvektor in einer Bahnebenkezogen jeweils im auf die Apside orientiergnBahn-
systemi lautet dann in beideBystemen

= r(q 110/, § 5, Sin l& Fl (12.67)

wenn q,, auf das Perizentrum der ersten Ellipgzdgen ist undy,, der zugehdrige zweite

Richtungsvektor in einem ebenen orthonormierten Bahnsystem ist. Die radiale Geschwindig-
keitskomponente lautet in den beiden Systemen

r, = quinul , 1 :ez\/gnsin Y (12.68)
2

und damit die entsprechenden Geschwindigkeitsvektoren

, . \//77 . . »\/
I, =nro + rplQO’rz Lo #q o - (12-69)

Hier lautet der transversale Richtungsvektor

g, = -=siny, q, <«€o0suq, (12.70)

Wenn die Geschwindigkeitsvektorép, r, vorgegeben sind, kann déwischenwinkelg be-
rechnet werden, um den der Geschwindigkeitsar durch das Mandver gedreht werden muss:

i, ® : :
cosg = \sz BAVARE [ANAYARE S (1271)

Entsprechend Formél2.3) ist dann das Geschwindigkeitsinkrement bekannt:

D = WD FV? VA 2V\,sing

Um die Berechnung durchfiihren zu kdnnen, fehlt noch die wahre Anomélieden Ort des
Manovers. Aus den Beziehunggr2.66) folgt

p(1+ecozs,) =p(1 & cosy (12.72)
und mit Bedingung12.65)

Acosy, + Bsinyg +C =0 (1273
wobei die Abkirzungen
A=¢ pcosDwep
B:=e psinDw (1274

C=p -p
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verwendet werden. Aus

cos, +C = Bsiny 7B\ 1 ces L (1275

ergeben sich die elementaren Losungen

cos, :ﬁ(-AC BJR C BZ} | (12.76)

Mit Gleichung(12.75) erhalt man 4 Ldésungen, von denen nur zwei richtig sein kénnen. Als
Bedingungsgleichung kann Gleichu(ig.73) herangezogen werden.

Spezialfall: Ursprungsund Zielbahn haben dieselbe Bahnform, grof3e Bahnhalbachse und Ex-
zentrizitat sind identisch, es gilt alsp=a,, ¢ =, sowie p,= p, . Damit kann die gesuchte

wahre Anomalie berechnet werden aus

sinDw _ 1 +cos v

cosu, = -
! 2(1- cos v) J2
1- cos v
tany, =
sinDw

Damit ergeben sich die beiden Losungen
Dw
2
Die radialen Variationen betragen

u = -y bzw. wu =,u

r1 = _r2
und derRotationswinkel schliefRlich
ma(l- €
- 12 +(r2 )
cosg =
Y @)
e+ 5

r

Dieser Fall ist zum Beispiel von Interesse, wenn eine Perigaumskorrektur zum Erhalt einer
formstabilen Bahif A f r o z kerforderfich wird (siehdierzu in Kapitel 23, Band 1Y,

BEISPIEL: Gegeben ist die Batsy, = 7007.13km7g =0.0.0019 Das Perigdum soll um
den Winkel Dw =29 .41 gedreht werden. Das Mandver muss bei der wahren Anomalie
U, =14 70t durchgefihrt werden. Mit dem Radius=r, =6993.987 kn und den radialen
Variationen 1, = +, 3.714km/s, sowie der momentanen  Geschwindigkeit
V, =V, =7.55638km/: ergeben sich der Drehwinkegi = 0 .05632: und das Geschwindig-
keitsinkrementDV =7.428m/st
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12.4.3 Hohmann Ubergange

Walter Hohmanr(18801945) schlug inseinemBuéhDi e Errei chbarpegi t der
Untersuchungen ¢ ber (1825)skopRrane tifgangsbahmen ovis¢henm i

zwe krei snahen Planetenbahnen als Ag¢nstigs
rem Entdecker alslohmanrUbergangsbahnefbisweilen auciHohmannTransferbahpge-

nannte Bahnen sind die Grundlage fiir die Berechnung optimaler Ubergangsbahnen, optimaler
Bahnkorrekturen, fir den Einschuss in eine stationdre Umlaufbahn, fir interplanetare Trajek-
torien usw.

\%
2

Bild 12-13: HohmannTransfer, koplanarer Ubergang von Kreisbahn zu Kreisbahn

Es soll der Ubergang aus einer niedrigen Kreisbahn mit Raginsine hohe Kreisbahn mit
Radiusr, untersucht werden (siel#ld 12-13). Als Ubergangsbahn wird eine e gewahlt,

deren Perizentrum auf der niedrigen Bahn, deren Apozentrum auf der hohen Bahn liegt. Die
Ubergangsbahn hat somit den Perizentrumsradius

n =r. =a@l e (22.77)
sowie den Apozentrumsradius
r, =r, =al e (12.78)

woraus die groRe Halbachsad die Exzentrizitatler Ubergangsbahn berechnet werden kon-
nen:

! siehe etwacHULZ ed. [1980]
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a = i "2'r1
12.7
_nen (1279
2a
Die Kreisbahngeschwindigkeit auf der niedrigen Bahn ist
v, = I, (12.80)
I’l
auf der hohen Bahn
v, = |, (12.81)
r-2
die Geschwindigkeit im Perizentrum der Ubergangsellipse
VP = \/r_nl_-le = \/_@ = 2 '2 , (1282)
al-e ar oA, T
im Apozentrum
al+e at [ P

Das Geschwindigkeitsinkrement zum Erreichen der Ubergangsbahn voiedegen Bahn
aus betragt

a 0
DV, =V, V, T/r_naz_Zrz 1g . (12.84)
rlQ r.1+r2 -
zum Einschuss aus der Ubergangsbahn in die hohe Bahn
ma 2r, O
= =— —L 4. 128
DV, =V, V. ﬁ? r, 8 (12.85)

Der gesamte Geschwindigkeitsbedarf, der aufgewendet werden muss, um von einer Ursprungs-
bahn eine Zielbahn zu erreichen, wird gelegentlictchgakteristische Geschwindigkéie-
zeichnet

D\/char :| rq) | 1'-4 D (12.86)
Im Fall des koplanareHohmannTransfers lautet die charakteristische Geschwindigkeit

:\Q -k/D =

G X o

Die Dauer des Ubergangsfluges von der Urspruingdie Zielbahn ergibt sich aus déepler-
schen Umlaufzeit der Ubergangsellipse

char

(12.87)

HNg 2t}

! siehe etwa R. HGIESE[1966], p. 124
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a3

PK=2,0E

3
Dt,, =p \/g . (12.89)
m

Der Schub zur Bahnanderung von der niedrigen in die hohe Bahn muss im Fodhdesnn
Transfers stets in Bewegungsrichtungelracht werden. Soll umgekehrt von einer hohen in
eine niedrige Bahn geflogen werden, muss der Korrekturschub stets entgegengesetzt zur Bewe-
gungsrichtung angebracht werden. Die charakteristische Geschwindigkeit ist in beiden Fallen
gleich.

naherungsweise zu

Eine Verallgemimerung des gefundendétohmannTransfers kann im Rahmen der allgemei-
nenKeplebewegung erfolgen (siehe lfapitel 17).

BEISPIEL 1: Transfer in geostationare Bahn

Es werde der Ubergang von einer 200 km Kreisbahn in die 35788 km hohe geostationare Bahn
betrachtet. Es ist

L = 6578.140 km r, = 42166.28914 km

somit
a = 24372.215km , e = 0.730

Vi1 = 7.784km/s , V., = 3.074km/s

Ve = 10.263km/s , V, = 1.593km/s

DV, =V VY  2485km/s , V,D V=, \, - 1.48lkm/s
DV, = \§ W,D 3866km/s , t,,D 515 33168

Der Transfer eines Satelliten in eine geostationdre Bahn aus einer 200 km hohen Parkbahn er-

fordert das gesamte Geschwindigkeitsinkrement 3.966 km/s. Der Transferda6ese’. 168

. In der Prais wird heutzutage ein Satellit direkt in eifilansferbahn eingeschossen. Der Sa-
tellit benétigt zum Einschuss in die geostationare Bahn daher nur einen Apogaumsmotor, der

das GeschwindigkeitsinkremeBlV,, =1.481km/s aufbringen kann.t

BEISPIEL 2: Positionierung des DFS

Zur Minimierung von Triebwerksfehlern wird der Transfer eines Satelliten in eine geostationare
Bahn manchmal nicht mit einer, sondern mér Ubergangsbahnen durchgefiihrt, wozu der
Apogaumsmotor an Bord des Satelliten dreimal geziindet werden muss (es wird auch hier an-
genommen, dass der Einschuss in die erste Ubergangsbahn direkt von der Aufstiegsrakete er-
folgt). Bild 12-16 zeigt die Einshussbahnen des Satelliten BDE&EDie erste Ubergangsbahn

(TO = Transferbahnyird nach dem Einschuss von der Startrakete im ersten aufsteigenden
Knoten cer Bahn erreicht. Von dort an bewegt sich der Satellit auf einer (elliptiskleghgr-

bahn Gber 1.5 anomalistische Umlaufe. Bei Erreichen des zweiten Apogdums der Bahn wird
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der Apogaumsmotor zum ersten Mal geztindet. Dadurch wirdrdie Zwischenbahn (104
Intermediate Orbit 1grreicht, mit dedas Perigdum gehoberund die Inklination algebaut

wird. Diese Bahn wurde so gewahlt, dass das zweite Apogaum bereits in der N&he des Zielortes
auf der angestrebten geostationaren Bahn liegt. Im zweiten Apogéumatin wird der
Apogaumsmotor zum zweiten Mal gezindet und damitzdieite Zwischenbahn (102) er-
reicht. Schlie3lich wird mit einer dritten Zindung des Apogdumsmotors der Driftorbit (DO)
erreicht. Die Betrage fur das jeweilige Geschwindigkeitsinkremehtugitere Paramer sind

in Tabelle12-1 zusammengestellt. Die drei Impulse bewirken das Gesamtgeschwindigkeits
inkrement

DV = B %D \g DL34488897

Ainertiale

Bild 12-14 (linkes Bild): Darstellungfi der Einschussbah

Bild 12-15(rechtes Bild) Ar el at i ve Dar st el | Benug dufdiedeste Ffdobeslécieu s s b a h n

TO 101 102 DO

a[km] 25118.2651 30177.9845 41669.2817 42274.4211
e 0.68636158 0.403789313 0.016835986 0.002312399
i 19°.79957 7.0522358 0°.24548737 0°.06873922
Hp [km] 1507.59 11614.297 34589.598 35798.5258

H , [km] 35980337 35985.391 35992.685 35994.0364
V, [km] 1.71866673 2.36849617 3.041224028 3.0635557
DV gm/s ¢ 0.649829442 0.672727855 0.022331672
a DV &m/s | 1.34488897

Tabellel2-1: Oskulierendd?arameter der Einschussbahnen des-BFS
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Bild 12-16: EinschussdesDF® mi t dr ei mali gem Z¢nden des Apog2umsmot

sehen vonNordpol des AquatorsB{ld 12-14), bezogen auf die feste Erdgilfl 12-15) und in Merkatorprojek-

tion. Die verschiedenen Transferbahnen sind jeweils in derselben Farbkodierursgedliargenwarze Bahnab-

schnitte liegen im Erdschatten, die Orte fiir das Ziinden des Apogaumsmotors sind markiert. Im unteren Bild ist

auch der Abbau der Bahninklination zu erkennen, der in den beiden oberen Bildern nicht sichtbar ist. In brauner

Farbgebungst die Aufstiegsbahn mit der Startrakete bis zum Einschuss im ersten aufsteigenden Bahnkoten ein-
getragen

Diesesst geringerals das einzige Apogaumsmandver im vorhergehenden Bespigér Ein-

schuss in diesem Fall nicht aus einer Parkbahn in 200 km Hohe erfolgte, sondern von der Start-
rakete bereits in der Hohe von etwa 1507 km durchgefuhrt wMiit&rreichen der Driftbahn

(DO) ist der Einschussprozel3 in eine geostationare Position noch nicht abgeschlossen. Es fol-
gen im Prinzip nach demselben Schema noch eine Serie von Feinakquisitionsmandvern, die
aber nicht Gegenstand dieses Beispiels sein sollen

BEISPIEL 3: Korrektur einer Bahnabsenkung

Eine erdnahe Satellitenbahn wird durch Einwirkung des Luftwiderstandes allmahlich abge-
senkt. Seig, die mittlere Bahnhalbachse zum Zeitputta, die sékulare Halbachsenab-

nahme, so lautet die mittlere Halbachse zum Zeitpunkt

a=3a #&(tey . (12.89)

! siehe hierzu zur Vertiefung etv@opP[1983], auchECKSTEIN [1980], Cel. Mech21, 129 147, undECKSTEIN
[1983], DFVLRFB 8302
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Gegeben seief, =7153.134 km und
a, = 1.28892 10’ km/s @4:067522km/y  @834m/30d

Nach 30 Tagen wurde die Bahn auf 7152.7999 kn abgesenkt. Gesucht ist das gesamte be-

notigte Geschwindigkeitsinkrement, um wieder die urspringliche Bahn zu erreichen. Unter der
Annahme, dass urspriingliche und fehlehd@ahn nahezu kreisformig sind, kann Formel

(12.87) angewendet werden. Dies ergibt mie a , r, = a, das alle 30 Tage in Bewegungs-
richtung aufzuwendende &ehwindigkeitsinkremenbv =0.174m/s, t

BEISPIEL 4: Interplanetare Trajektorien

Es werde deHohmannTransfer ErdeVenusbetrachtet Die mittlere Erdbahn um die Sonne
hatdie grof3e Bahnhalbachse

3, = 1.495978723 19 km = 1AE

die Venusbahn (1984, Jan, 2 UT ; bezogen auf das mittlere Aquinoktium J2000.0)
. = 1.082087218 km =0.7233306 AE

Mit der heliozentrischen Gravitationskonstanrqp 4.32712438 318 ki £ hat ein Raum-

flugkorper auf der Transferellipse beim Abflug von der Erde disoBwindigkeit nach Formel
(12.83

V, = 27.289 km/s

wahrend die Erde auf ihrer kreisfornraggenommeneBahn die Geschwindigkeit

Vo = 29.785 km/«
hat.

DasGeschwindigkeitsinkrement, das der Raumflugkdrper nach Verlassen des Erdanziehungs-
bereichs aufwenden muss, um auf eirdmhmannUbergang zur Venus zu gelangen, betragt
also

DV =\, V, 2496km/s

und ist zur Erdbewegung entgegengesetzt gerichteldnmel dieser Bahn, also auf der Ve-
nugahn, ist

Ve = 37.727km/s

wahrend die Geschwindigkeit auf der wieder kreisformig angenommenen Venusbahn

V. = 35.021km/s

betragt. Das zweite Geschwindigkeitsinkrement zum Einschuss in diebabmuisetragt somit

DV, =Vo ¥  2706kms

und das Gesamtinkrement

1 W. HoHMANN [1925], p. 65 ff.
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DVges = Do =V,D V5 D5.202km/s
Die HohmannUbergangsbahn hat die Halbachse
a = 1.289033210 kn

und die Exzentrizitat
e = 0.160547

Die Flugdauer auf dieser Bahn vder Erde zur Venus betragt

D, °© 146 2

[-\ | oo

DV (KM/S)
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Bild 12-17: Verlauf des Gesamtgeschwindigkeitsinkremei's um von verschiedenen Ausgangsheaih auf

einemHohmannTransfer im AuRenbereich des Sonnensystems eine Kreisbahn mit heliozentrischem Abstand
zu erreichen

Dieses und einige weitere Beispiele HwhmanaUbergangsbahnen im interplanetaren Raum

sind in Anhang G zusammengestellt. Die Beispiele geben nur einen ersten Anhaltswert, da die
Planetenbahnen kre@®imig und koplanar angenommen wurden. Die Werte der Tabelle dienen

als Ausgangsnaherungen fir verfeinerte Untersuchungen. Fir den Flug von der Erde zum Mond
wurde eine Parkbahn in 200 km Hohe und die Geschwindigkeit beim Abflug von dieser Bahn
im Anziehurgsbereich der Erde betrachtet. Die Ubergangsbahnen im Jupagrrr, Uranus

und Neptusystem aus Planetenndhe zu einem der Monde gehen von einer Parkbahn in 1000
km Hohe tber der jeweiligen Planetenoberflache aus. Dagegen wurde in den Féllerueines Fl
ges von einem Planeten zu einem anderen angenommen, dass der Raumflugkdrper den Anzie-
hungsbereich der Erde (bzw. des entsprechenden Startplaneten) bereits verlassen hat und sich
auf der Erdbahn (bzw. der entspredihem Planetenbahn) befindet. Es ist digodie Auswei-

sung des Gesamtbudgets die Fluchtgesdiighkeit vom Startplaneten weg noch hinzuzuftigen.
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Bild 12-18: ZeitbedarfDt [Jahre], um auf einerohmannTransfer von verschiedenen Bahnen in Sonnennéhe
andere Bahnen mit heliozentrischem Abstantd Auf3enbereich des Sonnensystems zu erreichen

Wird die Entwicklung des totalen Geschwindigkeitsinkremeantsbeim Transfer von einem

bestimmten Planeten zu den weitar3en befindlichen Planeten betrachtet, ergeben sich zwei
merkwirdige Ergebnisse:

Zunachst fallt auf, dass das Gesamtgeschwindigkeitsinkreovertiis zu einer bestimmten

heliozentrischen Entfernung stark zunimmt, dann aber flgd-Hiu noch gréReren heliozentri-
schen Dstanzen allmé&hlich bis zu einem Grenzwert wieder abnimmt. Es ist also billiger, d. h.
das benotigte Geschwindigkeitsinkrement wird geringertiabimannTransferbahnen zu wei-

ter entfernten als zu n&heren Planeterilizgen, auch wenn der Zeitaufwand hierfur grof3er
wird. Dies zeigtBild 12-17 in dem derDV - Verlauf fir den Abflug von der Sonnendistanz

r- = 0.2 AE (fiktiv), von rp = 0.4 AE (Merkurbahn), bisrs = 5.2 AE (Jupiterbahn) fir Flige bis
in die Sonnenentfernung = 53 AE aufgetragen ist.

Als zweites zeigen die Tabellen in Anhang Gsgldie fur einetHohmannTransfer in den
AulRenraum des Saensystems bengtigten Zeiten betrachtlich steigen, je weiter entfernt von
der Sonne sie gestartet wen. So benotigt détohmannaTransfer zum Pluto von der Merkur-
bahn aus 44.3 Jahre, von der iakn aus 45.3 Jahre, von der zu Pluto benachbarten Neptun-
bahn aus jedoch ganze 102 Jahre.HohmannTransfer im Sonnensystem ist also umso we-
niger akzeptabel, in je grol3erem heliozestinem Abstand der Transfer gestartet wird. Die
Verhaltnisse sind iBild 12-18 veranschaulicht. Hier werden die Gesamttransferz@&terauf

HohmannUbergangen aus der heliozentrischen Distanz 0.2 AE (innerhalb der Merkur-

bahn) bisfp = 30 AE (Neptunbahn) in den AuRenraum dargesfelttiteres hierzu in Abschnitt
12.7.3auf Seitel2149).
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12.4.4 Kleine Anderungen der Bahnform

Kleine Anderungeder Bahnhalbachdeeisnaher Bahnen kdnnen aus der Kreisbahngeschwin-
digkeit(12.80) auf S.173V, :«/m’ a, direkt hergeleitet werden. Sej die momentane mitt-

lere Bahnhalbachse (genau genommen einer Kreisbahn bzw. in der Umgebhhandeers
durch eine Kreisbahn mit Radias angenahert), so hat eine Variation ida das Geschwin-

digkeitsnkrement

a (12.90)

zur Folge.

BEISPIEL: Das dritte Beispiel des Abschnittd®.4.3 liefert mit a=7153.799%m,
Vv, =7.465km/s undpa = 334m das Geschwindigkeitsinkrement =0.174km/s in nume-

rischer Ubereinstimmung mit dem aus eilehmanrUbergangsbahn errechneten Wett.

U Zur Abschatzung kleiner Bahnadnderungen kreisnaher Bahnen braucht die aufwendige For-
mel(12.87) nicht verwendet zu werden.

Fur kleine Anderungen in der Exzentrizitat ausgehend von einer Kreisbahn mit Radiug
ein ManévemDV im Perigdum bzw. Apogaum der neuen Bahn mit groRer Bahnhalteahde
Exzentrizitate = De angenommen, es gilt daher fiir die Anderung der groRenthBéttachse
die Beziehung

s =3¢ =a(ly & & &,

somit
e = 2 B (e ex1 . (1291)
a &
Vergleich mit Forme(12.90) fuhrt auf das Geschwindigkeitsinkrement
1 |m 1
DV = =~ |— e Dx= e . 1292
R Fz*/ o 5 (1292

Das Manéver wird in transversaler Richtung, die bei kreisnahen Bahnen im Wesentlichen mit
der tangentialen Richtung Ubereinstimmt, durchgefuhrt.

BEISPIEL: Wird die keisnahe Bahra, =7148.773kn mit der Exzentrizitatg, =0.000110:

als Ausgangsbahn gewahlt und ein tangentiales Mandver mit dem Geschwindigkeitsinkrement
DV; =6m/sdurchgefiihrt, so betragen die neuen Bahnelenaenf&60.247km mit der neuen
Exzentrizitate = 0.00171435. Zur Bestatigung der Formgl2.90) und (12.92) werden die
folgenden Relationen berechndde =e € 0001604 Vk = 7.46712 km/sPVk = 0.006

km/s, 2DVk/ Vk = 0.001607Da/a = 0.001605. Die Ubereinstimmung der Daten in der Gro-
Renordnung von besser als®ist sehr befriedigend.
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12.4.5 Kleine Positionséanderungen langs der Bahn

Um den Aufwand abschétzen zu kdnnen, der erforderlich ist um einen Satelliten in seiner Po-
sition langs seiner Bahn um den Betiag der wahren Anomalie zu verschieben, werde die
Bahnin diesem Abschnitt als kreisformig betrachtet. Dann kann das Intervall in wahrer Ano-
malie durch ein entsprechendes Intervall in mittlerer Anomalie ersetzt werden

DU o NZD M i M' ] (I 11 2)

mit
M = MO +n(t tf))
M, =M, +n@t &) (i 12)

%

Bild 12-19: Kleine Positionsverschiebungen langs der Bahn

Mit a als grol3er Bahnhalbachser dg&ezugsbahn ish = «/m/ a® die Keplersche) mittlere

Bewegung langs dieser Bahn. Eine kleine Variabann der groRen Bahnhalbachse mit An-
wendung eines tangentialen Schubes nach Fq@84€0) bringt den Satelliten, nachdem tber
zwei Impulse seine Bewegung wieder kreisformig gemacht wurde, auf eine Bahn mit etwas
modifizierter gro3er Bahnhalbachse

a, =a° a

Die héhere Bahn wird gewéhlt um eine Position nach dem Bezugspunkt zu erreichen, die tiefere
fur einen Ort vor dem Bezugspunkt. Die mittlere Bewegaufgdieser Manéverbahn ist

m :

n = 2 , (4,2)
Wird angenommen, dass auf beiden Bahnen mit derselben mittleren Andfvalestartet
wird, erreichen die beiden Bahnen nach dem Zeitinte®alt t, die mittleren Anomalien

M bzw. Mi. Die gewtinschte Winkeldifferemau zwischen der Bezugsbahn und der zweiten
mandvrierten Bahn entspricht

Du° ™ M M- (n=n)( 1) {n Ft -

Nach dem Zeitintervall

Dt = . (i E2) (12.93)
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wird das zweite Mandéverpaar durchgefiihrt um den Satelliten wieder auf die Ursprungsbahn zu
bringen, jetzt jedoch um den BetrBy gegeniber dem Bezugsort versolin. Die Zeitdauer

fur das gesamte Mandver hangt vom Geschwindigkeitsinkreb\ardb, das die grof3e Bahn-
halbachse der Bezugsbahn entsprechend Fqa28l0) um den Betradpa verandert. Umge-

kehrt wird bei Variation um den Betr&p das entsprechende Geschwindigkeitsinkrement be-
rechnet und damit der Zeitaufwabterhalten. Erfahrungsgemal fuhrt ein Faktor 1Ddrzu

einem Faktor 1®in der Zeit.

BEISPIEL: Auf der kreisnadn Bahrax = 6883.50%m sollen zwei Satelliten, die gemeinsam
eingeschossen wurden, um die Dist&mz= 50 km getrennt werden. Wahrend sich der erste
Satellit unbeeinflusst weiter bewegt, soll der zweite durch Manéver hinter dem ersten positio-
niert werden. Der Distanz 50km entspricht in der gegebenen Bahn der \Durkigk/ax =
0°.41618 und das Zeitinteadl Dt = 6.6 sec. Unter der Annahme, dass das Gesamtmandver eine
Dauer vorDt,= 96'.3716 haben soll, ergibt sich nach Forii€l93)

%:2.0936715('3'!(? radls ® n-

wobei

n=\m & =.10549 X’ rad.

Somit wirdn, =\/ml & =1.10546722 @ rad. Daraus wird #6884.59585%m berechnet

und Da=0.08685km. Dies fuhrt mit Formel(1290) auf das Geschwingkeitsinkrement
0.0480064 /s, das bei Start und Ende des Transfers angewandt werden muss. Das Gesamt-
geschwindigkeitsinkrement betragt dab®=0.09601294 m/s.

Anmerkung: Man muss beachten, dass fur das hier geschilderte Verfahren nur die spezielle
Keplerbewegung herangezogen worden ist, was bei sehr kleinen Mandvern erlaubt sein kann.
Vergleiche hierzu die Verfahren in Kapitel ZBandIV).

12.4.6 Abschétzung eines Langenfehlers in der Bahn

Eine Abschétzung eines Langenfehlers in der Bahn wird in diégeohnitt an einem einfa-
chen, in der Praxis aber haufig vorkommenden Beispiel durchgefiihrt. Gesucht werde der Lan-
genfehlerD i n der Baorgmack(edde)y fA¢r eine kreisnahe Ba

mehreren (anomalistischen) Umlaufen, wenn die Variafian der groRen Bahnhalbachse
nach einem oder mehreren Uml&ufen bekannt ist.
Es seigder einer Strecke der Lange der Bahreugeordnete Zentralwinkel. Mit der R&on
o_z2e o (1294)
Dg 2 p
gilt dann fur kreisnahe Bahnen mit Bahnradiusa
aDg = ID . (12.95)

Aus der mittleren Anomalie, wie sie n&dherungsweise mit den Formelnidésp2rproblems
berechnet werden kann,
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M =M, n(t &)

ergibt sich bei kleinen Anderung@n eine kleine Anderung in der mittleren Anomalie

DM =n 1D,
bei kreisnahen Bahnen nfilg © N auch
Dg °n .

Die mittlere Kepletrsche) Bewegungn = 2p/ P mit derKepleischen UmlaufzelP liefert bei
kleinen Anderungen

Einer AnderundP in der Umlaufzeit entspricht einer Anderubdg °® R in der Zeit, somit

Dg °n tO =P -n

bzw.
bh . D
n 2p
und es wird
D =r & g &P -n . (12.96)
Nach dem drittefiKeplerschen Gesetz in der elliptischen Form=n*a® wird
Dn = gg aD , (12.97)
somit
D = aP nD E;’=nP a D
also
D =3p . (12.98)

Auf einer kreisnahen Bahn ist der Halbachsenfdbderu erwarten, wenn der Ort des Satelliten

in der Lange mit der Genauigkét gemessen werden kann. Es muss aber beachtet werden,
dass mit dieser Formel nicht die Abnahme der Halbachse erfasst wirsleveisva durch den
Einfluss nichtgravitativer Krafte wie etwa den Luftwiderstand im Verlauf der Zeit verursacht
wird.

NachN (anomalistischen) Uml&ufen gilt somit die Beziehung
(D),| =3pN @ . (12.99

Besteht ein Messf e hd[ng,rlasst sk beicemdr Bahnbestimmaong & v o n
Fehler in der Berechnung der grof3en Bahnhalbaehseder oberen Grenze

25
1210
e YN (12100

erwarten. Dies bedeutet:
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U Je groRer der Bahnbogen ist, Uber den gemessen werden kann, um so genauer kann die
Bahnhalbachse bestimmt werden

BEISPIEL: Der Satellit TOPEX(H = 1336 km,e = 0.0,i = 66°) wird mit einer Messgenauig-
keit vons = 100m vermessen. Bei einem Messzyklus von einem°Tag Umlaufen ist dann
nach Forme(12.100) die Halbachse mit einer Genauigkeit von

21.22 m m

< — — =1.63—

13 P 1.63 P
bekannt. Nach 7 Tagen Bahnvorhersage, also etwa 91 Umlaufen, kann die Bahnhalbachse mit

dieser Genauigkeit von 1.63 m bestimmt werden, wenn der Ort des Satelliten in seiner Bahn
entsprecbnd Forme(12.99) nur mit der Genauigkeit

|Del

km
(o] = 1457
vermessen wird. Diese Aussage ist allerdings darauf beschréankt, dass Bahnbestimmung und
Bahnvorhersage mit demselbeBahnmodell durchgefiihrt werden. Werden unterschiedliche
Bahnmodelle verwendet (analytische Modelle unterschiedlicher Genauigkeit, numerische Mo-
delle) muss auch der Unterschied in der Modellierung bertcksichtigt werden, wodurch sich die
Genauigkeitsaussageschlechtern wird. t

12.4.7 Beliebige Zweilmpuls-Ubergangsbahnen

Es sind prinzipiell unendlich viele Ubergangsbahnen zwischen zwei gegebenen Bahnen mog-
lich, wobei dieHohmanrnUbergangsbahn der Spezialfall mit in der Regel minimalem Ge-
schwindigkeitsinkrement (also Treibstoffverbrauch), jedoch mit groRem Zeitbedakiicdt.
solche allgemeineren Ubergangsbahnen, die nicht notwendig im Perihel bzw. Aphel und mit
einem Tangentialschub starten bzw. enden, wurden schovétohmanrim Rahmen der
speziellerkeplebewegung untersucht

Im Rahmen der allgemeindfeplebewegung befinde sich ein Raumflugkorper auf der Aus-
gangsbah (sieheBild 12-20). Im Punktr, finde ein Mandver statt, um den Raumflugkorper

auf die Ubergangsbahinzu bringen. Ein zweites Mandéver im Pumkt bringt den Raumflug-
korper auf die Zielbahi. Die Geschwindigkeitsvektoren ip auf den beiden Bahnen seien
undr, . Sie schlieRen den Zwischenwinkgl ein:

Mip

cosy, = "flp Tx (12.101)

Das Mandver erfordert nach FornfgR.3) auf S.150das Geschimdigkeitsinkrement

DV, :\/r'fp 2 2t lialcos , g (12102

LE.GILL in: IAA-96-B-1002 (4i 8. Nov. 1996)
2 \W. HOHMANN [1925], p. 84 ff.
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Bild 12-20: Beliebiger Bahniibergang

Bild 12-21: Koplanarer Ubergang auf Ellipsenbogen
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Entsprechend sind im zweiten Mandver die Geschwindigkeitsvektoren auf der Ubergangsbahn
f,, und auf der Zielbahmi,, mit dem Zwischenwinkep, :

cosg, =-2Ta (12103
P ¥ ot

Das Manover erfordert das Geschwindigkeksement

DV, =

Die Zeitdauer fur den Transfer vap nachr, kannmit Hilfe des Flachensatzesis

fh B 2f )t x[cos , g (12.104)

Z2 2

Dt =t, & ﬁigdz (12.105)

Z

berechnet werden.

Als UbungsBEISPIEL einer beliebigen Ubergangsbahn im Rahmen der Zweikivpegoag
werde gemamild 12-21 ein koplanarer Ubergang zwischen zwei kreishigr gedachten Bah-
nen mit Radiem; undr; betrachtet. Die Ubergangsbahn habe die groRe Bahnhalzauhse
die Exzentrizititd<e <. Im Moment des Einschussesdie Ubergangsbahn hat der Raum-

flugkorper in der Ubergangsellipse die wamomalie ;, aus

-1 (12.106)

o
85
1 O: O

1
coy, = =
c

=

¢
beim Erreichen der Zielbahn die wahre Anomalje

18p
cosl, = —ge -1

ech

- O: O

Die Geschwindigkeiten im Moment der Bahnmandver auf der urspringlichaetefvdaesisfor-
mig angenommenen) und der Zielbahn sind

m m
VKl = n , VK2 =

2 o
auf der Ubergangsbahn

a2 22 1 c
EE I B T] - (12108
grl : rzg a =

Da die Manover in diesem Fall nicht im Rerder Apozentrum, also tangential erfolgen sollen,
muss in beiden Mandvern noch um den Winkgédreht werden, dem Winkel am @rzwi-
schen dem Geschwindigkeitsvektor auf der Urspsulbzw. Zielbahn und dem entsprechenden
Geschwindigkeitsvektor auf der Transferbahn.

(12107

Q |
o

Es werden im Folgenden zwei Mdglichkeiten hergeleitet, wie dieser Zwischenwinkel in ele-
mentarer Weise berechnet werden kann. Die erste erdgibags deKepleibevegung. Nach
Bild 12-22ist offenbar
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ré6 =r ®sn gV []=, (12.109
wobeiV aus Forme(12.108 und r (etwamit Formel(2.82) in Abschnitt 2.5.2, Ban{ &us

r= e\/r—nsinu (12110
p

berechnet werden kdnnen.

Bild 12-22: Die antifokale Anomaliel/. und der Drehwinkegj zwischen Kreisbahn und elliptischer Bahn

Eine andere Mdglichkeit isohne Kenntnis ddfeplebewegung den Zwischenwinkel rein ge-
omdrisch mit derantifokalen Anomalie/. nachBild 12-22 zu erhalten. Ser der (Haupt)

Brennpunkt (= ASonnefi) der EI | i pFadetAAxnd iif ot- d
kugier Al eer e Br en mypomAatifakgs zumDerrist derargifokale d
Radius

- = 2a -+ . (12117
Die antifokale Anomalia/. kann dann aus

- CoOSlie = Zae + cost

1211
re Sinu. ( 2

rsinu

berechnet werden. Da die Normale im Punkin die Ellipse den Zwischenwinkel zwischen
Radius und antifokalem Radius halbiest,der Drehwinkel

1
g = E' u- b (12113

Mit ¢, kann daher der Drehwinkel bei Einschuss in den Transfer und mit entsprechend
der Drehwinkelg, bei Einschuss in die Zielbahn berechnet werden. Die entsprechenden Ge-
schwindigkeitsinkremente sind mit Forn{&R.3)

DV, =V’ W 2yYysing (i 12 (12114

Die Zeitdauer fur den Transfer errechnet sich mit den elemerKamaiformeln
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cos, ,+e
cost, = ———
‘ l+ecow/,,
SinE,, = J1- € siny,,
2 1+ecos, (12119
M1,2 = E1,2 -esin E1,2
_ M,- M m
aus Dt =t, ¢ -% , N 3

BEISPIEL: Transfer von der Erde zur Venus
Fur den Transfer werde die Ellipse
a:231(53km , e =0t

gewahlt. Mit (siehe die Zahlen in Beispiel 4 des vorigen Abgts sowie in Anhang G, Band
V)

=g, =1.4959787 A km =AAE L a= 1082087 8 ken 0.7233306

wird
p=all® 4518km ,u 270308 .y 3205
sowie
Vi =V =29.785km/s , \, =33.327km/s
Vo = V. =35.021km/s , V, =42.301km/s
Nach Forme(12.110) ist
= -14.871km/s , Iy = 9.445km/s

somit nach Forme(12.109)

9 = 26502 , g =12 .903
Entsprechend der zweiten Methode betragt die antifokale Distanz nach Fb2rhel)

e, =2a + 2504 18 km ,r., & r, - 2918 fo rm

somit nach Formg12.112)

Uz, = 3237314 , g, =346 .38
und mit Formel(12.113

G = 3| vl 26502 . ,g 3E2 #d-u 12903
Die entsprechenden Geschwindigkeitsinkremente betragen daher mit Foizrhed)
DV, =14.872km/s , B =11.305km/

und die charakteristische Geschwindigke
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DVges = B ¥,D 263177km/s

Der Zeitbedarf errechnet sich mit den Form@a115) aus
E, =300.266 , E, =336 .624
M; = 325.009 , M, =347 .991

schlief3lich zu
D =t, t; 4296818.148s & b .561

Gegenuber einerhlohmannTransfer schafft das Raumfahrtzeug den Flug von der Erde zur
Venus auf der hier gewéhlten fiktiven Bahn in etwa 1/3 der Zeit. Das aufzuwendende Ge-
schwindigkeitsnkrement hat sich allerdings mehr als verfunffacht. Falls das zweite Manbtver
beim Einschussni die Venusbahn misslingt, fliegt der Raumflugkérper naher an die Sonne

heran. Sein Perihel im Abstand, =1 a1 km liegt aulRerhalb der Merkurbahn mit

a=0.579 318 kmr und sollte fur den Raumflikgrper noch keine Gefahr durch allgmwi3e
Sonnenbestrahlung bedeuten.

In der Praxis wird gewdhnlich der Einschussortauf der Primarbahn und der Ze r, auf
der Zielbahn sowie die aufzuwendende Zwischenkeit=t, t vorgegeben. Die Bahnele-

mente der entsprechendirplebahn werden im Rahmen deambertProblems berechnet.

Fur erste Abschatzungen genigt es, das langfristige Bahnverhalten zu untersuchen, also nur
sékulare Effekte einzubeziehen oder einfach nur mérgispezielleniKepletbewegung zu ar-

beiten. In einem nachsten Schritt missen jedoch alle wichtigen kurzfristig wirkenden Einfliisse
bertcksichtigt werden, muss also mit oskulieemdarametern gearbeitet werdsiehe in

Kapitel 20).

12.4.8 Gravitationsverluste bei nichtimpulsférmigen Mandvern

Impulsférmige Mandéver kdnnen vielen Fallen der Praxis nur ein erster Einstieg zur Abschat-
zung von Manovern und fir ihren Aufwand sein. In der Realitat ist ein Triebwerk h&ufig nicht
stark genug um ein Mandver impuisinig ablaufen zu lassen, sondern das Raketentriebwerk
muss Uber langere Zeiten, vielleicht eine Stunde oder mehr geziindet werden, um eine ge-
wunschte Zielbahn erreichen zu kdnnen. Ein Beispiel hierzu ist das Anheben einer Bahn aus
einer niedrigen Parkbalauf eine hohere Bahn. Dazu muss im Perigaum der Bahn das Trieb-
werk geziindet werden um das Apogaum auf die gewiinschte Bahnhdéhe anheben zu kénnen.
Die energiereichste Bahn, also das grof3te Apogdum, kann am wirkungsvollsten, also mit ge-
ringstem Energieaufwanekreicht werden, wenn maglichst nur im Perigdum gezindet wird.
Bild 12-23 zeigt rechts das Anheben der Bahn (die Ausgangs Parkbahn und die endgultige Bahn
sind der Uersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet) durch ein lange andauerndes Manéver,
das sich fast tUber ein Viertel der Bahn erstreckt. Ein solches Mandver ist bei chemischen Trieb-
werken aber nicht optimal, da der Energieaufwand mit der Entfernung zum Goasgiant-

rum immer gréRer wird. Man spricht hier von einem Gravitationsvérligst ist daher

! Abschnitt 2.7.1 (Band I)
% siehe inK. A. EHRICKE [1962], Space Flightl, pp.512-587
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optimaler, mehrmals in der N&he des Perigdums zu ziinden. Damit kann bei gleichem Triebwerk
und glecher Nutzlast eine hohere Bahn erreicht werden (sieB#dn12-23, linkes Bild) als
bei langem Ziinden.

——

Bild 12-23: Gravitationsverlust bei langen Mandvern in der Nahe des Perigdums um eine Bahn afizufreben
kes Bild: mehrmalige kurze Schibe, rechtes Bild: ein langer Schub

Lange dauernde Mandéver missen anders als beisttean Triebwerken stets bei elektrischen,
thermonuklearen Triebwerken oder Sonnenseglern in Betracht gezogen werden. Bei derartigen
Triebwerken missen daher andere Rechenverfahren eingesetzt werden, die nicht durch impuls-
férmige Vorgange angenahert wendednnen. Bei elektrischen Raketenmotoren sind wegen
des sehr hohen spezifischen Impulses Gravitationsverluste vernachlassigbar.

12.5Die hyperbolische Bewegung

Eine hyperbolische Bewegurk@gnn nur dann auftreten, wenn ein legier Korper dem Gravi-
tationsfeld eines bestimmten Zentralkorpers nur zeitweise ausgesetzt ist. Dies ist etwa der Fall
bei einem Vorbeiflug einer Sonde an einem Planeten, beim Verlassen des Gravitationsfeldes
eines Planeten, wenn der Raumflugkorper aufehyplische Geschwindigkeit beschleunigt
wurde oder beim Anndhern an air#entralkérper, um dann nach Abbremsen von einer hyper-
bolischen Bewegung in eine elliptische Umlaufbahn um den Zentralkérper einzutreten. Eine
hyperbolische Bewegung ist ein einmatidéorgang. Periodizitat gibt es keine. Aus diesem
Grunde wird die hyperbolische Bewegung im Rahmen der Bahné&nderungen behandelt, ob-
gleich sie eigentlich Bestandteil daligemeinerKepletbewegung ist und auch mit dem For-
malismus deallgemeinerkeplebewegingbehandelt welen kann Eine Anderung der hyper-
bolischen Bewegung kann nur durch Anderung der Bewegungsenergie, etwa durch das Ziinden
eines Raketenmotors oder duRRibung in der Lufthille des Zentralkdrpers, bewirkt werden.

Die hyperbolische Bewegung ist ein wichtiger Bestandteil der Raumflugbahnmechanik.

! siehe:B. STANEK [1983], p. 107
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12.5.1Bahnparameter der hyperbolischen Bewegung

Ein Massenpunkt (eine Sonde mit verschwindender Masse) mussisicten Anziehungsbe-
reich eines Zentralkérpers zu verlassen, mindestens auf einer parabolischen wenn nicht gar hy-
perbolischen Bahn bewegen. Auf eiparabolischen Bahhater die Geschwindigkeit

VPAR = \/2_77 (e 11) !
r (12.116)

die in grof3er Entfernung der Sonde vom Zentralkdrper (alsbfum ) verschwindet:
Voara = 0

Befindet sich der Massenpunkt auf einer hyperbolischen Bahn, nimmt seine Geschwindigkeit
fur eine groRe Entfernung vom Zentralkodrper (alsorfeir @ ) den Wert

al-¢e o m
V, = 5 oH— (12117
V27 ¢ Ve

als Grenzwert an, der nur noch von der Bahnform, nicht mehr von der Entfernung abhéngt. Der
Grenzwert der hyperbolischen Geschwindigkeit wirdaslgmptotische Geschwindigkbiw.
auch alsdhyperbolischer Exzessezeichnet.

Ein vom Zentral k®rper in groCer Entfernung (
nach der Kegelschnitigichung r =p/(1 ecow/) ( APol ar gl ei c huttge sdi)nes

die wahre Anomali@aus
cosu, = 2 : (12118
e

Diese Anomalie wird alasymptotisché&nomaliebezeichnet. Ein sichuf einehyperboliscien
Bahnbewegender Massenpunkt kann eine wahre Anomalie nur im Bereich

0 ¢u <y und 360 - g 36@ (12119

bzw.

cosy > cosy (12120

annehmen.

Gerat ein Massenpunkt in den Anziehungsbereich eines Zentralkorpers, so IngidestAne-
zogen auf diesen Zentralkérper die asymptotische Geschwindigkeind bewegt sich in des-

sen Anziehungsbereich auf einer hyperbolischen Bahn g&itdi2-24 mit folgender Geo-
metrie, wobei die Beziehungen alle aus der Normalform der Mittelpunkthyperbel

=1

)%
=<

verifiziert werden kdnnen:

Die erste Halbachse,, der Hyperbel, die Distanz vom Mittelpunkt der Hyperbel zum Pe-
rizentrumP( si e wird gelegentlich in irref¢hrender

! siehe etwa in Abschnitt 2.6.2, Band I, Formel (2.83)dir ©
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bezeichnet obgl ei ch si e KI ei ne) errechnstsichibe gedekanee i ne |
hyperbolischen Exzess aus

m
a, = V_f _ (12121)
Die Perizentrumsdistanz betragt mit der Polargleichung eines Kegelschnittes
— - P _
= £) = e 1) -. 1212
ho=r(uv 9) e e (121229

Mit bekanntemr, kann die Exzentrizitat der hyperbolischen Bewegung berechnet werden aus

e =1+ = e (12123
a, m

Eine charakteristische Grol3e der hyperbolischen Bewegung igbheifluggeschwindigkeit
im Perizentrum. Sie betragt mit Formel (2.83) (Band I)

a 0 {
Viup = f@eg i 0 3 me+4 (12124
' cle ay - a, e-1
bzw.
Ve =Vs erl -
e-1 (12125

Mit der Fluchtgeschwindigkeit parabolische Geschwindigkgim Abstandr, vom Zentral-

korper
. _12m
Ve = Voulr =4 _/r— (12.126)
P

gilt auch fur die (hyperbolische) Vorbeifluggeschwindigkeit im Perizentrum

— 2 2
Ve = Ve o (12127

Wird umgekehrt ein Raumflugkdrper im Abstand/om Zentralkérper auf die hyperbolische
Geschwindigkeitv,, , beschleunigt, verlasst er den Anziehungsbereich dieses Zentralkorpers

mit der asymptotischen Geschwindigkeit

v, = M. V2 =2, Zr—m . (12129
P

Befindet sich der Raumflugkorper zunachst auf einer kreisformigen Parkbahn mit Radius
und der Kreisbahngeschwindigkeit

V, =

m (12129
rP

so muss bei tangentialem Schub das Geschwindigkeitsinkrement

DV =VMe W (12130
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aufgewendet werden um ihn auf eine hyperbolische Bahn zu bringen. Dasselbe Geschwindig-
keitsinkrement muss aufgebracht werden, wenn der Raumflugkdrper mit der Geschwindigkeit
V, in den Anziehungsbereich des Zentralkorpers eintritk iom Perizentrum der hyperboli-

o

schen Bahn auf eine Kreisbahn mit Radiuseingeschossen werden soll.

Bild 12-24: Die hyperbolisck Bewegung

Wirde der Massenpunkt nicht auf eine hyperbolische Bahn um den Zemgealgétenkt, hatte
er im Moment des VorbeiflugesimPurMt( dem AMi tt el punkt A der Hyp
digkeitsvektorr, im Abstand

rl=ra = . (12131

Er wirde sich dann beziiglich des Zentralkérpers naherungsweise auf einer Geraden im Abstand

b, vom Zentrum des Zentralkoers vorbeibewegem,, ist die zweite Halbachse der Hyper-

bel ( manchmal in ¢ber fl ¢ achiedpezeichnétedbgleeh sielins A 1
Bezug auf die Asymptoten eine reale geometrische Grol3e ist). Sie entsprichinger iKib-

achse der Ellipse, ist aber dem Betrag nach grél3er als die erste Halbachse. Nach der Normal-
form der Hyperbel ist

b, = a,v& 1 =/p (28 ¢} rﬁx—{ 1 4 (12132

el
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somit

m 1
= — |—— 41 . 1213
0, V2 \cosu, ( 3

Der Parameter der Hyperbdhutet dann

:ﬁ: e21- 213
=2t =a(e (12134

In den Anwendungen zur Berechnung des Vorbeifluges eines Raumflugkdrpers (Massenteil-
chensy ) an einem Planeten wird gewoéhnlich neben der asymptotischen Geschwindjgkeit
, und damit der Halbachsg, , der Abstand,, vorgegeben, in dem der Raumflugkorper sich

ohne Beeinflussung durch das Gravitationsfeld des betreffenden Zentralkoérpers vorbeibewegen
wirde. Dann kann die Exzentrizitat der Vorbeiflughyperbel bertclverden aus

b2
e = /1 +¥g . (12135

12.5.2 Der Kollisionskorridor

Der hyperbolisch bewegte Raumflugkérper stol3t mit dem Zentralkdrper zusammen, wenn die
Perizentrumsdistanz den Radisdes Zentralkdrpers unterschreitet. Ein Grenzwert wird er-
reicht, wenn der Raumflugkdrper die Oberflache des Zentralkorpers streigsendFall (die
Abplattung des Zentralkdrpers kann in diesem Zusammenhang vernachlassigt werden) hat die
Asymptote der hyperbolischen Bahn vom Mittelpunkt des Zentralkdrpers nach Eb2rhaP)

die Distanz

b = JR(a R) (12136

die alsKollisionsradiusb e zei chnet wir d. U nbt eler bypenbplischene t de

Bahn den Kaollisionsradius, ist ein Aufprall auf die Oberflache des Z&titpErs unvermeid-
lich. Bei Korpern wie der Erde mit einer Lufthille ist der kritische Radius entsprechend der
Lufthille der H6heH zu vergrolRern. Es muss danatsiRe der Wert

R, = R +H

verwendet werden und der Kollisionsradius betragt

b, = &(@ +R|) (12137

bzw.

o

a 0
b = [Rigz R o - (12138
g a -
Ein Zylinder mit dem Kollisionsradius als Radius wird Klsllisionskorridor bezeichnet. Ob
ein Massenteilchen, das in den Anziehungsbereich eines Zentralkérpers gerat, auf Kollisions-
kurs geréat, hangt nach Forn{@éR.133) von der asymptotischen Anomalie und der asymptoti-
schen Gschwindigkeit ab. Ein Raumflugkérper muss auf3erhalb des Kollisionsradius an einem
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Planeten vorbeigelenkt werden um einen Zusammenstol3 oder zumindest eine Beschadigung zu
vermeiden.

12.5.3 Der Umlenkwinkel

Die Asymptote der Hyperbel hat d&teigungswinkek,, aus den Beziehungen
tana, = b V&€ 1, sing ' , cos@ L (12139
a, ey, e

NachBild 12-24 auf Seitel93kann die asymptotische Anomalie bei bekannter Asymptote
und daher bekanntem Steigungswinkel aus

u, = 180 4 (12140

a

berechnet werden.
Der AulRenwinkelad,, der beiden Asymptoten an die Hyperbel wird @ilenkvinkel (De-
flektionswinke)l bezeichnet. Er kann o Bild 12-24 auf Seitel93aus

d, = 180 2 g 2 u 180 (12.147)

bzw. direkt aus

21

sina%H = cosa, = <osy (12142

berechnet werden. Gerat ein Massenpunkt in den Anziehungsbereich einek@pairs| so
wird seine Flugrichtung um den Winke|, umgelenkt.

Aus den vorstehenden Formeln kEssich folgende Schlisse ziehereftachtet wird jeweils

ein Parameter, die anderen werden als fest angenommen):

U Die erste Halbachse,, der hyperbolischen Bewegung wird um so kleiner, je gré3er die
asymptotische Geschwindigk¥it ist (Formel(12.121)).

U Die Exzentrizitae der hyperbolischen Bewegung ist umso grof3er, je gréRer der niénima
Vorbeiflug des Massenpunktes vom Zentralkorper, also die Peuresdistanzr, ist
(Formel(12.123)).

U Die Exzentrizitate der hyperbolischen Bewegung ist umso gréi3er, je groRRer die zweite
Halbachseb,, , d. h. der Abstander Asymptote vom Zentralkorper i@Eormel(12.132)

).

Insbesondere gelten folgende Aussagen fir den Umlenkwinkel:

U Der Umlenkwinkely,, ist umso groR3er, je grof3er die Masse des Zentralkompdiaw.
ist (Formeln(12.123) und(12.142).

U Der Umlenkwinkely, ist umso grof3er, je kleiner die asymptotische Geschwindigkeit
ist (Formeln(12.123) und(12.142).

U Der Umlenkwinkeld,, ist umso groRRer, je kleiner die Perizentrumsdistgnzozw. die
Asymptotendistantz, ist(Formeln(12.132) und(12.142).
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U Der Umlenkwinkeld, ist umso groR3er, je gro3er die asymptotische Anomalieist
(Formel(12.14Y)).

Der planetozentrische also relative Geschwindigkeitsvektprbeim Eintritt in den Attrakti-

onsbereich des betreffenden Zentralkdrpers wird durch den hyperbolischen Vorbeiflug in den
Geschwindigkeitsvektor,,, gedreht, mit dem der Attraktionsbereich wieder verlassen wird.

Der Betrag der Geschwindigkeit wird dabei aber nicht geandert. Er ist gleich der auf diesen
Zentralkérper bezogenen asymptotischen Geschwindigkeit:
Pl = Fad] =Vi (12.143

Die beiden auf diesen Zentralkdrper bezogenen Geschwindigkeitsvektoren unterscheiden sich
nur in der Richtung, und zwar um den Umlenkwinkgl

r,0,, =V cosd, (12.144)

12.5.4Anmerkungen zur hyperbolischen Bewegung

1 Die Formeln der hyperbolischen Bewegung wurden aus den in der allgerdeplen
bewegunggultigen Kegelschnittsgleichung und der Geschwindigkeitsbeziehung hergeleitet,
behalten somit ihre Gligkeit auch fur variable Parameteunde. Alle Bahnparameter kénnen

somit als Zeitvariable verstdan werden ohne Einfluss auf die vorstehenden Formeln. In der
Praxis sind die Variationen munde auf hyperbolischen Bahnen so gering, dass sie auch um
weitreichende Aussagen zu erhalten vernachlassigt werden kénnen. Fir genaue Untersuchun-
gen werden diBahnparameter durch numerische Integratiorkéglerschen Bewegungsglei-

chung erhalten.
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Bild 12-25: Projektion der Bahn von Giotto auf die Erdoberflache wahresdhgperbolischen Vorbeiflugs.
Zeittaktung in 5 Minuten Schritten.
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2. In der Behandlung der hyperbolischen Bewegung wurde der wesentliche Bezug zur Zeit
noch ausgespart. Dies wird in den klassischen Lehrbichern der Himmelsmechanik durch Ein-
fthung einer Ahyperbolischen Anomal
schen Anomalie der elliptischen Bewegung ist und mit eineiKeptergleichung analogen

Gleichung den Bezug zur Zeit herstellt. Im Rahmen der allgemEKieletewegung kander

en

dur chg

Bezug zur Zeit einheitlich fir alle Kegelschnittbewegungen in der uniformisierten Theorie er-

halten werden, was in Kapitel 18rgestellt wird

BEISPIEL I Die europaische Kometenson@etto war der este kiinstliche Himmelskérper,

dessen interplanet Bahn durch einen Vorbeiflug an der Erde umgelenkt wufiér den

Moment der grof3ten Anhérung von Giotto an die Erde wurden folgende Keplerelemente be-

rechnet:
Erste Halbachse a, |33155.815km
Exzentrizitat e 1.87579647
Inklination bzgl. Erdaquator [ 45°,19641
Rektaszension des aufsteigenden| W | 245°.52259
Knotens
Argument des Perigaums w 1296°.55269
Wahre Anomalie u 0°.0
Epoche to|1990, Juli, 02/1847M13%6

Damit errechnen sich die Parameter der hyperbolischen Bewegung im Anziehungsbereich der

Erde:

die asymptotische Geschwindigke| v

3.467 km/s

die Perigadumsgeschwindigkeit V,

6.283 km/s

die Perigaumsdistanz r, |29037.746 km
die Perigaumshdhe Hp |22659.606 km
zum Vergleich: Ve |3.705 km/s

Kreisbahngeschwindigkeit in,

Fluchtgeschwindigkeit in, Ve [5.240 km/s
Parameter 83506.647 km
zweite Halbachse b, |52618.732 km
Steigungswinkel der Asymptote | a,, |57°.784
asymptotische Anomalie u, [122°.216
Umlenkwinkel d, |64°.432
Kollisionskorridor bc |15893.782 km

! MoRLEY, T. A. [1991]: Giotto's Reactivation and Earth Swing, ESA bulletin 64
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Bild 12-26: Vorbeiflug von Giotto an der Erde bezlglich der als fest angenommenen Erdobel#tiaas
Perigdum. Die Strecke zum entsprechenden Subsatellitenpunkt auf der Erdbbatfléingezeichnet. Zeittak-
tung in 5 Minuten Schritterfrealistische Gro3enverhaltnisse)

Der relativ zur als fest angenommenen Erdoberflache hyperbolische Vorbeiflug von Giotto an
der Ede und die entsprechende Projektion der Bahn auf die Erdoberflachai(b s at el | i t
s p ur i) Bild 1226dargestellt. Die Projektion der Bahn auf die Erdoberflache wahrend

des Vorbeiflugs ist imild 12-25zu sehent

BEISPIEL 2

Bild 12-27: Der erste Erdvorbeiflug von Galileo bezlglich der als fest angenommenen Erdoberflache. Zeittak-
tung 2 Minuten(realistische Grofl3enverhéltnisse)
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Die Jupitersond&alileo wurde fir ihren ersten Erdvorbeiflug am 8. Dez. 1990 uf32z0

30°.0 so gesteuert, dass eine bestimmte Eintrittsgeschwindigkeit in die Attraktionssphéare der
Erdeund eine bestimmte Vorbeiflugentfernung vom Erdmittelpunkt erhalten wurden. Damit
konnten die asyptotische Geschwindight und die zweite Halbachse der hyperbolischen Be-
wegung im Anziehundpereich der Erde als Ausgangswerte zur Berechnung der hyperbolischen
Bewegung an der Erde m@mmen werden.

Der Vorbeiflug mit der zugehdrigen Subsatellitenspur igiid 12-27 dargestellt

asymptotische Anomalie u, 113A 4806 5109
erste Halbachse ay, 4978.257 km

Exzentrizitat e 2.476632
Perigaumsdistanz o 7351.052 km
Perigdumshohe Hp 972.912 km

Geschwindigkeit im Perigdum Vup | 13.730 km/s

Steigungswinkel der Asymptote | a,, 66°.186

Umlenkwinkel dy 47°.629
Kol l'i sionsradi ujn 8614.918 km
heitsh®hefi H =
Gegebene Parameter:
asymptotische Geschwindigkeit | v, 8.948 km/s
zweite Halbachse by, 11279.575 km

Berechnete Parameter:

Die UbrigenKeplerelemente betrugen:

Inklination bezogen auf Erdaquatq i 143°.099

Rektaszension des aufsteigenden| W | 103°.841

Knotens

Argument des Perigaums w 134°.900

wahre Anomalie u 0°.0

Epoche to {1990 Dez 8, 2034M 3050

BEISPIEL 3: Ein Meteoroithdhere sich dem Anziehungsbereich der Erde mit der asymptoti-
schen Geschwiigkeit V, =10km/s. Eine Kollision mit der Erdoberflache werde unter
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Einschluss der Lufthlle bis 1n Hohe berechnet. Es ist sorf, =6388.14km. Der Kol-
lisionskorridorhat somit den Radius (hach Forn(ie2.137))

_ o édm
bc—am-|(a—|+R-|) —Rléag =g

liegt also um etwa 27% des Erdradius tber der Erdoberflache. Die erste Halbachse hat in diesem
Fall den Wert (nach Form€l2.121))

[®]3

8%40.730km

O

O:

a, = 0 =3986.008km
o]

den Steigungswinkel (nacltofmel(12.139))
a, = 637912
den Umlenkwinkel (nach Formgl2.141))
a, = 527176
und die asymptotische Anomalie (nach For(d€140)
u, = 116.088

o]

Auf die Erde fallen pro Tag mehrere Tonnen meteoritischen Materials, das sich also auf Kolli-
siongkurs mi der Erdoberflache befindett

Als weiteres BEISPIEL zur hyperbolischen Bewegung werden in Absdtih@tiie Gravitati-
onsmanover behandelt.

12.6 Bewegung im Sonnensysteiin Erste Abschatzungen
12.6.1 Abflug von der Erde im Sonnensystem

Der Einflussbereich eines Zentral K9rcphdir)s wrea it
Gibt es aber weitere Kdrper, so haben auch diese Einflussbereichesidander greifen, so

dass die verschiedenen Einflisse auf die Bewmg eines Raumflugkdrpers nur im Rahmen

eines Mehrkorperproblems und dort nur numeris¢tsgeverden kénnen. Fir Naherungsrech-

nungen, die fur eine Missionsanalyse in der Regel ausreichen, genligt die Annahme von Ein-
flussspharen um den jeweiligen Zentialier, in dem seine Domanz gegeniiber den Einflis-

sen weiterer Kérper angenommen werden kann. Madtisch exakt lassen sich drei verschie-

dene Arten von Einflusssphardefinieren, was aber ebenfalls nur im Rahmen des Drzei.
Mehrkorperproblems geschehen kann. Fir eine Bahnauslegung wird die Bewegung eines
Raumflugkorpers zunachst um den ersten Zentralkérper berechnet, den er mit asymptotischer
Geschwindigkeit verlasse. Anschlieend wird eine Kegelschnittbewegung um den zweiten
Zentrakorper angenommen: Die beiden Kegelschnitte werden aneinander angesetzt (das Ver-
fahren i st uRatched CatigsmgBé guififg)A In einem zwei
beiden Kegelschnite we gungen durch numeri schen Ausgl ei
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( rAatched Conids) um dann in einem dritten Schrit:H
Kepleischen Bewegungsgleichung numerisorexakt wie mdglich berechnet zu werden.

P1

P2

!

0

Bild 12-28: Einschuss aus einer erdgebundenen Parkbahn ins innere oder &ufere Sonnensystem

Als BEISPIEL betachten wir im Sonnensystem den Abfleigmes Raumflugkgrers von der

Erde. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dass der Abflug von der Erde tangential zur
Erdbewegung um die Sonne erfolgen soll (wahrend freilich pdebige Abflugrichtung
denkbar ist). Ferner darf angenommen werden, dass der Bahnradius der erdgebundenen Park-
bahn aus der der Raumflugkérper zum Verlassen der Erdanziehung beschleunigt werden soll,
gegenuber dem Bahnradius der Erdbahmdie Sonne in erster Naherung vernachlassigt wer-

den kann, so dass sich die Eigengeschwindigkeit des Raumflugkorpers nach Verlassen der Erd-
anziehung linear aus der Geschwindigkeif der Erde um die Sonne und der asymptiten

Geschwindigkeity, des Raumflugkorpers bei Verlassen der Attraktionsspli@éreErde zu-
sammensetzt:

Vo = 5 M. (12.145

Das positive Vorzeichen muss bei Abflug des Raumflugkérpers in Bewegungsrichtung der Erde
und das negative Vorzeichen bei Abflug entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung der Erde ge-
setzt werden. DdRaumflugkorper gerat dann im interplanetaren Raum auf eine Kegelschnitt-
bahn mit der (ersten) groRen Bahnhalbathse

1

a= —7> . 1214
PR (12146
b M

Zur Berechnung des Exzeizitat wird die Kenntnis benutzt, ob sich der Einschuss im Perihel
(a>r,, Vg >\, ) oder Aphela<r,, V5 <\}) der Bahn des Raumflugkorpers befhdm ers-

ten Fall ist

1gemar3 Formel (2.84) (Band I, Abschnitt 2)5.2
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r, =1, =a( e

und es wird
g = 1-2 (12.147)

im zweiten Fall mit

wird

e = 2 4 . (12148

Numerisches BEISPIEL: Es s¢j =10km/s gewlnscht. Bei Einschuss in Bewegungsrich-
tung der Erde erhalt mWD = 29.7846%m/s der Raumflugkérper die Geschwindigkeit

Vg, = 39.785km/s

er wird also im Perihel seiner interplanetaren Bahn eingeschossen. Die grol3e Halbachse und
die Exzentrizitat betragen dann

a = 6.93340318 km =4.634712AE ,  =0.784237
der Raumflugkdrpeerreicht auf dieser Bahn die maximale Sonnendistanz

rn =a(le) 22370882 ® km 8269424/

und hat dort die Geschwindigkeit

_ f a2 180
Vy = W?X a1§ 4811km/s

Bei Einschuss entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung mit derselben asymptotischen Ge-
schwindidkeit wird der Raumflugérper ins Innere des Sonnensystems beschleunigt, er befin-
det sich also im Aphel seiner Bahn mit der Geschwindigkeit

Vg, = 19.785km/s
Grol3e Halbachse und Exzentrizitat betragen dann
a, = 0.959730453 1 km = 0.6415402 AE e, = 0558748t
der Raumflugkdrper erreicht auf dex Bahn die minimale Sonnendistanz
b = ay(le) 042348221 3 km  ©.2830804/
und hat dort die Geschwindigkeit
a

Vo = |
¢

N

1
a

69.892 km/s

-1-aD: Ot

Y
N
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Der Einschuss aus einer erdgebundenen Parki@imfolgendermaf3en durchgefihrt werden.

Der Raumflugkdrper wird zunachst in eine Parkbahn eingeschossen, deren Bahnebene parallel
zur Ekliptik liegt. Entsprechen®ild 12-28 wird der Einschuss ins auf3ere Sonnensystem im
sonnenfernsten Punkt (Opposition) der Parkbahn geschossen, um auf die hyperbolische Ge-
schwindigkeitV;, ; =Vp; A4 zu kommen, zum Einschuss ins Innere des Sonnensystems-im so

nennachsten Punkt (Konjunktion) auf die Geschwindig‘kg’iﬁzvp2 -\f, . Die Geschwindig-

keitenv, , undy, , sind dem Betrag nach nahezu identisch. Wird fir die Parkbahn die Bahn-
hoheH = 200km, also der Radiug, = Rz +H =6578km angenommen und soll die asympto-
tische Geschwindigkeit, =10km/s in beiden Féallen sein, hat die Fluchthyperbel die erste
Halbachse

_ M _
ay = V2 =3986.005km

o]

Die Pergaumsgeschwindigkeit betragt

_ , a2 1 o
VPl/Z = méﬁg gﬁg 15.013km/s

Da die Kreisbahngeschwindigkeit in 200 km Hohe

Vi = | =7.784kmis
I

P
betragt, muss in beiden Fallen das Geschwindigkeitsinkrement
DV =V Y #229km/s

aufgewendet werden, um die Erdamzieg zu verlassen und die vorgeschriebene interplanetare
Bahn zu erreichent

127 AParadoxaf in der Raumfahrt

Paradox ist ein menschlicher kein physikalischer Begriff. Paradox erscheint dem Menschen ein
Gegenstand, ein Bild, ein Vorgang, emathematischer Sachverhalt, ein physikalisches Ereig-

nis. Paradox erscheint etwas, weil es so ist, wie es ist, obgleich der Mensch aus seiner Erfahrung
oder seiner alltaglichen Definitionswelt es genau entgegengesetzt erwartet.

12.7.1 DasKeplersche Paradoxon

Das bekannteste Beispiel eines paradoxen Sachverhalts in der Raumfluglbatikdgt die
Abbremsung eines Satelliten in der hoheren Atmosphare, was ztehdbeschwindigkeiten
fuhrt, den Satelliten also beschleunigeplersches Parad&on). Der Vorgang kann bekannt-
lich mit dem dritten Keplerschen Gesetz besdigiewerden: eine infolge der Bahnabsenkung
geringere Bahnhalbachsefiihrt zu einer geringeren Umlaufzéltmit a®° P? und damit zu

einer hoheren UmlaufgehwindigkeitV © \/777 a des Satelliten als Folge des erhéhten gravi-
tativen Einflusses bei Annaherung an den Zentralkorper.
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12.7.2 Dasvon Pirquesche Paradoxon

Bild 12-29: ZumPirquetschen Paradoxon

Aus der Fruhzeit der #ronautik ist (manchen noch) das astronautische oder kosmonautische
Paradoxon bekannt, bisweilen auch&B ar ad o x o n  d kereictihat. Esnvuedé ot i

Guido von Pirquebei seinen Untersuchungen Uber diel®#ung einer terrestrischen Raum-

station fir den interplanetaren Raumflug gefiem. Das nach ihm manchmal auchAI® i r -
guetsches kosmonautisches Paradoxdm e zei chnet e Paradoxon besat
stoffaufwand her gesehen leichter, von einer einmal existierenden terrestrischen Raumstation
aus den Mond oder einen Planeten anzusteuern, als von der Erdoberflache zu dieser Raumsta-
tion zu korme n . fvonbBirqeetschdrormulierunglautét AUm (i nter pl anet ar
zu bewerkstelligen, bedarf es in Wirklichkeit nicht der Entwesdndern lediglich der Kreis-
bahngeschwomRIrqugtktee It it e si ch di eseh fmuatsrt had fi fo
12760 kn Hohe vor.

Den Nutzen einer Raumstation fir interplanetare Missidvate Ubigens schorKonstantin
Ziolkowskybetont. Der Grundgedanke scheint hier der zu sein, dass es nicht notig ist, direkt

von der Erdoberflache in die interplanetare Bahn acdziel3en, sondern dass dies auch aus

einer (vielleicht kresformigen) Erdumlaufbahn moglich ist. Der Energiebedarf, d. h. das beno-

tigte Geschwindigkeitsinkrement aus einer solchen Bahn, ist in der Tat wesentlich geringer als

bei Start von der Erdol@iche aus (woflr Ublicherweise et®® = 10 km/s veranschlagter-

den kénnen), da dann nur die Differenz aus der schon erreichten Kreisbahngaiggteniand

der Fluchtgeschwindigkeit aus dem Erdanziehungsbereich oder einer héheren hyperbolischen
Geschwindigkeit aufzuwenden iston Pirquet hatte sich den Flug ztRaumstation (oder
gleich zu einer ARaketenstationfi auf dem Mo

! hach K. A.EHRICKE [1960], p. 21
2 enthalten irLEy [1928], pp. 284323
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wurden die Passagiere in das interplanetare Raumfahrzeug umsteigen um dann mit nur noch
relativ geringem Energieaufwand loszufliegen.

Ernsthafte Zwdel an der Tragfahigkeit dieser Uberlegungen sind in den letzten Jahren bekannt
geworden: Da es wohl nur wenige Raureteen in dezidierten Umlaufbahnen geben wird,

werden diese sich im allgemeinen in einer Bahnebene um die Bregdre von der aus be-

stimmte interplanetare Zielbahnen nur mit einem zusatzlichen Bahnebenenmandver erreicht
werden konnen. Dieses Mandver wurde ben Pirquetnicht berlcksichtigt, der nur mit

kopl anaren | berg2ngen rechnete. Auchlfsr&cheint
ketefiA zur Station, 2. I nterplanetarer FIl ug,
einer Aabge masgearttieomn iZwins cFhoenrm ei ner Par kbahn,
che Orientierung Heen kann, ganz ohne Verwendung einer eige3tation von Interesse. Eine

solche Parkbahn wurde bei den Apollomissionen auch wirklich angewendet. Aktued dénn

Gedanke bei einer bemannten Marsmission werden. Ein bemannteiiuiRgadnper zum Mars

musste so grol3 sein, dass ein direkter Einschais der Erdoberflache aus nicht moglich ware.

Hier wirde sich’ wie vielfach diskutiert wird der Start einzelner Module in eine geeignete
erdnahe Umlaufbahn lohnen, wo das interplanetare Raumschiff aus den Modulen zusammen-
gesetzt und dann mit relatiedgngem Geschwindigkeitsinkrement zu seiner interplanetaren
Mission gestartet wirde. Eine permanente Raumstation wére dazu nicht notig. Hier wirde der

von Pirquetsché&edanke, allerdings seines paradoxen Inhaltes entkleidet, zu $eénriol

wendung komme.

Einige der Uberlegungevon Pirquetswurden 1928 in dem vowilli Ley heraugegebenen
Sammel wer k ADie M°glichkei tVodRinuetitesthhetedihr mf a hr
rigens zahlreiche Raumflugbahnen und arbeitete auch eirel§offiir dasschrittweise Vor-

dringen zum Raumflug aus: Rakété&ernraketd Mondrakete interplanetare Weltraumra-

kete.

In diesem Artikel beschaftigte siston Pirquetmi t den AHo | zraumfghetrdds der
sind Vorschlage, die Weltraumfahrt nicht mit der Rakieteimik zu realisieren, sondern mit

heute sonderbar anmutenden AlternativvorschlageniglaihachJules Verngedas Solenoid

Geschutz als elektromagnetisches Projektil, der Rohrposttunné&rooiet die Elektronenra-

kete vonUlinski). Diese Vorschlage @rden vorvon Pirquetsachlich, aber nicht emotionsfrei,

als undurchfiihrbar elarvt. Bemerkenswert ist, dass der Gedanke eines elektrischen Trieb-
werks im Prinzip fur wohl durchfiihrbar erachtet wixe PRQUET [1928, p. 319] schreibt:
(auch) Aelbretr tchi esscehn Weg i n Erw2gung zu ziehe

t e

In dem genannten Buch vaM. Leyist auch der Beitra@/. Hohmanng ber AFahrtrou
ten,

zeiten und Landungsm®gl i chkeizurRauinflugdynarhila |
nach seinem bekannten Buch (1925).

12.7.3 DasHohmannsche Paradoxon

Mit dem BegriffHohmannsches Paradoxavird eine bestimmte Serie von Ubergangsbahnen
etwa im Sonnensystem verkniipft, die zum Verlassen dieses Systems geeignétrsiiden
Raumflugkorper aus einer Planetenbahn auf eine Bahn zu bringen, die das Sonnensystem ver-
l&sst, muss er mindestens auf die Fluchtgeschwindigkeit bezogen auf die Planetenbahn mit Ra-
dius r,

! Begriff beiB. STANEK [1983], p. 116. Herleitung in DLR/GSOC IB 948, pp. 135143 [1994]
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2
Vep = rITL - \/EVK
K

beschlenigt werden, wozu das Geschwindigkeitsinkrement

Dv :VF,PI A iG|/<(‘/§ 1)

bendtigt wird.

Bild 12-30: 2-Impuls-Verfahren zum Verlassen des Sonnensystems

Hier bedeuterv, die Geschwindigkeit des auf einer Kreisbahn angenommenen Planeten mit
Kreisbahnradiusr, , V., die parabolische Geschwindigkeit (Entweichgeschwindigkeit,
Fluchtgeschwindigkeit) bezogen auf die Bahn des Ranenit Kreisbahnradius, . Die

asymptotische Geschwindigkeit (hyperbolischer ExZzessschwindet dann. Dies zeigt For-
mel (12128 auf S.192, da in diesem FaN,, , =V, . Soll sie dagegen den Betr&g >0

annehmen, msdie Anfangsgeschwindigkeit mit Form@2.121) auf S.192 und der allge-
meinen Geschwindigkeitsbeziehumg Einschuss von einer beliebigen (kreisférmig angenom-
menen) Planete@hn mit Radiug, den Wert

a 0
Vo = | me # 5 j—z”* Vi Ny o+ 2V
che ay =+ ("

haben, das Geschwindigkeitsinkrement muss also

! Die asymptotische Geschwindigkeit wird veon Pirquet(enthalten inLEy [1928], p. 287) alfkestgeschwin-
digkeitbezeichnet.
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DV, =V Y J2\¥ VN (12149

betragen. Es wird nur ein Impuls aufgebracht, weshalb dieses Verfahtdmalsls-Verfahren
bezeichnet wird.

Anstatt direkt von der Erde (bzw. einem anderen Planeten) in eine Fluchthyperbel einzuschie-
Ben, kann mit einem ersten Impuls erst ins Innere des Sonnensystems eingesghoksn,

um dann im Perihel dieser Bahn mit einem zweiten Impuls auf hyperbolische Geschwindigkeit
zu beschleunigen und so das Sonnensystem zu verlassen. Dieses Verfahrer2viimng alls
Verfahrenbezeichnet. Wird dieses Verfahren angewendet, hat die Ubergangsbahn aus der Start-
planetenbahm, zur Periheldistanz, die Halbachse

der Einschuss in diese Bahn erforadis Geschwindigkeitsinkrement

a2 16 2
DV, & V. ¥ |asm - o M ¥ =2 . (12150
che a = Me +7p

Mit V, wird hier die Geschwindigkeit im Aphel der ersten Transferbahn aus der Kreigbahn
bezeichnet. Im Perihel dieser Bahn hat der Raumflugkdrper dann die Geschwindigkeit

ai 1 0O
V. = |2 5

Um von dort aus die gewlnschte asymptotische Geschwindigkeierreichen zu kénnen,
muss deRaumflugkérper auf die Geschwindigkeit

VH = 2 nl -k/uz
r.P

beschleunigt werden, der zweite Impuls wird somit durch das Geschwindigkeitsinkrement

a
DV, =V, V. :/2—")* P+ Jz Laln 2 (12.15))
I cfe Tt

erreicht. Das 2mpuls-Verfahrenbenétigt daher das Gesamtgeschwindigkeitsimierat

bv, = ¥ ND ,
somit

DV, =\ jz—”’* VA \/Z_m 2\% (12.152)

I re



20¢ 12 Naturliche und gesteuerte Bewegungsanderungen

80.0

70.0

60.0

50.0

40.0

VELOCITY INCREMENT (KM/S)

30.0

20.0

10.0

0.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.0
10.0
20.0
30.0
40.0
50.0
60.0

0

0.

0.

ASYMPT. VELOCITY (KM/S)

Bild 12-31: Hohmansches Paradoxon: Flucht ésgnnensystem im-Lind 2Impuls-Verfahren.
Beispiel: Flucht von Erdbahn und Periheldistanz bei 0.2 AE.
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Bild 12-32. Hohmanrsches Paradoxon: Rétan der Geschwindigkeitsinkremente imund 2Impuls-Verfah-
ren bei Flucht aus dem Sonnensystem von Erdbahn aus und mitdistémel bei 0.2 AE.
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Es sind nun folgende Falle von besonderem Interesse:
1 Falls

V,

ol

=\/§VK :2”}\ ,

=V |
F.p I

wird offenbar
V@, M, g =% =\DV§ Vo= |

Wird eine asymptotische Geschwindigkeit angestrebgldieh der Fluchtgeschwindigkeit aus
der betreffenden Planetenbahn ist, ist das Geschwindigkegsent (d. h. der bendtigte Ener-
giebedarf) gleich, wenn direkt in die (hypelische) Fluchtbahn eingeschossen wirthipuls
Verfahren) oder wenn erst iignere des Sonnensystems und von dort in die Fluchtbahn ge-
schossen wird (dnpuls-Verfahren).In beiden Féllen ist das aufzuwendende Geschwindig-
keitsinkrement identisch der Kreisbahngeschwindigkes Blaneten. Beim-Enpuls-Verfah-

ren ist es zudem gleichgultig, wie nahe an der Sonne der zweite Impuls gegeben wird.

2. Falls die asymptotische Geschwindigkeit kleiner als die Fluchtgeschwindigkeit aus der
Planetenbahn ist
Vn < VF,PI

und wenn der zweite Impuls im Innern des Sonnensystems gegeben werden soll, wenn also

0O <1, <y
gilt, wird
2 2m
Vo< 2V =V = i —=
e ro
a 0 s 3
Tz g < ZF a2
¢ + 'e -
a2 2 o\ 2l g eyp
ro re
2 2\ 82, , O , 28n o)
(2vZ+V2 ) RV? 6 <4 & W 5
¢ e * e *
J2vZ+V? +/2_”L A @\ /Eu-rin V2 +
r, o
somit
v, <

Das XImpuls-Verfahren ist somit guinstiger als das$mpuls-Verfahren, wenn die gewiinschte
asymptotische Geschwindigkeit kleiner als die Fluchtgeschwindigkeit aus der betreffenden

Ausgangsbahn ist.

3. Falls schlief3lich
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und wieder

0 <1, <rg

angenommen wird, fuhrt eine zur vorstehenden analoge Herleitung auf
v, > \q

Dieser Fall ist Inhalt deldohmannschen Paradoxand/ird ein Raumflugkérper aus einer Pla-
netenbahauf eine Fluchthyperbel aus dem Sonnensystem eingeschossen und wird eine asymp-
totische Geschwindigkeit gewlinscht, die denr&gnach Uber der Fluchtgeschwindigkeit aus

der betreffenden Planetenbahn liegt, so ist es im Hinblick auf den Energieverbrastgeyii

statt direkt aus der Planetenbahn in eine Fluchthyperbel einzuschiel3en, zunéchst auf eine Trans-
ferbahn ins Innere des Sonnensystenmd dann mit einem zweiten Impuls im sonnennéchsten
Punkt dieser Bahn in die Fluchthyperh® ndher der sonnennachste Punkt an der Sonne liegt,
um so kleiner ist das Gesamtgeschwindigkeitsinkrement. Das Verhéltnis der Geschwindig-
keitsinkremente im 2mpuls zum XImpuls-Verfahren variiert und nimmt einen gunstigsten
Extremalwert an.

BEISPEL: Einschuss aus der Erdbahn mit Perihel im Abstasd).2 AE

Die Geschwindigkeitsinkrement®v, und Dv,, im 1-Impuls- und 2Impuls-Verfahrensind

in Bild 12-31 auf Seite208 aufgetragen. Es ist zu ersehen, dass die beiden Kurven sich an der
Fluchtgeschwindikeit aus der Erdbahn

VF’D = 42.112km/:

schneiden und die beiden Geschwindigkeitsinkremente den Wefreisbahngeschwindig-
keit der Erdbahn

DV, = )  29.785km/:

annehmen. Optimal wird die Relation zwischelmpuls und 2Impuls-Verfahren, wenn die
asynptotische Geschwindigkeit etwwa = 110km/s gewlinscht ist. Dies zeiBtld 12-32 auf

Seite208 Die Relation zwischen den Geschwirkigsinkrementen erreicht dann den Maxi-
malwert

v

= 1.2321%
DV

und nahert sich fur noch gréRere asymptotische Geschwindigkeiten dena\Weés. t

12.8 Auswahl von Einflussbereichen

Bewegt sich ein Raumflugkorper odmrderer Himmelskorper, wie ein kleiner Plan&met
Meteorit unter der Einwirkung verschiedener Zentralkorper, kannedéepleische Bewe-
gungsgleichung auf jeden dieser Zentralkdrper bezogen wedden zwei ZentralkGrper mit
den Masserm, und m, mit den jeweiligen zentrischen Gravitationskonstanterund m,

betrachtet und sei der Ortsvektor bezogen aufm (rI =1r, |) sowie r, bezogen auf

m, ( =1r, |). so hat der Raumflugkérper bezogen awfdie Bewegungsgleichung
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= -,m Rt (12153
und bei Bezug auin,
= -.,m: Ry . (12154

Mit beiden Bewegungsgleichungen I&sish die Bahn des Raumflugkérpers exakt integrieren.
Die jeweiligen Bewegungseinfliisse

h =" . R . B =T . R (12159

kommen in der Natur gewdhnlich sehr unterschiedlich grid@enordnungsmanig generell
nicht klar trennbar zur Wirkung: Der Anteil, der bezogen myf der Haupterm ist, kann be-

zogenaufm, al s A Sit brethemmd el t wer den wgedinddlieRgrelk e hr t .

Fir eine erste Missionsauslegung bzw. zur Untersuchung von Vorgangen im Sonnensystem
werden definitorisch sinnvoll erscheinende Einflussbereiche ausgewahlt. In der Himmelsme-
chanik werden diéttraktionsspharederAktivitatsbereichund gelegentlich deGravitations-
bereichunterschieden. Das Arbeiten mit diesen Begriffen wird in den folgenden Abschnitten
behandelt.

12.8.1 Die Attraktionssphare

Als scharfste Definition eines Einflussbereiches werden uUblicherweise die Bereiche definiert,
in denen die Anziehung des einen oder anderen Zentralkorpers tGberwiegt und in diesem Bereich
die Bewegung eines Raumflugkorpersalgeikorperbewegungufgefasst wird. An den Gren-

zen dieserAnziehungsbereicheerden die jeweiligen Zweikdrperbahnen zusammengesetzt
(Methode deipatched conid¥). Uberwiegt die Beschleunigung des Rdlugkdrpers durch

den Zentralkorper der Masse die Beschleunigung durch den Zentralkorper

b|>h| J

so sagt man, der Raumflugkérper befinde sich inAdigaktionsspharég= Attraktionsbereich
= Anziehungsbereighvon m, , im Fall

bII > b
im Attraktionsbereich vorm, . Die jeweilie n ei ne Zwei k°rdenbewegmeg

R, und R, werden in diesem Zusammenhang vernachlassigt. Das Grenzgebiet dieser At-
traktionsbereiche ist durch die Bedingung

b =1 =pq :r_m (12156

gegeben. Zur Herleitung der Trennflache der beiden Attraktionsbereiche nehmen wir (ohne
Einschrankung)

m 2z om
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an und legen den Mittelpunkt eines kartesisckenSystems in den Mittelpunkt vom, , die
x1- Achse soll auf der Geraden durofy nachm, liegen und in Richtung vom, nachm,
weisen (sieh8ild 12-33).

Der Abstand vorm, zu m, seir, . Dann ist

> = 1, ) X%
] ()Zl “;) e (12157
r.II = Xl -'XZ xé
Werde das Verhaltnis der Massen durch
A= =M 5 (12158
m, m
definiert, liefert die Bedingun{L2.156)
a r, B A

‘4— rl'l —_—

Bild 12-33: Zur Herleitung der Attraktionssphéarey Mittelpunkt der Attraktionssphére umrbei Bezug auf
mi, AT avarischer Punkt

Di es 1ist di e Gleichung einer Kugel. Der
gerechtfertigt. Der Bereich Uberwiggden Einflusses vom, gegenibem, wird daher als

Attraktionssphérdezeichnet. Der Mittelpunkt dieser Sphare liegt auf der Geraden durch
und m, (also derxi- Achse des hier gewahlten Koordinatensystems) im Abstand

r
r. = M 12.16
o = (12160

von m, aufder vonm, abgewandten Seite. Ihr Radius ist

Begl
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JA

e = —r 1216

“ A1 (12169
Sie schneidet die Gerade duneh und m, im Abstand

1° JA

r = r 1216

112 A_ 1 M ( a
von m, entfernt bzw. im Abstand

A° A
r.I 1,2 = r.M -r-ll 1,2 = A_ 1 I‘M (12163)

von m, entfernt. Der Punkt im Abstangl, , der also zwischem, und m, liegt, wird als

avarischer Punkbezeichnét Bei Gleichheit der beiden Massen = m, , A- 1, r? =r/2,
artet die Kugel in die Ebene = r,, / 2 aus, die also genau zwischen den beiden Zentralik®rpe
aufgespannt ist.

BEISPIEL: In den Tabellen in Anhang H sind die Parameter der Attraktionsspharen fur einige
Planeten in Bezug auf die Sonne und einige Monde bei Bezug auf die zugehdrigen Planeten
gelistet. Die Tabelle enthalt neben dem Massenverh@dtwis» Hauptkorper deMassem, zu

dem hier Ablenkkorpegenanten zweiten kleineren Zentralkorper der Massg, den Aqua-
torradiusr. , des Ablenkkdrpers und die Parameter der Attralssphare, wobe, der Ab-
stand des Mittelpunktes der Attraktionssphéare vom Mittelpunkt des Ablenkkéarperst.

Es zeigt sich, dass fur den Erdmond der Mittelpunkt der Attraktionssphare als Abstand vom
Mittelpunkt vonm, das etwa 25fache des Aquatorradius des Mondes hat, wahrend der Attrak-

tionssphére der Erde bezogen auf die Sonne nahe dem Mittelpunkt der Erde ist, was eine Folge
des gewaltigen Massenverhaltnisses der Sonne zur Eirdendererseits zeigt sich, dass der
Erdmond mit dem miktren Abstand,, = 384400km vom Erdmittelpunkt weit auRerhalb der

Attraktionssphére der Erdeezogen auf die Sonne liegt, deren Radius nur 260000 km betragt.
Der Mond bewegt sich also stets im Bereich Uberwiegender Anziehung durch die Sonne nicht
durch die Erde. Eine Folge davon ist die beobachtete Tatsache, dass die Mondbahn stets konkav
zur Some gerichtet it Die Attraktionsphére des Erdmondeszogen auf die Sonne ist knapp

10 mal kleiner als die auf die Erde bezogene Attraktionssphare. Dies bedeutet, dass bei einer
Abschatzung des Fluges eines Raumflugk@&pen der Erde zum Mond die Attraktionssphére

der Erde bezogen auf die Sonne gewertet werden muss, anschliel3end allein der Einfluss der
Sonne bis zur Attraktionssphare des Mondes in Bezug auf die Sonne und erst dann die Attrak-
tion durch den Mond. Die Attkiionssphare des Mondes bezogen auf die Erde darf also tber-
haupt nicht in Betracht gezogen werden.

Anders ist es bei der Berechnung einer Tour vom Jupiteeinen Monden und zwischen die-
sen Monden. Sie liegen alle mit ihrer auf Jupitezdgenen Attraktionssphéare innerhalb der
Attraktionssphére des Jupiters bei Bezug auf die Sonne. Die Abschatzung einer solchen Tour
kann also in erster Naherung ohne Berlcksichtigung der Anziehung durch die Sonne

lvomgriechischerTSng\/,I der Punkt auf den zwischen zwei K°erpern
den von den beiden K°rpern die gleiche IBchwer kraft

2 siehe etwa ifBcHULZ, W. [1977]

V
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durchgefuhrt werden. Auch beim Mdrsgen die Bahnen der beiden Marsmonde vollstandig
innerhalb der Attraktionssphare, die auf die Sonne bezogen ist. Die Attraktionssphéren der bei-
den Marsmondgdoch liegen vollstandig nerhalb dieser Monde, so dass eine ToukMians-

system unabhangig von der Anziehung dieseddyekleinen Korper gerechnet werden kann.

Die kleinen Planetekbnnen wie das Beispiel des gtéft unter ihnen, Cergzeigt, eine relativ

zu ihrem Korperradius beadiche Attraktionssphére bezén, innerhalb derer die Anziehung

des kleinen Planeten die der Sonne Ubertrifft.

Bild 12-34: Schematische Darstellungwvéittraktionssphard, Aktivitatsbereichw, Hill sche Gravitations-
sphéareH im Erde SonneSystem. Der Bereich des Attraktionssphéare des Mondes in seiner Bewegung um die
Erde ist als Torus T eingetragévi.markiert die Mondbahn innerhalb des Attraktionstorus

Kehren wir zum Beispiel des Erdmondestick, dessen Bahn, obgleich aul3erhalb der Attrak-
tionssphare der Erde, als stabil um die Erde gedeutet werden kann, d. h. die Erde ubt einen
betrachlichenEinflussauf den Mond aus. Dies legt definition einesinflussbereiche@\ir-
kungsbereichAktitatsbereich eines Planeten nahe, die ebenso wie die dritte in diesem Zu-
sammenhang verwendete Definition, Hidlsche Gravitationssphéargim Zusammenhang des
Mehrkorperproblems behandelt wird (siehe in AbscHiity). Eine Ubersicht tiber die ver-
schiedenen so definierten Bereiche im E&dmneSystem ist imBild 12-34 auf Seite214 zu
erkennen. t
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12.8.2 Der Aktivitatsbereich

Die Bewegung eines Korpers der Massaverde unter dem Einfluss der Korperundmy im

Rahmen eines reinen Dreikdrperproblems untersucht. In Bezugndatitet die Bewegungs-
gleichung (vgl. die Formelm Abschnitt 17.4

. _  m+ m r s
Py = —ry m= g2 (12164
r-31 er r23
in Bezug aufn,
. + r r
r, = -4 mla oga (12.165)
r.32 r.31 r21
r Ms
31
o r
32
r31 r32
S M2
m r r).m
1 21 21 M,

Bild 12-35. Zur Herleitung des Aktivitatsbereichs

Es werde nun jeweils das Verhaltnis aus Stoérbesclgengiund Hauptbeschleunigung (dar-
gestellt durch den ersten Term in den Gleichur{@2ri64) und(12.165)) auf den dritten Kor-
permz durch den jeweiligen Zentralkérpew bzw. mp untersucht. Es seien

AP
— nz r213 r.233
U T
r 2
a (12.166)
LYY
Q — m I’313 r213
T m+ o
2

r32

Wenn Q1< Qa2 , ist der Einfluss vomy dominant aufrg,
wenn Q1> Qa2 , ist der Einfluss vomy dominant aufrs.

Dieser jeweilige dominante Einflussbereich wird Aldivitatsbereich gelegentlich auch als
Wirkungsbereiclbezeichnet. Die Grenze des Wirkungsbereichs kann aus der Bedingung

Qe = Qu (12.167)
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berechnet werdénDer Aktivitatsbereich (Wirkungsbereich) eines Himmelskdrpers liegt au-
Berhalb seiner Attraktionssphare (Mgild 12-34).

Erde

10-10°km

Bild 12-36: Der Aktivitatsbereich der Erde in Bezug auf die Sénne

Im Anschluss an die Arbeit voW. Schulaverde der im Sonnensystem vorherrschende Fall
m, < m angenommen, wenmy die Some, m; einen Planeten bezeichne. Im Rahmen eines

eingeschrankten Drdédorperproblems 3 < m s& ) werde m3- 0 angenommen. Mit
den Bezeichnungen

tzzﬂ , Q- J , W: L (12168
/73 r21 r‘21
werden die Beziehungen hergeleitet
W =1 -2qcoss &
r,,®, F.r,C0SS Q*3,COSS (12169
M3 @y 6:21 r E3)r 210"22(1: q COSS)
Damit ergeben sich die Umformungen
2 2 4
Ty Ty | 1-29°coss 4
r 3 r 3 r 2 4
21 23 , Zlq (1217@
r, ry,| 1-2(1-qcos)w w
3 3 a '
r31 r.21 r31

somit

! Eur die ausfuhrliche Durchfiihrung dieser Rechnung SietE8OTAREV, G.S.[1967]p. 271, SCHULZ, W. [1977],
SCHNEIDER, M. [1999]: Himmelsmechanik, Band I1V: Theorie der Satellitenbewegung, Bahnbestimmung

% Kopie ausW. ScHULZ [1977], p.371
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vv“(l- 20° coss +q4)
l.2q4
t?q*gl- 2w(1-qcos§ W g
" .

Damit ergibt die Beziehunfl2.167) die Bedingungsgleichung zur Berechnung der (ebenen)
Grenzkurve des Aktivitatsbereiches:

2

31

(12.171)

2 _
Q32_

fct(q) * V\f\ll 2 coss o £ q“\/l 2¢W 1 qcos)s v + 0 (12172
Der Aktivitatsbereich um den Korper.rhat den Radius
la=Qr, (12173

wenn der Zwischenwinked als Parameter betrachtet wird. Aus Symmetriegriinden wird ge-
samte der Attrationsbereich durch Rotation der Kurvg um den Vektorr,, (im Sonnensys-

tem von der Sonne zum Planeten gerichtet) erhalten.
Eine weitere Diskussion zur eindeutigen Lésung der Gleiclil@f72) und zu Naherungslo-

sungen findet sich in der Originalarbeit Vdh SchulzDie Grenzkurvg€12.173) liegt (meis-
tens) zwischen Spharen, deren Radien0 und s =90 erhalten werden:

ry(s=0) ofs 0Fr, r,@r, =r,{ £90) gf s90)r,, (12179
Fur erste Abschatzungen wird tblicherweise die Sphare mit dem gro3eren Radius als Naherung
fur den Aktivitatsbereich gewéhlt. Diese Sphare wird danAktisitdtssphéreeines Plaeten
bzw. eines Mondes in Bezug auf seinen Zentralkorper bezeichnet.

Erde

J
0 2 4L 6 8 10%m

bereich und ﬁ ich bereich des Mondes in bezug auf die Erde sowie Anziehungsbereich der Erde in bezug auf die Sonne

BILD9: Wirkungs g
1 = Beg g des Wirkungsbereichs im System Erde - Mond,
— =~ Nibherungen fiir den Wirkungsbereich im System Erde — Mond nach Gl. (38) fiirc = 0 (0 = 90°) (groBerer Kreis)
und ¢ = * 1 (6 = 0° und 180°) (klcinerer Kreis),
2 = Beg g des Anzich bereichs im System Erde — Mond,

3 = Beg g des Anzi bereichs im System Sonne — Erde

Bild 12-37: Der Aktivitatsbereich des Mondes in Bezug auf die Erderve 1: Grenze dektivitatsbereiches
des Mondes in Bezug auf die Erde (gestrichelt: Naherungslésungen), Kurve 2: Grenzkurve der Attraktionssphéare
um den Mond in Bezug auf die Erde, Kurve 3: Grenzkurve der Attraktionssphare der Erde bei Bezug auf die
Sonne

! Kopie ausW. ScHuLZ [1977], p.373
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Als ein BEISPIELzeigt Bild 12-36 den Aktivitatsbereich der Erde in Bezug auf die Sonne.
Gestrichelt sind die Naherungslésungen $iir 0 und s =90 eingezeichnet, womit die in
diesem Zusammenhang erreichbafaschatzungen in der Regel gentigend genau zu erhalten
sind. Als weiteres Beispiel zeiBild 12-37 den Aktivitatsbereich des Erdmondes in Bezug auf
die Erde. Die Mondbahn liegt au3erhalb der Attraktionssphére der Erde, somitEsiftiess

der Sonne dominant und die Mondbahn stets konkav zur Sonne gerichtet. Die zur Sonne ge-
richtete Krimmung der Mondbahn wird durch den Einfluss der Erde periodisch etwas veran-
dert, jedoch nie so, dass die Mondbahn von der Sonne weggekrimmt wirderitdtnisse

im Fall des Erdmondes sind wie aus der Skizze ersichtlich etwas komplizierter, da in diesem
Fall die Vereinfachung im Rahmen eines eingeschranktenKdmgierproblems nicht erlaubt

ist.

12.8.3 Der Gravitationsbereich

Stabile Bahnen eines Satelliten um einen Planeten kdnnen noch bis zum Abstand des Librati-
onspunktes Lbezuglich eines tbergeordneten Systems (im Fall der Erde des Sonnensystems)
vorkommen. Eine Sphare um diesen Planeten mit Radius des Abstandswicth dls Gravi-
tationsspharégelegentlich auchiillsche Gravitationssphargbezeichnét

Der Korper m befindet sich bezlglich der Kérpermnd nme im Librationspunkt Lk, wenn er
die Bedingun§(10.129)

.= Mo

32 1+ /1
erfullt, wobei der Parametef, =r,/r,, die (einige mogliche reelle) Losung des Polynoms
(10.128)ist:

(12175

F(/) & (m +)mf (2+, 3n +¥nf , 3+ )mA m  (1217¢
-(m 3 ) (2-, 3n)+, o, o) m B m

Im Sonnensystem wird von einem géschrankten Dré(brperproblem(ng- 0) ausgegan-

gen. Die Radiem,, der Hillschen Gravitationssphére um die einzelnen Planeten sinchangn
| (BandV) zusammengestellt.

12.9 Gravitationsmanover

Ein kleiner Korper, der sich im Sonnensystem bewegt und in die &léabke grof3en Planeten
gerat, kann durch diesen in seiner Bahn abgelenkt werden. Dieser Vorgang wurde,

1 In der Literatur findet sich gelegentlich stattder Librationspunkt b als Maf3 fur dieHill sche Gravitations-
sphéare. Die Zahlenwerte in Anhang | zeigen, dass im Planetensystéirsth@de mzu my in derselben Gro-
Renordnung liegen, wenn sichkim Ly bzw. inbbef i ndet . Da diese ASph2ref obh
Abschatzungen geeignete GroR3e ist, kann diese willkirliche Unterscheidung in der Definitidifi stdren
Gravitationsphére verkraftet werden. Siehe hierzu jedoch die Definition beziiglisei CHEBOTAREV, G. S.
[1967],p. 271

2 auf Seite3s
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wabhrscheifich als erstemvonP. Laplaceangenommen, um so die Ablenkung von Kometen
am Jupiter aus dem aul3eren in das innereeBanystem zu beschreiben.

rH2

.
e
.
Iy
o
Y
o
.
.
o
.
o
o
o
.
o

rSl

A

Bild 12-38: Gravitationsmandver bei Bezug auf die Attraktionssphéare (AS) eines PlanetérEBrittspunkt
der Raumsonde in die AttraktionssphdEeiustrittspunkt

Diesen Vorgang macht sich auch die Raumfahrt zunutze, da durch einen nahen Vorbeiflug an
einem massereichen Korper Energie gewonnigd,wie durch die Triebwerke eines Raum-
fahrtzeugs nicht erhalten werden kann. Die Raumsondkimvdas Gravitationsfeld eines Pla-
neten gelenkt, durchlauft auf diesen bezogen kyperbolische Bewegung (siedschnitt

12.5 und hat bei Verlassen des Gratitnsfeldes dieses Planeten eine neue Bahn bei Bezug
auf die Sonne. Ein solches Mandver wird deshalb als Gravitationsma&aeichnét

Fur eine erste &hnabschatzung wird die Bahn daumsonde im Sonnensystem als eine Ke-
gelschnittbahn angenommen, die Bahn in Bezug auf den ablenkenden Planeten ebenfalls als
Kegelschnitt und nach Verlassen des Anziehungsbereiches des Planeten wieder als

YIn der englischen Literatur wird das GravitationsmandveFBIBy, gelegentlich auch alSravity Assistbe-
zeichnet. Eine der ersten Arbeiten hierzu im Rahmen der Astron&aflQUHAR, R. W.; DUNHAM, D. W.
[1986]: 'Orbital Acrobatics in the SuBarthMoon System', Proceedings of the Second International Sympo-
sium on Spacecraft Dynamics, Darmstadi,Z®0October 1986, ESA SF55, 191198
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Kegelschnittbahn bezogen auf die Sonne. Diese Methodarggnander gesetztekegel-

schnitté wird fur genauere Untersuchungen in einem zweiten Schritt durch die Methode der
ineinander tibergehenden Kegelschhitganzt. In einem dritten Schritt wird die gesamte Be-
wegung durch numeriseh | nt egr ati on er halten, welche der
mati schfi ber¢cksichtigt. I m Fol genden wird n
gesetzten Kegelschnitte eingegangen.

Der Ubergang von der Giberwiegenden Anziehung der Sonne ibei@iggende Anziehung

durch den Planeten ist flieRend. Um die Methode der aneinander gesetzten Kegelschnitte sinn-
voll einsetzen zu kdnnen, wird (relativ willkirlich) ein Bereich um den Planeten angenommen,
der als Grenze zwischen den beiden Anziehungsibeneigehandelt wird. Hierzu kann aine

der in den drei vorhergehenden Abschnitten behandelten Einflussbereiche gewahlt werden. Es
ist sinnvoll, die scharfste Definition also die Attraktionssphére (aus Absdi2@tt) zu wah-

len. Da die Bewegung bezogen auf den ablenkenden Planeten hyperbolisch ist, dirfte ein Fehler
bei Wahl der Aktivitatssphare wesentlich kleiner sein als er durch die Anwendung der Methode
der aneander gesetzten Kegelschnitte ohnehin schon ist.

Eine Raumsonde habe den heliozentrischen Zustandswektar. Die Attraktionssphére des
Planeten habe den Radiag. Im Moment des Vorbeifluges der Sonde am Planeten habe der
Planet den Zustandsvektoy,r .. Wenn die Sonde in die Attraktionssphére des Planeten ein-
tritt, habe sie den heliozentrischen Ortsvektgrund damit @n planetozentrischen Ortsvektor

= A g T4 M5 - (12177

rSF’!I.

Der entsprechende planetozentrische Geschghkedsvektor lautet bei Eintritt in die Attrakti-
onssphare mit dem heliozentrischen Geschwindigkeitsvaktorzu diesem Zeitpunkt

fhe = g T - (12178

Der IndexH in t,,, weist auf die hyperbolische Geschwindigkeit in Bezug auf den Planeten hin

(vgl. Bild 12-38). Man sieht sofort, dass die Orientierung der Bahnebene der Sonde um den
Planeten durch den Eintrittspunktin die Attraktionssphéare festgelegt wird. Der Normalen-
vektor der relativen Bahn uden ablenkenden Planeten lautet

Cep = CSRJ_)GSP =g rsm 1 G sp |C:LP1 Cz eGP 1y (12_179)
wobeiGspdie Flachenkonstante dieser Bahnebsiaindc, ihr Richtungsvektor.

Die Berechnung der Bahnablenkung innerhalb der Attraktionssphére des Planeten erfolgt unter
der Annahme, dass der Betrag des relativen Geschwindigkeitsvektoceer Raumsonde be

Eintritt in die Attraktionssphare der asymptotischen Geschwindigkeit (hyperbolischer Exzess)
V= gleichgesetzt werden kann (vgl. FornE2.117))

Vo © [fud (12180

Yin der englischen Literatur wird die Methode der aneinander gesetzten Kegelschnitthald of patched conics
bezeichnet

%1n der englischen Literatur aMethod ofmatched conicbezeichnet
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Dann ist die erste Halbachse der Vorbeiflyogrbel aus Formgll2.121) auf Seitel92 be-
kannt:

m
a, = v (12.182)
Alle weiteren Parameter der Vorbeiflughyperbel kénnen mit den Formeln der speziellen
Keplebewegung (nach Abschnit.5au Seite190, sowie Abschnitt 11.1.1) aus dem vorge-
geben Zustandsvektar, ,r,, berechnet werden.

Ad,

Bild 12-39: Orientierung der Bahnebene der im Attraktionsfeld des Planeten P abgelenkten Raumsonde mit rela-
tiver Bahnnormal&o. Rao ist der planetozensche Richtungsvektor des Eintrittsortes der Sonde in die Attrakti-
onssphare des Planeten

Der Perizentrumsvektor folgt mit Gleichufitfl.12)aus
de, = F,y € mP;—Pl , (12182

wobei s die planetozentsche Gravitationskonstante dddenkenden Korpers ist. Die Exzent-
rizitat der Hypelbpel folgt mit Gleichung11.13)aus

d
e= E , (12183
m
die Perzentrumsdistanz entsprechend Herleitungen in Abschnitt2.5.1aus
h=ay(ed) (12184

Die zweite Halbachse der Hyperbel ist aus

b, = a,{¢€ 1 (12189
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bekannt. Mit Hilfe dieser Gro3e kann nun abgeschatzt werden, ob unter den gegebenen Voraus-
setzungen, d.h. dem gegeben Anfangszustandsvektor tberhaupt ein gefahrloser Vorbeiflug an
dem ablenkenden Planetexdglich ist. Der Kollisionskorridor des Planeten mit Mindestsicher-
heitsradiudRy hat den Kollisionsradius

b. = /34(6]4 +Fg|) : (12.186)
Wenn die zweite Halbachse der Vorbeiflughyperbel die Bedingung
b, > h (12187

erfullt, kann von einem sicheren Vorbeiflug ausgegangen werden. Ein Risiko ist aber umso
grof3er, je naher die zweite Halbachse am Kaollisionradius ist.

Der Umlenkwinkeldn wird eindeutig berechnet aus

sin% = 1 (12189
2 e
Sei
d. = dSP (P)
0= =~ = (12189

der Einheitsvektor in Richtung des Perizentrums, lautet der Parametervektor des perizentrums-
bezogenen Bahnsystems (Apsidensystem)

@ =f, =, 4 2 o7 . (12190

Die asymptotische Anomalie kann berechnet werden aus

sinuy, = B , cosy = 1 (1219))
ea, e

Damit hat der Eintrittsgeschwindigkeitsvektor im perizentrumsbezogenen Bahnsystem die Dar-
stellung

fy, =dy,cosy, +,siny (12192
Langs der Austrittsasymptote hat der asymptotische Geschwindigkeitsvektor und damit (nahe-

rungsweise) der planetozentrische Geschwindigkeitsvektor bei Verlassen der Attraktionssphare
entsprechend&ild 12-38 die Darstellung

fn, = d,cos3;, F,sin3y (12193
Der planetozentrische Onsktor r., hat bei Eintritt in die Attraktionssphéare die wahre Ano-
malieua, die nachBild 12-38 aus
cosl/, = rgy d} (12194

berechnet werden kann. Die wahre Anomalie bei Verlassen der Attraktionssphére irk Punkt
lautet aus Symmetmgiinden

u. = y . (12195
Damit wird

r, = a,(d,cosu, *;siny) (12196
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Der neue planetozentrische Zustandsvektor wird an das heliozentrische System mit
r, =r, +
S2 P H2 (12.197)

rSZ :rP -FHZ

Ubergeben.

93/08/28 IDA

95/09/14 1990/02/10 Venus

1992/12/08 EARTH #2
91/10/29 90/12/08 EARTH #1
GASPRA

Bild 12-40: Die Tour des GALILEO zu Jupiter mit Gravitationsmandvander Venus, zweimal an der Erde
und Vorbeifliigen an den kleinen Planeten Gaspra und Ida

Anmerkung: Im Rahmen der Methode der aneinandergesetzten Kegelschnitte wird der Zeit-
unterschiedir den Zustand des Planeten bei-Eind Austritt der Raumsonde in bzw. aus der
Attraktionssphére nicht berlicksichtigt, da die Bewegung in der Attraktionssphare im Vergleich
zur Bewegung im Sonnensystem verschwindend klein angenommen werden kann. Damit kan
zu einer weiteren Vereinfachung auch der heliozentrische Ortsvektor der Sonde stets gleich
dem heliozentrischen Ortsvektor des Planeten angenommen werden. In Bezug auf die Sonne
ist dann naherungsweisg, @ ,, @, und die Orientierung deBahnebene des Raumsonde

nach dem Vorbeiflug kann aus

Csp, = Ip o (12198

berechnet werden.
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Anwendung: In der Astronautik wird gewdhnlich eine bestimmte Zielbahn angestrebt und zu
diesem Zweck ein Gravitationsmandver untersucht. In diesem Fall ist also die Bahn nach der
Begegnung mit dem Zustandsvekigr, =r . ,r’,,, vorgegeben und im umgekédn Rechen-

vorgang, wie in diesem Abschnitt beschrieben, wird der Anfangszustandsvgktor, ,r',,,

bei Eintritt der Sonde in die Attraktionssphare als Zielzustand berechnet. Vor Begegnung der
Sonde mit dem Planeten muss die Sonde so gesteerglen, dass bei Eintritt in die Attrakti-
onssphare genau dieser Zustand erreicht wird.

BEISPIEL: Als Beispiel fiir eine interplanetare Mission, welche Gravitationsmandver ausnutzt,
sei die GALILEO Mission in das Jupitersystem betrachtet, welche am 18. Oktober 1989 gestar-
tet worden ist. Flr den direktétiohmanni Transfer von der Erde zum Jupiter wirkech
Tabelle73in Anhang H (BandV) das GesamtgeschwindigkeitsinkremBmt = 14.437 km/s
benotigt. DeHohmannTransfer von der Erde zum Jupiter erfordert eine Perihelgeschwindig-
keit von Wb = 38.578 km/s. Auf diese Geschwindigkeit muss also die Sondderdérde aus
gebracht werden, um den Jupiter erreichen zu kénnen. Die Geschwindigkeit der Erde um die
Sonne betragt etwa 30 km/s. Es wird also das GeschwindigkeitsinkrExen8.6 km/s be-

notigt. Die zur Verfigung stehenden Triebwerke kénnen dieses Wiesigkeitsinkrement

nicht aufbringen. Deshalb wurde das Missionsprofil so gewahlt (Bigthel2-40), dass durch

ein Gravitationsmanover (Swingby) der Venus und zwei Gravitationsmandver an der Erde
genldgend Energie aufgenommen werden konnte, um Jupiter am 7. Juli 1995 erreichen zu kon-
nen.

Um eine Abschatzung der durch die Gravitationsmandver erreichten Geschwindigkeitsinkre-
mente berechnen zu kénnewerden zunéchst die geflogenen bzw. geplanten Bahridaten

Tabelle 73 in Anhang HzusammengestelltDie Bahnelemente zeigen, dass die einzelnen
Bahnbdgen die Ekliptik zum Teil etwas verlassen haben. Die Elemente vor und nach den Vor-
beifl ¢cgen (Aencounterf) an den kleinen Pl ane
kein Gravitationsmandver stattielmehr hat die Sonde ein eigenes Triebwerk, das kleine Ma-

nover wahrend des Transferfluges durchfiihren kann um einen optimalen Vorbeiflug an einem

der Planeten ansteuern zu kénnen und vor allem um den Abflug aus dem Erdumlauf und den
Einschuss in den piterumlauf bewirken zu kdnnen.

Durch die Orientierung der Bahn relativ zur Erde konnte die Sonde jedoch erheblich an Ge-
schwindigkeit aufnehmen und wurde auf 35.255 km/s beschleunigt. Das Geschwindig-
keitsinkrement betrugV = 7.217 km/s, war also wesentligho3er als der effektive Geschwin-
digkeitsunterschied. Die Ursache dafir kommt aus der Vektordifferenz der Geschwindigkeits-
vektoren vor und nach dem Manéver und der dadurch gezeigten unterschiedlichen Orientierung
der beiden Geschwindigkeitsvektoren. Diegte sich auch in einer kleinen Bahnebenenande-
rung. Da zum Erreichen von Jupiter jedoch mindestens die Geschwindigkeit V = 38.578 km/s
bendtigt gewesen ware (Wert ddshmannTransfers), musste die Erde nochmals umflogen
werden, was exakt nach zwei Jahden Fall war. Jetzt wurde die Geschwindigkeit der Sonde,

die wie nach dem ersten Vorbeiflug 35.2 km/s betau@die bendtigten 38.965 km/s beschleu-

nigt um so Jupiter erreichen zu konnen. Beim zweiten Vorbeiflug an der Erde erfuhr die Sonde
nahezu dasde¢ Geschwindigkeitsinkrement wie beim ersten VorbeiflDg:= 7.667 km/s.

Durch die Geschwindigkeitsmandver hat die Sonde insgesamt das Geschwindigkeitsinkrement

1 JPL IOM GLL-NAV-90-1 O , January 24, 1990; siehe auch: OO6Neil,
? Siehe in Band V
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DV = 18.352 km/s aufgenommen. Um auf der Bahn des Jupiter zu bleiben, musste schlief3lich
dasTriebwerk an Bord der Sonde das GeschwindigkeitsinkreBMrt5.612 km/s aufbringen.

Ulisses

Bild 12-41: Gravitationsmandver der ULISSES Raumsonde (Solar Polar Mission) am Jupitareine eklipti-
kale Bahnneigungon etwa 79° zu erreichen

2. BEISPIEL: Die europaische Raumsonde ULISSES hat als primare Aufgabe die Polregionen
der Sonne zu beobachten. Dazu ist ein Uberflug der Polregionen nétig, der eimeaiahn

mit der ekliptikalen Bahnneigung von nahezu 90° mdglich ist. Mit chemischen Treibwerken ist
eine Anderung der Bahnneigung von 0° (Erdbahn) auf eine Polbahn nicht zu erreichen. Aus
diesem Grund wurde die Sonde zum Jupiter geschickt, an demo@iee @dahnanderung im
Sonnensystem vorgenommen werden kann. Durch geeigneten Eintritt in die Attraktionssphare
Uber der Nadhalbkugel des Jupiter konnte die Bahnebene so gedreht werden, dass die Bahnnei-
gung von i = 1°.3 (Neigung der Bahnebene des JupitBezug auf die Ekliptik) auf i = 79°
erhoht wurde. Gleichzeitig wurde die grof3e Bahnhalbachsa wo8.1 AE (siehe Tabellé3

in AnhangH, BandV) auf 3.37 AE erhoht. Wahrend das Aphel in Jupiterentfernung blieb (r
=5.2 AE) wurde das Perihel von Erdentfernung (1 AE)aaf3.34 erhoht, liegt also aul3erhalb

der Erdbahn (vglBild 12-41). Die Exzentrizitat der euen ULISSES Bahn betragt =
0.6026477 gegenuber der Exzentriz#gét= 0.677582 fir die Bahn von der Erde direkt zum
Jupiter.t

12.10 Die Raketengleichung
12.10.1  Herleitung der Raketengleichung

Zur Untersuchung gesteuerter Bewegungséanderulngfent die vonK. E. Ziolkowskyl896
gefundenéR a k e t e n g leiee gouhdlegendd Beziehung. Sie beschreibt den idealen Zu-
sammenhang zwischen der GeschwindigkeitsamgedV und der Treibstoffmengdm,

welche zur Erreichung dieser Geschwindigkeitsanderung mit einem bestimmten Raketentrieb-
werk benotigt wird.
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Bild 12-42: Zur Herleitung der Raketengleichungj\Geschwindigkeit der Rakete .V Ausstof3geschwindig-
k e iexhaystAelocitff ) de s Ra ke Kraftinnfrlugrichtureg, £1 Rraft entgegengesetzt zur Flugrich-
tung

Je mehr an MassBm vom Raketentriebwerk ausgestoRen wird, um so groéf3er wird die er-
reichbare Endgeschwindigkaitsein, je gro3er aber die Magsales beschleunigten Korpers
ist, um so geringer wird die Geschwindigkeitsdandgrsein. Die Geschwindigkeitsdanderung
dVwird also proportional zur relativen Massenanderdimgmsein, wobei wegen des Massen-
verlustes das negative Vorzeichen gewahlt werden muss,

ave dm (12.199
m

Der Proportionalitatsfaktor mit der Dimension einer Geschwindigkeit ist ein Parameter des ver-
wendeten Raketenmotors, die Austrittsgeschwindigkeitmit der die Treibgase ausgestof3en

werden. Somit ist
av= -y 9m (12.200
m

Integration gibt die Endgeschwindigkaitbei Bezug auf eine Anfangsgeschwindigkéit,
welche die Rakete bei Beginn der Ziindung des Raketenmotors hat, undwdi@Masse

der Rakete bei Beginn des Schubes tatam Ende des Schas (Brennschluss)

VY (nm lhm) (12.201)
Wird mit
DV i =V vV, (12202

die (Gesam) Geschwindigkeitsanderung bezeichnet, erhéalt man die tUbliche Form der Rake-
tengleichung

v =v, n2 (12203
m,

Eine einfache vektorielle Herleitung der Raketengleichung ergibt sich mit der Kraftlregieh
eine Kraft wird (nach dem 2. Newtonschen Axiom) als Variation der BewegungsgroiRe
mv = dargestellt:

d(nr)
dt

=Y A . (12.204)

! ausfiihrlich behandelt etwa bi€i A. EHRICKE [1961], pp.63 bis 624; H. O. RUPPE[1966], pp.2225; auchR.
H. GIESE[1966], pp.1322
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Wenn bei einem Raketenmotor die Austrittsgeschwindigkeit der Austrittsgase konstant und
auch ihre Richtung konstant ist, wenn afsos, # ist, bleibt fur die Kraft, die auf die Rakete

ausgebt wird

f, =nwv, (12205
Andererseits bewirkt eine Beschleunigung der Rakete der MadgeKraft
f,=m" . (12.206)

Da im Gesamtsystem (vdild 12-42) nach dem 3. Newtonschen Axiom (actio est reactio) die
Kréafte im Gleichgewicht stehen missen

f, =1, , (12.207)

gilt die differentielle Beziehung

di =v, — . (12.208
m

Integration ergibt die Raketengleichung in ihrer vektoriellen Form

f=r, Meln% . (12.209

Hier bedeutery, die Anfangsgeschwindigkeit vor Ziinden des Raketenmotors soavdie

Anfangsmasse. MiVe::|Ve| fuhrt diese Gleichung sofort auf die skalare Form der Raketen-
gleichung in Forme(12.203).

Die Rakete erreicht nach der Raketengleichung ihre maximale Lélistuammn

1. die Austrittsgeschwindigkeit der Treibgase geeatgegengesetzt zur Flugrichtung der Ra-
kete gerichtet ist,

2. die Austrittsgeschwindigkei¥,=|v,| einen méglichst groRen Betrag hat, und wenn

3. das Massenverhéltnis Startmassg zu Brennschlussmasse, moglichst groR3 ist (also
mdglichst viel Treibstoff verbraucht wird im Vergleich zur Gesamtmasse der Rakete).

Die mit der Raketengleichung in der Fo(tr2.209 berechnete Endgeschwindigkeit wird als
ideale Endgeschwindigkeibezeichnet, da sie fur den Fall giltig ist, dass keine zuséatzlichen
Krafte auf die Bewegunder Rakete einwirken. Diese zusatzlichen Krafte kdrhech einen
gravitativen Effektdurch einen Hauptkdrper (z.B. Erdanziehung bei Start von der Erdoberfla-
che) und durch den Luftwiderstand erzeugt werden. Diese Vernsigoldgngenugnin der
Regel fur die meisten bahnanalytischen Untersuchungen. Um die \e#ilef¢iy@ Geschwin-
digkeit Vw einer Rakete bei Brennschluss des Raketenmotors zu beregtissen etwa Gra-
vitationsverlustDV, und LuftwidestandsverlusbDV, wahrend der Brenndauer der Rakete be-

kannt sein. Dann besteht fur die aus der Raketengleichung berechnete Geschwindigkeit der Ra-
kete die Beziehung

' H.0.RUPPE[1966], p.25
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V =\, +W WVD. (12210

12.10.2 Anwendungen der Raketengleichung

12.10.2.1 Die Raketenmotor Strukturmasse

Die Massem, einer Rakete bei Brennschluss setzt sieh der Nutzlast mit der Massg, und

der Strukturmasse@y zusammen. Sein. die Treibstoffmasse, betragt die Startmasse der Ge-
samtrakete

m, = m, Hm M (12.2117)
und die Brennschlussmasse
my = m, Hm . (12212
Der Treibstoffbedarf betragt
a -0
Dm: =m, m rﬁ% ok (12213
(!‘ -
Triebwerk TreibstoffFaktor Ausstromgeschwindigkeit
Feststofftriebwerk c; = 0.90 V, = 2300m/s
Flussigtriebwerk ¢, = 0.85 V, = 2800m/s
Kaltgastriebwerk c, = 0.65 V, =1000m/s

Tabellel2-2: GroRenordnungsmalfige Werte fur Treibstedktorund Ausstromgeschwindigkeit fir verschie-
dene in der Raketentechnik verwendete Antriebsarten

Fur Abschatzungen der notwendigen Strukturmasseei gegebener Treibstoffmasgegibt
es folgende Faustformel

m,+m =M , (12214
c

wobei fur den Treibstofffaktoic, bei unterschiedlichen Antriebsarten die folgenden Werte
(Tabelle12-2) verwendet werdéen

12.10.2.2 Die Treibstoffmasse bei gewinschtem Geschwindigkeitsbedarf

Fur eine Bahnkorrektur werde eine bestimmte GeschwindigkeitsdndBrkutgnotigt. Die
Nutzlastmassem, sei fest vorgegeben. Der Treibstoffbedayf und die davon abh&ngige

Strukturmasseng sind zu berechnen.

Mit der Bezeichnung

(12215

1 M. KIRSCHNERIN TN GSOC 9607 (02.12.1996)
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liefert die Raketengleichun@2.203)
m = Am . (12216

Die Massem, bei Brennschluss besteht aus der Anfangsmagseermindert um die Treib-

stoffmassem;
m =m, -m . (12.217)
Somit kann das Verhaltnis aus Treibstoff zu Anfangsmasse berechnet werden aus
m=m-4 . (12218

Fur die praktische Anwendung wird folgende zusammenfassende Formel verwendet, um den
einer Geschwindigkeitsanderuid/ entsprechenden Treibstoffoed@i =m zu berechnen:

(12219

OO: Ot

a
Dm =m, g e’
¢

Mit den Bezeichnunge(l2211) und(12.212) kann die Treibstoffmasse auch auf die Nutzlast
m,, bezogen werden, da diese haufig in der Praxis vorgegeben ist und der Treibstoffbedarf be-
rechnet werden soll, um diese Nutzlast in eine geeignete Umlaufbahn zu bringen:

¢ (1- A

Mit der hier berechneten Treibstoffmasse betragt die Gesamtstartmasse nach{EF24%@|

m, = m, “& | (12221)
C
Diese urspringlich unbekannte Masse wird in der Praxis das bendtigte Geschwindigkeitsinkre-
mentDV verédndern. Dieses wird selbst bei konstanter Ausstromgeschwindigkiier die
Beziehung12.215) auch die Treibstoffmass@; in Formel(12.221) verandern, die somit nur

iterativ berechnet werden kann. Dazu muss der Prozess bekannt sein, mit dem das benétigte
GeschwindigkeitsinkrememmV bestimmt wird.

Entsprechend folgt mit Form@2.218) auch das Verhaltnis von Nutzlasy, zu Startmassen,

m, = nkEL%%iﬁ _ (12222

Die Strukturmassen, des Raketenmotors und des (leeren) Treibstoffbehalters wird mit den
Formeln(12.214) und(12.220) in Bezug auf die Nutzlasn, erhalten zu

s A G)
mg = m, c-1A : (12223

Der Anteil von Strukturmasse und gesamtem Treibstoff an der GesamitiegsRaumfahrt-
zeuges betragt schlie3lich
1- A
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BEISPIEL: Ein Kleinsathit mit ma = 130 kg Gesamtmasse werde in eine kreisnahe Bahn mit
der mittleren HOohe H = 629 km (entsprechend der mittleren grof3en Bahnhalbachse a =
7007.137 km) und die sonnensynchrone Bahn mit der mittleren Inklination i = 97°.93 einge-
schossen. Die emgeechende Kreisbahngeschwindigkeit betragt

V, =m a =7.542213 km/s

Infolge verschiedenartiger Einflisse muss die Bahn dieses Satelliten von Zeit zu Zeit korrigiert
werden. Eine Abnahme der grol3en BahnhalbachsBaum5 m erfordert mit einem Heil3gas-
triebwerk (\&é = 2800 m/s) nach Formgl2.90) das GeschwindigkeitsinkremeV = 0.00269

m/s und mit Formeg(12.218) den Treibstoffbeda®m = mr = 0.000125 kg. Eine Inklinations-

korrektur umbDi = 36nd er f or(lRey das GesowirdigkEitsimkraradnDV =

1.3216 m/s mit dem Treibstoffaufwalsn = mr = 0.06135 kg. Eine Knotenanderung 0w

= 20n. 8789 erfor der (1220 @icelDrekdng oer Babnebemelus gent e m
Winkelg= 20id. 6784 mit der.=r¢91996, nit&drmefl2B3kdem nat i o |
GeschwindigkeitsinkremeilmV = 0.75618 m/s und dem TreibfaufwandDm = mr = 0.35104

kg.t

12.10.2.3 Das Mehrstufenprinzip

Seienm, ; die Masse bei Beginn des Arbeitens dean Raketenstufen, ; bei dessen Ende,
c,; die Ausstromrichtung und Ausstromgeschwindigkeit der Treibgase, betragt die (ideale)

Geschwindigkeit’ nach Ausbrennen der letztentén) Raketenstufe in Bezug auf die Ge-
schwindigkeitr , bei Start

. m,,
F=r, -8c.In— . (12.225
-

i
)

12.10.2.4 Aufstieg einer Rakete

Die in den vorstehenden Abschnitten besprochene Raketengleichung stellt den idealen Fall ei-
nes Raketenantriebs im luftleeren Raum dar. Beim Aufstieg eine Rakete von der Erdoberflache
aus kommen jedoch vor allem noch die Erdanziehung und der Luftwidefstemd welche

die Bewegung der Rakete beeinflussen. Beim senkrechten Start der Rakegedsesda kon-

stant angenommen Erdbeschleunigung, welche entgegengesetzt zur Aufstiegsbahn wirkt. Au-
Rerdem sei die Beschleunigung durch den Luftwiderstand duramsBetrag

b, = % rB (12.226)
gegeben, wenn die momentane Luftdichte am Ort deatelliten,Bp der ballistische Koeffi-

zient der Rakete/p die relative Geschwindigkeit der Rakete gegentber der umgebenden Luft
bedeuten. Dann lautet fir den senkrechten Aufstieg die Raketengléichung

t
V=vin®2 gt fF dt. (12227
m 0

! siehe in Kapitel 17
2 siehe etwa iBERMAN, A. |. [1961] pp. 246249
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13 Kepl ermgweguuni ver sal er Dar st

Im Rahmen eines Zweikorperproblems erfordert die Umrechnung gegebenen Zustands-
vektors die Unterscheidung in die Art des Kegelschiitieiese Abfragen kénnen eine Ephe-
meridenrechnung erschweren und numerisch belastestumpffwar es gelungen durch Ein-
fuhrung der spater nach iHmenannterstumpféchenc-Funktioneneine Ephemeridenrechnung
unabhangig von der Art des Kegelschnittes darzustellen. Vorteile dieses Verfahrens sind im
Rahmenrder Darstellung einer Bewegung in der Raumfahrt eine Beschreibung im \Meiehse

nes durchflogenen Bahnabschnitfesva abwechselnd mit einem elliptischem und einem hy-
perbolischen Bahnabschnjtiin Rahmen einer Erstbahnbestimmung aus relativ ungenauen
Winkelmessungenim Rahmen einer Regularisierung des Zweikorperproblentgrimume-
rischen Behandlung einer Epherideinsbesondergon interplanetare®ahnen Samuel Her-

rick ([1965] und in einer Serie friherer Arbeitdalrte dieStumpf$che Theorie weiter fur den
Gebrauch von univealen Variablen und Formeln im Hinblick auf Anwendungen in der Me-
thode der Variation der Parameter &sdro ZadunaiskyndClaudia Giordand1990] erwei-

terten die original&Stumpf§che Theorieim Hinblickauf ei ne fAuni versale F
gestorten ZweK° r per pf.ob |l e ms o

13.1 Ephemeridenrechnung als Anfangswertproblem

Die Ephemerid eines Himmelskérpers kann bei Vorgabe eines als konstant angenommenen
Anfangszustandsvektorg ,r ,) nachJ. L. Lagrang@als Anfangswertproblem mit Funktio-

nert F ,G,_,H, beretinet werdeh

f=FLrA +§LF:A HJ A r:i (131)
r=|:LrA +GLrA HLrArA?
Die Bewegung kann in Bezug auf é#ansenSystembeschrieben werden:
r=r (qg')cosz g5 sin z)
(13.2)

F=r (qg')cosz q) sinz) Hr'(zq(l'-) sin gk cos)

! Darstellungen etwa irBTUMPFF, K. [1931-1932]; STUMPFF, K. [1949]; STUMPFF, K. [1954]; STUMPFF, K. [1959]:
Himmelsmechanik ISTUMPFF, K. [1964/1]

2 Etwa nach der Methode vdh Kustaanheimoreferiert inSTUMPFF, K. [1965: Himmelsmechaniki,l pp. 636
642 auch in Abschniti6.1ab Seite343

3 weitere Anwendungen z.B. iBLANCHARD, R.C. and P. E. ZADUNAISKY [1968]
* Uberblick in Abschnitt13.5
® Siehe in Abschnitt 2.7.2 (Band I), Formel (2.211)

®uUm Verwechslungen mit deDelaunayElementen zu vermeiden, wird im Zusammenhang dieses Kapitels bei

di esen Funkt iLioamgefiigtder | ndex A

" Die fiir die raumliche Komponente benotigten, nurimFativoA St ©°r ungenf ve r(WemMdet en,
wurden inZADUNAISKY , PEDRO, E. andCLAUDIA M. GIORDANO [1990]eingefuihrt
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=1, (il cosz, &%) sin z)
=t fallcosz, allsing) w4 abksin ,alkcos ) 2
Wird eine rdumliche Bewegung aul3echi gelasser(HL =H, :0), wird wie flr Hansen

Systeme charakteristisccﬁ') :qﬁ'A) , ] 4,2,% Indiesem (und nur in diesem) Fall ergeben sich
die Beziehungen

rcosz =F. r, cosz #,r, c0s,zG r, ,=in, z (133)
rsinz=F_r,sin z 4G r,sin .z @, ,gos, .

Mit dem Flachensatz? z, =G, erhalt man als Loswgen die geschlossenen Ausdriicke

G, = %sin(z - Z)

A

Y . (134)
e . a
F. =rg—cos(z - 2) Ia sif z z)zy
& Ga U
I m (ungest°rten) Zwlkepldb®erweegrupnrgooharasascinérBabdxeark t e
winkel z der wahren Anomalie (bis auf eine Konstante, die aber ohne Einschrankung gleich
Null angenomren werden kann) gleichgesetztrden. Dann ist

. ., 0, eym_.
ety ¥4 .G Fm fEUIT, 1Te=§o?A’ M ArAA' T\/p_s'n%
(13.5)

und es folgen die einfachen Beziehungen

G, = T sin(v - )

Jmp (136)

F. :Lpgecosu +cog U -4 @

Hier werden die(FL ,GL)- Funktionen in Abhangigkeit von der wahren Anomalie berechnet.

Mit dem in der Zweikorperbewegung gliltigen Flachensdtz=G bzw. den entsprechenden

Umrechnungen miKepleformeln undKeplemleichung kann der Zusammenhang mit der Zeit
hergestellt werden.

Diese einfachen Formeln spielen in der praktischen Anwendung eine Rolle, wenn es nicht auf
die letzte Genauigkeit einer Aussage ankommt. Bei interplanetaren Bewegungen, bei denen
sich die Stérungen durch ein Mehrkdrperproblem Uber l&geitraume nur geringfligig aus-

wirken, konnen diese Formeln ausgehend von einem nicht zu weit zuriickliegenden Zustands-

vektor (rA,r'A) weitreichende Aussagen Uber die wechselseitige Stellung der Planeten sowie

Uber erste Abschatzungen d@awegung eines Raumflugkorpers bereitstellen. Im Fall der Sa-
tellitenbewegung gibt es viele Falle, in denen hochgenaue Berechnungen uberflissig sind. Ein
Beispiel war die Abschaltung der Sensoren des Satelliten R@8ADurchflug der siidatlan-
tischen AnomalieDa deren Gestalt naturgem@iBht exakt fassbar ist, konnte ausgehend von

! siehe etwa die Formeln deepletbewegung in Abschnitt 2.5.2 in Band |
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einem vor diesem Ereignis bekannten Zustandsvektor der ungeféahre Durchflug des Satelliten
durch diese Anomalie mit gentigend grof3elefanz mi den obigen Formeln bestimmt rden.
Dadurch waren die Sicherheit des Satelliten und die Unbeschadigtheit seiner Messgerate und
Sensoren ungefahrdet.

Im Rahmen der elliptischen speziell&eplebewegung kann die Verwendung der wahren
Anomalie duch Einfihrung der exzentrischen Anomalie mit Hilfe Hepleischen Formeln
(10.24) ersetzt werden. Diese liefern

_a’+1- ez{
re,

sin(u- ) sinfE E,) ¢-sinE sinE]}

) (137)
) 4 a (1- ez)
rr,

cos(u- y gl co$E E,) g

Da die mittlereKeplelbewegung durcin = \/m/ a’ gegeben ist, folgt zunachst

GL:%g;in(E -E,) €sinE sinE)

und mit deiKeplerGleichungn(t- t,) = esin Eauch

G.=t 4, —§E E) sifE E)-
: (138)
F =1 Tag1 cofE E) g.

Um die abgeleiteten Funktione(rFL,GL) zu berechnen, genlgt emen Satz deim vorste-

hendenAbschnitterhaltenen Funktione(F, ,G, ) direkt nach der Zeit zu differenzieren, ohne
Uber eine Auflosung nach der zweiten der Gleichurf@dri) zu gehen.
Im Fall der exakteiKeplebewegung lautet die Beegungsgleichum

F=Fr, 61, :m-rr—3 : (13.9)

Damit ergeben sich die Variationsgleichungentiden Funktionen zu
E= " 6 =7& (13.10)

somit
FG-GE ® , FG G FE censt
Da offenbarF, (t=t,) 4 , G (t t) 0=, F(t t)=0 = G (t t) 4 ,gilt
FG-GF =1. (13.11)

Fur Untersuchungen irRahmen der allgemeindfeplebewegung kénnen die Basisvektoren
des grunddgendenHansenSystems nicht notwendigls unveranderlich angesehenrden.
Die Beziehungel(13.3) kdnnen daher nicht in dieser Form aus den Darstellu(igap) her-
geleitet werden. Die vol. Stumpffentdeckte Methode durch Einfuhrung @rmpfschenc-
Funktionen ist unabhangig von der Bahnform ein&plelbewegung und kann auf



234 13 Keplerbewgung in universaler Darstellung

Anwendungen im Rahmen der allgemeinéepleb e wegung (fAgest°rte Zw
g u n g wejtert av@rden. Im &lgenden werden einige Ergebnisse dieser Entwicklungfen
riert. FUr die ausfuhrlichen Herleitungen sei auf die Originalliteratur verwiesen.

13.2 Regularisierung mit der Sundmanrschen Variablen
Die Leibnizsche Gleichungautet im Falle der exaktefepletbewegung

== (13.12)

Eine weitere Differentiation nach der Zeit ergibt die \@mpffgefundene Variationsglei-
chung der dritten Ordnun(@velche keinen Bahnparameter mehr enthalt)

r+3ll o e . (1313
r r
Diese Gleichungen werden singuldr ¥ 0. Durch Transformation der Zditals unabhan-
giger Variable auf eine neue unabhangige Variable kann diese Singularitat beseitigt werden.
Als eine solche Variable bewahrt sich &iendmanscheregularisierende Variable , welche
durch die Diferentialgleichung

dt =— (13.14)

definiert wird. Damitergeben sich die Herentialausdriicke (Differentiation na¢kverde mit
Hochkomma charakterisiert)

. - e 2 . PR 3
; =£ =d_rd_f : I ’ P L=| r.|_3_ 1 Ir_ r_3 =4r r!‘ | 5[_5 + (1315)
r r r r

Die Variationsgleichung der dritten Ordnung in Abhéngigkeit von der regularisierenden Vari-
ablent lautet dann

. Hm;—”r‘ 9. (13.16)

Nun fuhrt im Rahmen einer Zweikdrperbewegulig) Beziehung

damriig 1é mri)i  gi
déamriig 16, i) i, (1317
de¢ r = rg 0
auf die Aussage
fr T iconst . (1319

! Siehe in Abschnitt 2.4 (Band 1)

% Siehe in Abschnitt 2.7.24 (Band I). Hinweis: In den OriginalarbeiterBtompfiund Zadunaiskywird der Buch-
stabet fur eine modifizierte Zeit verwendet. Diese wird im Rahmen einer Satellitenbahnmechanik nicht ver-
wendet, so dass keine Verwechslung zwéscHer regularisierenden Variablen und einer Zeiteinheit moglich
sein sollte. Siehe dazu etwaBoccALETTI, D. andPucacco, G. [1996], pp.162164
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Im Fall einer Zweikdrperbewegung wird die Geschwindigkeit eines bewegten Objektes gege-
ben durch die Beziehuhg

— a- ,

1- €
vi=g2 27 M-¢) am,, (13.19)
r P r

wobei mit dem Parameter® die Gesamtenergie des betrachteten Systems bezeichnet wird
Diese ist, da im Fall einer ungestorten Zweikdpegvegung konstant, aus dem gegebenen Zu-

standsvektofr, r ,) bekannt:

. 2m .,
== 52
Il g

Fur die radiale Beschleunigung in Bezug auf die regularisierende Varialtd mit ri=rr
sowie delLeibnischen Gleichun@l3.12)

(13.20)

28 [ B, G& m &2 g
r|—|rzg — 8r=2 r—% = r§\ﬂ-2 —8—2- rv zufm . (1321

Mit der Geschwindigkeitsbeziehuif3.19) ergibt sich
m- 1 =ia2
;

(1322
und der Bahnradius genigt in Bezug auf Sismdmansche regularisierende Variabie im
Rahmen einer Zweikorperbewegung der Differentialgleichung

ri%a’r 9 j. (13.23
Die zu(13.23) analoge Gleichung fiir den Radiusvektor folgt direkt aus dem Ansatz

ri=rr

rigrr? gr (13249
mit der Bewegungsgleichung der (ungestorten) Zweikdrperbewegung
r2f = _’r"r (13.25)
zu
(i -irTir -l?rrm & . (13.26)
Eine weitere Differentiation nach der regularisierenden Variablen fuhrt auf
T L (13.27)

r
mit der Definition(13.22) schliel3lich zu

lng. Formel (2.83) in Abschnitt 2.5.2, Band |

2 Wir folgen hier der beK. Stumpfund folgenden Arbeitenhlichen Bezeichnungsweise, da eine Verwechslung
mit der Rektaszensiomausgeschlossen ist. AuBerdem wird in Bezug auf Kegelsclrattecharakterissiche
GroRe benotigtMit der Schreibweisa’ kann angedeutet werden, dass digs@le stets reell ist.
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ri #a’ =0j . (13.29)
Anmerkungen:

1. Die schon vor. Keplef selbst als unabhangige Variable verwendete exzentrische Ano-
malie E kann im Fall ener ungestorten elliptischen Zweikoérperbewegung mit den For-
meln(10.26), (10.12) und(10.4)

r’u=G =5 /a(l ez) : 'uE-—ME
r
als eine regularisierende Variable gedeutet werden. Sie ist wegen der dann gltigen
Konstanz der Parametaiund meng mit deiSundmanschen Variablert verknupft:

dE:}\/ant % , 0 < \/;m L0 et . (1329)
rva a a
Damit ergibt sich die (singularitéatenfreie) Differentialgleichung
d’r
+r = . 1330
dE2 ( )

2. Unter der impliziten Annahme, dass das dem Ortsvektox p, zugeordnetdBasis-

system inertial bzwausschliel3lich geradlinig bewegt ist, werde im vorliegenden Zu-
sammenhang somit angenommen, dass stets gilt:

r=xp,,r Xp, ,r' %, p, 0 . (13.3))

In diesem (und nur in diesem) Zusammenhang kdnnen die den Variationsgleichungen
(13.26) und(13.28) zugeordneten kartesischen Koordinaten formuliert werden:

>§i-ir—i>§ 4?‘3),( G , x a%ixio=(iil2= (1332

3.Unter dem Begr i fwird hidrRepligi diesRegularisieung dergDiffe-
rentialgleichungen vetanden, nicht ihrer Losungen.uéh singulére Differentialglei-
chungen konnen nichtsingulare Losungen haben

4. In der physikalischen Realitat trifft die SingularitaD wegen der endlichen Ausdeh-
nung der beteiligten Korper nicht zu. Allerdings kdénnen legiBerechnung extremer
Annéherungen der beteiligten Korper numerische Probleme auftreten, die durch eine
Regul arisierung und dami¢t eine AEntzerru
werden konnen. Dies trifft insbesondere auch bei hochexzentrischeerBaher
Nahe von Perizentrumsdurchgangen auf.

5. Neben der Transformation der unabhangigen Variablen kann eine Regularisierung zu-
satzlich in einem zweiten Schritt durch eine Transformation der Koordinaten verbessert
werden. Beispiele dazu sind die Projektigines Bewegungsvorganges in eiheni
Civita- Parameterraum im Fall zweidimensionaler Bewegung, bzw. im Fall dreidimen-
sionaler Bewegungen in ein&&-Parameterraum (hierzu in den Abschnitténd und
14.5.

! Siehe etwa in Abschnitt 2.2.2 (Band I)
2 BocCALETTI, D. andPUCACCO, G. [1996], p.163, STIEFEL, E.andSCHEIFELE, G.[1971],Abschnitt 4 pp.1113
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13.3 Die Stumpffschen Funktionen

Die Differentialgleichung(13.23) kann allgemein gék werden mitHilfe der Stumpf§chen
Funktionen

o (-a’ f)"

cla’f)=3 (— n 912 13.33
“( ) go (2n+n)| < ( )

Diesegentigen der Rekursionsformel
c,+a’fc,, =£I (n &L2,.. (1334)

n!
und der differentiellen Beziehung

i(cmz‘“”) =c t . (13.35)

dt

In der praktischen Anwendung werden &timpféchenc-Funktionen gelegentlich durch
Funkionenersetzt

] 2\
sh:sﬁ(az f): :“tq( 2 é) t< ¢t E,éo(—(_fjﬁ—l:g! (n 0,K2;-- . (1336)
Entsprechend lget die Rekursionsformel
s, +a’s., :H (13.37)
sowie die Differentialbeziehung
S, =S (far n 9,12, ... (13.38)

Die wesentliche Bedeutung deétumpféchen Funktionen liegt daridass sie fiir alle Arten von
Zweikorperbewegungen also Kegelschnittbewegungen inclusive Kreisbahnen und geradlinigen
Bewegungen ohne Einschrankungen anwendbar sind. Man kann mit ihnen wie mit allen trigo-
nometrischen Funktionen arbeiten. Fur die numerig8dtendlung in einem programmierba-

ren Rechner kdnnen d&tumpféchen Funktionelthier vorzugsweise dis-Funktionen)ge-

nauso wie die trigonometrischen Funktionen dursbhebscheff\pproximationer zur Verfu-

gung gestellt werden

Der Bezug deStumpf§chen Funktionen zu den trigonometrischen Funktionen bzw. den Hy-
perbelfunktionen in den einzelnen Fallen einer Kegelschnittbahn kann erlautert werden durch
die folgenden Beziehungen:
(i Kreisformiger Fall: bei Vorgabe des Anfangszustandsvekors ) lautet der Ener-
gieparametefsiehe das Geschwindigkeitsinteg{B.19))

! Herleitung iNSTUMPFF, K. [1959], p. 205
2 Etwa nachGOODYEAR, W. H. [1966]
3 Siehe in Anhang C, Band IV
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a’[e=0] =r’—77 . (1339)

A

Die Stumpféchens-Funktionerkdnnen wie im elliptischen Falelbechnet werden.

U Elliptischer Fall: flr den Energieparameter gilt die Relation

0<a’o e & &z . Mo M2 2 T (1340)
M a r M
Die Stumpféchens-Funktionen entsprechen:
$ = cos(a )
as = sin(a}
a’s,=1-co{a) % s
a’s, = atsin( ®t; ’sa= st (1341)
2 24 2
a's, = a’t 1 eof a) =4 tl-% +
2 2
3 24 3
a’s =2 L 4 tsin( it *sa =41 -S
6 6
Die regularisierende Variabtewird berechnet aus
sinfa )= s2 ,cof kK (1342
U ParabolischeFall: der Energieparameter ist
ale=1] ® , 12 27 (1343
r.A
Die Stumpffschen Funktionentsprechen:
$ =1
s =1
t2
)
1.3
S =5 (13.44)
t4
S, = m
[5
S =5
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U Hyperbolischer Fall: bei Vorgabe des Anfangszustandsve(thnSA) lautet der Ener-

gieparameter
a’[e>1] 2M 2 o ZMpag (13.45)
r

A r.A

Die Stumpffschen Funktionen entsprechen:
1.
as =sh(a)y=gg’ e
s =sh(ay=4g @

s =ch(ad /1 st( §¢

a’s,=1-ch(a) ¢ s

a’s,= atsh( pt ?*sa= st (13.46)
2 24 2

a‘s, = 2 f-l eh( a ) —; [1-%+
3 24 3

a’s, = a6f‘ -atsh( @t *sa -g ! -5

Die regularisierende Variabtewird berechnet aus

shiad=s ,c{ k% (13.47)

mit

a t=Arshgsh %tgzlngsrﬁ )aﬂﬁsﬁ( ) &ﬁ’[ IFs s)a (13.48)

Anmerkung: In der praktischen Anwendung geniigt es, die Funktisnends; zu berechnen.

Alle hoheren Funktionen ergeben sich dann (unabhéangig vom jeweiligen Kegelschnitt) rekur-
Siv.

13.4Ungestorte Zweikorperbewegung in universaler Darstellung

Der Bahnradius als Funktion der regularisierendanablent kann um den Anfangszustand
entwickelt werden:

_ A _r_A r izerarRII_}'_A Ma s
r—r(z‘) =t foal2fiags Al £ ¥ .t (1349
or 1 2 3! 41 5!

Werden hier di&tumpf§chers-Funktionen Utber die Rekursionsforn(&8.37) eingesetzt, wird
r=r(z) :FA(SO 47%52) r,ifsl 2@) rA(i%zi 2@} +

+ri(s,;iw’s) (s &s) Ubs a9

und umgeordnet
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r=r(t) s,ra, strj 52{ ar, rA)+i + (1350
+33(a2r,1 -er)i ﬁtﬁ dr, rL¥)i35(+ ar, r‘,g)+---i. '

Wegen Differentialgleichun@l323) und da der Ener gi empqe atnfert tea n @
Zweikorperbewegungdastant ist, verschwinden hier alle Terme fur n>2 und es bleibt der ge-
schlosene Ausdruck

r=r, Bri Sryii (1351

Die hier benotigten GrOBe(rr,i,rA)isind aus den Beziehung€18.15) und(13.21) aus den ge-
gebenen Anfangswerten bekannt:

FI=rl, Fr 0,1, irgs, m - (1352
Der Bezug zur Zeit wird mit der Biaitionsgleichung(13.14) hergestellt:
t t
dt=fydr =(§ sri s#.)idit . (1353)
0 0

Die Integration mit Hilfe der Differentialbeziehufit3.38) ergitt (wobei die Anfangszeti der
Anfangsvariablerr , =0 zugeordnet ist)

t-t, F.0 SHri S (13549
Die regularisierende Variable kann aus Rekursionsfofh337) berechnet werden
t=s +as . (1355)

Andererseits liefert die Beziehuri$y3.22) den Zusammenhang mit der zentrischen Gravitati-
onskonstanten

a’r,+rj i=m. (13.56)
Dies ergibt schlieRlich den Bezug zur Zeit in der Form
t=t, 451, $ri sym . (1357)

Diese Gleichung ist im Allgemeinen (wie die formal entspreché&megder Gleichung) trans-
zendent und muss iterativ nach der Varialfigelost werden, etwa mit einedewtonVerfah-
ren

(")
= % (n 1,2, . (1358)

Die Bedingungsgleichungen mit dem vorgegebenen Zeitintebtahbt t, lauten
F()ts( ) s( )6 () ¢ mD
Fi(r)=s( I s()tis() ¢t m

Eine Reihenentwicklung d&tumpféchen s~unktionen lieferdie Naherung

(1359

! Diese Gleichung wird voBtumpffa | s A Ha u p begeickneét (siehe etgakh STUuMPFF[1959], p. 207)
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Fs(t(O))l o P %rAr'A( (O)I‘)2 "t BO

und damit als Anfangswert fir die Iteration

e T
¢ :_ié 1 Jll 2pr, u (furr, O,
fae " (13.60)
o =2 (furr, B .

Anmerkung: Vor der Wurzel in dem ersten Naherungsausdruck kann nur das positive Vorzei-
chen stehen, d&® =0 fiir Dt =0 sein muss.

Um eine Ephemeridenrechnung mit iditles Anfangszustandsvektcﬁr; ,r'A) durchfuhren zu

konnen, mussen im allgemeinen Fall einer ungestérten Zweikoérperbewegung die Funktionen
F_,G, in Abhangigkeit von der regularisierenden Variabfemd mit Hilfe derStumpf§chen

Funktionen bekannt sein. Aus =F;j/r folgt mit den Variationsgleichungei3.10)
- _Ri iR iR (1361)

L r2 r3 r3

und nach weiterer Differentiation na¢hschliel3lichmit Hilfe der Beziehung13.22)
.
Fi++— : ! =R &F i D= . (1362

Diese Gleichung entspricht formal der Differentialgleich(t23) und somit ist formal auch
entsprechen(3.51) zu erwarten, dass die Losung lautet

F=F(t) . s YR, st)E.ii (13.63)
Entsprechend erhélt man
G =G () G, (]G st)@ii (1364)

Die Anfangswerte dieser Funktionen sind im Hinblick auf die Gleichu(ibghl) und(13.61)

) . .m
F.=1 ., Fiy 0, F.i |—r—A- (1365

GLA:o ! GII_ :rA ' GLAi Ir_-A

Aus der Beziehun@l3.57) folgt sl(z‘) rA+%( )r,i =tD %( ) t . Damit ergeben sich (wenn
die Radienr, r, nicht verschwinden) die Funktien

F =1 ’:’% . G, =tDms
(13.66)

A
IiL: /TI% , GL :_tﬁ
rry r
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13.5 Gestorte Zweikorperbewegung in universaler Darstellung

Die vonK. Stumpffiyefundene Theorie einer Ephemeridenrechnung im Rahmen eines Zweikor-
perproblems mit Hilfe deStumpféchen Funktionen kann erst dann in der praktischen Anwen-
dung Bedeutung erlangen, wenn mit ihr auch das Problem der gestérten Zweikepeirap
bearbeitet werden kahriNeben den Arbeiten hierzu v&aHerrick undS. Goodyedrsind hier

die vonP. Zadunaiskyergeleiteten Formelsysteme zu nennen, die sich saredgStumpff-

schen Formulierungen halten, gleichwohl eine eigenstandige Weiterentwicklung und Fortfuh-
rung darstelleh Diese werden in diesem Abschnitt referiert, allerdings mit einigen Modifika-
tionen: anstelle deBtumpf§chenc-Funktionen werden, der @bsichtlichkeit wegen und fur

den Einsatz mit automatischen Rechnern sdt@nktionen verwendet, entsprechend wird auf
den Gebrauch der lokalen Invarianten verzichtet. Die fur das Rechnen aus der Zeit vor der Ein-
fuhrung der automatischen Rechner gerngveadeten Vereinfachungen werden, im Rahmen

der Satellitenbahnmechanik um Verwirrungen zur vermeiden und da der automatische Rechner
damit nicht belastet wird, nicht verwendet. Dazu gehoéren die friher gerne verwendete Wahl
einer Zeiteinheit unter Beriicksibung derGaufschen Gravitationskonstante sowie die im
Rahmen des Sonnensystems verwendete Masse der Sonne als Einheit.

Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung der gestorten Zweikérperbewegung

. m

= Fr R (1367)
wobei im VektorRkal | e Beschl eunigungen (ASt°rungentf)
Zweikorperbewegung uberlagern. Mit der regularisierenden Varraled

p=ll g P00 (1368)
r r< r
Die Bewegungsgleichund@.3.67) der gestorten Zweikorperbewegung lautet dann
rei-<irr £m r|®, . (13.69)
Der Storvektor hat im begleitenderibnizSystem die Zerlegung
Ry =be,ry B0, Bc, . (1370)

In Bezug auf das Geschwindigkeitsvektm'rentierte(r Iy 3r') Systemil aut et der ASt

~

torn:
r=rryr W,V 14,
Re =Byl BV, BiCy rr3c =@ (1371

2 _\,2 2
rh, =Vy €, F .

! Eine Verallgemeinerung im Hinblick auf die Integration bei der Behandlung allgem®itrungen findet sich
auf der Basis der ArbeiteR.MUSEN ANDL. CARPENTER[ 1 96 3] : 060On t he general pert
c oor diJngadplysRésp8, 2727;P.MUSEN] 1 965] : 0O60On the gener al perturb:
of a pl aneltCdBNlbsik STuMPFR[A974], pp. 255267 sowie in Kapitel XXX

2 HERRICK, S.[1965]
% GOODYEAR, W. H. [19658], GOODYEAR, W. H.[1965b]

# ZADUNAISKY , PEDROE. AND CLAUDIA M. GIORDANO [1990]; eine zusammenfassende gekiirzte Darstellung fin-
det sich in dem LehrbucZADUNAISKY , PEDROE. [1998], pp.93103

® Siehe hierzu auch in Abschnitt 5.2.5.4 in Band II
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Fur Orts und Geschwindigkeitsvektor hat man
r=rr, , r ¥, #F, 96;0 , (1372
r
somit
r .
o :E[V Vo i) . (13.73)

Der Storvektof13.71) lautet daher in der Zerlegung auf Radiusvektor, Geschwindigkeitsvektor
und Normalenvektor

by

=& My g Vb b=
RK‘ébﬁz Gbrﬁ ?Vo br(ﬁo -bR2er IQ/\HE) lq\po"" (13'74)

Die Beschleunigungskomponenten haben somit die fur eine Ephemeridenrechnung benétigten
Beziehungen

_ re ri rv_
Broy = Be EbT B Ebr’ b, _G‘br

. 137
by =By Ao by By by, by =, | =
G G rv

Vorgegeben sei zu einer Epodhaeder Anfangszustandsvekt(ﬁrA,r'A) mit den abgeleiteten
Grolien

—_ : = 2 —_
c,=r, ¥, 6,Cy.,C2, 1571, |rA|:

o r,® )
[, = Ar AV, #.), G 4 -
A

(13.76)

Der Storvektor wird in der Theorie véh Zadunaiskwauf den Anfangszustandsvektor bezogen.
Seine Zerlegung hat daher die Form

Ry =Pgla Pal a Paf 4 - (23.77)

Die Komponenter{ Pz, P,,, P,,) sind nach wie vor Funktionen der Zeit bzw. der regularisie-

renden Variablen. Mit der Darstellu(tf3.74) folgt die Bedingung zur Berechnung dieser Kom-
ponenten aus den oskerdenden auf den momentanen Zodvektor bezogenen Beschleuni-
gungskomponenten

—bRZVr+&r' +b—Nc Biar

r V G AR A P/-AF\}’A PA@ A (1378)

Die Vektoren (r ,r') werden durch die Beziehungéh3.1) auf den Anfangszustandsvektor

(rA,r‘A) zuruckgefuhrt. Fir den Normalenvektor gilt entsprechend
C=(FLGL -G ItL)CA ("HL I.:L FEHL)(rA N I;Ar_i)
+(GL HL 'HL G_)(rAVAZ r._A Fa FA)

Der Vergleich fuhrt auf die Beziehungen zwischen den Beschleunigungskomponenten

(13.79)
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. by ) :
L 1 LN CUNLECNY
p=tvg Pg ﬁgH E RHA)Z (GrH H &) (1380
AV r L V G L "L L L] A L L L A A
_szv bk/ : b -
P = r H, "\7HL ?Sﬂ(FLGL G'I._FL)
Die Leibnizsche Gleichuny aut et i m Fall der Agest®rtenh
2
m
== — bEz ) (1381

Differentiation nach der Zeit ergibt die v&@iumpfigefundene Gleichung dritten Graggetzt
erweitert um die nun beriicksichtigten zusatzlichen Beschleunigungen, Gebelh. und die

Freneschen Formeln der Astrodynarhingewendet werden:

T LU S ST (13.82)
r r r r

Wie im Fall der ungestorten Zweikdrperbewegung werdesdiedmansche regularisierende
Variablet Uber die Beziehun@l3.14) r f =1 eingefuhrt. Hier ergeben sich wieder die in den

Formeln(13.15) zusammengestellten Beziehungen. Es folgt daher die Differentialgleichung
dritter Ordnung fur den Bahnradius in Bezug auf die regularisierende Variable

i+ sib,, AGb, b, . (1383
r

Hier werde formal (!) wie im ungestérten Fall der Paramafeeingefiihrt, der jetzt aber nicht
wie im ungetorten Fall eine Konstante sein kann, da er die zusatzliche radiak Betzhleu-
nigung b, enthalt:

,_mri i2m,, 2 _m, G*
= = rbg, — ° —
r r r

a

tby, -. (13.84)

Seine Variationen nach der regularisierenden Variablen lauten

@) = %) —aon s,

dz(az)
= gz 2Cib 2GR i4rb.i rhy 3ribg i
(aZ)i i:id3(a2) =2Gibh 461K i2Gh 7r-i 5riki rhy, -3r ibyi
dr? 2
(13.85)

Vergleich mit der Differentialgleichung dritter Ordnu(3.83) fuhrt auf die im Rahmen der
gestorten Zweikorperbewegung allgemeingultige Gleichung

—
Q
N
~
T

rifarr :r-( é)i . (13.86)

! Die Herleitungen dieser Beziehungen finden sich in den Abschnitten 4.4.2 und 4.4.3 (Band 1)
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Als Lésung dieser Differentialgleichung wird der Bahnradiaks Funktion der regularisieren-

den Variablen erhalten, wie sie in der Entwickl¢h850) mit Hilfe der Stumpféchens-Funk-

tionen hergeleitet wurde. Distumpféchen Funktionen kénnen hier formal auch fir den Fall

der Agestorteni Zweik©°r per be(weg ubedrageniwer- Be z u ¢
den:

2
22 g Mz Caopp (1387)

Fa A

Fur den Flachenparameter ergeben sich mit der VariationsgleidBungb, die folgenden
Anfangswerte:

GA =|rA :rA|
Gi=G, r, b, (13.89)
Gj %21, 1,bi +3b1,

Die Bezidhungen zwischen den Beschleunigungskomponenten in den beiden verwendeten Sys-
temen sind entsprechend den Definitio{EBR75) (entsprechend auch zu den Anfangswerten)

G

b =-oh,

. _ Gi G . rG V Gj
IO‘I_rvb’ 'rvh’lrzvb’ rV2Q

Gi j G i .rG j vV G G i V G i
bj =-_[§ 2— R ——0h, 2 o + 24 o
frV rv 2r2V rv? rv B rvz B l

rv r r3v rav? rv?
(13.89)

MGy rz\(j‘;& 2_(ri)Gb/ 2V Gy i2(\+/)iGQ \r/vch

ri
b, =b,, +
R2 R2V GbT

ri g r irG i i
b- :b . -F + .
) Rl Gdr Gbr |G2 br

Dio F Doy LB 2 b DG b T ALGHLEN

G
(13.90)
Die weiteren Anfangswerte konnen berechnet werden aus:
Fa=|F Al
i=r,Q (1391
ri§air, =r
rjiiair, =rif 4) (1392

ry +airi E 2rA( ai\)' rA( %) (1393
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r+acri i=iz, (4N 13- 3 rif- % (1394)
Die Entwicklung(1350)f ¢ hr t

dami t auf di

e Darstellung de
r=r(t) *, strj s;(rAr'i /)n +
+5, 12 by, -5 1u(@%) me REE I (1395)
() n(4) A4 g

Der Bezug zur Zeit wird Uber die Definitionsgleichui@.14) mit Hilfe der Differentialbezie-
hung derStumpf§chen Funktione(iL3.38) gefunden:

t=t(t) %, w s s,(n,0 )m +

5,12 by, -5, 1 (ad)’ 5582 () 'y %) (13.96)
() (d) (9 %

Mit den (erweiterten).agrangdunktionenF_,G, _,H,  wird nach der Darstellun@3.1) fur die
Beschleunigungen in Bezug auf die Anfangswerte

Fal AL A=T A F Al A d:Al’VA I’|'§;|',GAC| ,k (13.97)
erhalten

r= I:LrA -GLr A H.b A T_EEFLr A GE -|P_« HQ ;d PA A+ P/IV A+P(RN A +
(13.99)

Damit kdnnen die Variationsgleichungen fur degrangechen Funktionen in Bezug auf die
Anfangswertg13.97) formuliert werden:

.. m
FL +_3 FL :PAR

G, +—q =" (13.99)

Ho+ s M, 2,

Im Rahmen deBStumpféchen Theorie erd wieder die regularisierende Varizldagefuhrt
Die Beschleunigungskomponenten haben mir ihren Variationen die Darstellungen
_1 . (0

Par ?bm 3 Fi %gHLF iFH)ri (GtH, H )V} @

leg , : , . ]
PAv:Fllb G, '%GL %g H, FL"'_T_HL)r/Zi (GtHL HLGL) Ta 8(13'100)
_1lé . a
PAN__leZVHL-&HL Bﬁ(FG“GF) u -
ro Vv G y
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Diese Beschleunigungskomponenten sind Funktialeemegularisierenden Variablen, sia-
ben entsprechend die AbleitungéﬁAR, Pari P,L\R)und analog fur die beiden anderen Kompo-

nenten. Explizit kann etwa die erste Ableitung berechnet werden aus

A~

mf.ﬂ%mFL%dengLﬁﬁguﬂGmLHJ@V;@

€. -
+F IlbﬂzvaL B FL |mF Trk d L Ho
abj G i§ , . . .
+§Gﬂ br\éz gHLFLI FLHL)er ('G'LHL Hl."Gl_)VA2 8 +
by -
+égmﬁﬁﬁmg@ﬁLqu§g.m
(13.102)
Im Einzelnen ergeben sich dann die VariationsgleichungebatgangechenF -Funktion:
- _Fi
by
- _Fi iFRr i _im
FL:r_; rL3 =r_§FL P (13102
- FiiiFr Fir i.Fri® i jF iEni P i
o MR BT T o B

Mit diesen Ausdricken, mit der ersten der Variationsgleichu(t@f9) sowie der Energie-
konstanter{13.84) folgen in Abhangigkeit von der regularisierenden Variablen die Variations-
gleichungen, die nach Differentiationfalen Anfangswert bezogen werden,

FLL\ = r‘AF.LA
mE - TiFAi

Fi. F -
LA rA

2
H,_A PARA

Fis iti@aFia BrallPara P ara i

(13.103
L 2 o . ic -
FLIX +aiFL|A | ‘3(rA) Rara Br 4 AP sk OFE R ARArZE- ARA ( j')/le Iy
.. . 2 . .y
FIL/A +aiFL|A | :i'grArAPAIRA B(“A) PARA BH'K /P rA g Ta BARJ\+|
7T iPari -FiPARA _ﬁafA)i“:i LA 2'( ‘i;) F IEA'
Die Taylorentwickling um den Anfangswert an der Stefitg,r ) mit £ = ¢
. . Ve \
Fo=F(c) F, oo Bl Pus ifule Bup (13109
1! 21 3! 41 5!
lautet mit der Rekursionsform@l3.37) der Stumpf§chens-Funktionen
F=F ([) Fia F"JA(% é%) FL/K"( g ?@3) + (13.105)

+Fifsi ais) ®i(s 4s) B(s &9
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wobei die auf den Anfangswett=0 bezogene Energiekonstargé entsprechend Beziehung

(13.84) die radiale (St6) Beschleunigundd,,, im Moment des Anfangswertes enthalt. Um-
ordnung ergibt

F=FR(r) F. R SR 0+
+s,(Fi i F.) (R &F.) s, &R

Im Anfangswert wirken sich die Stérbeschleunigungen nicht aufatigangeschen Funktio-
nen aus. Wie in den Zuordnungd.65) lauten daher die Anfangswerte

F.=F (t 2,) E(¢t pH 1

(13.106

(13.107)
Fin=F.(t 2,) E(ti p 0=.
Erst in der zweiten Ableitung wirken sich di
m
Fi, ¥ - P ara - (13.108
A
Mit diesen Werten lautet die Entwicklung d&rFunktion:
m .
F =1 'Szr_ % I:Az Pra %'(3 fa T Pagra r2A+PAFl) +
A
+5,(3(11) Pagn #3TaTaPokn 5T P ek T4 ah %0 (13109
T : 20 . . . o .
TegrArAHARlA+8(rA) Paca B L P opra G R ara |T+| |
TS o e m ot -
T' 7 AT iParid 'FZAPARA ?-(lazlﬁ)ié - rZAFL ARAU,
| e fa Uy

Zur Berechnung des Geschwindigkeitsvektors fehlt noch die Ableitung dieser Funktion nach
der Zet. Diese wird mit dem Radius r aus der Entwicklh895) und mit Hilfe der Differen-
tialfformel (13.38) erhalten aus

: o m .
rE =Fi = Slr_ %'H:AZ Pira %(‘8 o Ta Para r2AF"AR)I +
A
+5,(3(1i)° Paga BTATA Pk BT L Pk TR o %0 (13110
AQ b . 25 . . . 0 .
TegrArAHARh+8(rA) Paa B L P ara R ara %’H' I

B+
Y

+S,]
i i
i

_— _a)i€ m
7T iPagi -riPARA Q(ﬁzl/)'é r_' rZAHl ARA
e

A

Entsprechend dieser Herleitung wird mit der zweiten der Variationsgleich(hgeg)

_Gi
oo
= _GiiGri _m
¢ =28l B py (13111
. _Gi i 4G r Gir i r* i .G LiGir Pi J
o R B A alel T )
A

und somit naclden entsprechenden Differentiationen und Anwendung auf den Anfangswert
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GIiA = rAGLA
”GLA - riGLAi

L 2
GllA F - LA PAVA

Fa

Gin i+i@AGa BralaPan P ava i (13112

Gl +aiGiai B(r) Pun BraraPui BF L P oaa IR wia (#)Gi,
Gl + a3 Gini BraraPin B(1) Pava 311 P s 8% Rk
+T 0, 0iPwik FaP s fab)ic L 2 4)iG 1.
Die Taylorentwicklung um den Anfangswert an der StéﬂLer’A) mit £ = f
G =G () G, %—A t %!Ai 2‘1‘%@» : ‘t%‘w‘ %AP -t (13113
lautet mit der Rekursionsform@l3.37) der Stumpf§chens-Funktionen
G =G(t) G. @u(s &s) G{s =y +
+Gi(sieis) €s 48 & s z49 - 4
wobei die auf den Anfangswert= ¢ bezogene Energiekonstar#é entsprechend Beziehung

(13.84) wieder die radiale (St§rBeschleunigundp;,,,, Iim Moment des Anfangswertes enthalt.
Umordnung ergibt

G =G () G, $G. FGi i+
+s,(Gih i1, G,) B( S 4G sitG 36.)

Im Anfangswert wirken sich die Stérbeschleunigungen nicht aufatigangeschen Funktio-
nenaus. Wie in den Zuordnungéb3.65) lauten daher die Anfangswerte

G.=G (t =) &(t pH 0=

(13.114)

(13.115

Gi,=G (it %) &(ti B rn=". (13119
Erst in der zweiten Ableitung wirken sich di
Gip ¥ 1y T Paya - (13117
Mit diesen Werten lautet die Entwicklung d&r-Funktion:
G.=Sh *ST B Py SIBLLPw FPy)i +

Ay . \2 . . i . 0
+S4Z%?’( rA) PAVA +3rArA PA{/A {EI’AI’ AP avA rzﬂ? AVA (ag)\ir |A9 +

]egr/erHAle"'S(rA) Paa B AP ava FHR aa * Il
+s1 2 o o
P+7rniPad £3Pas @iy 2( &) gd+r2Pas g

(13118

Die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit ergibt sich aus

? O

<s
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G, =Gi 0 &hLisWPu SBLLPI Al i+

+%Z£)( r/i)z Paa *31aTa Paia 810 P avd TP ava (az)\h iA'_g +

= . . 2 . . . P T
legrArAHAVlA-I-S(rA) PA(/A +3r 'S AP AVA & A E ava T I |P |
+541 , A i i s , g- cee
[ +7rriPud #2Pas @)ty 2{(al) gri+riPas g

(13119

In analoger Weise wird mit der dritten der Variationsgleichun@&m9) die raumliche aus-
schlie3lich von den Stérungen des Zweikorperproblems abhédngenden Bewegungskomponente
behandelt (um die Unterschiede in der drei Komponenten nicht zu verwischen, werden alle drei
Komponeten vollstandig bearbeitet):

. _ Hi
HL:TL
o _HiiHri _m
HL:r_zL rL3 :r_§HL Pait (13120
w _Hi i gHor Hir i JHe? i jH i Hir Py i
Ho=e N T e R st T b
A

Nach den entsprechenden Differentingo und Anwendung auf den Anfangswert ergeben sich
die Gleichungen

HIiA = r.A|_'I LA
m - Td H Lal

L 2
HL|A|_ - ﬁ:’-\PANA

Fa

His it iai Hia BraraBPana H%—\P ANA i (13121

H +aiHiani B(r) Rawn 300 APk B9 L P an I B win ( @FHI
Hiw +@iHini B P BI) P o 3K P s 8 5 Rini 4
+7 TPk FaPau {af)in L 2( 2)iH 1L,
Die Taylorentwicklung um den Anfangswert an der Stfllgr ) mit £ = ¢

. - IV v
H|_=HL(I) H, "lT'Il%—A t nglél zll‘%ﬁ : IIHTLIA" ¢ ﬂS—II'A"'S -t (13122)

lautet mit der Rekursionsform@3.37) der Stumpf§chens-Funkionen
Ho=H () Hi Hli_A(S.L "i%) HL'K(% 3@%) +
+Hi(sieis) Hi(s 4s) H(s &9 - -
wobei die auf den Anfangswert= ¢ bezogene Energiekonstaraé entsprechend Beziehung

(13.84) wieder die radiale (StérBeschleunigundp;,,,, im Moment des Anfangswertes enthalt.
Umordnung ergibt

(13123
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H o=H () H, sHj, stHLi i +
+s,(His i HL) &(HY &HL) sfHL. gHL)

Im Anfangswet wirken sich die Stdrbeschleunigungen nicht aufldigrangeschen Funktio-
nen aus. Die Anfangswerte lauten im Fa&lil ciumlichen Komponente

H,=H (t 2,) H(t p O

Hi.=H_(t %) H. (ti § 0

I n der zweiten Ableitung m¢gssen sich die ASt
Hia 7 Paa - (13.126)

(131249

(13.125)

Mit diesen Werten lautet die Entwicklung d#ér-Funktion:

H = s rA2 Pana "53,(3 Ta Th Pana 'FZA PAr\iA) +

+5,(3(1) Pun BTaTaPricn ST Pasd T ) #i (13127
A . . 2 . . . 0
legrArAHANlA-'- 8(I‘ A) PANA 3 K AP ANA & i E ANA Jf.'

+SS1 2 2\i, 2 y+
I +7TATiPank T AP ana ?-(ia lA)lr P ana g,

Die Variation in der Zeit ergibt sich aus

rHL:Hi zserZPANA %(3rArAFi>ANA r'?'A'PANA)i +

+53(3( 1) Pase 3Tl a Pain 510 P ad TP AN; Fi (13129
Sar : 2y , : n
|g9rArARAN!A+ 8(I‘ A) Paia P ava &P ana lf.' |

tS,10 _ e .
7Pk #2Paa 2(@1) 1%P aa y

Damit ist zu jedem Zeitpunkimit Hilfe der Zeitbeziehun{13.96) der oskulierende Zustands-
vektor entsprechend der Zerlegudg.1) aus den Anfangs.werte(mA ,r'A) berechebar:

r=Fr, 4Gr, Hr,.r

° 3
o S A (13129
r.:FLrA +GLrA Hl_r Ar /3?

Kritische Anmerkungen: Die in diesem Kapitel referierte Methodik ist aus der ungestor-
ten Zweikorperbewegung entwickelt und auf diese auch ohne Einschrankung anwendbar.
Im Fall der gestorten Zweikdrperbewegung ist diese Methodik nur mit eingeschrankter
Genauigkeit einsetzbar.i& liegt an der eingeschrankten Verwendung der Stérbeschleu-
nigungen. Der radiale Anteil des Stdrvektors wird zwar in der Berechnungtuai@ipff-

schen Funktionen bericksichtigt, nicht aber in der fortlaufenden Berechnung der Epheme-
riden, wie auch der tangesle und der normale Anteil. Diese kommen nur im Anfangswert

t=t, zum Tragen, wie die gestortéagrangechen FunktionerﬁHL,GL, HL) und ihre
Variationen in der Zeit erkennen lassén Verlauf einer Ephemeride wirihe Verande-
rung in den Stoérbeschleunigungen nicht beriicksictzmtiunaiskyschlagt daher vor, die

Ephemeridenrechnung zu sttickeln und den Anfangswert nach einem gewissen Zeitraum
neu zu setzen mit Berlcksichtigung der inzwischen geanderten Stérbeguinigeni. Die
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Schrittweite fir einen solchen Neuanfang wird einerseits bestimmt durch die Genauigkeits-
anforderungen an die Ephemeride, andererseits an die Grof3e der Variationen in den Stor-
beschleunigungen. Damit kdnnen im Rahmen einer gewissen Genauighéitrghile der
universalen Parameter, namlich eine vereinfachte und rasche Ephemeridenrechnung, ge-
wabhrt bleiben. Ein voller Ersatz einer numerischen hochgenauen Integration eines Bewe-
gungsproblems kann dadurch nicht erreicht werden. Ein solcher wirden yiswendun-

gen aber auch nicht bendtigt.
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14 Par amet err 2 ume

Parameterrdum&ind mathematische Raume, die keine physikalische Entsprechung haben, die
jedoch physikalische Vorgange beschreiben und nachhaltig erfassen kdénnen. Die Verwechs-
lung bzw. mangelhafte Unterscheidung mathtssober und physikalischer Raume hat in der
Geschichte der Naturwissenschaften nicht immer zu fruchtbaren Folgerungen, sondern viel-
mehr zu unglaublichen Verwirrungen gefuhrt, bis zum heutigen Tag. In diesem Kapitel werden
daher einige mathematische Paraemeiume als wichtige Beispiele fir Anwendungen in Phy-

sik und Raumfahriiberblickmaliggusammengestellt.

14.1 Parameterraum der eliptischen Keplerbewegung

Bild141:Par amet err2ume der el liptischen Bewegung: I i nkes
lipse), die mathematische Zuordnung auf dem Umkreis, rechtes Bild: der UbepdkeGleichung zugeord-
nete mathematische Parameterraum der gleichférmigenbéreégung (vgl. Bild 27 in Band 1) (& grol3e
Bahnhalbachse und Radius des Umkreisésimerische Exzentrizitat, ZMittelpunkt der Bahnellipse, F
Brennpunkt mit Ort des Zentralkérpersi Perizentrum, $ Or t des Hi mmel sk°r pRre-s auf B
jektion des Himmelskdrpers auf Umkreis,iMnittlere Anomalie im Parameterkreis)

Historisch gesehen waren alarstellungen der Bewegungen der Himmelskorper Darstellun-

gen in mathematischen Parametem@&n und ni cht von physi kal i sct
Bemuhungen in der Antike nach einer physikalischen Beschreibung der Bewegung der Him-
melskorper schlugen fehlwas im Wesentlichen auf die nicht ausreichende Beobachtungs-
genauigkeit zuruckgefuhrt waen kannJ. Keplerhatte die Suche nach der physikalisch rich-

tigen Beschreibung dadurch revolutioniert, dass er die auf der Erde geltende Physik auf alle
Vorg2nge Aam Himmelfd zu ¢bertragen versucht

! Siehe hierzu etwa den Versuch @®#slemausn Buch 1,2 seiner Planetenhypothegabschnitt 1.7.8, Band 1),
sowiedi e | berl egungen der MarUgha Schule, Abschnitt 1.
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himmlische Physik wurde durch die Quinta Essed&aAristoteleserklart. Kepler hatte die
Aphysikalisch richtigefi elliptische Bahnforr
grindung er auch vermutetie aber erst durch Newtonin der Annahme des Gravitationsge-

setzes gefunden worden war. Interessanterweisediplerin der mathematischen Beschrei-

bung der Planetenbewegung ausschlief3lich in der Darstellungsweise mathematischer Par
terr2ume. Er verwendete als Bahnparameter ni
Parameter der elliptischen Bewegung zugeordnet werden kann, sondern die exzentrische Ano-
malie, die durch Projektion der Ellipse auf den Umkreis definiert werdem: & sei der Ort

des Hi mmel sk°rpers auf der EIIlipse, SO0 der C
nung von der wahren Anomalieauf die exzentrische Anomalie E geschieht mit epler

Formeln (10.24), siehe in Abschnitt10.1.3). Die mittlere Anomalie, die in der antiken Darstel-

lung geometrisch aus einer Epizyketw. Exzenterdarstellung abgelesen werden kann, ist jetzt

auf Grund der transzendentieplermgleichung nicht mehr geometrischal so Ami t Zi r k

Lineal i) cbertragbar . Viel mehr kann sie nur
dargestellt werden. Dieser ist als ein Kreis eine extrem einfache Figur, aber die Zuordnung zur
Awahrenfi Bewegung i st etrisehihn al gebraisch, nich

Die Zuordnung geschieht naddild 14-1 ¢ b e r das Kreissegment ZPS
FE=a’E/2und das Drei eck ZF=9&a" esnk, wihteAddnhRammen h a | t

terraum das entsprechende iKsegment die FIAChE = a® M / 2hat: die blaue Flache im Bild
links entspricht also der blauen Flache im Bild rechts. Aus der Bedingun§, -F, folgt
bekanntlich diKeplerGleichung

M=E -esinE . (14.1)

BEISPIEL: Die Skizzen iBild 14-1 wurden mit folgenden Zahlenwerten gerechnet: a = 7.5
cm, e = 0.665, E = 70°, M = 34°.

14.2 Parameterrdume der Bahnparameter

Die vonL. Eulerin die Himmelsmechanik eingefiihrt&eplerclemente beziehen sich auf die
geometrisch@eschreibung einer Bewegung und sind somit der physikalischen Realitat ange-
passt bzw. entnommerDie vonJ. L. Lagrangezur Vermeidung der Unbestimmtheiten, wel-

che dieKeplerlemente aufweisen kdnnen, eingefihritagrangelementekdénnen als eine
Projektion deKeplerelemente in den Parameterraumldegrangelemente bzw. entsprechen-

der dquatorialer Elemente aufgefasst werden. Eine physikalische Entsprechung der Elemente
(etwa in der Form der regularen Eleménte

E,=esin(w + W, E eof w ¥
N i (14.2)
E4=S|n§sm W, E %lné cos W

gibt es nicht. Wesentliche Eigenschaften der Bahnbewegung der Himmelskérper kiinnen
derartigen Parametern haufig besser, zuverlassiger und auch tbersichtlicher berechnet und auch

! Die in Abschnitt 2.2.2 referierte originale Herleitukgplersbezieht sich auf das Apozentrum der elliptischen
Bahn, wahrend hier der Ubliche Bezug auf das Perizentrum P verwendet wird

2 Siete hierzu auch in Abschnitt 2.6.1 (Band I)
® Siehe etwa in Abschnitt 11.4.1
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graphisch untersucht werden. Beispiele dazu finden sivh (. ECKsTEIN [1980] und inKa-
pitel 23 (Band IV). Hier kdbnnen etwa Kurven in einem ebenen ParametesilmerE> ( A E x -
zentrizitatsvektorem) wesentl i che Aussagen ¢ber das Bah

14.3 Hodograph

Als Hodograplwird eine ebene Kurve bezeichnet, die vom Endpunkt eines Geschwindigkeits-
vektors beschrieben wird, wobei der Anfangspunkt des Geschwindigkeitsvektors im Ursprung
des betreffenden Koordinatensystems angenommen wird

Im LeibnizSystem hader Geschwindigkeitsvektor die Darstellung
r=rr, %qo : (14.3)

In diesem System istie Darstellung eines Hodographen nicht mdglich, da das System mitbe-
wegt ist. Dagegen ist das bahnfest@nsenrSystem geeignet, eine solche Darstellung zu er-
maoglichen. Dazu wird mit defdanseischen Bahnwinket der Geschwindigkeitsvektor allge-
mein dargestefit

t=%cosz Csinzdl) ¢ %in 2cos 'd (14.4)
(o r - C r -

14.3.1Der Hodograph eines Kegelschnitts

Als ein instruktives Beispiel werde der Hodograph ekepletbewegung vorgestelltin die-
sem Fall ist deHansesche Bahnwinkel der wahren Anomalie gleigh ¢, und dasdansen
System stimmt mit dem Apsidensgs (iberein. Mit den Ausdriicken

L (14.5)
p 1+ecows
wird
:%g sinug " eosq(z')) eqt) g (14.6)
Da der transversale Richtungsvektorki@ansenSysten
q,= sinua)  eosa’) (14.7)
lautet, bleibt fir den Geschwindigkeitsvektor die Darstellung
i=2q, €SqV) (148)
p p

! Siehe etwa in Abschnitt 4.4.3 (Band II)

2 NachK. STUMPFF [1959], pp. 101104, 49 ff.; s.aR.H. BATTIN [1987], pp. 126128 und pp. 53636
3ng. etwa die Formeln (2.73) und (2.82) in Abschnitt 2.5.2 (Band I)

* Siehe etwa Formel (4.312) (Band II)
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Bild 14-2: linkesBild Aphy si kal i schef redhtesBpdiHodegeapheder BliptisehgnBave-
gung: Pi Perizentrum, A Apozentrum

Da im Fall einerKeplelbewegung die Paramet&; p und e konstante Grol3en sind, ist der
Hodograph einer (ungestorteidepletbewegung ein Kreis mit MittelpunkZ(O,eG/ @ und

RadiusG/ p.

Bemerkenswert ist die Anordnung der Apsidenlinie, also der Verbindungslinie durch Perizent-
rum P und Apozentrum A, in einem Hodographen

sidenlinie, die mit der Richtung dqﬁp) - Achse zusammenit§ um 90° in Bewegungsrichtung
gedreht und fallt mit deq(zp) - Achse zusammen. Der transversale Richtungsvektaler Be-
wegung schliel3t mit deq(zp) - Achse die wahre Anomalie ein. Der Geshwindigkeitsvektor

schlief3t mit delq(zp) - Achse den Winkey ein. Es besteht der Zusammenhang (siehe Bilda
14-2)

_pV G
Cos/ =-—— cosy € , cosy -v(e eou
P (14.9)
. pV .. . _G
sinu= —siny , siny =——sin v
G pVv
Der Geschwindigkeitsvektor schliecCt mi t dem
tungswinkeifi )
g=180"(-u }) (14.10)

ein, es gilt somit

cosg = il GFCOSJ/—p-\—/ , Sin g e=si yeE:sin { (14.11
rv G pVvV
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()
9

)
A a;

Bild 14-3: linkes Bild: Hodograph der parabolischen Bewegureghtes Bild: Hodograph der hyperbolischen
Bewegung: in beiden Fallen: das Apozentrum wird nie erreicht

Die vorstehenden Formeln gelten in gleicher Weise fur alle Kegetsehm Fall elliptischer
Bewegung liegt der Ursprung des Basissystems innerhalb des Hodographen. Dies trifft insbe-
sondere fur die Kreisbewegung zu, bei der der Mittelpunkt des Hodographen mit dem Ursprung

desq(jp) - Systems zusammertifaIm parabolischen Fall liegt der Ursprung im Apozentrum A,

das aber nie erreicht wird: die Geschwindigkeit nimmt im Unendlichen den Wert Null an.
Dagegen hat bei der hyperbolischen Bewegung das bewegte Objekt auch im Unendlichen noch
eine Grenzgeschwiigkeit. Der Grenzwert wird fur die Grenzanomaligerreicht, die nach

Formel (12.118}in Abschnitt 12.5.1) berechnet werden kann aus

cosl, = 1 ‘ (1412
e

Die Grenzgeschwindigkeit betragt naBtdd 14-3 (vgl. auch Formel (12.121)jnit a4 als der
ersten Halbachse einer Hyperbel)

V, =%J1 &  Zecoss, %«/é 1-\/% (e 1 (14.13
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In der Satellitenbahnmechanik wird der Hodograph gerne fiir Akaoigegn und Veranschau-
lichungen verwendét

14.3.2 Ebener Transfer von einer Kreisbahn in eine Kegedchnittbahn

(P)
q 2

P

21

Bild 14-4: Hodographendarstellung eines ebenen Transfers von einer kreisformigen Bahn in eine elliptische
Bahn bei Vorgabe des Geschwindigkeitsinkremddits(bzw. Dr, ) und des Ortes;Svon dem aus das Mang-
ver ausgefihniverden soll

Gegeben sei eine Kegelschnittbahn mit Paranpetand Exzentrizitde;. Der Zustand eines
bewegten Objektes wird durch Ortsvekior=rr,, und Geschwindigkeitsvektai; mit Ge-
schwindigkeitV, :|r'l| gegeben. Durch Vorgabe der wahren Anomalieverde auf dem Ho-

dographen des Kreises der Oria@sgewahlt (siehBild 14-2). In diesem Ort soll ein Mandver
mit dem in der Bahnebene gelegenen GeschwindigkeitsinkreDigerdurchgefihrt werden.

Zu bestimmen sind der Parameger(bzw. die groRe Bahnhalbachagim elliptischen Fall
bzw. im Fall einer Kreisbahn) und die Exzentrizeéter erzielten Bahn.

! Siehe zum Beispiel das Geschwindigkeitsdreieck im Rahmen der parabolischen Bewe&rog¢rrF[1959],
p. 252254), sowie Darstellungen eines BadansfersiR. H. BATTIN [1987], pp. 531536)
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Die Aufgabe kann mit Hilfe einer Hodograptkenstruktion bearbeitet werden. Inl8utet der
Geschwindigkeitsvektor mit der vorgegebenen wahren Anomalie bei Bezug auf das begleitende

LeibnizSystem bzw. das im hier im betrachteten Zweikdrperproblem (in ihi@ ist/mp)
zustandigeApsidensystem

Jm . g moo
AT A +r—p1q oL r'=1(cosug(f) stnug(z)) Ar_( sin-g/? cosqéfz)) (14.14)
1 1

Durch Addition mit dem Geschwindigkeitsinkremet, ergibt sich der neue Geschwindig-
keitsvektor (vglBild 14-4)

f,=r, +rpD 4§|( sigg ) cosy (:)) (14.15)
mit Endpunkt . Das Geschwindigkeitsinkrement habeligibnizsystem der urspriinglichen
Bahn die Darstellung

Dr, =X, +#IB . (14.16)

Der radiale Richtungsvektor und die transversalen Richtungsvektoren in den beiioieiz
Systemen lauten in Bezug auf das in diesem Fall einheitliche Apsidensyste

rn =0V cost, 4 sinyg g, Y sin pq'F cos,u (14.17)

e =ay) cos, 45 sing ,qq, = sin wq'F cos,u

Damit kann der zentrische Winkglaus den vorgegebenen Grofkemechnet werden, wenn
noch die absolute Geschwindigkaff =|f,| beriicksichtigt wird, die nach Durchfiihrung des

Manovers erzielt werden soll:

. alm 0
V,coyy = D sinu %/: ¥ @osu
V& - (14.18)
: & [m 0_
V,siny = - »Dcosu %/; y+giin v
(; -

Der Geschwindigkeitsvektor nach Durchfihrung des Mandvers hat mit der bekannten Zerle-
gung im neuen mitgefiuhrtdreibnizSystem dieBeziehung

. a m 0 X ,/m
r,= Br %/g y c@m PR —F')&q 02 - (14.19)
¢ +

r

Der Ortsvektor stimmt in beiden Systemen im Momentimahgsiisformig angenommenen Ma-
novers Uberein, somit seine Richturgund sein Betrag Daher istim Fall einer kreisférmigen

Ausgangsbahn

L=B (g &. (14.20)
Es bleibt
a m 0 m
715§ Y, (1421)
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Bild 14-5: Hodographendarstellung eines ebenen Transfers von einer Kreisbahn in eine hyperbolische Bahn be
Vorgabe des Geschwindigkeitsinkremelﬁ)’| und des OrtesiSvon dem aus das Mandver ausgefuhrt werden

soll

Mit den Darstellungei(14.17) sowie den Beziehungdi4.9) zwischen dem Zentrumswinkel
y und der noch unbekannten wahren Anomaliauf der Zielbahn folgedie Relationen

a o
a/g% p gnu ﬂsing P2 v sin y
(; -

r r
& 0 N, J
£7+ E) g)su ﬂ cosy E&V (';(:)SJ/ﬂeZ
& a 9 r ro’ r

Der Parametep, der Zielbahn kann, wenn das Maer aul3erhalb der Apsiden durchgefuhrt
wird aus der ersten dieser Beziehungen berechnet werden:

a ,m Osin v
p,= Tx/— w%i' - . (14.23
? cV& 7, SIny

Mit bekanntem Parameter ist dann die wahre Anomalieerechenbar. Au3erdem kann aus
der zweiten dieser Beziehungen die Exzentrizitat der Zielbahn berechnet werden:

a 0
&= «/& V, coyy 4 ﬁ/ﬁ +yO§osu (14.24)
m mpz (; al -

(14.22)
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Falls die neue Bahn elliptisch ist, kann deren grof3e Bahnhalbachse aus der Beziehung
p, = az(l F??) erhalten werden.

Anmerkungen:

1. Es sei die Zielbahn vorgegeben, der Qrta® dem das Mandver zwischen den beiden
Bahnen ausgefuhrt werden soll, und aul3erdem die Grol3e des Geschwindigkeitsinkrements.
Ein Kreis um $ auf dem Hodographen der Ausgangsbahn mit Radius des Betrages des
Geschwindigkeitsinkrements zeigt mit seinen Schnittpunkten mit dem Hodographen der
Zielbahn ob das Mandver mit diesen Vorgaben Gberhaupt mdglich ist, und wenn in welcher
Richtung das Geschniligkeitsinkrement angebracht werden muss.

2. Der Ubergang in eine hyperbolische Zielbahn (etwa beim Einschuss in eine interplanetare
Bahn) wird inBild 14-5 demonstriert.

14.3.3Ebener Transfer zwischen Kegelschnittlahnen

Gegeben sei emelliptische Bahn durch einen Zustandsvektoyr', ) . Die Bahnparameter sind

die groRe Halbachse azw. der Kegelschnittparametper und die Exzentrizitate Werden
ebene Probleme betrachtet, interessiert nur die Ausrichtung der Apsidenlinie, wobei der Winkel
z,, deren Orientierung beztglich eindansenSystemslefiniere. Dieser Winkel werde zu-

nachst wilkrlich gesetzt, muss aber fir den gesamten folgenden Rechenprozess festgehalten
werden, da eitdansenSystem fest mit der Bahnebene verbunden ist.cl;?@s Apsidensys-
tem der gegebenen Bahn ist auf HamsenrSystem bezogen durch dieahsformation

P)

qgl) :q(llz) COSZp, -q(gl) sin £1 q(lz) 1 sin P4 q(-l?l COSp # (14.25)

Der Geschwindigkeitsvektor hat in Bezug auf dies&len Basissysteme die Darstellungen
(vgl. Bild 14-6)

=V, ( @ sing, o) cosy) g al-sif i 3ral? eok )z
(14.26)

mit V, =|r’l|. In Bezug auf das mitbewedteibnizSystem lautet der Geschwindigkeitsvektor

L \m r® )

f, =, +Tp1q01,r H,rl —r=i//7pl v| r:J 3 (14.27)
Mit

r,=q' coss, 44) siny q, 'Y sin yq'% cos (14.28)

folgen die Beziehungen zwischen der wahren Anomaliend dem zentrischen Winkgl,

cog/lz\% \/%7 (g +cosy) , cosy VIF Cos,y &
1

m
siny, = -\% Lnsinq , Siny V- %7 sin .y
1

(14.29)
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®)
q
A 21 ®
1 L

Bild 14-6: Hodographendardtang eines ebenen Transfers zwischen zwei elliptischen Bahnen

Das Geschwindigkeitsinkrement habe in Bezug auleé#smizSystem die Komponentendar-
stellung

D, =0, %R . (14.30)

Entsprechend lautet der Geschwindigkeitsvektor nach Durchfiihrung des impulsférmigen Ma-
novers

i,=r, +rp (5 x} p%@ ngai D. (14.31)
C -

Da der Ortsvektor durch das Mandver nicht verandert wird, kann der Parameter der neuen Bahn
berechnet werden aus
ra3r 2
, = rer & (1432
m m

Der Radius des Mandverortes ist derselbe wie vor dem MandveabBaodute Geschwindigkeit
und die radiale Geschwindigkeit nach dem Mandver ergeben sich aus

10,
r

VAT (14.33)

Dies fuhrt auf
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gcosu2=72 -1, g siny 15\/27727 (14.34)

Die Exzentrizitat deneuen Bahn betragt damit
e = (e cos,)’ {¢siny)’ (1435)

Da e, >0 vorausgesetzt ist, ist somit auch die wahre Anomaliauf der neuen Bahn bekannt
(vgl. Bild 14-6). Der Zentralwinkel , kann jetzt mit den Formel{14.9) berechnet werden:

coy/, =\% /%7(e2 +cost4) , Siny =\—/l- /Em sin,u (14.36)
2 2 2

Die neue Bahn kann auf equ’) - Apsidensystem bezogen sein, das gegentber dem urspring-

lichen System um den Winkel,, - 2, gedreht ist, weniz,, der Perizentrumswinkel gegen-

Uber demq(j') - HansenSystem ist. Der ZwischenwinkBlzwischen den beiden Geschwindig-
keitsvektoren folgt aus

cosD 2122 (14.37)
1V2
NachBild 14-6 ist
Zoy= & T -y - (14.39)

Damit folgt die Transformation
q =q)cosz,, € sinz, , q% =Y sin,z q'lrcos,z (1439

Der transversale Richtungsvektor der neuen Bahn lautet

P)

U = @1y SinU, o) cosy (14.40)

Damit hat der Hodograph der neuen Bahn die Darstellung

. _G
(=, 2 (1441
g P
Anmerkung: Als klassische Alternative der hier gezeigten Herleitung kann die Richtung der
Apsidenachse mit Hilfe deldermans c hen Vekt daplaces(cihzwe iVteekrt or 0)
nach Formel (2.70) in Band I, berechnet werden.

14.4 Levi-Civitd Parameterraum

Die Transformation vof. LeviCivita' ist eine Transformatiodes 2dimensionalen physika-
lischen Raumes in einen zweidimensionalen Parameterraum. Dies kann matheraetiseh

rische Vorteile bei der Berechnung eines Bewegungsvorganges bringen. In diesem Parameter-
raum kann die Berechnung einer ebenen Bewegung respeitwerden. Das bedeutet, dass im

Fall eines Stol3es bzw. eines Wurfes keine Singularitat auftreten kann. Fur die numerische

! Siehe allgemeines hierzu in den Abschnitten 2.6.4 und 2.7.21 (Band I)
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Berechnung einer hochexzentrischen Bahn wird die Berechnung in der Néahe eines Perizent-
rums numerisch stabiler.

Mit der Levi-Civita Transformation der Koordinatendarstellung einer Bewegung wird eine Re-
gularisierung der Bewegungsgleichungen in der Bahnebene erreicht. Die Formulierung dieses
Vorganges soll auf eine raumliche Bewegung im RahmeK8dransformation formal Gber-
tragen weden. Um dies plausibel durchfiihren zu kénnen, werden in diesem Abschnitt die ent-
sprechenden Formeln und Begriffe am Beispiel der ebenen Bewegung vorbereitet.

14.4.1Herleitung aus der Identitat von Vieta

A A~ WLV
as

E) Xu P E2 2P

Az

Bild 14-7: linkes Bild: klassisch&eplerrellipse mitq(jp) - Apsidensystem, rechtes Bildepletbahn imLevi
Civita Parameterraum

Auf F. Vietageht die Beziehung zurtick
X=Y%12F%% ., %=%7 °YZ, (1442

die er aus geometrischen Uberlegungen herleiten kor@tadratur ergibt die Identitat von
Vieta

<+ £ ¥)(Z B . (1443

Diese Identitat war schobiophantbekannt und wird deshalb bisweilen auch nBatphant
benannt

Die Transformation vorieviCivita wird mit der speziellen Zuordnung, =z und y, = z,
erhalten:

! Siehe hierzu die Untersuchungen @rVoLk [1981], wiedergegeben ifd. J.VOLLRATH [1990], pp. 616622
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X=Y Y5 , % ZVVY . (14.44)
Damit ergibt sicHur den Bahnradius die Darstellung in den beiden Systemen
r=y % % & . (14.45)

Um dieBewegung im(yl, yz)- Parameterraum verfolgen zu kénnen, werde die Bewegung im

physikalischen Raum mit der Bahnhalbachsend der numerischen Exzentrizigim Fall
elliptischer Bewegung mit der exzentrischen Anomélas Bahnvariableargestellt

x=a(cosE - ¥ ¥ , x aFl &sinE 2yy (14.46)

Aufldsung nach den Variablen déyl, yz) - Parameterraumes ergibt unmittelbar

E . E
:,/a 1 -ecos— % 1 sin= 14.47
Die der Keplerllipse im physikalischen Raum zugeordnete Bahréwi-Civita-Parameter-

raum ist eine Mittelpunktsellipse mit den Halbach 1- e), die zum Perizentrum weist,

und der groReren Halbachﬁ(h e) , die zum Apoentrum weist. Zwei Umlaufen langs der
physikalischen Bahn in{x, %,)- Raum entspricht somit genau ein Umlauf langs Losii

Civita-Bahn im(y,, y,) - Parameterraum.

14.4.2Mathematische Eigenschaften deLevi-Civita-Transformation

U Eine Verwandtschaft zurevi-Civita Transformation zeigen die (vermutlich schon von
VietaentdecktepMoivreschen Formeln der Goniometrie

cosz2=co$ a-sih a , sin2a=2sin &os a (14.48)
wenny, =cosa ,y, =sina gesetzt wederr.

U Die LeviCivita-Transformation kann tber die komplexe Zuordnung
x+ix, Ly, w,) (i VF1 (14.49)

gewonnen werden.
U Diese Abbildung erfiillt die Bedingung einer konformen Transformatitansie die
CauchyRiemanrBedingung erfulft
By W yH Y H

! Siehe etwa in Abschnitt 10.1.3
2 Nach:0.VoLk [1981]

3 Siehe etwa iBOCCALETTI, D. andPUCACCO, G. [1996], p.165
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AZu Jjeder konformen Abbil dung existiert
thogonales kartesisch&®ordinatensystem abgebildet werden ki&nn

U Als LeviCivita Matrix wird der Ausdruck

_ay, -y,

&)o,: S

(14.51)

bezeichnét Werde ein Ortsvektarin der physikalischen Bahnebene auf ein kartesi-
schesp, - System bezogen, itnevi-Civita Parameterraum auf ein kartesischpj,s

System, hat er die Darstellungen

r :Xipi :qu j é‘j ypl . (1452)
Somit gilt dieTransformation
X=d y |, q, 2,p . (14.53)

Es ist Ublich, im Zusammenhang mit dewviCivita Transformation formal die Kom-
ponenten des Ortsvektors als Spaltenvektor zu schieibann lautet die Transfor-
mation mit Hilfe derLevi-Civita Matrix

0 ax o Ya .0
a% Bl y U3 y (14.54)
1; -
Mit den erwahnten Einschrankungen (keine Elemente eines affinen Vektorraumes)
kann formal statt dieser Schreibweise auch geschrieben werden:
r=Ly . (14.55)
0 Wird dieLevi-Civita Matrix L nicht auf die Koordinaten desaBmpunktes (Y, son-
dern auf die eines anderen Raumpunktgsa(mewendet, ergibt sich die Beziehung
Lz=Ly (14.56)
wovon man sich durch elementares Ausschreiben sofort tiberzeugen kann.

(i Die Levi-Civita Matrix ist orthogonal. SeL’, die Transponierte; =y; 4, undE die
Einheitsmatix, wird

LL@, E . (1457)

U Die inverse einekevi-Civita Matrix lautet

! Siehe etwa iBRONSTEIN I. N. undK. A. SEMENDJAJEW[1962], Taschenbuch der Mathematierlag Harri
Deutsch, Frankfurt am Main, pp. 4340

Z1n der Literatur BTIEFEL, E. andScHEIFELE, G.[1971],BOCCALETTI, D. andPucAcco, G. [1996]) wird die Levi
Civita Matrix mit dem Symbol L(y) bezeichnet. Diese Bezeichnung wird um Verwirrungen zu vermeiden im
vorliegenden Bericht nicht verwendet und durgletsetzt.

% Etwa nat STIEFEL, E. andSCHEIFELE, G. [1971]. Hier wird die Schreibweisals Spaltenvektor konsequent nur
der Ubersichtlichkeit wegen verwendet, nicht als Elemente eines (affinen) Vektorraumes (vgl. hierzu die An-
merkungen in Abschnitt 4.2.2 (Band 1))
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.1 . 1 o B
Lyl—ﬁLTy -r1|_Ty , LJLQE = . (14.58)
U Es wird noch folgende Relation bendtigt, die durch Ausschreibektdiergeleitet wer-
den kann:
y’L,z +z°Ly 2(y zfh z . (14.59)

Dar =y? gilt auch
adlo, 20 z)og Z2y- (14.60)
mit der Koeffizientenmatrix

é-_ylz.l. Y% % X 2 YZ

ol (14.61)
QY122' Y, 4 ¥4 -¥ ¢

14.4.3Zweiter Schritt einer Regularisierung und Linearisierung

Wenn die Variationsgleichuh@l13.28) mit der regularisierenden Variableand im Fall (un-
gestorter) Zweikorperbewegung als ebene Bewegung aufgefasst werden kann, die zudem auf
ein nichtbeschleunigtes Basissystem bezogen ist, kann ohne Einschrankung

(%)l +a%(x) 01, (x) #H(x)io=, (14.62)

mit den ersten Integralen

(x)ida?(x) < . (%) ¥(x) G (G const, G cons (1463
gesetzt werden. Andererseits lauten die ersten der Gleichungen (13.32

i m

. ) rji. m
Xi-i=X +tx & % Kl

ri o
ox % 0 = . (14.64)

Die Levi-Civita Transformationeli(14.44) ergeben dann die Ausdriicke

=Y Y L% 2y,

i=2(y Y by W) , i i

X% (121 |-22 2). | AW XZ_ _2(”{% XX) | (14.65)
xi=i2(v? -y %iv wu)i. 4 2=y ¥ 2yy

ro=y2 o, i 2y Vi ivEY,) i

Fur denGeschwindigkeitsvektor kann auch geschrieben werden

YIn Abschitt 13.2
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(g 4 8, YA Y, MO'%ZLO/ - (14.66)
a?q— Yoy veig 2

Die Umkehrabildung der Ausdriick€l4.65) lautet

- Xl” /

_X1!y1+X2Y2 _&%I%MI
Yi= 2r Y I, 2r
l1el
Vi 3 —§§(ylxl i) %(ivi ¥) 2wy x‘g (14.67)

Yi‘f—gz( V% k) wiv ¥ ZM-XMS
r=¢ %, T %(xlxlix;xz)i

Wenn wie in den Ausdricken (13.31) die Eigenbewegung des Basissystems vernachlassigt wer-
den kann, ist

. 1 1\
r=xp, =ri , X X)) . 14.68
p, =i =) (14.68)
Somit wird
.\? 2 : 2 2 g
(Xll) +(x2)| :4rgy1) 1( 2) HI . (1469
Die Geschwindigkeitsbeziehung (13.19) fuhrt damit auf
Zg)ﬁ
H j (14.70)

Werden diese Ausdriicke in die Gleichun@®&f64) eingesetzt, ergeben sidie zu den Glei-
chungen14.63) analogen Differentialgleichungen zweiter Ordnund-eniCivita-Parameter-
raum

. a’ &
yMIM 0 , v, f'zryz 0= . (14.71)

Unter den obigen Annahme(pi =pi :qj G i O} kénnen diese Differentialgleichungen ein-

heitlich in vektorieller Schreibeise im Rahmen eines ungestirtZweikorperproblems zu-
sammengefasst werden:

2

yi ﬁ%y 0 . (14.72)

Damit wird die ungestorte Zweikorperbewegung, welch&Kieplerschen Ansatz durch eine
nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben wird (siehe etwalKaorl)
bei Bezug auf die Zett bzw. (13.26)bei Bezug auf diSundmansche regularisierende Vari-
able #), durch eine homogene lineddéferentialgleichung zweiter Ordnung dargestellt. Dies
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ist der zweite Schritt einer Regularisierutgr ungestorten Zweikoérperbewegung, der somit
eine Linearisierunginschlief3t.

Eine analytische Lésung der Differentialgleichungbs71) kann mit Hilfe derStumpf§chen
s-Funktionen ahnlich wie in Abschnitt 13.4 auf gefunden werdemh[@r bendttigteRekursi-
onsformellautet

o+ aT: 5. % (1473)
und die Differentialbeziehung unveréandert
SL=S (far n 9,12, ... (14.74)
In diesem Fall haben d&tumpféchen Funktionen die Entwicklung
e o i‘e e
C . . n=

(14.75)
Die Losung fur die Parametervariablgrii=1,2) werde um einen Anfangszustand entwickelt:

. PR . V .
y=r(t) 22 B tlﬁk'z%%ﬁ Iz‘% ¢ {% 2ot (k12 . (1476)

or 1 2!
Werden hier di&tumpfchers-Funktionen tber die Rekursionsfornigf.73) eingesetzt, wird
B _a_ ag* o6 . aa&a 0 _ aa 1
%=Y() ek -5 o8 mets @u+ﬁ~?ﬁ ‘
¢ - ¢ - '
& a* o6, & & g a%l
tYhaBit S o e § S g
¢ - ¢ -

und umgeordnet

2,42

. aa 0
=%() 3 %X %ezix MG+

(24.77)
éa2 6 ! é vV . . 0 é a Y, Lo
tSay W i jéey\ Wiiety & Y+ i
¢ - - ¢
Wegen der Differentialgleichungéb4.71) und da der Energieparamt er i m Fal | der
teno Zwei k°rperbewegung konstant ist, versch
geschlossene Ausdruck
= + ¥
Y= ¥a X (1478)

=Y. ts ¥ i(i E2

BEISPIEL: Gegeben sei im physikalischen Raum die Pargbelp 2 X, wobeip der Kegel-
schnittparametesei mit der Polargleichung = p/(l -leosu). Als Anfangswerte seien im
Scheitel der Parabel (wahre Anomalie=0 ) gegeben:
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XA =T Ccosl, =, % , X, IFSiny 0=

Xin =T, 00SU, T, USil 4 B X,, TESIN Jr ,+ a0s, 14,'=G uy =

Mit den Beziehunge(il4.67) entsprechen irheviCivita Parameterraum die Anfangswerte

o - — . mo
Yia = \/E v You G , Yia 0=, Yo Al \PZ

Mit den Beziehungef(il4.78) folgt, dass die Bewegung ibevi-Civita Raum gleichmafig auf
zwei Geraden parallel zugyAchse verlauft:

m
R I L

Die Geschwindigkeit im Parameterraum ist konstant und betragt

—
q® 95"
A 2
\XZ
p
y1A Pl
pr2 P > P M y. (v
F 1% a® : wTal

Bild 14-8: Bewegung auf einer Parabel im physikalischen Raum (linkes Bild) uhéviCivita Raum (rechtes
Bild)

14.4.4Regularisierung der gestorten Zveikorperbewegung

Aus der Definitionsgleichun(iL4.51) folgt bei Differentiation nach der regularisierenden Va-
riablent

__ayi -y, id
Li= ot (14.79)
V8 i

Aus der Beziehun{l4.54) folgt mit der Zuordnung =x
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G4 0 YAicy, MOANOM ¥ L0 ){9. ¥8 o 1o Caso
SVSw e onlue w D R w T S

Die zweite Ableitung nach der regularisierenden Variablésutet daher

rig2(l,y kiy ) - (14.81)
Formal gilt nach der Zuordnur{@4.45)
ri:(yz)i fy vy 2(xy)iO. (14.82)

Mit der Darstellung (13.69)er gestorten Zweikorperbeweglmgi Bezug auf die regularesi
rende Variablg sowie der Beziehun(l4.66) wird die Bewegungsgleichung itrevi-Civita
Parameterraum erhalten:

2rLyyitizrly -4 yQ yi Ay rR g . (14.83)
Mit Hilfe der Beziehunge|(114.57) und(14.59) wird

yiHe 352 Ty ) B E—Ty . (1484)

Vergleich mit der ZuordnunfL4.70) ergibt
1em (e ad
ré2 V' Ha
wobei der Energieparametar , genau wie im in Abschnitt 13.5 behandelten Fall der gestorten
Zweikorperbewegung in universalen Koordinaten, als Variable aufgefasst werden muss. Die

Bewegungsgleichung der gestdrten ZweikorperbewegunhguirCivita Parameterraum lautet
dann

(14.85)

a? rL|
Vitioy =— R . (14.86)

14.5 KS-Parameterraum

Eine Erweiterung de¥ietaschen Identitat fuhrt auf dieulersche Identitgtdie sich durch wie-
derholte Anwendung défietaschen Identitat gewinnen lasst

ax=ay o« - (14.87)

[

Hier gilt im Einzelnen:

! die im vorliegenden Abschnitt gewéahlte Herleitung f@gteFEL, E. andSCHEIFELE, G. [1971],Abschnitt 8, in
Vorbereitung der analogen Untersuchungen im raumlichen Fall mit HilfikSl@ransformation

2 0.VOLK [1981], H. J.VOLLRATH [1990], p. 617
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4
X=V2 2% %z ¥Z A=y

i=1
X=%% -%% %% ¥% (14.88)
X=NL % %7 YZ¢
Xx=N% %% M2z Y7
Der Spezialfall

Yi=4, Y% =%, % %5 ¥ 4 (14.89)
fuhrt auf dieKS-Transformatioh
=Y, Y, % Vi
=2 +
X2 (yl y2 y3 y4) (14.90)
X3 :Z(yl Y - Y, y4)
X, =0 .

Mit dieser Transformation kan(x,xl®)rRadmiai di me |

den vierdimensionalelﬁyl, Yo Vs y4)- Parameterraum Ubergefuhrt werden. Diese Transfor-
mation erfullt die Bedingung fur den Bahnradius

r=yx % % YE VitV +y, t (14.91)

Diese Bedingung kann mit einer Teformation in einen dreidimensionalem@meterraum
nicht erfullt werden, da diEulersche Identitat in diesem Fall nicht mdglich ist.

Der Spezialfally, = y, O ergibt dieLevi-Civita Transformation. Di&S Transformation kann
somit als eine Verallgemeinerung devi-Civita Transformation aufgefasst werden.
Die KS-Transformation kann mit dé&S-Matrix
éyl Y, Ys Ya
L, = S % W% (1492)
B, Y, N Y
&
QY4 - Y Y, Y
formuliert werden. Es seien

r=xp, ((i 4234,%x 9 vy :yg" ((j 123p (14.93

Die Vektoreny kbnnen als Vierervektoren im vierdimensionalkgParameterraum gedeutet
werden. Es kann wie im Fall deeviCivita Transformation formuliert werden:

ax, 6ay, -, ¥, Y, &y, 0

) 6
rU o 932 he TV 3’2 ouLy . (14.94)
& 0&, vy, Y Y ge% g

. Ox
go +gy4 “Ys Y, Vi @)’4 -

! Siehe Abschnitt 2.7.28 (Band 1), auch Abschnitt 2.6.4, sowie Abschnitt 2.7.27
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Diese formale Erweiterung déevi Civita Transformation war fUE. Stiefelvermutlich der
Grund fur die Wahl der Matrizenschreibweise bei der Herleitung der Eigenschaft&s der
Transformation. Es gelten unverandert formal die Beziehungen

L@, PE =y )BO , L7y =L Lo, = (14.95)

y r y ¥
Die Beziehund14.56)
L,z=Ly , (14.96)

kann im vierdimensionalen KS Parameterraum allerdings nur dann bestehen, wenn die Biline-
arform

Yaz- %% t% 3 Yz O (14.97)
erfullt ist'. In diesem (und nur in diesem) Fall ist auch die Bezielii#§9)
y’L,z +z°Ly 2(y zfb z (14.98)

gultig. Auch die Bewegungsgleichuri§4.86) fur den Falleiner gestérten Zweikdrperbewe-
gung gilt imKS-Parameterraum:

o lem 2 a. . rL_Ty
Vit g {y) @y: —Hyi —5"Re (14.99)
Dabei erflllt die rechte Seite mit
. rL”
Q:=Q/ g\ =" R, (14100
die Bilinearform(14.97)
Vs Ql - y3Q2 +y2 Q -\ Ql 0=. (14-101)

Weitere detaillierte Untersuchungen des-R&ameterraumes konnen 8TIEFEL, E. and
ScHEIFELE, G.[1971] nachgelesen werden.

Anmerkung: Wird y’ y, =1 gesetzt (j=1, 2, 3, 4), so nimmt die Determinante der KS Matrix
den Wert-1 an.

14.6 Quaternionen Raume

Wie die Elemente ddsS-Parameterraumes kdonnen auch Quaterniateierervektoren im
vierdimensionalen Quaternionenraum dargestadiden. Seien

u=uq® y 3/q¥, z 249 (| 123 (14.102
Elemente desq(jQR) - Quaternonenraumes, so kann das Prodykd mit Hilfe der Quaternio-
nenMatrix dargestellt werden:

! Theorem 1 irSTIEFEL, E. andSCHEIFELE, G. [1971], Abschnitt 9 (p. 25)
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é-ul 6é Yo - Vs Y, Y 6215 (
oee o,e (
o geo¥s Vo % Ve e 14103
&, OBy, ¥ Y, ¥ 9z
& oee oaxe (
Qu4 —C” Y1 Y. Yo Va +Z4Q -

Wird (wie im Vergleich mit KSParameterraumeny’ y; =1 gesetzt, so zeigt sich, dass die

Quaternionen Matrix die Determinante +1 hat. Quaternionen erfllleBudesche ldentitat
(14.87), wodurch sich eine enge Verwandtschaft zu den Elementenk&sieéarameterraumes
ergibt. Allerdings ware es ungeschickt und fehleranfallig den Formalismes K&
Transformation durch Quaternionen zu erseétz@naternionen werden vorzugsweise verwen-
det um Rotationen singularitatenfrei zu beschréib&nwendungen finden sich vor allem im
Rahmen der Lageberechnung von Satelliten.

14.7 Phasenraume

Als Phasenrdue oder Zustandsraunwgerden Koordinatensysteme bezeichnet, in denen die
Zustandsvariablen als Koordinaten verwendet werdgmasenraume kénnen endlich oder un-
endlichdimensional sein. Phasenrdume kdnnenUntersuchung einer Systemdynaneiin-

gesetzt werden. Im Rahmen der Astrodynamik ist ein solcher Phasendiomargional. Seine
Elemente sind die-@limensionalen Zustandsvektoren. Die Kurven durch die Punkte eines Pha-
senraumes werdetsal rajektorien bezeichnet. Sie kénnen im Fall hoherdimensionaler Phasen-
raume nicht bildnerisch erfasst werden. Jedoch kdnnen etwa die DurchstoBpunkte durch
Schnittebenen, die aRoincaréSchnittebezeichnet werden adgestellt werden.

Einfachster Fall eines Phasenraumes ist die Darstellung einer Geschwindigkeitskomponente
uber einer LaAngenkoordinate.Bild 14-9 wird die Geschwindigkeit Iangs einer Satellitenbahn
Uber dem Bahnwinkel dieser Babazeichnet.

! STIEFEL, E. andSCHEIFELE, G. [1971],pp. 285286
2 Siehe in den Abschnitten 6.3.9c16.3.10 (Band Il), erganzend auch 2.6.4, 2.7.8 und 2.7.9 (Band I)

3 Siehe hierzu etwa die allgemeinen im Rahmen einer Einfihrung in die Chaostheorie gegebenen Definitionen in
BRONSTEIN I. N. et al. [1993], p. 539
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Bild 14-9: Einfaches Beispiel eines Phasenraumes: VariationHimssgrschen) Bahnwinkelg Uber dem

Bahnwinkelz, Bahn: a = 27298 km, e = 0.7, i = 80°. Die Kurven sind an drei verschiedenen Zeitpunkten im Ab-
stand von je drei Monaten gezeichnet, Verschiebung langs der Bahn in Bezug auf den UrspriamgeleSys-
tems, verursacht al Zwelkipergystent efolge A Abplattuny dee Brde (Apstden-
drehung)
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1I5Par tunad Vari ationsausdr ¢cke

Die Partialausdriicke stellen die Abhangigkeiten beliebiger bahnmechanischer GréRen von belie-
bigen anderen bahnmechanischen Groéfzen im Rahmen einer gewissen Genauigkeitsordnung dar.
Sie werden durch partielle Differentiation gebildet. Die zugehérendenriddifferentiale fuhren

letztlich auf Variationsgleichungen, wie sie etwa in Kapitel 11 hergeleitet werden.

Die Partialausdriicke werden im vorliegenden Kapitel systematisch zusammengestellt, auch wenn
es prinzipiell nicht moglich aber auch nicht sinnvetl, iderartige Ausdriicke erschdpfend darzu-
stellen. In den Entwicklungen der spateren Kapitel wird auf die Partialausdriicke soweit mdglich
direkt zuriickgegriffen oder werden diese bei speziellem Bedarf weitergefirhmebbschnitt 15

Die Partialausdriicke werden im Rahmen der Satellitenbewegung benoétigt etwa
1. zur Transformation bahnmechanischer Gréf3en auf verschiedenartige Variable,
2. zur Herleitung va Bewegungsgleichungen,

3. fur Genauigkeitsabschatzungen durch Untersuchung der Fehlerfortpflanzung, die auf
Grund von fehlerhaften Angaben (Messfehler, systematische Fehler, Fehlerrauschen) er-
forderlich werden,

4. zur Berechnung gewisser bahnmechanischer @rddech Iteration mit sukzessiver Ap-
proximation, etwa fur gewisse Aufgaben der Bahnauswahl (siehe etwa in Band Il b). Hier
kann durch bewusste Variation der Bahnparameter ein Uberblick tiber geeignete Bahnen
erhalten werden, die fir eine gewisse Aufgalmhsig geeignet sein kdnnen,

5. zur Absch?&tzung nicht direkt erfassbarer
difizieren kénnen.

15.1 Anmerkung zur Schreibweise der Partialausdriicke
Wenn eine Funktionf ()g) als Funktion der unabhangigen Variablergegeben ist, kann ihre
vollstandige Variation in Form des totalen Differentials
df =§ o dx (15.1)
i=1 PN
dargestellt werden. Fir Anwendungen wird das totale Differential durch den Differenzenausdruck

D :aE | (15.2)

i=1 ]

! Siehe hierzu auch die AusfithrungerHinG. WALTER [1972]
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ersetzt. Es kann sein, dass die gegebene Funktion auch als von Vajiablefingig dargestellt
wird, wobei die neuen Variablen Furtkien der alten sein konnen. Es gibt also die Darstellung fur
die vollstandige Variation der Funktiohin Abhangigkeit von den neuen Variablen

Snouf
D | — , (15.3)
i=1 Y, y?
wobei die differentiellen Beziehungen
x 5 & (i 1z.n (15.4)
i=1 Y,

bestehen. Um mdégliche Unstimmigkeiten zu vermeiden, ist es in einem solchen Fall empfehlens-
wert zu vermerken, auf welchen Variablensatz die Bildung von partielfégréntialausdriicken
bezogen wird. So sollte beispielweise die folgende Schreibweise gewahlt werden:

" " f
DX B+ D FHE yD. (155)
= W) 2 Wy
Mit
(%) _ (156)
ad % (v))

kann etwa folgende Dardtung mdglich sein:

e 9
of M| B %L A JJ" _Xﬁ .+ly D .+ . (157
&) Meliy,) o Yy O Bt
Vergleich mit der Darstellun@L5.3) ergibt
Ml B %J‘ +_“" . +i“_’*r -+ (15.8)
Waly) By M) b ) g H R

Die Produktregel der Differentiation ist also nur dann erlaubt, wenn die Partialausdricke auf die-
selben unabhangigen Variablen bezogen sind. Auf die Kennung eines Partialausdruckes kann somit
nur dann verzictet werden, wenn aus der Problemumgebung ein eindeutiger Bezug zu erkennen
ist.

Im Rahmen der Satellitenbahnmechanik sind viele Beziige zwischen Variablen nur implizit gege-
ben, so dass die Red&b.8) zum Einsatz kommen muss. Das Prinzip wird erlautert an folgendem
einfachen

BEISPIEL: Der Bahnradius einer elliptisch€eplebewegung kann in den beiden Darstellungen

_a(l- 92) Ha,e,E) afl ecosH (15.9)

rEr@ed) T



27¢ 15 Partial und Variationsausdriicke

gegeben werden. Die Variation lautet bei Bezug auf die wahre Anomalie
or & o % ep My (15.10)
pa R w
bzw. bei Bezug auf die exzentrische Anom&lie
or 2 o ¥ epHE (15.11)
Ha B =1

In beiden Fallen ist die partielle Differentiation nach der grof3en Bahnhalbachse gleich. Man kann
also schrdaen

e -8 -THE (15.12)
“a(a,e,u) ﬂ(a,eE) au a
Dagegen sind die Variationen des Bahnradius naclexisentrizitat in den beiden Fallen unter-
schiedlich. Es gilt also
LA —'j . (15.13)
HEl(a.e) (ae8

Dies lasst sich folgendermal3en Uberprufen: Die Beziehung zwischen der wahren und der exzentri-
schen Anomalie ist nach den Beziehun{Es9) gegeben durch

1- €
l+ecoty =—— ‘ (15149
1- ecoskE

Somit besteht zwischen den beiden Anomalien die differentielleBazg

v 24 ® ﬁr ED. (15.15)
Ml g Eleg
Vergleich mit dem Differentia|15.11) ergibt in diesem Zusammenhang in ausfihrlichen Darstel-
lungen
w :_'j +_ruk _‘j“ LEL H J_LL “_;(Y M (1516
HEl(ae. g (ae) aey S(HE Ke e ak e

Im Einzelnen folgen aus den Beziehun¢&h9)

- _er’sinu rr*

Hu (a,e,u)_ p G —JLLr,'r,G) ’

w _ a(2e+e2cosu -:COSL) | (1517
Hel ;e (1+ecow/)

r _ 1 I

E(p’eyu)_ 1 ecow/ p’
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+
Ll = -acosk ____—al(c:;su °
€50 cos/
Holae (15.18)
L =aesin E
“E (aeE)
15.2 Differentielle Beziehungen der Anomalien
15.2.1 Variationen von v nacheund E
Aus einer deKeplerFormeln(10.24)
cosy=COSE-e o N1-€ sinE (15.19)
1- ecosE 1-ecosE
folgen
|17 — sinE _sinu My
Heley +1- € (1 -ecosE) 1 -€ ev)
(15.20)
| V1 € 1 ecosu _|u
uE(e,E) 1 -ecoskE 1- e2 eu)

Mit diesen Partialausdriicken kdnnen etwa die ForniEhi6) bestéatigt werden. Die differentielle
Beziehung zwischen der wahren und der exzentrischen Anomalie wulde Beziehun§l5.15)

pv 24  © Ji‘r ED. (15.21)
ue(e,E) E(el':)

dargestellt. Mit den Partialausdrick@rd.20) gilt

py SN o Lrecosy Vi —%—+ ES. (15.22)
1- € J1- € 1 ecosEg k4
15.2.2 Variationen von E nacheund v
Fur die Umkehrung der Beziehu(b.22)
e 25 o F 4 (15.23)
pe (ew) 4 (&9
kénnen aus den umgekehrt¢eplerFormeln
N 7
cosE= Ote G W1-€ sine (15.24)

1+e cow 1 +e cosu
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die Partialausdriicke

HE|  _ sinu _sinE
Hel(c) ) J1- € (1 +ecos) 1 -€
PE| _ 1€ 1 ecosE _ 1 (1529
Wie, 1 ecosu (1-& W
|J-E(e,E)

gebildet werden. Dies ergibt (wie auch direkt flE22) zu ersehen ist)

J1- € ¢ sinu
DE = 7 eD & : 15.26
l+ecow/& 1-¢& E) ( )
15.2.3 Variationen von E nacheund M
Bezug der exzentrischen auf die mittlere Anomalie mit Hilfekagler-Gleichung
M =E -esinE (15.27)
kann mit Hilfe des Ansatzes
e 25 o 4E  wmo (15.28)
HEl(e.m) M (e M)
erhalten werden. Dazu werden aus Gleich(mR7) die Partialausdriicke
HE _ sinE  _ sinu
He |, 1 -ecoskE ./1- ¢?
(o) (15.29)
HE _ 1 1 “ecovs
WM., 1 -ecosE 1¢€
hergeleitet und ewird
DE=1 J[shE ® Mp 2% ¢ BEPU v | (539
1- ecosE 1- & 1-¢
15.2.4 Variationen von M nacheund E
Fir die Umkehrung von Bezhung(15.30)
ov 2M o M e (15.31)
He (e ) Eleg

wird mit den Partialausdriicken
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7 .
m - SinE = 1 € sinu
He | p) 1 +ecos/
2 (1532
MM =1 ecosE =1 =1
HE e g 1 ecos  PE
MM ¢ )

oder direkt au$15.30) erhalten

-
DM = sinE eD(1+ecos§ E D=t SV e 18+ E (1533

1+e coq/ 14e cosu

15.2.5 Variation der mittleren Anomalie nach Anfangswerten

Die mittlere Anomalie stellt den Zusammenhang einer Bewegung mit der Zeit dar
M=M, n(t ) , (15.34)

wobei M, die mittlere Anomalie zu einem Aangszeitpunkto undn die mittlere Bewegung sei.
Die entsprechenden Partialausdrucke sind

™, ;M + t Mt n:,—lvIH n=. (15.35)

M, P 0 tp t 1
Die Gesamtvariation lautet

DM =M, (t+t,)-n Dt+n P - (15.36)

15.2.6 Variationen von v nacheund M

Mit den vorstehenden Ausdriicken kann auch die differentielle Beziehung zwischen der wahren
und der mittleren Anomalie hergeleitet werden:

py = H ) 4&1 MD
HEl(e,m) (e M)

uel .,

&
=Y “Lr i ueD+ ‘“ M D
6Mler  Eleg ey He& MKy

Mit den entsprechenden Partialausdricen20) und (15.29) folgen

- M p Jr ED = (15.37)
(e
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M _HL‘/ é:/ sinu(2+e cosy
eM &E) HM 1 é-
) (15.38)
HU( E\—’ V1 & (1+ecow)” @41 € -
o0 Bles My @ecosty g "
und damit
. 2
snulzrecos) o (ecos o 529

1- € /1_ ez3

15.2.7 Variationen von M nacheund v

Fur die Umkehrung von Beziehuii$s.39) mit Hilfe der Beziehunge(iL5.28) bzw. (15.30)

om M o M ,p -
HE l(e.) Hley
= m D +M ED = (15.40)
He e ) Eleg
e [}
6Meler  Eleg e g By Ul K
wird mit den Partialausdriickgm5.25) und (15.32)
| sinE(2- ecosE -é) _sinu(2+ecosyy 1-€ Mu
Ke |, 1€ (1+ecow)’ ew) Ultky
M| (1- ecosE)” _ |1- € i r? _1 (1541)
Wi ey (J1- € (1+ecow)” & \/1 -¢ W
an
und es bleibt
J1-€ . .
DM =——— ~ e sinu(2 etosy)y e D1+€) - @ D 15.42
(1+ e(:osu)2 € ( Y I@ ) u ( )

Anmerkung: Bei der Umkehrung der vollstdndigen Differentiale kann haufig direkt ohne die Be-
rechnung neuer Partialausdriicke gegangen werden. Jedoch ist es sinnvoll, die hier vorkommenden
Partialausdriicke separat zu berechnen, um sie fir spatere Anwendungeritgungezu haben.
Andererseits kbnnen mit der unabhéngigen Berechnung eines Umkehrausdrucks vor allem bei
komplizierten Ausdriicken Fehlerquellen entdeckt werden.
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15.2.8 Variationen der Exzentrizitat e nach den Anomalien

Aus derKeplerGleichung(15.27) folgt die Abhangigkeit

De = p £ M (15.43)
HE | e m) M e v
mit den Partialausdriicken
pe 1 -ecosE
ME SinE
(EM) (15.44)
el 1
WM ey SINE
somit
De = a(1 ecos B M 154
= & B R (15.45)
Die Variation der Exzentrizitatach der wahren und der exzentrischen Anomalie
e o & E (15.46)
MU, g) Bl w5
kann mit Hilfe ener derKeplerFormeln(15.19) erhalten werden:
el _1-€ 1
Hlyg Sinu pu
u‘e eu
e (15.47)
e 1€ _ 1
HE|,g SINE HE
pe (ew)
Somit ergibt sich
De 1 ez)“? 1 -l e E)_Lll é) wV1Dé&(1 eos) £2 (1548
&sinu SinE sin u

Anmerkung: Die vorstehenden Formeln sind wegen mdglicher Singularitaten nur mit Vorsicht zu

verwenden.

15.2.9 Variationen von (e cosy, e sinv) nach e co<, e coxk)

Mit denKeplerFormeln(15.19) in der Gestalt

J1-8 esinE

esinu = (1549
1-ecosE
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kodnnen die Variationen erhalten werden

u(ecosu)
D(ecosu) = cos +
( ) u(eCOS E) (ecosE,esinE,é) @ E)
+o= H(ecosv) Desin E) 4_|(1ec<2351) (5)
p‘(eSIn E) (ecosE,esinE,é) u(e ) (ecosE,esinE,é)
fosine] (15.50)
. u(esinu
D(esinu) =———=% fecosg) +
u(eCOS E) (ecosE,esinE,é)
.\ u(es.mu) fesin £) |Qe5|2n g (é) |
p'(esm E) (ecosE,esinE,é) IJ'(e ) (ecosE,esinE,@)
Es folgen die Partialausdriicke
H(ecosw) _1-é a(1- &)
u(ecos E) ecoskE eSInE (-7.' (1- eCOSE)2 r2
H(ecos) =0 (1551)
lJ.(e In E) (ecosE esinE é)
u(ecosu) _ 1 _a
(ez) R 1- ecosE  r
W(esinu) _esin EJ1 € _aesiny
u(e ) ecosE,esinE,é) (1- eCOSE)2 r
H(esinw) _J1-€  af1-¢é (1552
p(esin E) oose.osne.d) L “€COSE r '
H(esinw) esin E _ esinu
H(e ) (ecosE,esinE,é) 2y 1- e2 (1 -eCOSE) 2(1 -ez)

somit
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D(ecosv) :— (& cosE) ! (éj

(1- ecosE) 1- ecosE

LSNEVY € giosy) (1553)

(1- ecosE)

+ i-¢ Desin E) esin £ (é) .

1- ecosk 2y1- € (1 -ecosE)

D(esinv)

Die Umkehrung lautet allgemein

D(eCOS E) U((zz(;sj)) ecosu esm U.é @ Cosl) +
 H(ecosE) gosing) +4°°0%8 (8)
“(eSInU) (ECOSU e SinU,@) u(e ) (ecosu e sinu,@)
fosinE) (15.54)
) p(esin
D(esinE) = cos/ +
( ) U(eCOSU) (ecosu,esinu,é) pa )
(esing) tesing) A0S (¢)
p.(eS|nU) (ecosu e sinué) |..l(e ) (ecosu e sinu,é)
somit
D(ecosE) _(2- ecosE) s cow)) 1-1ecZZSE ( @
esin E(l ecosp) 1 E inE (1559
. - - ecos . e sin
Dlesing) = ST (boon) SRS (emn) S (9
mit den Partialausdriicken
H(ecosE) _ (1 -e cosB’
IJ'(eCOSU) (ecosu e sinu,é) ) 1 -62
u(ecosE) -0 (1556)
I“l(eSinu) (ecow,esinué)
H(ecosE) _1- ecosE
u(ez) (ecosu e sinu,@) 1- ez
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H(esin E) _ esinE(1-ecosB
H(eCOSU) (ecosu esinué) ) 1 -é
H(esin E) 1- ecosE
. — 17 €COSE (1557)
I.l(eS|nU) (ecosu e sinu,@) ‘11- e2
H(esin E) _ esinE
l.].(ez) (ecosu e sinu,é) 2(1 -ez)
15.2.10 Variationen von v und e nach (esinv), (ecosy)
Mit den Partialausdriicken
u(esinu)|  _ siny
HE ey
. (15.58)
H(esinw) —ecos
HY - ew)
u(ecosy)|  _ oy
HE ey
(15.59)
M = -esiny
HY ey

und den allgemeinen Beziehungen

D(ecosu) M ® M uDcos ve &3in- u
e " e (15.60)
D(esinu) M ® M uD sin=ue ddos+ u
) K ey
folgt die differentielle Beziehung
eDu =osu (@sin Ju sin ¢ e®os) (15.61)
bzw. in allgemeiner Schreibweise
. . et
Dy =—"—— esin § —+——— (ebos ) (1562
H(eS|nU) (esinu ecos g I(leCOS l)(esin tecos) u

mit den Partialausdriicken
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unu - Cos u <e 9
H(ESinU) (esinu,ecos g €
| _ (15.63)
812 - Sin u <e o
U(eCOSU) (esinu,ecos €

In gleicher Weise kann auch eine Variation der Exzentrizitat nach den Para(eetesm e sin J
erhalten werden:

De oy (@cosy sin u( eXin) u (15.64)
bzw. in allgemeiner Schreibweise
= P fesing) —+—E (eBos) (1565
IJ(eSInU) (esinu,ecos (leCOS l) (esin wecos) u

mit den Partialausdriicken

pe .
e =sinu
IJ(eSInU) (esinu ecos §f
' (15.66)
pe —
— =cosu/
I.,l(eCOSU) (esinu,ecos
15.2.11 Variationen von (e cos, esinE) nach € sinM) und (e codV)
Aus der Beziehung
& =(esin M)° {ecosM)’ (15.67)
ergeben sich die Partialausdriicke
e2
ﬁ =2(esinM)
H(esinM)| .
2 (esinM ,ecosM) (1568)
e
& :2(ecos|\/|)
H(e cosM)
(esinM ,ecosM)

Die Variation des Quadrates der Exzentrizitat

esin M) __i_@e?)

D(ez) _ p(e) '(leCOSM)

u(esinM) ( eos M) (15.69)

(esinM ,ecosM) (esinM ecosM

lautet somit
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D(ez) 2gesinM ([esinM) ecosM ( &osN g (15.70)
Die Variation der Exzentrizitat
I (IZB g
== inM) +—— (eosM) (15.71)
u(esm M) (esinM ,ecosM) KIECOS M) (esinM ecosM
ergibt sich mit den Partialausdrigrk
L =sinM
l.l(e Sin M) (esinM ,ecosM)
' (15.72)
L =cosM
u(e COSM) (esinM ,ecosM)
dagegen zu
De sinM  ([@sinM) eosM ( el@oV) (1573
Diese kann auch direkt aus den Beziehungen erhalten werden
esinM esinM
D(esin M) M ® Ju MD sinM e @&osM M
o e M e (15.74)
ecosM ecosM
D(ecosM) M ® Ju MD cosM e &sinM M
He em) M e

woraus sich nebefi5.73) auch die entsprechende Beziehung fur die mittlere Anomalie ergibt:

eDM =cosM (@sinM) sinM ( eosV) (15.75)
Mit der Kepler-Gleichung
M =E -esihE bzw. esihnE £ N (15.76)
ergibt sich unmittelbar
H(esin E)

D(esinE) = MD E DM -. (1577

Eesin B
M (E.M)

Hierfur kann DE aus der Beziehun@5.30) verwendet weden undDe, DM aus(15.73) und
(15.75) um die Abh&ngigkeit von den Variationen c(esin M ,ecosM) zu erhalten. In elementa-
rer Weise kann auch

(Em)

D(ecose) H(6E) g _jtecosB) -, (15.78)
K e M ew

gebildet weden, wdoei die benotigten Partialausdrickeden Abschniten 15.2.2und 15.2.3be-
rechnet wurden. Mit den hier berechnefas) e DM erhalt man die Partialausdriicke
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H(ecosE) _ sifE -M) e sinM
H(esin M) (s ecosh) - 1 -ecosE
H(esin E) _cog E -M)
H(esinM)| _ 1 -ecosE
(esinM ,ecosM) (1579)
H(ecosE) _CcogE -M) e cosM
“(eCOSM) (esinM ,ecosM) 1-ecosE
H(esin E) _sin( E -M)
“(eCOSM) (esinM ,ecosM) 1 -ecosE
Die vollstandigen Variationen
D(esin E) _u(e sin ) (e sin M) M ( @xosM)
(e sin M) (esinM e cosM) I(le COSM) (e sinM e cosM
’ (15.80)
D(e cosE) = (e cosE) e sinM) Mecosh ( dxosM)
u(e Sln ) (esinM e cosM) l(le COSM) (esinM e cosM
lauten somit
D(esinE) = M (e sin M) M ( exosM)
1- ecoskE 1-ecosE (15.81)
D(e cosE) = sin(E- M) +esinM (BsinM) Co{E M) ecoM (e BosM
1- ecosk 1-ecosE
Ferner kdnnen aus dé&eplerFormeln(15.24) die folgenden Formaelhergeleitet werden.
sin(E- M) _ sinu cosm (co/ +€) sinM
- 2 -
1- ecosE Ji- e 1-€ (1582)
cos(E- M) _ sinu sinM  ( cos/ 4€) cod/
1- ecosE N-& 1-¢€ '
womit die Beziehungen zur wahren Anomdlergestellt werden kénnen:
u(ecosE) . sinu cosV
=cos SiAM ————
H(ESIn M) (esinM, e cosM) Vl- ez
. (15.83
H(esinE) _ 1 gsinu siny L0 CoM G e coM
u(esm M) (esinM, e cosM) ‘“‘- e2 é Jl _eZ H 1 -ez
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H(ecosE) sinu sinM
=cost/ coM +———
I"l(e ) (esinM, e cosM) 1- ez
(15.84)
H(esinE) _ 1 gsinu cog SO sSiM @e sirM
“(eSIn M) (esinM, e cosM) Vl- e2 é 1 -ez H 1 -ez
15.2.12 Variationen von (e cosy, e sinv) nach (sinM) und (e cosM)
Die differentiellen Beziehungen
D(ecosu) :u(ec.—osu) fesinMm) M ( ezosM)
H(esinM)| _ {tecosM)| _
(esinM ,ecosM) (esinM ecosM (1585)
D(esinv) M Cesin M) M ( eRosM)
u(eSIn ) (esinM ,ecosM) |(1€COS ) (esinM ecosv)
werden zurtickgefuhrt a15.50)
p(ecosu)
D(ecosy) = (ecosg +
M(eCOS E) (ecosE,esinE,é)
+— (ecosu) Desin E) 4—|(leCSSL) (8)
“(esm E) (ecosE,esinE,@) I'l(e ) (ecosE,esinE,é)
( _ ) (15.86)
. u(esinu
D(esinu) =—)——= (ecosp) +
H(ECOS E) (ecosE,esinE,é)
.\ u(es_lnu) fesin £) |@e5|2n g (8).
l'l(eSIH E) (ecosE,esinE,é) }J.(e ) (ecosE,esinE,é)
Mit den Variationer(15.80)
: _p(esinE) : |(1esm B
D(esinE) _—H(e Sin ) (Besin M) |(1e cosM)|__ ( @xosM)
(esinM e cosM) (esinM e cosM (1587)
D(e cosg) =H{€°E) fosinM)  +AeCosH ( @xosM)
I.J.(e sin M) (esinM e cosM) I(le COSM) (esinM e cosM
und (15.69)
€’ &
D(¢) & fesin M) L ( @os M) (15.89)
p(esin M)( N |(1ecosl\/l)( —
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ergeben sich die Partialausdriicke

1 (e cosw/) _ ke cosy _(ie cosy +
l'l(e COSM) (esinM,ecosM) I(le COSE) ((esinE ecosE ) (w COSM) ( esinM ,ecosi
(e cosv) jte sinE) | (15.89)
(e sin ) (esin E,ecosE,é) I(le €0s M) ( esinM, ecosN)
)

, M(e cosy u(e’)
IJ.(e ) (esinE,ecosE,é) “(e COSM)

( esinM,ecosM

1 (e cosv/) __fecosy _(1e cos§ +
H(esiNM)| 1 ccoeny ~ fecosg) (esinE ecose ¥ (iesinm (esinm ecos)
, H(e cosu) fte sinE) ; (15.90)
(e sinE) (esin. ecos ) ftesin M) ( esinM ecosty
.\ H(e cosu) Il(92 )
u(e) (esinE, ecosE. &) H(esinM) ( esinM, ecost)
p(e sinw) _ fesin g (ke cosg +
= O o= I == B
(e sinu) jre sin E) ] (15.91)
(e sin ) (esin€, ecosE &) |(1ecos M) ( esin M, ecosN)
H(e sinw) H(ez )
u(€’) (esinE.ecosE &) (e cosM) ( esin M, ecost)
H(esinu _lesin g IECOS
, W(esinu) smu) lhe sin E) ] (1592
"Wesing) fesncccosed) RESTM)| o oy
(e sinu) U(ez )
“(ez) (esinE, ecosE &) u(e sin M) ( esinM,ecos)

Werden hier die Ausdriické5.51), (15.52) und(15.79) eingesetzt, ergeben sich die Partialausdri-
cke
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H(e cosu) _ (1- ez) cog esinE) 2 e cosM
H(e COSM) (esinM ,ecosMm) (1_ eCOSE)2 1 -ecosE
@ (1- ez)é sinu sinM 2 2ae cosM
=———5—¢&osv coM + = U
é Vi-¢ o T (15.93)
H(e cosv) _ (1-¢)sin(esin  2esinm
p(e sin M) (esinM ,ecosMm) (1_ eCOSE)2 1 -ecosk
a2 1_ eZ N . .
_ ( : )gcosu sipv Shv cosM gZaesmM
e Vi-€ a  f
u(esinv) _\1- € gesinEcof esing +sif esinf g esin EecosM
H(e cosM) (esinecosh) (1- ecosE)’ \1- € (1 -ecosE)
& (1- &) e iy cogy COSY/ SIMM - e sinue cosv
7 € e ¥ e (15.94)
H(e sinu) _ -\1 € gesinEsin(esing €of esinf g  esinEesinM
p(esinM) (esin ecomm) (1- ecosE)2 J1- € (1 -ecosE)
_a(l-e)e cosv coM Ze sinue sirv
=———=¢ginusinM + U >
r’é Ji-¢¢ g l-e

Diese Ausdriickein (15.85) eingesetzt, ergeben die vollstandigen Variationsausdricke fur
(ecosv ,esin § nach detfecosM ,esinM).

Ergédnzend werden di@&ter bendtigten Variatione(recow ,esinz)' im Rahmen eines Zweikor-
perproblems untersucht. Mit den Ausdruck@ri.14)und(11.16)

ecosu/ :?p - (_Szl;fmr , esinu L% (15.95)
folgen die Partialausdriicke

H(ecosu) _ G
W ey

H(ecoss)  _ (15.96)
U e

H(ecosu) _2G
G v

somit
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cosy/ cos &
D(ecosu) =‘u D u cplL G 2 ? (15.97)
r . G | mg& r H
(rrG) (rre)
Ferner wird
pesinu -0
r (rrG)
pesing) - _ G (1599)
pr (rrG) m
pesinu _
“G (rrG) m ’

somit

D(esinu) _u(esinu) o Eesint)

1
GD=[& i iDGH . (1599
K (rrG) G ”J ]

(rre)

15.2.13 Variationen von (e sinM) und (e codVl) nache, vund M

Zur Berechnung der differentiell@eziehung del:yddaneParamete(esin M ,ecosM) nach der

wahren und der mittlereAnomalie, sowie der Exzentrizitat nach d@msin M ,ecosM) werden
zunachst die Partialausdriicke

H(esin M) —sinM
e |,
o (15.100)
—u(esm M) =ecosM
M (e:M)
u(ecosM)|  _ cosM
e |,
(o) (15.101)
—p(ecosM) = -esinM
MM )

bendttigt. Mit den allgemeinen Beziehungen

D(ecosM) _h(ecosM) ® _fiecosM) MD cosM e &3inM M

e lem M ew (15.102)
D(esin M) M ® M MD sinfM e ddosM N

He em) M lew
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folgen die differentiellen Beziehungen

eDM =sinM (&osM) ceM (e BinV)
. . (15103
De =cosM (®cosM) sinM ( eDsinV)

Eine allgemeingultige formale Darstellung dieser Beziehungen wird gegeben in der Form

_ M - M
DM =———— M) -—— elbosM
H(esinM)| _ fosin M) flecosM)|, _ (€osM)
(esinM ,ecosM) (esinM ecosM (15 104)
_ e i e
De =———— fesin M) —+——— ( ebos M)
l..l(eS|n M) (esinM ,ecosM) I(lECOSM) (esinM ecosv)
und den Partialausdriicken
H(ecosM)
L — e (e.m)
H(esinM) o) H(ecosM) flesinM) _ (esinm) ( @icosM
ey M ew Holew M dew (15109
H(esinM)
UM _ He e
H(ecosM) o) H(ecosM) flesinM) ~ (iesinm) ( @icosM)
ey M ey Hodew  MH ey
H(ecosM)
e | MM em
p(esin M) (o) H(ecosM) flesinM) ] (1esinM) ( ecosM
e (e.m) M (e M) Hdem Mi (eM (151006
H(esinM)
L = “M (e.m)
H(ecosM) o) H(ecosM) ftesinM) _ (iesinMm) ( @icosM
e M ey ol M ey

Die Determinante hat mit den PartialausdrickEn100) und (15.101) den Wert detFe, somit
werden die Partialausdriicke erhalten
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UM _ cosM
H(esin M) o) e
Y _ sinM
H(ecosM) o) e (15107
L =sinM
p(esin M) o)
L = cosM
H(ecosM) o)

und somit die Ausdriick@ 5.103) bestéatigt.

Werden schlie3lich diese Beziehund@h.103) in Beziehung(15.39) eingesetzt, erhélt man die
Variation der wahren Anomalie in Abhangigkeit der Variationen der Parameter

(esinM, e cosM)

Du:L

- W
H(esin M) (osin M)

fle cosM) (€BosM)

(esinM ecosV) (15108)

(esinM ,ecosM)
W

&+# \D
l-le (e,M) M (e M)

mit den Partialausdriicken

p _ _wr __eu Ftt _ Mu
“(esm M) (esinM ,ecosM) Bl(e.m) (uasm M) (esinM ecosV) M M) ( S Nb (esinM ¢ cogy
. 2
_sinu (12+e§ cosz)sinM (14 CO;)U codM
- evl1-
s - _uﬂ( eu +_tz —MOLT -
IJ(eCOSI\/l) (esinM ,ecosM) p(e,M) (WCOSM) (esinM ecosM M M) COesin M, ecos M
sinu (2+ecosy (1+ecozs)”
= 1- e2 cosM - W sinv
(15.109
somit
é . 2 I}
e Du %:esmu (2+ZeCOSL)sin M £71+ecozs)u cosM G ( ®sinM)
é 1- e Vi- € g
o 2 (15110
Cesinu ( 2+ ecos (1+ecosfy .. @
+ 6 COSM - ———"sinM (@ coM)

E 1- € J1- €

«
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Anmerkung: Diese Beziehungen sind fur kreisformigahnen é¢=0) nicht definiert.

15.2.14 Variationen des Argumentes der Breite

Das Argument der Breite ist mit der wahren Anomaltiend dem Argument des Perizentrums
definiert aus

u=u +u (15111
mit der Variation
Du=d +ubD (15.112)
Mit den Ausdrickerf15.22) bzw. (15.39) ergeben sich die Variationen
_12%5 g smE g Wt D
_(1+ecozs)’ 0 smt( 24 cos)u

/1_ 6‘23 1- €

(15.113

15.3Variationen des Bahnradius der elliptischen Bewegung

Im Fall einer elliptischen Bewegung kann der Bahnradius in Abh&ngigkeit von der wahren Ano-
malie dargestellt werden durch
a(l- & 2
b Are) e (15114
1+ecows 1l+ecosu (ml € cos) .

Somit lauten seine Variationen bei Variationen in allen ParametsatOnst)

or =2 D —'ﬁ e Drz’]:l- u (15115
Hal(a,e.) (ae) aey
im Einzelneh
w _Ir
ua(a,e,u) a ’
al2e+ € cos +cos

w2 i ) , (15116
Hel 5 e (1+ecow)
ur _ae(l— é)sinu

MUl o) (1+ecos)’

1 vgl. die Untersuchungen in Abschnit.1
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somit

. a(2e+ € cox/ +cosz) aeé_l é) sin u

a (1+ ecosu)2 (14 cosz)2 ( L

Dr

Bei Bezug auf die exzentrische Anomalie ist

=a(1 -ecosE) (15119
mit den Partialausdricken
w _r
Ha(a,e, B a ,
w = -acosE , (15119
ue(a,e,E
1 =aesin E
U‘E (aeE)
wird
Dr = @ acosE e DaesinE E (15.120

a

Bei Bezug auf die mittlere Anomalid wird mit dem Ausdruck15.28) und den zugehérenden
Partialausdriicke(15.29)

or 2L aD—'-j e D—r+"‘ M D
(ae,M) (aeM (aeM

Hala,
(15.127)
- Aré; 8e D— i V\/l H M
“a(a,eﬂ aes ack Hem = Hy
somitfur die entsprechenden Partialausdriicke
W -_H I
I'la(a,e,M) a(a,ea a
w = acosy (15122
pe (a,e M)
'S _aesinu
lJ.Nl (a,e, M) ’\/l' ez
Die vollstandige Variabn des Bahnradius abhangig vanre, M betragt
D = & acow e Daes%/ M (15123
a 1- €

In Bezug aufdie Darstellung15.118) lautetdie Variation desBahnradiusvegen einer der Dar-
stellungen(15.114)
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_r u r
Dr — D +——— ebosE) — =a ® (®€co (15129
pa (a ecosE) (BCOS EJ(a ecosE) ( ) a ( iﬁ

mit den Partialausdriicken

ur

pa

r
a

(a,ecosE)

I
H(e cosE)

(15.125
=a

(a,ecosE)

In Bezug auf die.yddaneElementg11.446) lautetdie Variation des Bahnradius
4]

Dr H D +—r (eBin M)
Ha (a,ecosE) (ESIn M ) (a,esinM,ecosM) (15 126)
+ LJ e cosM)
H(ECOS M (a, esin M, ecosM)
Mit der Entwicklung(15.80)
ofe cose) H(e<0sE) o) oo (@xost
u(e sin M) esinM e cosM (le cos M) e sinM e co
( ) ( M (15.127)
und mit der Darstellun¢l5.124) werdendie Partialausdriicke erhalten
w I |
pa (a,esinM, ecosM) a‘(a,e cos a
ur K H(ecosE) :
: — =asin(E M) (15128
u(eSII’] M) (a,esin M, ecosM) I(leCOSE) (a.ecosl (uesm M) esinM e cos)l ( )
ur B n H(ecosE) 3
_ L S’} =acos(E M) .
u(eCOSM) (a,esinM, ecosM) I(le COSE) (a.ecos (w COSM) ( esinM e cosy

Dies ergibt die vollstdndige Beziehung

Dr {; D asin(E M) (ednM) acofE M) -(ecod) (15129

In Abhangideit von den Grof3e® und ecoss lautet die Variation

_r H
o R eBosy/ (15.130
uG (G,ecos) (leCOSU) (G,ecow) ( )

mit den Partialausdriicken
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o =2
“G (G, ecos) rG (15 131)
W _m’ '
= -~
p.(eCOSU) (G.ecows) G
somit
A 2
or =g ® 2 (etos) § (15132
G el G u
Umgekeht folgt aus(15.114)
2 -
ecosy = m (15133
nr
und damit die Variation
ecosy ecos
D(ecos) F6°%) _jecosy (15134
W (rrG) G (rre)
mit den Partialausdriicken
H(ecosu) _ Gt 1
- - 2
Hr (rr G) m pr
H(eCOSU) (G.ecow)
“(eC‘_’S“ ) =0 (15.135)
W (rrG)
H(ecosu) _2G
lJ.G (rrG) mr
schlief3lich
D(ecosu) 6e6 ;e @ (15.136)
megr
Bezug auf den Ortsvektor
r=yx' x (15.137)
fuhrt auf die Variation
W [ ry
Dr =— X + x,D—+x (15138
"

mit den Partialausdriicken
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wr_ u

S My

Als Beispiel fur eine Umkehrung wird die Variation der wahren Anomalie in Abhangigkeit von
Bahnradius, grof3er Halbachse und Eteeitat hergeleitet. Aus Beziehuii§s.115) folgt

X 523 (15.139

o
Du am ! b “z(a'e'”) a D (aed o |
— — — 1514
MU (a,e0) “Laet) ae ( 9
o el D i‘r a DAt" e [
W (a.er) a(a,ar) € asl
mit den Partialausdriicken
My _ 1 _G
W (aer) H rr ?
UU (a.ew)
=8
i Heey G (15.141)
Ha (aer) E rra
}J.U (a,ew)
[l
, bel,ey G a(2 e+ € cov/ +cosz)
pe (aer) H F p2
M (a,ew)

Der erste dieser Partialausdriicke kann alternativ mit den Bezieh(irige) und(11.17) herge-
leitet werden. mitG* = mp =/m(1 &) folgt aus
P, @(1' ‘32) G- mr

ecosy = 1- —= , esinu re. (15142
r r m m

durch Differenzieren der ersten Beziehung

=r£2 —__a(lr'zez) . (15143

. u
esiny Ll

(aer)
Einsetzen der zweiten Beziehufid.142) ergibt den obigen Partialausdruck. Wird elggn

eI _ tany =G (15.144)
ecosy/ G- m

gebildet, ergibt die partielle Differentiation der wahfegmomalie nach dem Bahnradius
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: 3
I = Lz , (15.145)
oS U 1 |y (G- )
somit
w; _IG°
L I A A (15.146)
e ) e’ nfr?

Hier kommt der Bezug auf eine Darstellung im Rahmen eines vollstandigen Differentiafeentsc
dend zum Ausdruck

15.4 Variationen der radialen Geschwindigkeit

Die radiale Geschwindigkelitetragt im Fall einer Kegelschnittbewegéing

m . . m ensin L
V.= = |—SIny =SINUu = . 1514
" \p \/a(l- &) G (15149

In Abh&ngigkeit der Parametgy, e v als unabhangigen Variablen lauten die partiellen Ableitun-

gen
wlo_ e Fsmu |
MRl 5.e0) 2p\ p
E :Psinu , (15148)
p'e(p,e,u) P
E =e\/Ecosu ,
uu(p,e,u) p
somit

or D ﬂ e D—;f uoI
(p.ew) (p.ew) pe Y

W

=\/Z729 esin u[Ds'rnu e [Bcosu ugD‘
pc 2p +

(15.149

Im Fall einer elliptischen Bewegung lautenAbhéngigkeit der Parametéa, e, v/) als unabhén-
gigen Variablen die partiellen Ableitungen

! Siehe hierzu die Herleitungen in Abschnitt 15.1
? Siehe auch Formel (2.82) in Abschnitt 2.5.2 (Band I) sowie in Abschnitt 11.1
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e\/ﬁ
— sinu ,
2a
\/E ”, (15.150
an p
\/7005U ,

Dr __u_r a e D_rq]f u L
p'aaeu (a,et) ae)u
ma
p

it

Mit (&, e M) als unabhangigen Variablen uB ausDu in Beziehung15.39) mit den Partial-
ausdrUcker@lS 38) wird

Jj D—J:“ M D
(a,e,M) aeM) aeN

I
B +—'j eD —;1; u D = (15.152)
(aew) (aed ae W

ST ST TE
(a.e0) 6 Blaey acy C(Hy g o M 44

Die hier bendtigten Partialausdriicke lauten

E =

aeu

pe

uu

somit

(15.151)
esin U Sln u

e

e [ecosy U8D

Dr

_
Ha

_

pa

W _ e \F?smu
Ha (a.eM) a(aeu) 2a
g ’ ' |nu 1+ e cos
W :_j +_ru’]; §/7 7 ‘) (15153
Hel(a.e.m) (ae) aey Fé y VP
o o 41 \/7 ngost/( 1+e COSL)
”M (a.e,M) u(aeu) M'l(el\/)

und somit fur digGesamtvariation
€ esi 1+ecows)’ & . o9
Dr =/ﬁ7é esin u {1+ ecos)) sinu e %‘i‘i“m 5D . (15154
pg 2a 1- € c 1- & =]

Werden die Elementéa, esin M,ecosM) als unabhangige Variable aufgefasst, lautet die Ge-
samtvariation der radialen Geschwindigkeit
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or = D+
Ha (a,esinM,ecosM)
_ _ (15.155)
W - !
M) +—— é€cosM
' l.l(eSin M) (a,esinM,ecosM) [QeSIn ) KlECOSM) ( > )

(a.esinM e cosV

Werden die Variatione(15.104) in (15.152) eingesetzt ergeben sich die Partialausdriicke

' £e g r u 2 e
_ B TR [ Y
I“l(eSIn M) (a,esin M, ecosM) T € M(aey) aey (HN) L)I( &in IV) esinM ,ecosV
LA M b
He (aev) M |(e, M) (BSin M) (esinM ,ecosM ’{]
) (15.156)
—w :i? é_j +—I;4t [Qu u—“ +
u(eCOSM) (a,esinM ,ecosM) T e (aew) aed HND U( ND emM ecosM)
R ML | X
U (aew) M | (e M) (BCOSM) (esinM,ecosM)’{]
Mit den Ausdriickerf15.153) und(15.107)
E :_p :LJ: :l_ _/mSIn L (15157)
pa (ae.w) B‘(a,e, M) a &sin M, ecos N 2 p a
sowie(15.107) werden
e _JE(1+ ecow/)’ e cos ucoM
—_— = | ————¢&inu sinM  +—— |
l.l(eS|n M) (a,esinM ,ecosM) P 1 -é e 1- ez |
i (15.158
T _\/;7(1+eco&/) e cos usirM
= [————"—¢&Inu coM -—F———
H(ECOSM) (a,esinM ,ecosM) p 1 -é é 1- e2
undendgdltig
P esi 1+ecow)” & 0
Df :\/E? esin uaD( + ) ésinu sinM cog oM o (e sibM)
p; 2a ¢ & J1- € =
(15.159

a 0 {
+g8iny cosM _cosu sinvt 6@ coS\/I)UE

C Ji1- € = uy

Werden die EIementéa, esinu,é) als unabhangige Variable aufgefasst, lautet die Gesamtvaria-
tion der radialen Geschwindigkeit
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D¥ :E D +
lJ.a (a,esinu,ez)
: . (15.160)
+— esiny) +—~ 8) .
“(esmu) (a,esinu,ez) [Q ) H(e ) (a,esinu,ez) ( )

Mit den Partialausdriicken

w _n _1 \/Eesm L
Ha (a,esinM ,ecosM) ﬂ(a,esiw ,é) 2\p a
- = P (15.161)
u(esmU) (a,esinu,é) P
w

folgt

D = F Fesinu, (esu) oS0 ¢ “ E (15.162)
p; 2a 2(1- g

In Abh&ngigkeit der Paramet&und (esinu) lautet die vollstandige Variation

or = P (edinv) (15163
IJG (G.esinv) (leS|nU) (G, esinu)
mit den Partialausdriicken
w _ nesinu _ 1
IJG Gesmu GZ G
_ ] (15.1649
_w | _m :P? - B
u(esmU) (G, esinu) G P l(leSIn L)(a,esin u,é)
somit
or 7% SN Y6p (eshu) | (15.165)
G G y

Umgekehrt wird
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o
Glig o
D(esinu) = . 1 D “. (G, esinu) GD
. B L
H(esinw) A (esin l)(G,esinL) (15.166)
_(esinu) o fesingl
“r (r.G) (r.G6)
somit
H(esinw) _ 1 G
b (ri G) L m
IJ(eS|nU) (G, esinu)
H(esinu) -0 (15.167)
W (rrG)
o
p.(eSinU) — HG (G esinu) gsinu _r:
G g L G m
“(eSInU) (G, esinu)
und schlief3lich
D(esinu) = D + GD . (15168
m m

15.5Variationen des Flachenparameters

Im Fall einer Kegelschnittbewegung gilt die Relai{fd@30) zwischen Flacherund Kegelschnitt-
parameter

G= ﬂ/mp . (15169
Entsprechend laet die differentielle Beziehungwischen diesen Parametern
m
DG =—— G 0, . 1517
g P (G 0, (15170

Der augehorige Partialausdruck lautet

we__m- (15.171)

HP () 2G

Bei nichtgeradliniger Bewegung (wenn alsér 0) ist der Flachenparametérstets von Null
verschieden.

Im Fall elliptischer Bewegung ist
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p=a(l -¢) (15172

und es wird mig, eals unabhangigen Variablen

= =1

Holag (15173
ot = 2ae

pe (a€)

Die Gesamtvariation lautet mit den allgemeinen VariatioBan [@ in Halbachse und Exzentri-
zitat in Bezug auf oskulierende Paramedee

Dp {1 &) aD2ae e| (15.174)

s .
oG 7% efl € Doe /—a eD (15175
2g\ a 1- & U

mit den Partialausdriicken

mit (15.170) auch

W _c
(ag 28
(15.176)
K| _ _me
pe (a€) G

Fur Untersuchungen der Bamalyse ist es dagegen haufig nétig, langfristige Aussagen mit Hilfe
von mittleren Elementen zu machen. Sei dazu eine Entwicklung der Bahnparameter um Mittel-
werte und die Abspaltung periodischer Anteile bekannt

a=a ¥a, e ® ¢k, (25177
so wird fur die Zerlegung des Kegelschnittparameters in einen mittleren und periodistéién An
p=p ¥p @ &8 (e &g (15.178)
somit
p=a(l &) (15179

und fur die periodischen Variationen

dp=(1€) @& 23e & #d ¥ d. (15180

Man muss beachten, dass die Variatiobenda, bzw. [, & in den Gleichunge(il5.174) und

(15.180) nicht notwendig identisch sind. Im ersteren Fall handelt es sich um allgemeiagovar
nen, im letzteren Fall um periodische Anteile, sofern diese ermittelbar sind. Diesscbeigung

muss in den folgenden Abschnitten prinzipiell bei allen Untersuchungen mit partiellen Variationen
beachtet werden.



15.5 Variationen des Flachenparameters 307

Wenn der Normalenvektareiner Bewegng in einem kartesischen Koordinatensystem gegeben
ist, kann eine Variation des Flachenparameters auf die Variationen der Komponenten des Norma-
lenvektors bezogen werden. Es seien

r=xp, ,r Hp, s, c r¥ 3p=6,=¢; 1. (15.181)
Es werden
G (& Gu B(c=
DG =—— &+ ¢ D=+ = Dg + (15182
uq@ngqi%G(qqqqgﬁ)
mit
MG _ ¢ :
oS 4,2,3 15.18
e G \ (15189

Die Variationen der Basisvektoren konnen mit Hilfe der allgemeiResneschen Formeln
(4.202} auf die Basis bezogen werden:

=p'p, B DR =R (15.184)
Damit wird
r':(>'<i % |oj‘)pi (15189
und es folgen die Zuordnungen.
G=%% -%% (% ps % p)
C=x% -x% (%P xp (15186
G=x% -%% #(%xp, %p)

und damit die Gesamtvariationen

mﬁpi& L
Xf|r1 XM N 1518
¢ 1 _§ H (15187
A—p —+—pD—+p—D—1B (i D2,3 .
uplz P ol PPy PPy P P T #
Daraus ergeben siche Partialausdriicke
B o ms %Py =X AP, 2% P 2 % X B3 2 % Py
(0 K
MG _ B _ al
=0, =2 = , — %, (15.188
(0 K % X
MG _ B _ & GH G M G H,p_ G
= &, X% X%, —= %5 k.
MR P PRs P P13 Pz, M Pz H

! In Abschnitt4.3.11 (Band I1)
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%= % 2% P @pzs,f: XE Py wzs,—)cqu X% P2 % P

C.

%ﬂ% , % 0 | _;1:1 =x- (15.189)
C.

I | S ST T
%ﬂz%ﬁpﬁ %psz,f: =X-2 % Py &p;l,—f)ﬁ X PE % Pur

%: x| % % _$ o=, (15190
o T T e S e e T BT

In der Literatur werden die Eigenvariationen des Basissystems gewohnllch vernachlassigt, so dass
implizit p; =0 angenommen wird. Dies ist aber nur dann erlaubt, wenn das Basissystem als iner-

tial vermutet wird p, * 0) oder wenn das BasissystemidénsenSystem gesetzt wirc(xi p, = O)

15.6 Weitere Variationen der wahren Anomalie

Mit den in den letzten drei Abschnitten hergeleitdBaziehungen kénnen die Variationen der
wahren Anomalie in Bezug auf Radius, radiale Geschwindigkeit und Flachenpararhatemn
werden.Dazu werden die Variationgd5.97) und (15.99) in die Variation der wahren Anomalie

(15.62) eingesetzt:

by = M p(esi.nu) 0 ftesin ¢ 6D
u(esmu) (esinu ecos ) n (rrG) (ﬂSln [)(esin e cos) u Gl.l (rre)
" H(ecosu) B W _Kecosy cp (1519]
H(eCOSU) (esinu ecos ) n (rrG) (p cos L) (esin tecos) u Gu (rrG)
Ml r 6) i ro) o)

mit den zugehdrenden Partialausdriicken
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W  _ w u(ecosv)| _IG?
Y 2 2
W (rrG) @COSU) (esinu,ecos &y rH (rrG) € ﬁ7r
W, . w H(esinv) _(62 - mr)G
w: (rrG) I@SinU) (esinu,ecos r“ (rrG) ez ﬁ7r (15 192
w|l o w H(ecos) .\ '
HG (rrG) |(leCOSU) (esinu ,ecos qﬂ (rrG)
L h u(esinu) (G2 +m)
e =" S
H(eSW]U) (esinu ,ecos G (rrG) € ,ﬁ r
ergibt sich
N . 3
Du %gre De{(cc m r dc: e | (15193
enmrgr 0
Andererseits folgt aus déwolargleichung
GZ
= 15.19
r m1+ecos ¢ (15199
das vollstandige Differential
_H RN (etosu) (15.195)
HG (G,ecoss) (leCOSU)
) (G,ecow)
mit den Partialausdriicken
o -
HG (G, ecos) G
o 2 (15.196
= 2
}J(eCOSU) (G, ecosr) G
D(ecosv) ist aus Beziehun(lL5.60) bekannt. Damit wird
o = i H(ecos) e D
“G (G, ecow) I(leCOSU) (G, ecos) S5 (e.w)
(15197
Lo H(ecos) o
H(eCOSU) (G, ecosy) W (ew)

und umgekehrt
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L
G
Dy = 1 D M (G, ecos) G
r H(ecosu) u flecosy
p.(eCOSU) (G, ecosr) W (e) (‘QCOS )l{G,ecosz) W (e
Hr H(ecosu)
_ H(ecosu) o B ey N (15.198
ur H(ecosu)
p(ecosu) (G, ecoss) i (ew)
=M p sﬂT GD e D
pr (r.G.e) G (r.G.9 € r.G.9
mit den Partialausdriicken
w _ 1 . G? G
M i .o ur u(ecosv)| mresin u rr?
l.l(eCOSU) (G, ecow) el (ew)
L
G
L D) -2 (15.199
HGl;c g W K(ecosv) fr
IJ.(ECOSU) (G, ecos) K (ew)
H(ecosw)
V17— W . cosu _aps u
Hel( 6 o) H(ecos) esinu TG
HE e
somit
G 2 mcos u
Du=— ™D — GD—4+— e . (15.200
rr rr rG

Um De zu eliminieren werden in Beziehur{$)5.64) die Variation D(ecosu) aus(15.134) bis
(15.136) sowie D(esinw) aus(15.166) bis (15.168) eingesetzt. Dies fiihrt auf
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De = (eﬁiw) ”(ecss") b (pgnz) I(les'rlm) L
“ esinu,ecos r,r : esin yecos) u “ rr
\ ( 9 (rrG) (esin vecos) (rre) (15.201)
L6 ke u(ecosw)| ., B | fesin ¢ ’3@
gU(eCOSU) (esinu ,ecos KE |(r,r',G) (‘ESin L)‘(esin tecos) u Gu (rro) H
somit nach Einsetzen der entsprechenden Ausdi({1&6) und(15.98)
_ G®cosv Gsinu , A cosuft sin @
De = ==X D= ré—a? e (15202

Diese Herleitung fuhrt auf die Variation der wahren Anomalie in der Form

e

(4]
oy ﬁr _en ulecos) g p
ew (rG.e) # (r.G.e (BCOSU) (esinu,ecos &y r u (rrG) H
L by A “(Li_nu) D +
He (rGe) I(leSInU) (esinu ,ecos H (rrG)
£ uu e el H(ecosv)
R +_“”( I niecosu) + (15203
r HG (rG.e B’ (r.G.e 8 (lﬂ:OSU) (esinu,ecos H (rr@)
Lt uesnu)l o =
lJ'(esmu) (esinu ,ecos HG (rrG) uu'f/
_hw

Hr

) +‘i‘T r'DEEt/ G D
(rrG) p‘(r,r'G) rrG)

In diesem Fall werden die Partialausdriicke berechnet aus

= __wr 1: u(eCOSUZJ -
" ) e oy r .
rG) Ge) @ esmu,ecosz) (rrG) (15204)
_G mosu G Gsit v G
rr>  rG m? rr? e’ m?
[ _ _HIT ep M =
Vg o Blice (ﬂSinU) i Fu r.r
(rre) (rGe) (esinu,ecos g (rre) (15205)
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UL’/ j:/ H(ecosu) .
HG rrG) G rGe) 1.G € esinu,ecost) G U(”-YG)
i a
esinu <
p e Hlesinu)l (15206
p(esmL/) (esinu,ecos KB (r,r‘,G)H
2 mcos 7€ f f162+m)
= —— +—_—gosu — sinu— u =
rr rc g nr e’ ‘m

Damit ist die Darstellunl5.193) bestatigt, wodurch einerseits eine Kontrolle der Berechnungen
ermoglicht wurde. Andererseits zeigt sich der nichttriviale Zusammenhang der Partialausdriicke
pu

— und —“A( , —x und W
(r.G.e) p‘(r,r‘,G) G r.G.e G

b (¥

die etwa aus den Herleitungen zur Darstellui$.146) nicht eindeutig erkennbar ist. Die Berech-
nung der Partialausdricke erfordert also gro3e Sorgfalt.

Anmerkungen:
1. Wegen
w_®y (15.207)
(LS. ¢
kénnen formal
esinu esin

uesinu)| _ Hesin § (15208

M i g B ire

usw. gesetzt werden.

2. In allen hergeleiteten Beziehungen kommt zum Tragen, dass die wadmeahe nicht fur
kreisnahe Bahnen definiert ist.

15.7 Variationen der transversalen Geschwindigkeit

Die transversale Geschwindigkdiautet mit der Variation dedanseschen Bahnwinkelg und
dem allgemeinen Flachenparameger

V. =rz SO (15.209
r

Die zugehtrenden Patausdricke lauten

1 vgl. etwa die elementaren Untersuchungen in Abschnitt 4.4.2 (Band 1)
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u(r Z) 1
pG r
() (15210
u(rz) G
r r?
(rG)
Im Fall einer Kegelschnittbewegung mit dem Kegelschnittparameser
v, =rz P (15.211)
r
und die zugehoérenden Partialausdriicke lauten
u(rz) _ 1 [m
Y 2r\p
o (15212
u(rz) _ [mp
r r2

(r.p)

Im Fall einer elliptischen Kegelschnittbewegung mit dem Kegelschnittpararpeier(l -e2)

V; =rz

. Jm(1- €) [ m

und die zugehoérenden Partialausdriicke lauten

p(ré) B /7(1- e2)
Ha (raez) ] Zr\/a

2 |

u(e) e 2r1- €2

W(r2)  Jml @)
Hr (r,a,ez) i i

Damit ergeben sich die Variationen

:%CE)_G..r

D(rZ) : =

T a8

1 eeos ¥ (15.213

(15.214)

(15.215)
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D(rz) i\/? D Jmp r (15.216)

2r r
( )_\/_e ( 2) EDL e@ \/ 1 ez \.| (15.217)
r 22 1 u

In Bezug auf diekeplerlemente(a, e /) kann etwa die Variation in der For(f5.216) mit den
Variationen furDp in (15.174) und Dr in (15.115) hergeleitet werden. Aus

r3 eDLL')T u

D(ré) %

. (aev) B (aey W (ae) (15218
N P .
HP
(r.p) (r.p)
folgen die Zuordnungen
uirz) - _ 3 @J@ . (v')j —'j
B e Py e "My Al
u(rz) _ Ir 3 EGLA + (“)JZ _Fi (15219
" e Pl 9 M T
W) _ b3 E‘L
M (a.e) K (r9) a,eu)
Sie lauten explizit
{r2)
Ha nel 2ar
p(rz) :E\/E?(e €0su/) (15.220
K(e) wey PVP
u(rz) = Fesmu :
HY (aew) P

Die entsprechende Gesamtvariation ist

A 2
D(r 2) :\/’:"2 L& p2E*o%) o psinu 4 (15.221)
u

paé& 2r p
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In Bezug auf dieKepIereIemente(a,e, M) kann etwa die Variation der transversalen Geschwin-
digkeit in der Forn{15.216) mit den Variationen fuDp in (15.174) und Dr in (15.123) hergeleitet

werden. Aus

folgen die Zuordnungen

(ae M)

3 @4«5 ) (“r' ¥

o k) Lob)
(aeM e (aeM
b +_|(|r2) rb
p
(r.p)

_.% @Jﬁ N (U')z —j
p 9 ry (akwm)

(r.p)

0 (a kv

wirz) W
Ha (a,e, M)

uirz) W
He (a.e, M)

wirz) W
lJJVI (a.e, M)

Sie lauten explizit

()

Ha (ae, M)
()

H(e) (a.e,M)
()
MM

(a.e, M)

_ ™ _a ml €
2ar ryp 2a

:%\/:,g(cosu - sirf L)

‘a [m esinu(1+ ecosy
1- € '

ryp

Die entsprechende Gesamtvariation ist

D(rZ)

a[me 1- &
r pg 2a

aD(ces U e sif )ue

ensinu(1+ ecos
T - e

2
U
a

(15.222)

(15223

(15.224)

(15.225

Werden die Elementéa, esinu,é) als unabhéangige Variable aufgefasst, lautet die Gesamtvaria-

tion der radialen Geschwindigkeit
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D(ré) _p(ré) D+
Ha (a,esinu,ez)
| | (15.226)
+M Pecos) M (é) '
H(ecosu) (a,esinu,) () (aesinué)

Mit den Partialausdriicken

Ha (aew) (aecosu,é) 2r P
_u(rz) _ F (1522
H(e cos) p
(a,ecos/,é)
H(fé) _ 1 |ml+tecosu_1 m 1
u(ez) o] " 2\p 1-&€ 2\ pl-ecosE’
folgt
. 5 1 2 . R
D(r2) :\/%7{; 2;3 aD (ecBs ¥ T*f_‘%“ (¢) §> (15229

Werden die EIementéa, esin M,ecosM) als unabhangige Variable aufgefasst, lautet die Ge-
samtvariation der transversalen Geschwindigkeit

D(ré) :_p(rz) D A—I(lr 2) (eBin M)
pa flesin M)
(a,esinM,ecosM) (a.,esinM e cosV (15 229)
rz
+M DecosM) .
H(ecosM)
(a,esinM,ecosM)

Vergleich mit dem Ausdruckl5.226) und den Ausdrickefil5.85) und(15.88) fuhrt auf die Par-

tialausdriicke
H(rz) :M = ﬁ\ﬁ" (15.230)
R 2r \\p

(a.ew) (a esin M, ecosM

sowie
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u(rz) _ W3 (e cosu) .
I.J_(eS|n M) (a,esin M ,ecosM) I(le COSJ) (a,esiw ,é) (lf.‘S"'] M) (esinM,ecosM)
M) we)
“(ez) (a,esinu,@) l—l(eSin M) (esinM,ecosM) (15231)
H(rz) L B G :
u(ecosl\/l) (a,esinM, ecosM) I@e COS/) a.esiw é) (Le co ) (esinM ,ecosM)
Mrz) )
u(ez) (a,esinu,e?) l.l(eCOSM ) (esinM ,ecosM)

Werden die entsprechendansdriicke in(15.227), sowie(15.93) und(15.68) eingesetzt, ergeben

sich
rz e (1- €)sin(E -M £
M __ 1 [mg ( ) ( ) asinM
H(esinM)| 1 -ecosE\ pg 1 ecosE i
. (a,esinM ,ecosM) \ 2 (15232)
rz €(1- e )cod E -M !
“( ) = 1 Té( ) s( )JecosM l
H(ecosM) 1-ecosE\ pg 1 ecosE |
(a,esinM ,ecosM)
und somit endgultig fur die gesamte Variation
. £ 1. € (1- é)sin(E -M 0
D(rz) :\/Z“, 1€ ap+t eae( e)sm( ) esinM  §(esinV)
pT 2r 1-ecosE§B 1l-ecos 0
(15.233
1- E -M 0 !qu
+ae( ) cod ) €cosM 9@ cosM)uj
ge 1- ecoskE 0 Hfl

15.8Variationen nach LyddaneElementen
15.8.1vVariationen der Positionselemente nachyddaneElementen

Die LyddaneElementé spielen eine wichtige Rolle bei der VerallgemeinerungBiteuweschen
Losung des Hauptproblems der Satellitenbahnmechanik (Beriicksichtigung der Einflisse durch die

zonalen Paramete(rJz, NN 35)), bei der Transformation auf andere Parametersatze, insbeson-

dere bei solchen, die im Rahmen einer Zweikorpedgewg keine konstanten bzw. nicht nur kon-
stante Elemente enthalten.

! Siehe in Abschnitt 2.10.12 (Band 1), Abschnitt 11.10
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Im Zusammenhang mityddaneElementa (11.446)

X, =a

X , = ecosM

X =esin M

X, = sinIE cos W (15239

0
X s :=sin—sin W
2
Xe=M w +

werden u.a. die Variationen der Paramessin(i / 2) sinw und esin(i/ 2) cosv benotigt. Diese
Parameter haben folgenden Bezug aulgidaneElemente:

esinizsinW: sini5 sifx, - e coM -si% cfst, } aVsiv
= (X Xs Kz X4)SiNXs (X5 X4 ¥ X9 COS Xe

. (15235
esmzcosw smé cobxs - Je coM +S{l'5\ ks } ewvsiN

= (X Xs X2 %4)COSXe (X5 X, ¥, Xg SiN X,
Damit ergeben sich die Partialausdriicke

u(esin(i/2) sirw)|  _ fresir(i /3 siny

=)
ua (%) M_l (i)
u(esin(i./ ZI)VIsinW) _ e sir(i /2 sinv _ sini—zcos(W )
H(esin M) ) M ()
u(esin(i/2) siw) _ e sir(i /3 sinvy _ sini—sin(W M)
H(ecosM) M 2

(%)
u(esin(i/2) sinw) _ e sir(i /2 sinuy
u(sin(i /2) sin V)/(XU) X, ,
u(esin(i/2) sinw) _ e sir(i /23 sinv osin(w +
u(s |/2 cos \/)/(XL) MX, ¢ ) ( )W
u(esin(i/2) S|nW)| _ e sir(i /2 sinVM
U(M w +)M X 6H

ecos(w Wi

:esinIE cow
‘(m) (15.236)

(XLI )



15.8 Variationen nach Lyddane Elementen 31¢

u(esin(ilz) cosw) _ |(le sifi /2 cosv)

=)
Ha (%) M_l ()
u(esin(il/ZB\ACOSW) _ e sifi /3 cosy _ sini—zsin(W M)
H(esin M) " M (0)
u(esin(i/2) cosv)| _ e sifi /P cosff  _ sinl codw M)
H(ecosM) M 2

(%)
u(esin(i/2) cow)|  fie sifi /P cosy
u(sin(i /2) sin V)I(X») - X,
u(esin(i/2) cowv)|  u(esifi /2 cosy
u(sin(i /2) cos W(XU) X, s o
u(esin(i/2) cosw)| _ e sifi /2 cosyM el sy

H(M - w +)m¢m) X 6H ‘mo 2 (15.237)

und die Gesamtvariationen

=sin(w  +)W

=cos(w +)W
)

o 5 & ugl@sin'2 sinw 8
Daesin—sinw §=8 i
¢ 2 T ka MXy i Rk)
o (f“ (15.239)
o 5 & ug@sinlz cow |
Dggsin—cowv §=3 —< i
¢ 2 e MXyi B
(%)
Im Rahmen der Positionselemente (siehe in Abschhi® wer den di e Aschnell e
p4:sin|5 sinu , p :sinlé cosl (15.239
mit dem Argument der Breite
u=u +w =uxt M- (15.240

verwendet (die Verallgemeinerung auf rticklaufige Bahnen wird analog wie in diesem Abschnitt
behandelt). Damit gibt es die Darstellungen
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p4:sini§gsinu cogx, -M - )Wecos sifx, M- ) gW =

= izsini—{esinu ecosw +ecosue sinjw =
e (15.241)
1 .
_g{esmlj@cos&e()ﬁa Xs - X2 354) sm?_(e( X X5 X LXA) g
+ecosugsin>ge(>g3 Xs - X, %4) COS?_(G( X2 Xs B('s LXA) }8
p5:sini5§cosu co$x, -M - )W sinv sifix, M- ) gW =
1 i : :
= —sin—{ecoxs e cosw - e sinwe sinlw =
e 2 (15.242
1 .
g{ecosu@cosse(&a Xs X, Xo) BINXG( X, X5 X X) @
- eSinUésm)ie()ﬁa Xs - X, ?54) COS?_(G( %Ko Xs I?(-B LXA) }g
Die Variationen lauten
6 6
D(p) A2 ) . (R) & (xh . (15249
k=1 IJXLK( k4 PﬂLk (%)

k)

Um die hier bendtigten Partialausdricke durch bisher bereits abgeleitete Ausdriicke zuriickfiihren
zu koénnen, werden zunaclisé folgenden Darstellungen betrachtet:

D(p.) (e (@2) |(1p4) ~ (eBinu)

2 »
IJ’(e ) &e?  esinu, ecosu, ol U(eSInU) &e? esinu , ecosu,
a“esmw S|r(| 12) e cosw sifi /p © o B%SIHW Sll‘(l 19 g cosw sifi /p 2 °

M) Decosy) +
u(eCOSU) &e?  esinu, ecosu,
a‘%smW S|r‘(| 12) e cosw sifi /p 2 0 (15244)
K(p.) o
D /
+u(eSinWSin(i /3) &e? esinu,ecos u, ) (eSInWSIn(I a) ¥

a"ﬂésmwsw(l 19 g cosw sifi /p 2 o

+ H(p.) [@ecosw sir(i /3)

u(ecosw Slr(l /3) &e?  esinu, ecosu,
a%SInWSIr(I/a e cosw sifi /p 2 °

Werden hier die Variationefi5.69), (15.85) und (15.243 mit den Definitionen(15.234) einge-
setzt, folgen die Beziehuag

=0 (15.245
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up) _ke) | __(m) )
U(XLZ) (%) |(lesin M) (%) “(ez) %Zs.rﬁlns‘fr(?(f%sgcosw sifi /p 2 0 (KZ) 0w
., _H(p) _Nesinu)
H(esin) ?ﬁzs.rﬁlnstfr(%sg cosw sifi /)zg bx.) ()
, k(P H(e cosu) (15246
H(ecosu) %iﬁns,i,ﬁ%sg,mw w2 | M(x.) ()
) u(p,) u(esinw sin(i /)| .\
u(esinw sin(i /2) g S H(x.) (%)
. u(p,) u(e cosw sir(i /3)|
u(ecosw sir(i /3) ?{il,ﬁy'l‘(r(‘f?%sgcosws'(u 2 H(x2) (%)
m(e)|  _ k) | _ (e u(e)
M)l ecosM)l ) u(e) i S5 oo st 1p & g il
. (p) Mesinu)l
Hesinu)ig e i 58 i5)
. Hp) H(e cos) (15247
H(ecosu) zé;rﬁnsl{r,(??%sg,wsw s} M(%.) (%)
. u(p,) u(esinw sin(i /3)| .\
u(esinw sin(i /2) %;mﬁﬁ%sgcosw . H(%s) ()
. u(p,) u(e cosw sir(i /3)|
u(ecosw sir(i /3) %;,Tf;l‘{ﬁ%sé’cosws@ " H(x5) (%)
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u(p)|  _ o) |
M(xa)l,,,  W(sin(i/2)sin \Mm
.\ u(p,) | u(esinwsin(i/3)| (15248
}J.(eSIrIW Sln(l /3)‘6@2 esinu, ecosu, M(XLA) .
a‘%S|nws|r(| 12) g cosw sifii /)2 0 (%)
. u(p,) | u(e cosw sir(i /3)|
u(ecosw Slr(l /3)‘&? esinu, ecosu, o p‘(XLA)
a%smwsu(l 12 g cosw sifii /p 2 6 ()
u(p.) - p.) | _
H(xs)|,,  H(sin(i/2) cos \M(m
.\ u(p,) u(esinw sin(i /2) . (15249
lJ'(eSinM/ Sin(i /3) &e?, esinu , ecosu, 0 u(XLS) .
a%smwsw(l/a e cosw sifii /p 2 o (%)
N u(p,) u(e cosw sir(i /3)
u(ecosw sir(i /3)|x : (%)
a‘%swﬁlnstllr(?(;%sg cosw sifi /p 9 6 ()
Explizit ergeben sich zunachst die Partialausdriicke
0
u( p4) ) _SII’]E Sinu
= = = 1525
H(ez) 8¢?, esinu, ecos v, 0 e2 62 ( 0)
a‘%smwsn"(l/Z) e cosw sifi /p 9
A
ecosw sin-
LP“) =2 (15.251)
H(ESIHU) 8¢?, esinu , ecos v, 0 e2
a%smwsn*(l 12 g cosw sifi /p @
. .i
esinw sin—
u(p) =— 2 (15252
H(eCOSU) 8¢?  esinu , ecosu, o] é
a%smwsw(l 12 g cosw sifii /p @ o
: H p“.) : | - SO (15.253
lJ.(ESInW Sln(l /3)‘6432 esinu , ecosu, o €
a‘%smwsn(llz) g cosw sifi /p 2 6
K(p.) | _ esiny (15254
u(ecosw sin(i /2)|sz. wny coss —

a%smwsn(llz) e cosw sifi /p 2 6

und damit schlieRRlich
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.
H( p4)| _ H(Sin(i /2) siru)| _SIHE cosl .
H(XLZ)(XLk) flesin M) w1 g 125
P e osucoM B ecod A& 1€ i
37(2 +ecow)gsinusirM  + g e &
%( )g 1- & H 1@ e 91 m Gi
[
H(p4)| _ U(Sin(i /2) siru)| _SIHE cosJ .
u(XL3)(XLk) ftesin M) w1 2 15250
F cos/ silM ra e sinv é 1 & 1

e .
37(2 +ecow)gsinucoM

f é e (e adeal

u(p,)| _ H(sin(i/2 S|ru)| B
K(x.4) ) ~p(sin(i /2 sin \N(M) =cosu % (15.257)
u(p)|  _ m(sin(i /2) siru) il +) .
M%)l ~p(sin(i /2 cos . :
K(p.) H(S i/2) S|ru)| %ln o

B 5 (15.259
u(XLG)(XLk) (lM W )— ’\N B

Entsprechend lautet die Variation fig

H(p) ir.) |
D{ps) = &8l
(pS) u(ez) &e?  esinu , ecosu, ) @2) H(ESinU) &e? esinu, ecosu, ) ( nU)
a%smws;|r(| 19 g cosw sifi /p 2 a"”ésm1/f/5|r(|/2) e cosw sifii /p 8
+ H(p.) Decosy) +

H(eCOSU) &e?  esinu , ecosu,
a°«=.'S|nWS|r(| 12 g cosw sifii /p © 0

( ) | (15.260
H{ Ps . .
D /
¥ u(esinw sin(i /2) sz, wnv.ecosa (esmW sin(i 3) ¥
a%smwsw(lla e cosw sifi /p 2 °
w(p) | _—
/
* u(esmW sin( i /2))‘&32 s ccos . Resinw sin{i /3)
a‘%:smwsn"(l/Z) e cosw sifi /p 9
mit den Partialausdriicken
i
w(ps) - Y (15.26)
U(ez) &e?  esinu, ecosu, e2 92

Ea'aesmw S|r(| 12 g cosw sifi /)Z °
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. i
esinw sin—
Lr_%) = 2 (15262
u(eSInU) &e? esinu, ecos, 0 é
a%smwsw(l/Z) e cosw sifi /p © 6
i
ecosw sin-
_Hlp:) =2 (15263
U(eCOSU) &¢?  esinu , ecosu, 6 é
aPes;lnwsw(l 12 g cosw sifii /p 2 6
H(p,) - sy (15.264
u(esinw sin(i /)i, e, ecoser s €
a’esmwsw(l 12 g cosw sifii /p 2 6
H( ps) | ecosy/
= 15.26
u(ecosw sir( i /2)) 52 esinu. ecos, s € ( 9
e%smwsw(lla e cosw sifi /p 9
und damit schlie3lich
i
p(p5)| _u(sin(i /2 CO$J)| _ sing sinu ,
H(x.,) ) flesin M) o) 1 €
31?(2 4ecosu)gsin usi SO oM Be, COM P A€ apj‘ (15.266)
f é e idie 9141é9
_ sinu p p,)
cost H(x)
o
W(p)| _u(sin(ir9sim)| _singcon
“(XL3)(ka) flesin M) o) 1 €
£ e . cosusilM ZesiltM & 1¢&  fl
31(2 +ecoxs)gsinucoM ‘ 11— (15.267)
%( )¢ @ G- 141 é
_sinu H(ps)
cosu p(x.5)
u(ps)| - _ Hsini /2 C°$’) | sin(u +) (15.269)
H(XL4) ) ~ p(sin(i /2) sin \wa
u(p,)| _ w(sin(i /2) cosi)| <oy +) (15269
u(xL5) u(sm i/2) cos\)){'X
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/2
1(ps)| (sin(i /2) cos | = smE sinu P, - . (15270
(%)

W My

k

15.8.2Variationen des Argumentes der Breite nachLyddaneElementen

Aus
D(p,) = ;kini—zsinu gé:cosié sim (i)D si1i+2 cos ()
¢ N _ _ (15.271)
ps) = ;kinl—co g—lzcols cos (ip s sin (u)
2 <2 2 2
folgt
siniE D(u) =cosu éﬁsinié sinu g sim l%]% cas (15272
=cosu Bp,) =sinu (R)
mit denErgebnissen des vorhergehenden Abschnittes somit
1 f ] cos/ coM 2
D(u) = 2 ecox)gsinu siiM —+———— |} +
( ) 1- e T( )g «/1-_e2 H
e cosM & ¢ P .
+ A + 5 @sinM
Jide 141¢ ¢ ( )
13 e . co/ sifM @
+ 2 ecox/)gsinu coM ——— |
T2 ol e |
esmMa 1—e2 1
+ i (@ cosM
J1- € g 1 +/1 UD ( )
_ CosW I%m— sin \/\8
sin
2
4 SInW [Séln— cos V\g +
sin
2
+ M w4 W (15273

15.8.3 Variation en der wahren Lange nach_yddaneElementen

Die wahre Langeei etwa nach Definition (11.248) (hier ohne Berucksichtigung von retrograden
Aquatorbahnen) gegeben durch
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p=u +w + W. (15274
Damit wird
: _p4XL5+p5>£4 _BXs - B ¥4
sinp,=—/—=>=—>—=*% | cosp, =>—>—++="1 (15.27H
° Xf4+)€5 ’ ){4 +)§5
somit
u(ps) :M W o (15.276)
M(x.) (%) fa) (%)
Aus
|J.( p6) _ 1 a I(lp4) (Fps)
cosp, = e Xs -3 X
° u(XLz) (ka) ){4 %5? (piz) (XLK) ° ( )E"Z) (th) )
” (15.277)
. “( pe) 1 a |(lp5) (m4)
sin p, = & Xs Xa
p‘(XLZ) (%) )(1%4 -I-){Sée (LK_Z) (%) ( )[12) (%)

und mit de Partialausdrickefi5.255) wird

u(p)| _ e w Yw 1 (p)| _ 1 K(sinusin(i/3)

u(xLz)(ka) fesin M) \(m R (Pﬁz)‘(xtk) cosu sir% ( gsin M)

(%)

z e . : 4]
-1 F(Z ecow/) gsin usirv Gos/ coM ¢

2 | 2 u
1-e'1 é Ji-e u
ecosM& = r¢& B

el iaie
u(p6)| _ o w )-‘W 1 (pﬁ).t‘ 1 u(sinu sin(i/3)|
(%)

—E (pg3 cosu siri2 (q:cosl\/l)

+ (15.279)

(%)

=
-:

cox/ silM @
2 Y
1-e u
esinMa  1-&

ee 141 @

e
= i (2 “ecow)gsinucod (15279
é

W
CDI\)
—_—
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_ IQUWMV (e _ (wpwy |+

)

“(XM)(ka) ~ p(sin vsin(i /2 ‘ |(1XL5)‘(XU) ficos Wi
)
)

(15.280)
_ . w Y|w

o Mo YW

15.9 Die Transitions-Matrix
1. Gegeben seien die Komponenten(xk)eines Vektors, die in dem-dimensionalen Vektor

(yj =y (4)) transformiert werden sollen. Mit Form@l5.4) gibt es den Zusammenhang

Dx, =5 P (k 1z.n . (15.281)

= MY

Wenn die DifferenzerDx, =% %o, YD Y= Y, auf den Anfangsork,=0,y,, = be-
zogen werden, bleibt

><k='arp.&yj (k 4,..,n , (15.282

ISl

wobei die Partialausdriicke als Elemente der Transitionsrdiemen:

A, K o
TV W g
QX K 40
o 6 P
T=T(xY) % 8%;1 % yH 5 (15289
Vi T 6
& 0
A% m R
(;“yl yz y'“ -

2. Der Zustandsvektor eines Bewegungsvorganges sei in Bezug apf-e8ystem bzw. ein
q - System mit Hilfe der Transformationstna (ak]) gegebeh

r=xp, ¥'q, ., r %, ¥ V& Y4+ . (15284

Die Komponentenverden transformiert mit den Beziehungen

'Gel e gentlich auch &adnant/B& desaitigewMatrines leahdeles sicllandbmatrizen.
2 Siehe etwa in den Abschnitten 6.1.4 und 6.1.5 in Band II
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K=a'y Y WK
X=a'y 4y, ¥y Bx B'x.

Die partiellen Variattnen der Komponenten des einen Systems in Bezug auf das andere Sys-

(15.285

tem lauten
X _ Pd U
—=a R, =
“y: M iﬁ (15.286)
&_ =p! i _Jr J
™ b S S b
Im Fall orthonormalisierter Systellrlet b'=4a,, somit
X _ o o,
—=a, y T L y T )
W o W W i
—=a' , = =&, , = &, :
DO W X L

3. Als Spezialfall sei die Zuordnur(g<k - Xo Vit % b kzl,...,@ flr die Komponenten ei-
nes Zustandsvekto(45.285) betrachtet. Sei dem O(b(k) der Zeitpunkt (oder ein Bahnwin-
kel z) zugeordnet, dem Oftx,) der Zeitpunkto (bzw. der Anfangswinkek,), dann ist

awe Mo ¢ 5

T Ko X

ax, ¥ X 45
A% 65Ix, Mo X 5 X3

0 (0] e
X, Oag.bao Mo X 0 Xg®
®, . . _ . =T (t . (15289
a8t 03% B X XK X H o (1) *ge
% gaé% r{'zo - &&1 ‘>.<20u 8 %

Moo Xb X X U
%& B XU X M
CH%o Koo Xy XH XM

Mit Hilfe der ZustandstransitionsmatﬁxT(t,to) kann der Zustand eines Systems, der zum
Zeitpunktto bekannt ist, auf einen beliebigen Zeitpuhkimgerechnet werden, sofern nur die

! Sieh in Abschnitt 6.3.2 (Band I1)
Astate transition nBammn,R.K.q1987]sp. 450 feDek Gie, d. A996] e t wa i n
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entsprechenden Partialausdriicke als Elemente der Transitionsmatrix berechnet werden kon-
nen. Die MatrixT(t,tO) gibt einen Einblick in die Empfindlichkeit wie sich der Zustand zum

Zeitpunktt bei Anderung der Anfangswerte zum Zeitpuskindert.

4. Eine wichtige Anwendung der Transitionsmatrix ist im Zusammenhang mit einer Kovari-
anzanalyseggeben Eine Kovarianzmatriin Bezug auf den Zustandsvektor in einesdys-
tem sei gegeben durch

N
R

Qo
7))
%]

S R KX 0P X%
AN A S N

S2

X3

X

X
X

0
I
HEBBBB B YD
(nl\)
-O0: O: O 0: 0: 0: O: O

(15.289

g
Hier sind die Diagonalelemen(es*f1 , ) die Varianzen (Streuungen) der zu erwartenden Be-

obachtungsfehler, die Gbrigen Elemente die Kovarianzen zwischen den restlichen Komponen-
ten. Hier werden als Streuungen die Erwartungswerte

5= Eg(xk - l;z)z (15.290

bezeichnet, Wobejn;z(k der (zu bestimmende) MittelwertderZufallsgrér(e!p) ist. DieKova-
rianzen sind die Erwartungswerte

Sy.x, :=ng1 -/g)(x2 -g) g . (15.29))

Mit Hilfe einer Transitiosmatrix(15.283) kann eine Kovarianzmatrix, die in eineadystem
gegeben ist, in eiprSystem transformiert werden. Die Transformation lautet

C,=T Q TO , (15.292

wennT' die Transponierte der Transitionatrix T ist. Damit kann aucha$ Gesetza Feh-
lerfortpflanzungabgeleitet werden

L vorsicht ist geboten, da sich in der Schreibweise der Transitionsmatrix in der Literatur eine unterschiedliche Kon-
vention findet: gelegentlich wird mT[(tO,t) der Wechsel vom System zum Zeitputtktum Zustand des Systems

zum Zeitpunkt t bezeichnet. In anderen wird m(tt,to) die partielle Variation des Systems zum Zeitpunikt
Bezug auf das System zum Zeitputkbezeichnet (dieser Konvention folgt der vorliegende Bericht).

2 Anwendung im Zusammenhang mit der Untersuchung von WeltraummilinkRAD, H. [2006], p. 217 ff.,DER,
GIM, J., Roy DANCHICK [1996], hier der Verglieh zwischen den Ansétzen véeplerund Vinti sowie unter Be-
rucksichtigung einer universalen Darstellung. GrundbegrifBRONSTEIN I. N. et al. [1993], pp.505624. Weitere
Einzelheiten zu diesem Themenkreis werden in der vorliegenden Arbeit nicletriokd

% grundlegende Einfiihrung der KovarianzanalysBRANDT, SEGMUND [1968], insbesondere pp1-37; in bahnme-
chanischem Zusammenhasighe auch inV ALLADO, DAVID. A. [2001], ch. 10, pp. 67301
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15.10 Partialausdriicke in HansenrSystemen
15.10.1  Transformation in ein Basissystem

Es werden die Variationen einer orthonormierten Transformation zwischen einem bewegungsbe-
zogenenq(j') - HansenSystem und einem als inertial angenommepenBasissystem (das etwa

ein Aquator oder Ekliptik oder galaktisches System sein kann) untersucht. Die Transformation
ist (nach Abschnitt 8.12.2, Band Hegeben durch

p=aal , o) 3p - (15293
Die Transformation erfolgt mit delBulerschen Drawinkeln (V\/,i ,s) und hat nach den Formeln
(8.426) (Band II) die Richtungscosinus
a,= cosi sins sinW +coss cos
a,= -osi sins cos W +€0s sin
a,= -sini sins
a,, = €osi cos sin W sins cos

a,, = COsi co$ cosW +sirs sin (15299
a,, = Ssini coss

a,, = sini sin W

a,, = -sini cos W

a,; = COSI

Werden die Wirkungen détulerschen Drehwinkel auf das Transformationsverhalten untersucht,
interessieren die Variationen

D, =4 D whe i D%JI s (15.295)
H Vi s) w9 SHow, »

mit den Partialausdriicken

Ha, =cos sins cosW-coss sin Wa,
H Wii,s)
Hy =sini sins cosW

p (Wi,s)
Hay, =cos cos sinW-sins cos W &,,
HS (Wii,s)
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&\24 =cos sins sinW +coss cos Waz
W,i,s)

M
& =sini sins cosW
i (Wi,s)
Ha, = <osi cos cos W sirs sin Was,
8 (Wi,s)
ﬂ\s/l( =0 | ﬂj = cod Sirs iktL =sih CcOS a,j
W) (w9 SHw.
&d( = <os cos cos W-sirs sin Wz,
H W,i,s)
Hoo =sini coss sinW
2 (Wi,s)
Ho%, =cos sins sinW +coss cos Wiz
MS (Wii,s)
&\Z/L = <€os cos sin W sins cos W,
H W,i,s)
i) = =sini coss cos W (15.296)
2 (Wi,s)
My, = cos sins cos W €0 sin 4/
MS (Wii,s)
&d( =0 , P =od coS i&i = Sin SIrs 8,y
M Vwi s) Hiowi, 9 Shw. y

&\14( =sini cos W =ay, &:‘J 605 Sin Wibﬂ\
U W) Hw, 4 Shw.

&\Z/L =sinisin Wa, |, 932 =ce$ COos Wiﬂ\

M Wy ) Hl(w, Shw.»
&;L =0 , _Ps = sini i'fh 0=

M Vwi s) Hwi, 9 Shw y

Fur bahnanalytische Untersuchungen ist das Rechnen mit Winkeln haufig lastig. Geschickter ist
dann das Arbeiten mit geeigneten trigonometrischen Grol3en. Im Fall, dass trigonometrische Funk-
tionen der Winkel zum Tragen kommen, kann etwa im Fall von Tranaf@nen folgende Vari-

ation von Interesse sein:
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ua, .
Da, =——— BGin ) (cas )
u(sm 3sinW, cosW, & WcosW )
aini,cos , 0 ,cos Q
a%lns coss 9 @ scos s 9
+& Psini) AL D(cosi) + (15.297)
U(Slnl) &sinW,cosW, & |(1COS) & sinW,cosW,5
alnl C0$ Q asin ,C0s , Q
a‘%lns coss 9 gesm s,cos 59
+ ﬂ Bsins ) LT (eps s
u(sms) asinW,cosW, § I([COS 5) sinW,cosW, &
agini ,cos , 0 s cos, 0
(?lns ,coss 9 @ scos s 2
mit denPartialausdriicke
L =cos sins Py =coss ,
W, W, W, W, 0o
H(sin Wesn.cosw. foos )\owcosw. o
g%lns coss 9 scos s 9
& =0 a“_ =sins sin W,
H(S|n|) &sinW,cosW, & I(lCOS) sinW,cosW, &
aini,co$ , 0 sl ,cos , 0
%ms coss 9 @ s.cos €
L =cos sinW , 8 =cos W,
H(sins Jjenszean. licos 9] iz ¢
a%lns coss 9 @ scos s 9
L =CO0SS , LF = €0%$ sins
H(sin Viencosn. fcos )Wawgow ¢
%lns coss 9 ﬁ scos s 9
Hey, =0 Fio = sins cos W,
u(sml) &sinW,cosW, & I(ICOS) snW, cosVg,
aini,co$ , 0 s ,cos , O
a%lns coss 9 A s.cos ‘e
& = <os cos W aF sin W
H(sins )nuczen. ficos o) sz ¢
a%ms coss 9 @ scos s 9
H(L;?;]B asinW, cosW, 6: 0 ' G_B(B):L; ) W, cosW, EO '
a8ini,co$ , Q s ,cos , o]
al%lns coss © @ scos s 9
& _ = sins , A e ,
H(sini iz oo )| gz g
g%ins ,coss 9 @ scos s 2
s = sini . 8,
H(sins ) nyicosn. licos | e ¢
%lns coss 9 ﬁ scos s 2
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M _ = cosi CO§ , — P2 sins
u(sin Wasowcosw. o fcos JWaowcosw. ¢
g%ins .coss 9 scos s 2
& =0 & = -€oss sin W,
p(s|n|) &sinW, cosW, 5 l(lcos) SinW, cosVe
3ini,cos , Q S ,cos , Q
é%ins ,coss 9 @ s,cos &
& _ =cos W , __ Py = co$ sin W
H(sins )enmczn. ficos 9| sz ¢
é%ins ,coss 9 @ scos s 9
& _ =sins , _ Bp =cos COSS
u(sin esowcosw. feos JWewcosw. o
E%mS coss 9 ﬁ scos s 9
& =0 i =coss cosW (15.298
H(Slnl) &sinW, cosW, & I(lCOS) sinW,cosW, &
a3inl,cos , Q s ,cos , Q
g%ins ,coss 9 @ scos &
e . =sin W ;P €os cos W,
H(sins gamcem.g ficos 9| g g
é%ins ,coss 2 @ scos s 2

“a23 _0

. i)
u(sm 8sinW, cosW, & @BOS ) W, cosW,
a&ini,co$ , Q st ,cos
&ins ,coss 2 5,C08 S

Ha,s Pos

- =Ccoss —
H(sini ) gzow o licos)
g%ins,coss 9
“a23 - 0 “a23
(ins o foos
&ins ,coss 2
_F = sini —Ba
H(sin Weenyzom.g eos )
g%ins ,coss 2
—”?31_ ‘ =sin W : —531_
H(sini) ieavicm ¢ ficos)
g%ins,coss 9
_ My -0 29}

sinW, cosW,
SR ,cos

5@ 5,C0S S

sinW,cosW,
st ,cas ,

s scos s

inW,cosW,
i ,cos ,
sh scos s

sinW, cosW,
s ,cos ,

@ 5C0S S

sinW, cosW,

u(sins) asinW, cosW, &
a&ini,co$ , Q
@%ins,coss 9

SR ,Cos ,

s scos s
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—%Zv}j =0 T LA&” = sini |
H(sin Vs co. foos )\aucosw. g
g%ins ,coss 2 ﬁ scos s 9
“a_”_ N = <cos W ﬁsz_ =0,
H(sini ) envcosw. licos )] suieoon g
(;%ins,coss 9 ﬁ scos 8§ -
Uf.iez N ~: 0 HSZ ?O ,
(sins )lnuczem o ficos of| gwemw ¢
éins,coss 9 @ scos s 9
uagsv}j . By LM“ _ Ay 6
H(sin Wenmesn.g  {oos )Waweosw o ( §in)] s o
(;%ins,coss 9 sﬁs,coss 9 sin®xos s 9
Has; — Pss — _ ey, 9
H(cosi ) fssrucosw. o lisins )[ssnwcosn. g p(cos )| soweosw. o
g‘%ins,coss 9 g?ins,coss 9 ﬁs,cos s 9
15.10.2 Variationen in der Darstellung einer geradlinigen Bevegung

Als Beispiel betrachten wir die Anpassung einer Bewegung mit einer Geraden, dieldahssn

System bezogen ist. Nach den Abschnitten 5.2.5.3 und 5.2.7 (Band Il) haben Bahnradius, radiale

und transversal Geschwindigkeit die Darstellungen

r

f =Vsin(z - g)

G G

:Vcos(z- Z) :gl cos zg, sin Zz

Die zugehdrenden Variationen sind fur den Bahnradius

or =M
pG

(GV.zp, 3

(G.a.%.2)

® ¥
[

U

i

B

\Y,

r kt
(GV, oz )z H (GV.zp, 3

gD —rg!fj‘
(G.g.9.2) (Ga. &% 2

3, Sin  zg; cos

rz=Vcos z- .y % COS mBFsin

z (15.299
Z
z, BW z
Hoveed (15300
gz Dr— H" 4
z (Hygl,gz,Z)

mit den entsprechenden Partialausdrticken flr den Bahnradius
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o -1 o _ 1 u
WGlgy., 3 Vcos(z -z) G gcos z¢ sin Z Gy g )
H = G -
Wlgy., y Vicos(z -z) Vv L5301
pr Gsin(z- g) si( 2 ,)z (1530
= = =
Woloys, ; VCOS( Z-of co§ Zz,) z
Lr Gsin(z- 2) sin( 2 ,)z r?r
= = =1 =
Woley,, 3 Veos(z-.y cog z)zG
o - 1 _r _%
uG (6,01, .2) g,Co0sZ +g, sin z G (GV. 2. )
o _ Gcosz _r?cosz
MOi|e o o (0,COSZ + g, sin ¥’ G
(66.%:2) ' ’ | (15302
o _ G cosz _r?sinz
MO2lc g0,  (0,COSZ+g, sin ¥ G
ur G(- gsinz +g,cos 3 r?r [ﬂ
Wlegg.  (gcosz+gsiny G (ov. & )
fur die radiale Geschwindigkeit
E =0
HGlgv 2., 3
o . r
— =sin(z - z =
HWViGv .z, 3 ( ) \
. (15303
ad = Vceos(z ) ¥
Hep (GV.zp. 9
Ll = Vcogz -2) F z
W vz, 2
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w “o
HG (G.o.%.2)
o =sinz
MO, ,
e (15304
H = cosz
HY. (G.91.0.2)
w = g,cosz 4g,sinz E z—ﬂ
Hz (G.g.%.7) (GV, 8, ¥
und fur die transversale Geschwindigkeit
u(ré) o
G
H (GV.zp, 2
u(rz') (5
= co9z - ==
m 2z -2 =
R (15309
rz
“( ) = Vsin(z -g) #
Hee (GV.zp, 2
rz
ll( ) = Vsin(z -z) ¢
wz
(G\V.zp, 2
(),
G
u (Gor,%.2)
u(rz) =cosz
MG, ©.0.60.2)
: (15.306)
p(rz) =sinz
HT, ©.0.60.2)
rz '
M = -g;sinz @,cosz ¥ —'(‘r=%
wz
(Go.%.2) (GV. 8, ¥

Die Parameter der geradlinigen Bewegupg V cosz, ,g, =V sin Z sind mit folgenden Varia-
tionen verknipft:
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Dy, =%  w & D (k 1,2 (15.307)
IJ'V (V.zp) Hp (V.zp)
mit den Partialausdricken
& =C0sz, :% , & 5ing &
Wiy.z) v Mlyv, 5 v (15.309
.t = Vsinz, =g; |, B, Veosz g =
HZely z,) (V. %)
somit
Dg, osz, O Vsing .t (15309
Dg, =sinz, O Mcosgz '
mit der Umkehrung
DV =cosz, ® sing gD (15310
V Dz, =sin z gD cos .zg, D '

15.10.3
gung

Variationen einer auf ein HansenSystem bezogenen KepleBewe-

Eine Keplebewegung hat bei Bezug auf dtansenSystem die Darstieingen fir Bahnradius,

radiale und transversale Geschwindigkeit

_ p _ G’
ro= = .
1+ecodz - g) [m K cos X+sin] =z

Mo, nk;sin z k, cos |z
r \/;esm(z Z)

G

ré:% :%731 eco Z ¥ g ni'“klco‘;z*kzsm ;

mit den Parametern

G’=mp , k =ecosgz , k =®=sin

Hier gelten die Variationen
A O | D%Lz e jé’t ¥
(e.zg) e z) e z)

He (e.zg) Hg

(15.311)

(15.312)

Z (15313

! Nach den Herleitungen in Abschnitt 5.4 (Band Il). Eine Unterscheidung in eine spezielle und eine allfepleine
bewegung ist in dem vorliegenden Zusammenhang nicht nétig, d.h. alle Parameter kdnnen aucbadés Baln-

winkel-abhéngige Variable veestden werden.
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mit den Partialausdriicken

Hy =C0Ssz, , i =sin g
HEl(e o) Bl 5)
(15319
bk, = esinz, =k K ecos z k =
Hoe (e.zg) He (e 2)
somit
Dk, :C.OSZB ® esing P c9sB ze b - zZ (15315
Dk, sinz, ® ecosg P siFy;ze M § :
Die Umkehrung lautet
De rosz, B sing kD, e D simgzk cd,; +k (15.316
mit den Partialausdriicken
aid =C0SZ, : B =sin g
uki (ke ko) hz (k. ko) (15.317)
[ _ sin g uBk cos ; Z
HK: i) € k ‘(kl, o ©
Die Variationen des Bahnradius sind
Dr H p)—ﬂ e DQ* Zy Dr—l?:+ z
lJ-p €2y, 1628, ZB ez 828,
(pezg, J (p 3 (p.ezg, 2 3 (15318)
HG (G.k.k.2) k (G.k.k.2) (G K. k. ¥ z (H,kl,kz,Z)
mit den Partialausdricken
w = 1 .
Wz y 1 €ecofz Z) P
coslz - 2
£ peokz: &) Leogz g
Helpes, 53 @ltecodz -2)g P
. , (15319
K _ _Pesin(z- g) _ =Lesinz g
Wolpes, 3 Eltecodz -2)g P
; _ 2 2,
18 __Ppesin(z- g) > -—-r—esin(z -Z) rl
W2l pez. 3 El+vecodz -Z) g P G

somit
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Dr =r—§pDreos(z e @si( z,)z-, 1S (15.320

p m
sowie
r 2G r
Ll = _ 2—
WGlo k) /M1 kcosz ksinlz G
pr B G? cosz . /i
H = — - C0SZ
L PR mMi+kcosz+k,sin ]z G
. (15.321)
ur _ G” sinz _ 7
Mol M1+k cos z 4, sin |2 ’
ur G® (-ksinz #,cosy r?r Iﬂ
W e mMl+kcosz+, sin]z G ne 2.2)
somit
re nr m .
Dr =—2 ® —cosz D—-sinz m +z I 1532
s@ ® oo kDosinzk % (15322
Variationen der radialen Geschwindigkeit:
TR T 94[ z E% 2
HPlip.ez,. 3 (p.eze. 3 “Blipezs. 3 oo (15323
S . KD_&J“ o B4 2
WG,k 2) Klck k) (G, 3 i )
mit den Partialausdriicken
Vg 1 m_. r
L = = /—esm(z -Z) =
WPlipesy s 2VP P
E :\/Z7 Sin(z - g) _r:
ue(p,e,zB, ¥ p e
_ . (15.324)
K _ _|m P
= -|—ecoslz -¢Z — 1
g (p.ezg, \/; S( ) ﬁ éﬁF
o map 0
— = [—ecosz - Z = 1
p.Z (p.ezg, 3 \/; S( ) \g Q r 9

somit

., e 1 1 g [map 0
D ¢ 55 pD_ e ,;p\Eae— 182-5 b1 (15325
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sowie
Vg m . r
-— = — (k;sinz cos =-
HG (G’klykzyz) GZ (kl k2 3 G
I's _ nsin z
Mk, , G
(Gl kp.2) (15.326)
ﬂ _ Imos z
bk (Gl k.2) G
18 :Ln[klcosz +, sin % & —-mﬁl,
K2l k0.2) G r G (pesg, )z
somit
e AG? O o
Dr :ié r- GDnsin zk, D eos Kk, 2 + 8m1] z (15.327)
é ¢ + 0

Variationen der transversalen Geschwindigkeit

D(rz) W(r2) D & e Dﬁi—)T z D(r—iﬂz z
up R e - (res)z 2 (15328

(pezg. 3 (pee)z
L e T
H (G ko 2) K (Gk.ko. 3 i (Gk k. ) ‘ (Gkk)z
mit den Partialausdriicken
u(ré) _ rz
o = F(l ecofz 7)) e
(p.ezg, 3
u(rz) —\/Z?cos(z - Z) -gr z\/:mg
pe P @ Py
(peze: 3 (15329
u(rz) ) \F?
=e |—sin(z -g) E
W ez, 3 P
u(rz) = e\/Esin(z Z) % -
pz (boza. 3 P

somit

) , e . %)
D(rz) = = leegr z /—pm@e D #1 D (15.330)
e
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sowie
u(rz) _ nl+kcoszk, sinlz rz
LG B G? G
(Gl ky,2)
p(rz') _/mcos z
K, G
e (15.331)
u(rz) _ nsin z
G
e (G k.2)
H(VZ) _ m-ksin z+4,cos |z "
uz ) G )
(G k. k.2)
somit
D(rZ) = % GD ETCOS zk Bin+zk,| D - (15.332

15.11  Anmerkungen zu den Anwendungen der Partialausdriicke

Die in diesem Kapitel zusammengestellten Parametervariationen mit den zugehdrenden Partialaus-
driicken erlauben insbesondere auch Sensitivitdtsuntersuchungen um unter rein geometrischen As-
pekten unabhé&ngipn bahndynamischen Aussagen Transformationen und ihre Empfindlichkeiten

in Abhangigkeit von Rotationsparametern zu beurteBeispielhafte ypische Fragestellungen in
bahnaalytischem Zusammenhang sind:

U Welche Winkel haben die grof3te, welche die getm@ensitivitat?
U Welche Transformationen sind am stabilsten?

U Lassen sich Kovarianzen durch geeignete Wahl von geometrischen Parametern beeinflus-
sen?

U Wie héangen die Empfindlichkeiten von Bahnparametern von geometrischen Randbedin-
gungen ab?

U Wie stark beeinflssen physikalische Bewegungseinfliisse bestimmte bahngeometrische
Parameter?
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16 | ber bl i ck Bahnbesti mmung

In Erganzung zu missionsanalytischen Untersuchungen miissen auch Uberlegungen zur Bestim-
mung der Bahn eines Raumflugkdrpers angestellt werden. Hierbei geht es um die Schnelligkeit,

mit der eine Bahn bestimmt werden kann um das Objekt sicher wieder beabacktnen, um

die Genauigkeit, mit der die Bahnparameter bekannt sein missen, um die Missionsziele erfullen

zu kénnen, um die Beobachtungsverfahren, die mit einem gewissen Aufwand erstellt werden muis-
sen und die technisch realisierbar bzw. anwendbar sind.

Das auRRerordentlich umfangreiche und fir die Durchfiihrung einer Raumflugmission zentrale
Thema der Bahnbestimmung ist nicht Gegenstand des vorliegenden Berichtes. Es sei daher auf die
hierzu extrem zahlreiche Literatur verwieseim Folgenden werden Har nur einige Anmerkun-

gen gegeben:

Die Aufgabenstellung einer Bahnbestimmung zerfallt in zwei getrennte Bereiche:

1. Eine unbeknnte Bahn muss schnell und mit hinreichend grof3er Genauigkeit bestimmt wer-
den. Hier handelt es sich um den klassischen Fall einer Bahnbestimvieusig aus der
Beobachtung der Planetemmnallem der Kleinen Planeten und Kometen, entwickelt wurde.
Diese Verfahren werden in sehr spezialisierter Weise im Fall der Satellitenbewegung be-
notigt beim Einschuss eines Satelliten in seine Bahn, wenn von der Aufstiegsrakete keine
oder nicht gentigengenaue Einschussdaten zur Verfiigung gestellt werden kénnen, aber
auch bei unbekannten Objekten. Dieser klassische Fall einer Bahnbestimmung wird im Fall
der Satellitenbewegung als AErstbahnbest i mi
st i mmu n g fief. Die Ersthalenhestimmunglie in der Regel Uber einen kurzen
Bahnbogen erstellt werden muss, wird Ublicherweise mit einem vereinfachten Bahnmodell
ausgehend von einem Zweikorperproblgéanchgefuhrt. Vésentlich fur die zu erwartende
Genauigkeit sind die Beobachtungsmethoden: Winkelmessungen, Entfernungsmessungen
(Arangefi), Messung der nderung der Entfer
Beobachtung ¢ber ein gl ofbal es Navigationss:

2. Wenn die Bahnparameter hinreichend genau n&herungsweise bekannt sind, werden sie
durch Hinzunahme maéglichst vieler Beobachtungen mit einem mehr oder weniger hochge-
nauen Bahnmodell verbessert. Diedgiebezweicthe
net. In der Regel muss zur Durchfiihrung eines solchen Verbesserungsverfahrens bereits

! Hinweis auf einige Literatur (ohne jeden Anspruch auf Vollstdndigkeit) zu Methoden und Problemen der Bahnbe-
stimmung von natirlichen Himmelskdrpern und Raumflugkérp@&muss, C. F. [1809/1906]; TISSERAND, F.
[1889-1896]; MOULTON, F. R.[1914],ch. VI.; BAUSCHINGER J.[1928] ; STRACKE, G. [1929]: Bahnbestimmung
der Planeten und KometgBerlin; HERGET, P.[1948]; STUMPFF, K. [1959]; EscoBAL, P.R.[1965]; BUCERIUS H.

[1966]; GEYLING, F. T. andWESTERMAN, H. R[1971]; ECKSTEIN, M. C. [1973b]; SOOP[1983]; EL'"Y ASBERG P.E.

& A. A. SUKHANOV, T. MORLEY & F.HECHLER[1984]; TAPLEY, BYRON D.; BOB E. ScHUTZ andGEORGEH. BORN
[1990; Dow, J.M. et al[1991]; SCHNEIDER, M. [1999]; VALLADO, DAvID A. [2001], ch. 10; spezielle Arbeiten in
PITKIN, E. T. et al.[1969]; SNow, D. E. et al. [1992];THURMAN, S.W. et al.[1992]

2I'n der engl i schs prelmniryogé determindtidnr At s wea |l eadlaycor il s et |
bezeichnet.
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eine sehr prazise Ausgangsnaherung vorliegen, so dass das Verfahren, das ausschlief3lich
iterativ arbeitet, zu einer hochgenauen L6sung kapesrn kann.

16.1 Methoden der Erstbahnbestimmung

Der Zustandsvektor eines Himmelskoérpers besteht aus 6 unabhéngigen Parametern. Zu ihrer Be-
stimmung sind somit 6 unabhangige Beobachtungswerte erforderlich. Im Fall einer Satellitenbe-
wegung, von der man weil3ask sie Uber einen gewissen Zeitraum etwaeajderBewegung
angenahert werden kann, kénnen diese 6 Parameter den sechs Bahnparametern, etwa den sechs
Keplerelementen, entsprechen. Diese Parameter gelten fur einen gewissen Zeitpunkt. Die sechs
Parameter efinieren somit eine oskulierende Bahn zu diesem Zeitpunkt an die wahre Bahn. Auf-
gabe der Erstbahnbestimmung ist es, diese sechs Parameter der oskulierenden Bahn so zu schatzen,
dass die oskulierende Bahn sich méglichst gut an die wahre Bahn anschmdayhiireine gute
Voraussetzung fur die spater notwendige Bahnverbesserung zu liefern. Der Anschmiegeprozess
gilt nur far einen gewissen kleinen Zeitraum. Die Bahnverbesserung wird daher nétig, um die
Bahnparameter als Funktionen der Zeit darstellen zu kdnne

16.1.1 Prinzipien der Verfahren von Laplace und Gauf3

Der (geo) zentrische Ortsvektar eines Satelliten setzt sich aus dem topozentrischen Ortsvektor
rr und dem geozentrischen Ortsvekibdes Beobachtungsstation zusammen. Als bekannt kann

nur der OrtsvektoR =R (t) angenommen werdelRon dem topozentrischen Ortsvektor wird die

Richtung rTO(r 2 :1) und in manchen Verfahren sein Betrag, die Schragentfemuggmessen.
Dann ist der zu bestimmende Ortsvektor

r=r, R ma, R+ (fg) 1= (16.1)
mit dem Radisr aus
r’=r> % 2 fr,,ROR?+. (16.2)
Der Geschwindigkeitsvektor lautet
F=/iry, +rp, R¥ (16.3)

mit der Entf er nwumgslompder Variatign',,(désrtapozentischen Rich-
tungsvektors, die beide zunachst als unbekannt angenommen werden mussen. Nur der Geschwin-

digkeitsvektor R der Bodenstation kann als bekannt angenommen werden. Das Bahnbestim-
mungsvefahren vonLagrangelLaplace fasst im Wesentlichen den zentrischen Ousd Ge-

schwindigkeitsvektor(r,r') als Unbekannte auf. lhre Bestimmung kann nur naherungsweise auf

iterativem Weg erfolgen. Dazu wird in einer weiteren Differentiation der Beschleunigungsvektor
im Fall einer ndherungsweis&mplebewegung deKeplerschen Beschleunigung gleichgesetzt:

o . . .3 . m
F=7rry, €' 71y fh R+ ;,? B r_3/7(:r %R ) : (16.4)
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Durch Interpolation tber mindestens drei Beobachturggrr ;..r 1, kann der topozentrische
Richtungsvektorr,, :rTo(t) als Funktion der Zeit dargestellt werdeso dass auch die Variatio-

nent., =ro(t) und i, =4 (t) gebildet werden kénnen. Im Fall von erdgebundenen Satelliten-

beobachtungen kdnnen die geozentriscbegs, Geschwindigkeitsund Beschleunigungsvektoren
R,R,R der Beobachtungsstation als bekannt angenommen wé&denit kann die Schragentfer-
nung berechnet werden aus

WAUHLDE (165)

a CQ'TO TO) ’

wenn der Radius r bekannt ist. Dieser ist aus GleicliL®g8) gegeben, so dass die Kombination
dieser beiden Gleichungen als Bedingungsgleichung zur Benegliles Radius dleagrangesche
Gleichung 8ten Grades der Form

r*-a,r® ar® a, O (16.6)

r=

ergibt Die Koeffizientena,, a,, a, sind mit den GréRen, I +,f 7, und R,R,R bekannt

In der Literatur finden sich aufwendige Verfahren, um eindeutige Lésungen dieser Gleichung zu
erhalten. Im Fall der Planetenbewegung hat diese Gleichung drei positive reelle Lésungen, von
denen die Losungmit=7 di e A Er d bdanstellt. Ih diasemgFall ist auch die Beschleu-

nigung R als der Bewegung der Erde zugeordneKalglebeschleunigung gegeben:
fu(m o+ m)
R3 )
wenn f die Newtonsche Gravitationskonstantg, die Masse der Sonne umg, die Masse der
Erde bedeutet, sowiR den heliozentrischen Ortsvektor der Erde.

B = (16.7)

Damit wird auch klar, dass die klassischen Verfahren der Bahnbestimmung der Planeten nicht un-
eingeschrénkt auf die Bahnbestimmung von Erdsatelliterirdlgen werden kénnen:

1. I m Fall von Erdsatelliten kann es keine AE

2. Wenn auBRerdem von einem festen Ort auf der Erde aus beobachtet wird, kann nach Formel
(8.218) mit der tropischen Rotationsgeschwindigkeit der Exdser Beschleunigungsvektor

R= - xp, xp,) (16.8)

verwendetwerden wenn mi dem System das Fruhlingspurkezogene Aquatorsystem und

mit denx; die zugehorigen (zeitabhangigen!) Koeffizienten des Beobachtungsortes bezeichnet wer-
den. Wird von einem bewegten Objekt aus beobachtet (Flugzeug, Satellit, Auto, usw muss

'Etwa parabolische Interpolation ndcigrange oder eindraylorentwicklung nach den Potenzen der Zwischenzeiten,
0.a.

? Die vonGaul3hergeleitete trigonometrische Form dieser Gleichung kann etwBuagRIUS H. [1966], pp. 8889
nachgelesen werden

3 Band II, Abschnitt 8.6.3



