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Kurzfassung

Zur Erfillung der im européaischen Strategiedokument ,Flig htpath 2050“ [N.A11] de-
nierten Ziele in Hinblick auf die Reduzierung des Treibsto ffverbrauchs und der CO »-
Emission ist eine weitere Steigerung des Wirkungsgrades von Verdichtern als zentrale
Triebwerkskomponente erforderlich. Das Ziel ist die Ausle gung und das Design von
ef zienten Verdichtern mit verbesserten und neuen Auslegu ngstechniken sowie Simu-
lationsverfahren. Diese sind elementar mit der Qualitat de r Auslegung und der Zerti-
zierung verknipft. Gerade durch das immer starkere Auslot en und Ausnutzen der
technischen Grenzen und Detailgestaltungen steigen die Anforderungen an die Ausle-
gungswerkzeuge und die rechnerische Simulation erheblich an. Insbesondere die au-
tomatisierte Mehrzieloptimierung der Verdichterkompone nten ermdglicht dabei das
Auf nden der optimalen Geometrien unter Berticksichtigung aller wesentlichen Aus-
legungskriterien.

Am Institut fur Antriebstechnik wird daher ein solcher Opti  mierer namens AutoOp-
ti entwickelt. Um eine Optimierung moglichst ef zient zu ge  stalten, werden Ersatz-
modelle verwendet, welche die Zielfunktion modellieren un d damit den Optimie-

rungsprozess beschleunigen. Eines der am hau gsten verwendeten Ersatzmodelle ist
das Kriging Verfahren, welches beim Institut fir Antriebst echnik bereits zum Einsatz
kommt. Da dieses Verfahren immer mehr an Bedeutung gewonnen hat, sollte es in-
nerhalb des Rahmens dieser Arbeit komplett neu entwickelt w erden. Ziel dieser Neu-
entwicklung war es, den Code zu modularisieren, um das Verfa hren schnell erweitern
und verdndern zu kénnen. Zudem war es ein wichtiges Ziel, das Verfahren zu be-
schleunigen.

Um den Code fur zukiinftige Anwendungen modularer zu gestalt en, wurde das ge-
samte Programm objektorientiert in C++ geschrieben. Aul3er dem wurde die Boost Bi-
bliothek verwendet um mehr Mdglichkeiten bei der Programmi erung zu haben, bei-
spielsweise bietet diese Bibliothek sehr exible Funktion sobjekte. Durch Einsatz dieser
Mittel und moderner Software Engineering Methoden war es mé glich, den neuen Co-
de so weit zu modularisieren, dass nahezu alle Teile des Programms austauschbar und
einfach erweiterbar sind.

Der Code konnte um den Faktor 2 beschleunigt werden, dies wur de durch Minimie-

rung der Speicherzugriffe und durch Nutzung ef zienter CPU -Befehle erreicht. Zu-
dem war es mdglich, ein neues Trainingsverfahren héherer Or dnung zu implemen-

tieren. Die Verwendung dieses Trainingsverfahrens beschleunigte den Code nochmals
um den Faktor 3.

Um die Ergebnisse zu validieren, wurde ein Test und Benchmar k durchgefihrt, in dem
die Ergebnisse und auch der Geschwindigkeitszuwachs bestatigt werden konnten.

Vi



1 Einleitung

Diese Arbeit entstand am Deutschen Zentrum fur Luft- und Rau mfahrt im Institut fir
Antriebstechnik - Abteilung Fan und Verdichter in KoIn. Ind iesem Kapitel werden die
Hintergrinde und die Motivation der Masterarbeit erklart.  Im ersten Teil werden die
Grundlagen von Flugzeugtriebwerken erlautert, da sich das Institut fir Antriebstech-
nik hauptsachlich mit der Optimierung bestehender Triebwe rke und der Entwicklung
neuer Konzepte beschéftigt. Im zweiten Teil geht es dann um d en Optimierungspro-
zess, wie er im Institut bisher durchgefihrt wird und wo beid iesem Prozess Ersatzmo-
delle eine Rolle spielen. Im dritten Teil wird die Aufgabens tellung und Entwicklungs-
umgebung spezi ziert.

1.1 Grundlagen Gasturbinen und Flugzeugtriebwerke

In diesem Abschnitt soll anhand von Abbildung 1.1 der grundl egende Aufbau eines
einfachen Flugzeugtriebwerks erklart werden. Die entspre chenden Baugruppen wer-
den der Reihe nach beschrieben.

Verdichter

Durch den Verdichter erhalt die stromende Luftmasse Energi e in Form von Druck.
Dies geschieht in den diffusorférmigen Zwischenrdumen der Kompressorschaufeln,

Abbildung 1.1: Schematischer Querschnitt eines  Turbojet Triebwerks,
http://commons.wikimedia.org/wiki/File: Turbojet_ope ration-axial_ ow-es.svg
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Einleitung 2
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Abbildung 1.2: Beispielhaftes Verdichterschaufelgitter mit entsprechender qualitativer
Druckverteilung

siehe 1.2. Nach dem Bernoullischen Gesetz erhoht sich in eirem Kanal, welcher an
Querschnitts ache zunimmt, der statische Druck, bei sinke nder Stromungsgeschwin-
digkeit. In 1.2 stromt die Luft von links nach rechts und die E intritt &che zwischen
2 Schaufelpro len ist geringer als die Austritts &che, dah er die statische Druckerho-
hung.

Die nun verlorene kinetische Energie wird in einer Rotorstu fe durch Rotation der Schau
feln wieder zugefuhrt. Eine komplette Verdichterstufe ein es Axialverdichters besteht
also aus einer Rotorstufe, in der sowohl Druck und Temperatu r als auch die Geschwin-
digkeit steigen und einer Statorstufe, in der der Druck zu Un gunsten der Geschwin-
digkeit steigt.

Quellen: [Bra04, Lon08, Cum04]

Brennkammer

Durch die starke Verdichtung, steigt auch die Temperatur de r Luft an und stromt an-

schlieend in die Brennkammer, wo der Luft Kraftstoff zugem ischt wird. Das Gemisch
wird beim Triebwerksstart durch eine Zindung ent ammt, dan ach ist die Verbren-
nung kontinuierlich. Durch die Verbrennung steigen die Tem peratur und Druck stark

an und Temperaturen von bis zu 1800 Kelvin belasten das Material erheblich. Um die-
sen Belastungen stand zu halten, missen hochbelastbare Magrialien verwendet und

die Brennkammerwande gekuihlt werden. Dies erfolgt durch Ei nleitung von Verdich-

terluft in die Brennkammer, die sogenannte Sekundarluft. D urch diese entsteht ein
dunner Luft Im, welcher die Brennkammerwande zusatzlich k  hlt.

Quellen: [Bra04, Lon08]

Turbine

Die heiRen Gase aus der Brennkammer treffen schlief3lich aufdie Turbine. Die Energie
im Gas wird in mechanische Energie umgewandelt und Uber eine Welle wiederum an
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den Kompressor tUbertragen und treibt diesen an. Insbesondere die ersten Turbinenstu-
fen mussen hohen thermischen Belastungen standhalten. Aus diesem Grund werden
die Schaufeln mit Sekundarluft gekuhlt und hoch warmebesta ndige Materialien ver-
wendet.

Quellen: [Bra04, Lon08]

1.2 Automatisierte Optimierung im DLR

Da der weltweite Flugverkehr sich seit dem Jahr 2000 fast verdreifacht hat, ergeben
sich besondere Problemstellungen z.B. die Brennstoffknappheit, die Kapazitaten der
Flughafen und -routen sowie die steigende Umweltbelastung durch Larm- und Schad-
stoffemissionen. Diese stehen immer mehr im Interesse der Offentlichkeit. Um den
genannten Problem gewachsen zu sein, sind weitreichende Forschungen in den ver-
schiedensten Gebieten notwendig. Immer h&u ger werden aut omatisierte Optimie-
rer eingesetzt, um Triebswerkskomponenten hinsichtlich d er genannten Ziele zu op-
timieren. Im Institut fir Antriebstechnik des DLR wurde ein  solcher automatisierter
Optimierer namens AutoOpti [Vo308, VoRR10] entwickelt, wel cher mittlerweile auch
fur Optimierungen auf3erhalb des Verdichterdesigns einges etzt wird. Da die aerody-
namische Auslegung von Triebswerkskomponenten immer eine n Kompromiss zwi-
schen den unterschiedlichsten Anforderungen darstellt, w urde bei der Entwicklung
von AutoOpti besonderer Wert auf die Moglichkeit zur simult  anen Optimierung meh-
rerer Zielfunktionen gelegt. Ein typisches Optimierungsz iel / Zielfunktion fur einen
Verdichter ware z.B. die simultane Maximierung des Wirkung sgrads (Verhéltnis von
nutzbarer Energie zu genutzter Energie) bei gleichzeitige r Maximierung des Druckver-
haltnisses (Verhaltnis vom Druck am Eintritt des Verdichte rs zum Druck am Austritt
des Verdichters). Um die Zielfunktion(en) zu optimieren, k ann der Optimierungsalgo-
rithmus eine bestimmte Anzahl von freien Variablen verande rn. Bei einem Verdichter
waren das typischerweise Parameter, welche die Schaufelgeometrien variieren, bei-
spielsweise die Lange der Schaufel oder die Dicke. In einer realen Optimierung wer-
den oftmals hunderte von freien Variablen verwendet. Ein Sa tz von freien Parametern
mit der entsprechenden Zielfunktion bezeichnet man als Mem ber. Eine automatisierte
Optimierung, wie sie im Institut fur Antriebstechnik in K6l n ausgefuhrt wird, basiert
grundsétzlich auf einer Evolutionsstrategie [Rec94]. Da d ie Optimierung meist auf ei-
nem Rechencluster ausgefihrt wird, ist es sinnvoll, die Arb eit in verschiedene Prozes-
se einzuteilen, damit diese auf unterschiedlichen Rechnern verteilt werden kdnnen. In
diesem Fall gibt es zwei verschiedene Arten von Prozessen, anen Root Prozess und
mehrere Slave Prozesse.

Der Root Prozess ist fur die Verwaltung und Steuerung der Opt imierung zustan-
dig und lauft auf nur einem Rechner.

Die Slave Prozesse, werden am Anfang der Optimierung durch d en Root Pro-

zess gestartet. In der Regel lauft jeder Slave Prozess auf giem anderen Rechner,
da diese Prozesse den grofdten Teil der Arbeit tbernehmen. Die Slave Prozesse
bekommen vom Root Prozess freie Variablen gesendet und berechnen die da-

zugehdrige Zielfunktion. Wie diese Berechnung ablauft, is t von Optimierung zu
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Root verschickt n Member an die Slave Prozesse
Jeweils einen pro Slave

Die Slave Prozesse schicken die berechneten Zielfunktionen
zuriick an den Root Prozess zur Auswertung

Abbildung 1.3: Prozesskette des genetischen Algorithmus in AutoOpti

Optimierung unterschiedlich und kann vom Benutzer vorher i n einer Prozess-
kette festgelegt werden. Meist werden Stromungsldser oder Programme zur me-
chanischen Berechnung gestartet.

Die Optimierungen laufen i.d.R. auf einem Cluster, wobei de r Root Prozess auf einem
Knoten ausgefuhrt wird und die Slaves jeweils einen eigenen Knoten zur Berechnung
der Prozesskette bekommen.

Der grundsatzliche Ablauf einer Optimierung mit AutoOpti |  auft folgendermafen ab
(siehe Abbildung 1.3):

1.

Vor der eigentlichen Optimierung mussen initial einige M ember erzeugt werden.
Hierfir werden oftmals zufallig die freien Variablen varii  ert und die Zielfunktio-
nen berechnet und dann in die Datenbank eingetragen. Dies wi rd solange durch-
geflhrt, bis eine gewisse Anzahl von Membern in der Datenban k steht.

Der Root Prozess wahlt aus der vorhandenen Datenbank eine gewisse Anzahl
von Membern als Eltern aus.

Der Root Prozess wendet Vererbungsoperatoren auf die Eltern an (Mutation,
Kreuzungen usw.) und erzeugt so einen neuen Satz freier Vari ablen also einen
neuen Member.

Der Root Prozess verschickt den neuen Member zur Berechnung an einen freien
Slave X. Falls kein Slave frei ist, wartet der Root Prozess bk dies der Fall ist.

Der Slave Prozess X startet mit den empfangenen freien Vaiablen die Prozess-
kette und wartet bis diese beendet ist.
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6. Ist die Prozesskette durchlaufen, wertet der Slave Prozess X die Ergebnisse der
Prozesskette aus und berechnet daraus die Zielfunktion. Meist werden die Er-
gebnisse der Berechnung einfach direkt als Zielfunktion b ernommen. Manch-
mal sind aber Normierungen oder andere Transformationen no twendig, daher
der Zwischenschritt der Zielfunktionsberechnung.

7. Der Slave Prozess schickt die berechneten Zielfunktionen und weitere physikali-
sche Parameter an den Root Prozess zurtick und ist im Status beeit. Die weiteren
physikalischen Parameter kbnnen beispielsweise flr eine N ebenbedingung oder
aber fur den Benutzer zur Uberwachung der Optimierung verwe ndet werden.

8. Die berechneten Zielfunktionen gehen zurtick an den Root Prozess. Dieser be-
stimmt anhand der bestehenden Datenbasis und der Zielfunkt ion einen Glute-
wert. Danach wird der Member, gemal seiner Glte, in die Daten bank einsortiert.

Vorteile dieser Strategie:

Die Suche nach dem Optimum wird global durchgefihrt.

Die Zielfunktion muss nicht differenzierbar sein, was die U msetzung dieser Stra-
tegie stark vereinfacht.

Die Zielfunktion muss nicht immer bewertbar sein, beispiel sweise bei nicht Kon-
vergenz.

Die Strategie ist sehr gut parallelisierbar, z.B. die oben genannte Einteilung in
Root und Slave Prozesse.

Nachteile:

Der groRte Nachteil ist die Geschwindigkeit. Da die Prozess kette in der Regel
sehr aufwendig zu berechnen ist, méchte man mit moéglichst we nig erzeugten
Membern zum Optimum der Zielfunktion gelangen. Allerdings  missen bei der
Erzeugung uber Vererbungsoperatoren sehr viele Member generiert werden, bis
man zu einem zufriedenstellenden Ergebnis gelangt. Insbesondere aerodynami-
sche Berechnungen sind extrem rechenintensiv. Diese nehmen trotz hoher Paral-
lelisierung mehrere Stunden bis Tage auf mehreren Knoten in Anspruch.

Um den Prozess zu beschleunigen, versucht man die Membererzeugung des Root Pro-
zesses (Punkt 2 und 3) zu verbessern. Insbesondere versuchiman Member zu erzeu-
gen, die eine moglichst grol3e Verbesserung der Zielfunktio n aufweisen. Da die Er-
zeugung in der Evolutionsstrategie durch z.B. Mutation ode r Kreuzung von Membern
zufallsbasiert ist, sind die einzelnen Verbesserungen der Member eher klein und viele
Iterationen und damit auch reale Funktionsauswertungen (z .B. Strémungslésungen)
notwendig, um das gewinschte Ziel zu erreichen. Ersatzmode lle wie z.B. das Kriging
Modell approximieren oder interpolieren anhand der vorhan denen Daten die Ziel-
funktion. Bei jeder Iteration muss ein solches Modell train iert werden. Das Training
ist in der Regel der zeitaufwendigste Teil der Verwendung ei nes Ersatzmodells, im
Vergleich zu einer Stromungslésung ist der Aufwand allerdi ngs zu vernachlassigen.



Einleitung 6

Nach dem Training kbnnen Funktionswerte an beliebigen Stel len vorhergesagt wer-
den. Die Vorhersage von Funktionswerten durch ein Ersatzmo dell ist meist auch um

einige GroRenordnungen schneller als die echte Funktion, bspw. ein Stromungsléser.
Die Ersatzmodelle werden dann herangezogen, um mit den Vorh ersagen neue Mem-
ber zu erzeugen. Die Erzeugung kann dann z.B. durch eine kleine Optimierung auf

dem Ersatzmodell erfolgen. Der von dem Ersatzmodell beste v orhergesagte Member
wird als neuer Member verwendet und anschliel3end mit der ech ten Funktion (bspw.

ein Stromungsloser) nachgerechnet. Durch dieses Verfahren lassen sich die Anzahl der
echten Funktionsauswertungen stark reduzieren, wie stark héangt nattrlich von der

Gute des verwendeten Modells ab.

Abbildung 1.4 zeigt den veranderten Root Prozess (die Slave Prozesse wurden aus
Platzgrinden ausgeblendet). Die Punkte 2 und 3 werden dabei durch folgenden Ab-
lauf ersetzt:

1. Das Ersatzmodell wird mit der bereits vorhandenen Datenb ank trainiert. Das
Training stellt auch den aufwendigsten Teil der Nutzung des Modells dar.

2. Danach wird eine eigene Optimierung auf dem Ersatzmodell gestartet, wobei
das Ersatzmodell hier den Teil der Prozesskette ersetzt und eine Approximation
dieser darstellt. Da die Funktionsauswertungen auf dem Ers atzmodell erheblich
schneller sind als die Prozesskette selbst, geht dieser Schitt relativ schnell.

3. Nach der Optimierung muss eine Auswahl der vom Ersatzmode Il vorhergesag-
ten Member vorgenommen werden. Hierfur gibt es diverse Ansa tze, im einfachs-
ten Fall wirde man den Member mit der niedrigsten vorhergesa gten Zielfunkti-
on nehmen.

4. Der Root Prozess schickt die ausgewahlten Member nun an enen Slave Prozess.
Der Slave Prozess berechnet dann die echte Zielfunktion, sadass diese dann auch
mit der Vorhersage des Ersatzmodells verglichen werden kan n.

In AutoOpti verwendete Ersatzmodelle sind bayesisch train ierte Neuronale Netzwer-
ke [Mac91] und Kriging.

1.3 Aufgabenstellung und Entwicklungsumgebung

Das bisher implementierte Kriging Modell soll in Zukunft st ark erweitert werden. Ins-
besondere ist ein Co-Kriging geplant, welches den Daten verschiedene Vertrauens-
stufen zuordnet und so Daten verschiedener Gite verarbeite n kann. Das bisherige
Kriging ist in C geschrieben. Ein objektorientierter Ansat z eignet sich allerdings fur
die wachsenden Anforderungen deutlich besser. Beispielsw eise soll im Co-Kriging die
Mdoglichkeit bestehen, fur verschiedene Vertrauensstufen verschiedene Korrelations-
funktionen zu verwenden. Zudem wéaren grundséatzlich versch iedene Minimierungs-
verfahren denkbar, die austauschbar sein sollten. Aufgrun d dieser und anderer An-
forderungen macht es zukiinftig Sinn, auf ein objektorienti ertes Modell umzusteigen,
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Abbildung 1.4: Nutzung eines Ersatzmodells im Optimierung sprozess

da viele der Problemstellungen sehr gut durch Generalisier ungen und gemeinsame
Interfaces I6sbar sind. Als neue Programmiersprache wurde C++ gewahlt, da die Pro-
grammiersprache C den anderen Entwicklern geléau g ist und h auptséchlich genutzt
wird, sollte der Umstieg so einfacher ausfallen. Ein Refact oring kommt bei der Anzahl
an notwendigen Anderungen nicht mehr in Frage, daher wird de r Code im Rahmen
dieser Arbeit komplett neu entwickelt.

Zusatzlich soll das Gradient Enhanced Kriging Verfahren im plementiert werden. Da-
durch ist es mdglich, neben den Datenpunkten und Zielfunkti onswerten auch Gradi-
enten an den Datenpunkten vorzugeben. In Abbildung 1.5 ist d as Prinzip qualitativ
erlautert, auf der horizontalen Achse ist eine freie Variab le aufgetragen und auf der
vertikalen Achse die dazugehoérige Zielfunktion. Die reale Funktion, welche approxi-
miert werden soll, ist in diesem Fall eine einfache Parabel.

Als Trainingsmuster fur das Kriging Modell sind zwei Punkte  gewéhlt worden. Das
Ordinary Kriging Verfahren legt in diesem Fall eine Ausglei chsgerade durch die zwei
Punkte, da sonst keine Information Uber den weiteren Verlau f der Funktion bekannt
Ist.

Beim Gradient Enhanced Kriging werden zusatzlich zu den Dat enpunkten noch die
entsprechenden Ableitungen nach der freien Variable an den zwei Punkten vorgege-
ben. Dadurch kann das Verfahren die Parabel deutlich besser approximieren. Fur die
Optimierung ist dies deshalb interessant, da moderne aerod ynamische Stromungslo-
ser mit relativ wenig Aufwand die Gradienten approximieren  kdénnen und die Vorher-
sagen der Ersatzmodelle erheblich besser werden.

Das Ersatzmodell soll in AutoOpti eingebunden werden und ei ne Testoptimierung zur
Validierung durchgefuhrt werden.

Entwicklungsumgebung

Die verwendete Sprache war C++ und der verwendete Compiler w ar Gnu C++ Com-
piler (gcc) Version 4.5.3. Zusatzlich wurde das Programm au ch mit der Version 4.3.4



Einleitung 8

Abbildung 1.5: Qualitative Darstellung der verschiedenen Kriging Verfahren

getestet, da diese von einigen Industriepartnern verwende t wird. Der Gnu Compi-
ler ab Version 4.2 enthalt standardmallig OpenMP, diese Bibliothek wurde zur Thread
Parallelisierung verwendet. AuRerdem wurden aus der Boost Bibliothek Version 1.49
einige String Funktionen und Funktionsobjekte verwendet. Die Funktionsobjekte wur-
den hier als Schnittstelle zwischen einer C Library mit Mini mierungsalgorithmen und
dem C++ Code verwendet. Dies wurde gemacht, da verschiedene Minimierungsal-
gortihmen aus der C Bibliothek verwendet werden, diese alle rdings keine einheitli-
che Schnittstelle aufweisen. Mit den Boost Funktionsobjekten lie3en sich die alten C
Funktionen quasi “umbauen”. In Kapitel 5 wird dies im Detail  erklart. Zusatzlich wur-
de eine Matrix Klasse verwendet, welche die hier benétigten Matrix Operationen wie
z.B. Multiplikation, Addition, Invertierung von quadrati  sch symmetrischen Matrizen
bereitstellt. Diese Klasse ist ebenfalls tiber OpenMP parallelisiert und verwendet den
Streaming SIMD Extensions 2 Befehlssatz aktueller Prozessren. Die Klasse wurde im
Rahmen dieser Arbeit entwickelt und wird in Kapitel 3 genaue r dargestellt. Als Syntax
Editor wurde “Eclipse (Kepler) for Parallel Application De velopers” verwendet, dieser
unterstitzt C/C++ und bietet einige zusatzliche Funktione n fur OpenMP Programme
an. Um die entsprechenden Versionen zu verwalten, wurde der institutseigene SVN
Server verwendet.



2 Grundlagen Kriging

Unter Kriging versteht man statistische Verfahren zur Inte rpolation von Werten an un-
beprobten Orten. Der Name des Verfahrens stammt von dem stida frikanischen Berg-
bauingenieur Daniel Krige (1951), dieser versuchte eine optimale Interpolationsme-
thode flr den Bergbau zu entwickeln, die auf der rAumlichen A bhangigkeit von Mess-
punkten [Kri53] basiert. Das Verfahren wurde spater nach ih m benannt. Der franz6si-
sche Mathematiker Georges Matheron (1963) entwickelte ausKriges Arbeit, schliel3lich
die Kriging Theorie[Mat63]. Das Kriging Verfahren hat heut e in den Geowissenschaf
ten sowie vielen anderen Forschungsbereichen Verwendung gefunden.

Die Vorteile von Kriging gegentiber anderer Methoden, wie z. B. Inverser Distanzwich-
tung [She68], insbesondere bei der Nutzung innerhalb eines Optimierungsverfahrens,
wie es im Institut fir Antriebstechnik existiert, sind:

Die Initialisierung ist sehr einfach, d.h. das Verfahren li efert so gut wie immer

gute Ergebnisse unabhangig von irgendwelchen Startparametern. Bei Neurona-
len Netzwerken z.B. muss vor dem Training die Netztopologie , also die Anzahl

der Gewichte und die Struktur des Netzes angegeben werden. Werden diese Pa-
rameter ungunstig gewahlt, liefert das Neuronale Netz schl echte oder gar keine
Ergebnisse.

Das Extrapolationsverhalten ist bei einer Optimierung seh r vorteilhaft. Da man

bei einer Optimierung sehr schnell in Bereiche kommt, wo das Ersatzmodell ex-
trapolieren muss, sollten die vorhergesagten Werte moglic hst sinnvoll sein. Beim
Ordinary Kriging liefert das Modell bei einer Extrapolatio n den Erwartungswert.

Ein Neuronales Netzwerk bspw. wirde hier zuféallige Werte vo rhersagen, dies
konnte bei einer Optimierung zu Schwierigkeiten fuhren.

Kriging ist ein BLUE Schatzer [Pla50], Best Linear Unbiased Estimator. Also ein
linearer Erwartungstreuer Schéatzer minimaler Varianz. Im né&chsten Abschnitt
wird dies genauer erlautert.

Viele nichtstatistische Verfahren, wie z.B. die Inverse Di stanzwichtung [She68],
beachten eine lokale Haufung von Stitzstellen nicht. Bei einer lokalen Haufung

von Stutzstellen sollten diese weniger stark gewichtet wer den. Ein statistisches
Verfahren wie Kriging beinhaltet die gesamte raumliche Ver teilung der Stitzstel-

len [Kril2].
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2.1 Grundlegender Ansatz bei Kriging Verfahren

Im Folgenden sei D R¥ das Untersuchungsgebiet. Der zu schatzende Wert an der
Stelle %, 2 R¥ seiy (). Zudem sind y (34) ::y (%,) bereits bekannte Werte oder auch
Stutzstellen. Da Kriging ein statistisches Interpolation sverfahren ist, welches fir den

raumlichen Zusammenhang von beprobten Stitzstellen stati stische Begriffe wie Er-
wartungswert und Varianz verwendet, werden die raumbezoge nen Daten als Realisa-
tion von Zufallsvariablen modelliert [Krii12]. Die Stitzst ellen werden also als Reali-
sierung von Zufallsvariablen Z (%) ::Z (%,) betrachtet. Der zu schatzende unbeprobte
Wert y (%) wird ebenfalls als Realisierung der Zufallsvariable Z (%) betrachtet, be-
sitzt also einen Erwartungswert und eine Varianz.

Eine grundlegende Annahme bei Kriging ist, dass der zu schat zende Werty (Xg) durch

eine gewichtete Summe berechnet werden kann. Diese Summe wird gebildet aus den

Stutzstellen y (%) ::y (%) und den zu bestimmenden Gewichten wy:::w,.

X0
y (%)= Wiy (%) (2.1)

i=1

Durch die Annahme, dass die beprobten und unbeprobten Werte als Realisierungen
von Zufallsvariablen dargestellt werden, kommt man auf fol gende Formulierung:

X0
Z (%)= WZ (%) (2.2)

i=1

Best Linear Unbiased Estimator

In diesem Abschnitt sollen einige grundlegende Annahmen ge troffen werden, tber
diese und weitere Annahmen kénnen dann die eigentlichen Gew ichte bestimmt wer-
den. F sei die Fehlerfunktion

X0
F (%)= Z(%) Z (%)= Z (%) WiZ (%)

i=1

Kriging ist ein erwartungstreuer Schatzer, was bedeutet, d ass der Schatzfehler im Mit-
tel O ist. E [X] stellt hier den Erwartungswert der Variable X dar.

E[F (%)]=0 (2.3)

» ElZ(%)] EIZ (%)]=0
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Ordinary Kriging

¢  Stitzstelle
1r
Funktionswert
0.8F 6.0
: 5.0
0.6k 4.0
- : 3.0
X - 2.0
04 B 1.0
0.2F
O ;\ L 1 \\Ol \O\ i I B
O 02 04 06 08 1
X2

Abbildung 2.1: Beispiel fur eine Kriging Interpolation, di e Rauten stellen Stitzstellen
y(Xi);i 2 f1l::ng am Ort x;;i 2 f 1:::ng im Untersuchungsgebiet D R und die
Interpolation durch das Ordinary Kriging Verfahren

» E[Z (%)]= E[Z ()]

Der Krige Schatzer soll ein bestmdglicher Schatzer sein. Daaus folgt, dass die Varianz
des Schatzfehlers minimal ist.

#
X
var [F (¥%)] = min var Z (%) Wi Z (%) (2.4)

W1;iiWn i=1

Aus diesen Bedingungen ergibt sich, dass der Krige Schatzer ein sogenannter BLUE
(Best Linear Unbiased Estimator) Schéatzer ist. Das Best ergpt sich aus 2.4, Linear aus
der gewichteten Summe 2.1 und unbiased aus der Erwartungstr eue 2.3.

2.2 Ordinary Kriging

Die Annahme beim Ordinary Kriging ist, dass der statistisch e ProzessZ (%) einen kon-
stanten aber unbekannten Erwartungswert hat, hier 2 R.

E[Z (3] =
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Durch diese Annahme kann die Erwartungstreue aus Gleichung 2.3 umformuliert wer-
den zu:

E[F (X0)]=0
#
xX
E Z (%) wiZ (%) =0
X
E [Z (%0)] | WiE [Z (%)] =0
X
w, =0
!
X
1 w, =0
i=1
xXo
1= Wi

Bestimmung der Gewichte

Die Varianz des Schétzfehlers kann wie folgt umformuliert w erden:

var[F (%0)] = var[Z (%) Z (%)= E (Z(%) Z (%) E[Z(x%) Z (%))?

=E (Z(x%) Z (%) (EZ)] EI[Z (x))°
=E (Z(%) ERZ()) (Z (%) EI[Z (x)])>

E (Z(x%) EI[Z (o))’
E[2 (Z(%) EI[Z()D(Z (%) EI[Z (%)]]
+E (Z (%) EI[Z (%))?

= E (Z(x%) EI[Z ()]’
2 ENZ (%) ERZE)(Z (%) EIZ (%))
+E (Z (%) EI[Z (o))’
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= var[Z (%)] 2 cov(Z (%);Z (%))+ var[Z ()]

Setzt man nun die Formulierung 2.1 fir Z (%) und var[Z ] = E (Z E[Z ])2
kommt man nach einiger Rechnung zu folgender Gleichung. Die Kovarianzfunktion
wird im Folgenden als gegeben und differenzierbar angesehen.

hd XX
var [F (%)] = var [Z (3%0)] 2 cov (Z (%) ;W Z (%)) + Ww; cov (Z (%) ;Z (%))
i=1 i=1 j=1

In Matrix Schreibweise ergibt sich die folgende Formlulieru ng, wobei w 2 R" den Ge-
wichtsvektor, Cov 2 R" " die Kovarianzmatrix und cov2 R" darstellt:

var [F (%0)] = var [Z (30)] 2'cov(Z (%):Z ()" w+w Cov w (2.5)

Die Minimierungsaufgabe stellt sich nun also wie folgt:

.....

. P n
Wi w, Var [Z (%) [y WiZ (%)) (2.6)

Mit dieser Formulierung kann nun die Minimierungsaufgabe a us Gleichung 2.6 ge-
malf der Multiplikatorenmethode von Lagrange gelost werden [BS08]. Als Lagrange
Funktion ( w; ) mitdem Lagrange Multiplikator ergibt sich:

|
" !
(w; )= var[F (%)]+ w1
Die notwendige Bedingung fur das Minimum ist:
X

r w var[F (%) + wi 1 =0

i=1

Setzt man Gleichung 2.5 ein, erhélt man das folgende Gleichungssystem:

o var(Z ()] 200V(Z (%):Z (%))T w+ w Cov w+ wi, 1 =0

Nr var [Z (%)] Zf:ov(Z (xo);Z(xi))T w+ w Cov w+ w 1 =
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Einschub Korrelation

Da die Kovarianzfunktion beliebig gro3e Werte annehmen kan n, ist es flir die spatere
Modellierung gunstiger diese zu normieren. Die normierte K ovarianz ist die Korre-
lation und der Zusammenhang zwischen Kovarianz und Korrela tion sieht wie folgt
aus:

cov (X;Y)
var (X )'" var (Y)

c(X;Y)= p (2.8)

Zudem soll der rAumliche Zusammenhang zwischen zwei Zufall svariablen nicht von
seiner absoluten Lage im Raum abhéngig sein, sondern nur von deren Abstandsvektor
h2 R"=1fx; Vyi;55Xe Y

Die Kovarianz zwischen zwei gleichen Zufallsvariablen ist per De nition die Varianz
dieser Zufallsvariable:

cov(Z;Z)= var(2)

Da die Kovarianz allerdings nur vom Abstandsvektor abhéngi g ist und der Abstands-
vektor bei zwei gleichen Zufallsvariablen immer 0 ist, kann man daraus folgern, dass
die Kovarianz zwischen zwei gleichen Zufallsvariablen imm er konstant ist.

cov(Z;Z)=cov h=10 = const:

Und somit ist auch die Varianz konstant:

=) var[Z]= 2= const: (2.9)

Durch die Gleichungen 2.8 und 2.9 kann man die Kovarianzfunk tion durch die Korre-
lationsfunktion ersetzen

c(X:Y) 2= cov(X:Y)

Und somit auch die Kovarianzmatrix durch die Korrelationsm atrix R 2 R™" "

Cov = °R

Damit lasst sich Gleichung 2.7 umformulieren, wobei der Kor relationsvektor mit + 2
R" = (c[Z (%) ;Z ()] ;35 ¢[Z (%) : Z (%)]) " ; % 2 R¥ bezeichnet wird. Dieser beschreibt
die Korrelationen zwischen dem Funktionswert, der vorhers agt werden soll und dem
Stutzstellenvektor ¥,. Da der Funktionswert y (Xg) nicht bekannt ist, hangt die Korre-
lationsfunktion nur von dem Abstandsvektor 1 2 R* = fxo, Xi;:5Xe Xkg ab. Der
Korrelationsvektor ergibt sich damit zu 2 R" = (c[xo; %] ; 33 C[%0; %)) T ;% 2 R¥. Wie
eine solche Korrelationsfunktion konkret umgesetzt wird, folgt in Kaptitel 3.3.



2. Grundlagen Kriging 15

Fortsetzung vom Gleichung 2.7:
Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

xn
rw 1l 28T wtw R w4y, wi, 1 =0
i=1
1l
xXn
ANk 1 28T o wrw R ow o+ w, 1 =0
=1
Aufgelost:
I
xXn
2rw 261 wHr, w R w o +r w, 1 =0
=1
I
xn
N 2p 2¢T w+r wW R w +r w, 1 =0

Da cov (X;Y ) = cov(Y;X) muss die Korrelationsmatrix R symmetrisch sein. Die Ab-
leitung der quadratischen Form r ,, w' R w ergibt sich somitzu 2R w

2(( 29 +2RwW)+ F=10
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In Matrix Schreibweise:

R F w o F
FT 0 57 1
W R F ! *
, = 2.10
2 2 FT O 1 ( )
Die Inverse der Blockmatrix ergibt sich nach [Tho06] zu:
1 !
1 R 'FTR ! R 'F
RT F = R FTFr{—‘TlR iF FTRllF
F 0 FTR IF FTR IF
Eingesetzt in 2.10:
!
1 R FTR ! R 'F
W = R FTR 1F FTR 1F *
— FTR ! 1 1
22 FTR IF FTR IF
Daraus ergibt sich die folgende Formulierung der gesuchten Gewichte:
R IFFTR 1 R F
w=R f £+ (2.11)

FTR 1F FTR 1F

Der zweite Term fur - wird hierbei ignoriert, da nur die Formulierung der Gewicht e
gesucht war. Wird der Gewichtsvektor auf diese Weise berech net, dann ist die Varianz
var [F (Xo)] unter der geforderten Nebenbedingung minimal.

Krige Schéatzer

Setzt man diese Formulierung in Gleichung 2.2 ein, erhalt man die Formel des Krige
Schatzers, wobei der Vektor ¥ 2 R" die bekannten Funktionswerte enthalt.

xXn
Z (%)= Wi Z (%)

i=1

xXo
E[Z (%)] = WiE [Z (%)]

i=1
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E[Z (%)= w'ys

RFFTR' R

E[Z (%)= R * £+
iz Gl FTR IF FIR IF
. |
1 T 1 1
LT R 'FFTR R 'F
BlZ (o)1= Ry —— ot %Y o %

RIFFTR! FTR ly

—_ T 1 T S

E[Z (x)]=+R ¥ = FTR 1F % FTR 1F
_ FTR 1y
FTR !F

E[Z (%)]=+R Y% +R*!F+

E[Z (x)]=+R 'y F +

F entspricht hier dem Einsvektor.

Vorhersage der Varianz

Setzt man die Formulierung der Gewichte 2.11 in Gleichung 2. 5 ein, dann erhalt man
eine Gleichung fir die Vorhersage fir die Varianz des Krigin g Modells. Die Zwischen-
schritte wurden hier aus Platzgriinden weggelassen.

2

1
! rrrR 'F 1 (2.12)

var[F (%)= 2 1 r" R T

Quellen: [Kri53, Aull2, Mat63]



2. Grundlagen Kriging 18

2.3 Gradient Enhanced Kriging

Das Gradient Enhanced Kriging ist eine Erweiterung des Ordi nary Kriging. Beim GEK
gehen partielle Ableitungen in der Form @éf() an einigen beprobten Orten mit in die
Bildung des Modells ein. Der Trainingsvektor ¥s 2 R™™ kann in diesem Fall also die
folgende Form annehmen:

Yo =y (%) uny (%) ; Emer);n @em) 12 £ 1;:: kg, wobei der obere Index von
x die Variable darstellt, nach der abgeleitet wird und m ist die Anzahl der gegebenen
partiellen Ableitungen. Beim Aufstellen der Korrelations matrix R mussen also auch
Kovarianzen/Korrelationen zwischen den Gradienten und de n Funktionswerten ge-
bildet werden konnen. Die Kovarianzfunktion zwischen zwei  Zufallsvariablen ist wie

folgt de niert:

cov(Z (%1);Z (%)) =E[(Z (1) E[Z ()] (Z (%) E[Z (%)]] (2.13)

Um im Kriging Modell partielle Ableitungen verarbeiten zu k  dnnen ist es notwendig,
dass die Kovarianzfunktionen in der folgenden Form gebilde twerden:

@Z%) @Z%)

cov( @ ' @% );p; 1211 kg (2.14)
cov( @C(Z@(;);Z (>);p2f1;::; kg (2.15)
cov(Z (%) ; @CZ@(;Z));I 211 kg (2.16)

Per De nition aus Gleichung 2.13 ergibt sich fur Gleichung 2 .14:

couEZzoa=e Cg¥ £ BT oo Ezea)  @17)
Die Korrelationsfunktion ist im Kriging vorgegeben ( Kapit el3.3 ). Im Folgenden soll

gezeigt werden, dass die Kovarianzfunktion cov (%;él—); Z (%2)) auch durch einfaches

Differenzieren von 2.13 bilden lasst.

@—@;cov(z (%) 1 Z (%)) = @—@; ENZ () EZE)(Z () ERZ )

“E (Z(x) E[z (XZ)])@—%(Z (x) E[Z(x))

YE Z(x) ELZ (xl)])@—%(z (x) E[Z (o)
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“E (Z(x) E[Z (XZ)])@—%(Z (%) E[Z ()

YE Z(x) ELZ (xl)])@%(z (%) E[Z(0)

Es gilt @@g (Z (x2) E[Z (x2)]) =0, dader Ausdruck unabhangig von X ist.

“E (Z(x) EZ(x)) @%z (x) E @@%z (%)
Dieser Ausdruck entspricht Gleichung 2.17, also gilt:
cov(@é{) Z (%)) = @%cov(z (%) 1Z (%)) (2.18)

fur die Gleichungen 2.14 und 2.16 gilt entsprechendes:

@2x). @4%), . @

cov( COV(Z (%1) ; Z (%))

@} ' O@% @RO%
cov(Z (%) @Z(jf) @@i(cov(z (%) 1 Z (%))

Da die Korrelationsfunktion vorgegeben ist, kann diese ent sprechend abgeleitet wer-
den (sofern diese differenzierbar ist) und man erhélt den ng tigen Zusammenhang zwi-
schen den Funktionswerten und Gradienten. Beispiele fur Ko rrelationsfunktionen und
deren Ableitungen werden in Kapitel 3.3 behandelt.

Auf die Herleitung des Krige Schétzers und der Vorhersage de r Varianz soll hier im
Weiteren nicht eingegangen werden, da diese im Wesentlichen der Herleitung des Or-
dinary Kriging entsprechen. Der Leser sei aber auf [Kril12, H GZ09] verwiesen. Die

Bildung des Korrelationsvektors +und des Erwartungswertvektors F sieht wie folgt
aus:

0 1+
PR Ol g

@Exo0; %n+1]. . @EX0; HXn+m]
ok Ok

+2 R™ = c[xo; %] c[¥%0; %]
x2 R j 21 kg
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Wobei erwahnt sei, dass die Ableitungen nach x auch nur teilw eise vorhanden sein
kénnen. Es muss also nicht fir jeden Member jede Ableitung na ch jeder freien Variable
gegeben sein.

Die Bildung der Matrix R wird in Kapitel 3 erlautert, da die softwaretechnische Umse t-
zung stark von der Bildung der Matrix abhangt und dies im Zusa mmenhang erlautert
werden soll.

2.4 Andere Kriging Verfahren

Neben dem bereits erwahnten Ordinary Kriging gibt es eine Re ihe anderer Kriging
Verfahren. Diese unterscheiden sich meist durch die verschiedenen Annahmen, die
im Modell getroffen werden und durch die Art der Daten, welch e flr das Training
verwendet werden kdnnen. So war z.B. eine Annahme beim Ordin ary Kriging, dass
der Erwartungswert fur alle Zufallsvariablen konstant abe r unbekannt ist.

E[Z (3] =

Ein weiteres Verfahren ist das Simple Kriging. Bei diesem ist die Bedingung das der
Erwartungswert fur alle Zufallsvariablen O ist.

E[Z (%] =0

Die Daten werden beim Simple Kriging meist auf einen Mittelw ert von O skaliert:

1 X
yi =0

i=1

Der reale Erwartungswert ist jedoch meist unbekannt und mus s deswegen geschatzt
werden.

Das Simple Kriging ist daher auch die einfachste Form der Kri ging Annahmen, aber
auch die am wenigsten allgemeine.

Universal Kriging ist eine Erweiterung des Ordinary Krigin g. Der Erwartungswert
(%) ist nun nicht mehr konstant, sondern kann durch eine beliebi ge Funktion be-
schrieben werden.

E[Z(®]= (¥

Einen anderen Ansatz verfolgen Variable Fidelity Methods ( VFM). Diese Verfahren
sollen Daten verschiedener Gite nutzen kdnnen. Das kann beispielsweise in der Stro-
mungssimulation durch unterschiedlich feine Rechennetze von Vorteil sein. Sehr grobe
Rechennetze liefern ungenauere Ergebnisse, dafur in deutlich kiirzerer Zeit. Die Funk-
tionen von groben und feinen Netzen sind sich vom Verlauf her sehr ahnlich, aber
nicht identisch. Zudem vertraut man dem hoéherwertigen Mode Il mehr. Um dies zu er-
reichen, gibt es verschiedene Ansatze. Beispielsweise Ube eine additive Briickenfunk-
tion. Hierfur wirde ein Krigingmodell fur die Daten hdherer ~ Gute trainiert yu¢ (%) und



2. Grundlagen Kriging 21

ein Modell auf die Differenz zwischen den Daten niedrigerer Gite y; (%) und denen
hoherer Gute ygirs (%) = Vir (¥)  Yne (%). Die sich daraus ergebende Briickenfunktion
Yb (%) wirde dann eine Addition aus dem Modell héherer Gite und dem D  ifferenzmo-
dell sein y, (%) = yi (%) + Vairr (%). Neben dieser Briickenfunktion existiert auch noch
ein Co-Kriging Verfahren, welches diesen Ansatz in einem Mo dell vereint [FSKO7].

Zusatzlich zu den bereits erwahnten Kriging Verfahren, gib t es noch diverse andere
Verfahren, die in dieser Arbeit aber nicht erwahnt werden. D er Leser sei auf [D* 09]
verwiesen.



3 Bildung der Korrelationsmatrix

In diesem Kapitel soll die Softwaretechnische Umsetzung de s Algorithmus zur Bil-
dung der Korrelationsmatrix dargestellt werden. Da in den A Igorithmen sehr viele
Matrix Operationen verwendet werden, wurde eine Matrix Kla sse eingefiihrt. Diese
wird am Anfang des Kapitels erlautert.

Im nachsten Abschnitt wird dann die Bildungsvorschrift der  Matrix gezeigt und dar-
auf folgend eine hau g genutzte Korrelationsfunktion und d eren softwaretechnische
Umsetzung erlautert.

Der letzter Abschnitt zeigt dann den eigentlichen Algorith mus zur Bildung der Korre-
lationsmatrix.

3.1 Klasse zur Berechnung von Matrix Operationen

Da fur das Training und Vorhersagen des Kriging Ersatzmodel Is hauptsachlich Ma-
trix Operationen verwendet werden, ist es sinnvoll diese in einer Klasse zusammen-
zufassen. AulRerdem sind fur die Matrix Operationen verschi edene Implementierun-
gen mdglich, z.B. kénnte es eine Klasse fir OpenMP parallelisierte Operationen geben
und eine andere Klasse wo dieselben Operationen Gber eine GPU (Graphics Processing
Unit) berechnet werden. Daher werden die gemeinsamen Elemente in einer Superklas-
se Matrix zusammengefasst, siehe Abbildung 3.1. In dem UML D iagramm sind noch
zwei andere Klassen erkennbar, eine Superklasse Saveable@Server und eine Spezia-
lisierung namens OpenMPMatrix.

SaveableOnServer sollte in einer modernen objektorientierten Programmiersprache
wie z.B. Java ein kontextspezi sches anbietendes Client/S erver Interface [SFK12] sein.
Dies ist zur Verdeutlichung nochmals als UML Diagramm in Abb ildung 3.2 dargestellt.
In C++ muss ersatzweise eine abstrakte Klasse verwendet werden. Das Interface Sa-
veableOnServer muss implementiert werden, um in spateren A nwendungen eine pro-
zessweite Parallelisierung Uber eine Parallelisierungsbibliothek vornehmen zu kon-
nen. Diese Parallelisierungsbibliothek wurde ebenfalls i m Institut fir Antriebstechnik
entwickelt, allerdings auf3erhalb des Rahmens dieser Masterarbeit und soll daher nicht
naher erlautert werden.

Die Matrix Klasse besitzt genau drei Attribute, welche als p rotected deklariert sind.
Das erste Attribut “elements” stellt ein eindimensionales Array dar und beinhaltet
die Matrixelemente. Da eine Matrix einem zweidimensionale n Array entspricht, wird

das eindimensionale Array auf ein zweidimensionales Array Ubersetzt. Dies wird ge-
macht, da so ein linearer Aufbau des Arrays garantiert gewah rleistet wird und dies

22



3. Bildung der Korrelationsmatrix

23

Abbildung 3.1: UML Diagramm der Matrixklasse mit einer Spez ialisierung (OpenMP-
Matrix) und der abstrakten Klasse SaveableOnServer, welche prinzipiell ein Interface

darstellt. Interfaces weden in C++ jedoch nicht unterstiitz t, daher wird eine abstrakte
Klasse verwendet.
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kann in einigen Systemen Geschwindigkeitsvorteile bringe n. Der Aufbau des Array
“elements” sieht wie folgt aus:

| Elementnr. | Funktion |
1 Zeilenanzahl
2 Spaltenanzahl
3 Dummy
4 Dummy
5 bis Spaltenanzahl Erste Zeile der Matrix
Spaltenanzahl bis x*Spaltenanzahl | x'te Zeile der Matrix

Die Anzahl der Zeilen und Spalten sind also ebenfalls im Arra y gespeichert. Dies wird
gemacht, um die Daten als einen Block zu serialisieren und damit als einen Datenstrom
Uber das Netzwerk verschicken zu kdnnen.

Zusatzlich sind die Anzahl der Zeilen und Spalten als Attrib  ut in der Klasse Matrix ge-
speichert, da auf diese Attribute sehr oft lesend zugegriff en wird und der Zugriff auf
eine einzelne Variable schneller ist, als der Zugriff auf di e beiden ersten Elemente des
Arrays. Da die Attribute nur Gber Getter und Setter Methoden zugreifbar sind, kann
immer gewahrleistet werden, dass diese identisch sind. Die Ubersetzung auf ein zwei-
dimensionales Array wird dadurch erreicht, dass man den “[] ” Operator der Matrix
Klasse in folgender Weise Uberladt:

T operator[] (int row) {
return this >elements + 4 + (row this >getColumnSize ());

}

Bei einem Zugriff auf den “[]” Operator wird also ein Zeiger a uf das erste Element
der entsprechenden Zeile zurtickgegeben. Dies wird in C++ al s ein Array interpretiert
und das Array kann Uber den Operator “[]” die entsprechende S palte liefern. Die Ver-
wendung ist also dieselbe wie bei einem “normalen” zweidime nsionalen C Array oder
C++ Vektor.

Zusatzlich gibt es noch die Methoden saveAsAscii und parseA scii, welche es ermég-
lichen die Daten in eine Textdatei zu speichern und auszulesen. Zur Anderung der

GrolRe der Matrix gibt es die Methode resize, welche die Matri x entsprechend vergro-
Bert oder verkleinert. Die Methode appendMatrix hangt eine Matrix an die bestehende
an und zwar an die letzte Zeile. Dies geht also nur, wenn die Sp altenanzahl identisch
ist. Um eine Submatrix als Block in eine bestehende Matrix zu integrieren, gibt es die
Funktion insertSubMatrix. Diese fligt die als Parameter ang egebene Matrix in die Be-
stehende ein.

In Abbildung 3.1 ist zusatzlich noch eine Spezialisierung n amens OpenMPMatrix ein-
gezeichnet, diese nutzt OpenMP zur Thread Parallelisierun g und wird auch fur das
Kriging Modell verwendet. Im Wesentlichen wird in der Klass e OpenMPMatrix die
Superklasse Matrix durch verschiedene Operatoren zur Addi tion, Multiplikation usw.
erweitert und stellt so alle nétigen Operationen fur das Kri  ging Modell bereit.
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Abbildung 3.2: UML Diagramm der Matrix Klasse, wobei Saveab leOnServer in diesem
Fall durch ein kontextspezi sches Client Server Interface dargestellt wird.

Cholesky Zerlegung

Die Methode chodec() stellt eine Cholesky Zerlegung fur pos itiv de nite und symme-
trische Matrizen bereit, flr die Matrix R muss also gelten:

R=RT
und

! v R ! v > OfuraIIeVektorer'w

Bei der Cholesky Zerlegung wird die Matrix R in ein Produkt aus einer unteren Dreicks-
matrix und deren Transponierten zerlegt:

LLT =R

Die Zerlegung kann nun verwendet werden, um durch Vor- und Ri  ckwértseinsetzen
lineare Gleichungssysteme in der Form R x = bzulésen. Hierfur wird zuerst vorwarts
eingesetzt:
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I
ersetzt man nurrI x durch R 'und b durch die Einheitsmatrix E, kann man mit der
Zerlegung die Inverse der Matrix R berechnen.

Nach diesem Schritt kbnnen die Vor- und Ruckwartssubstitut ionen spaltenweise durch-
gefuhrt werden. Diese lassen sich sehr gut parallelisieren, da jede CPU einfach einen
Vektor der Inversen berechnet.

Ein weiterer Vorteil der Zerlegung ist, dass die Determinan te der Matrix R mit der
Zerlegung einfach durch Multiplikation der Diagonaleleme nte der zerlegten Matrix
gewonnen werden kann:

N4
det(R)= L{

i=1

Der verwendete Algorithmus ist in [Pre07, Gil07] nochmals d etaillierter beschrieben.

Quadratische Form

Da bei dem Training eines Kriging Modells hdu g quadratisch e Formen vT Rv berech-
net werden mussen, lohnt es sich diese zu beschleunigen. Dies wird dadurch gemacht,

dass die Multiplikationen nicht nacheinander durchgefiihr t werden, sondern beide
Multiplikationen in einer doppel-Schleife behandelt werd en.

Der Algorithmus ist im folgenden Listing gezeigt:

#pragma omp parallel for reduction(+:ret)
for (size_t row=0; row < matrix >getRowSize (); row++){
double sum=0.;
for (size_t col=0; col < matrix >getColumnSize (); col++){
sum += matrix[row][ col] vec|[col];
}

sum = vec[row];
result +=sum;

}

In der ersten Zeile wird eine Schleifenparallelisierung b er OpenMP initialisiert, wo-
bei das Aufsummieren von result nicht parallelisiert werde n darf. Dies wirde sonst
zu unvorhersehbaren Fehlern fihren, da mehrere Threads gleichzeitig in die Variable
result schreiben méchten.
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3.2 Bildungsvorschrift der Korrelationsmatrix

Die Korrelationsmatrix R beschreibt den paarweisen linearen Zusammenhang aller
Stutzstellen untereinander. Im Folgenden ist der allgemei ne Aufbau einer Korrelati-
onsmatrix zwischen zwe| Membern mit den entsprechenlden Kor relationen zwischen
den Zufallsvariablen Z (xl) und Z(x,) an den Orterr x13X, 2 R* dargestellt. Zusatz-
lich zu den Funktionswerten sind hier noch zwei partielle Ab leitungen nach der ersten
freien Variablen z.B. @1’;) gegeben, wobei der obere Index von x die Variable nach der

abgeleitet wird angibt und der untere Index die Membernumme r. Die Korrelationsma-
trix wurde hier aus Platzgriinden nur mit zwei Membern gebild et und kann nattrlich
Korrelationen zwischen beliebig vielen Membern und partie llen Ableitungen enthal-
ten. Die erste Spalte und erste Zeile geben JEVY6I|S an, zwisten Welchen Variablen die
Korrelation gebildet wird, z.B. Spalte zwei Z(x;) und Zeile eins Z (xl) wdrden eine
Korrelation ¢c(Z(x1);Z (%)) ergeben.

2
Z (%) Z (%) 0x0) 01
Z (%) | C(Z(%):Z (%) c(Z(x);Z(%) c xi; %58 c xi; g8
R=8Z(%) | CZ(%):Z() c(Z(%);Z(x) c x;g c xz; SG3
@7x1) @Z(Xl) @Z(Xl) @7x1) . @4*1) @14x1) . @4x2)
@i | C 1 Z (%) ¢ ' Z (%) ¢ of ' of C a1 ' @l
@24x%2) @ZXz) @ZXz) @24x2) . @4%1) @ZXz) @24x%2)
e |C a1 200 C TgrZ(%) © TGiTiTer € Tof e

Da fur einen voherzusagenden Wert der Funktionswert unbeka nnt ist, die Korrelati-

on aber zwischen diesem und den bekannten Membern berechnet werden muss, be-
schreibt man die Korrelation nur noch in Abhangigkeit vom Ab stand der Stltzstellen
untereinander. Der Korrelationswert ist also unabhangig v on den Funktionswerten.

Dies stellt allerdings nur eine Schéatzung der Korrelation d ar, fur die verschiedenste
Ansatze existieren, einige davon werden in Kapitel 3.3 beschrieben.

C(Z (%1);Z (%2)) = c(%1; %)

Die Korrelation zwischen Funktionswerten und partiellen A bleitungen, bzw. zwischen
partiellen Ableitungen und partiellen Ableitungen kbnnen  wie in Gleichung 2.18 um-
geformt werden zu

@Ax) _ . .. @
ey )= gy

die Korrelation soll ebenfalls nur abhangig vom Abstand im P arameterraum sein

(—5— C(Z (%1) ; Z (%2))

C(‘Xl, %)

" 0%
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Die anderen Korrelationen fir die partiellen Ableitungen s ind in Kapitel 2.3 zu nden.

Mit diesen Annahmen ergibt sich die allgemeine Form der Korr elationsmatrix zwi-
schen zwei Membern zu

2

2 20 %R 5o

Z (x) [ clai) clu;x) ZEx @Fux)
R=8 Z (%) |c(x;%) C(X; %) @%Zgl) @%Z%XZ)
@Z4x1) | @Exa;%1) @¢Cx1;%2) @Cxa%1)  @Cx1;%2)

@x @x
@74 %2) @CEx2;%1) @Ex2.%2) @Cx2;%1)  @Cx2;%2)
@x @x @x @%@%

Konkrete Korrelationsfunktionen, welche in dieser Softwa re umgesetzt wurden, wer-
den in Kapitel 3.3 beschrieben. Die Korrelationsfunktione n sollen innerhalb der Matrix
austauschbar sein, was im entsprechenden Algorithmus zur A ufstellung der Matrix
beachtet werden muss.

3.3 Korrelationsfunktionen

Um die Korrelationsmatrix aufzustellen, ist es nétig, eine n Korrelationswert zwischen
allen bekannten Stutzstellen zu berechnen und auch zwischen den Stitzstellen und de-
ren partiellen Ableitungen. Um diesen Wert zu berechnen, wi rd eine Korrelationsfunk-
tion verwendet. Wie bereits in Kapitel 3.2 beschrieben, kan n die Korrelationsfunktion

nur angenahert werden und ist abhangig vom Abstand zweier St tzstellen zueinander.

In diesem Abschnitt soll eine sehr hau g verwendete Korrela tionsfunktion beschrie-
ben und deren softwaretechnische Umsetzung gezeigt werden. Da diese Korrelations-
funktion einer gauf3schen Normalverteilung sehr ahnlich is t, wird diese im Folgenden
als gaul3sche Korrelationsfunktion bezeichnet. Die Formel sieht wie folgt aus:

iFx
c; %)= e 5, (et xalf)
1y N2) — -

(3.2)
Die Vektoren %;; %, 2 R¥ stellen hier die Ortsvektoren der Stitzstellen dar. Die Fun Kkti-
on liefert immer Werte zwischen Null und Eins, wobei eine Ein s bei zwei identischen
Stutzpunken und eine Null bei unendlich weit entfernten Sti  tzstellen herauskommen
wiirde. Der Vektor ~2 Rk (auch Hyperparameter genannt) legt fest, wie stark die Kor-

relation mit steigendem Abstand der Stitzstellen zueinand er abfallt, wobei ein hoher
Wert einen starkeren Abfall bewirkt. In Abbildung 3.3 ist ei ne beispielhafte Korrelati-
onsfunktion mit zwei verschiedenen  Werten zu sehen, wobei die Stitzstellen in der
Abbildung jeweils nur eine freie Variable haben. Auf der X-A chse des Diagramms ist
die Differenz der beiden Stiitzstellen zueinander aufgetra gen und auf der Y-Achse der
entsprechende Korrelationswert. Die rote durchgezogene K urve zeigt die Korrelations-

funktion mit einem = 0:01und die grine gestrichelte Kurve hatein = 0:1. Nimmt

man eine Differenz der beiden Stitzstellen von z.B. x = 5 an, dann ergeben sich
fur einen Hyperparameter von = 0:01ein Korrelationswert von 0.53 und fur =0:1
ein Korrelationswert von 0.08. In dem einen Fall wird also ei ne starkere Abhangigkeit
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Abbildung 3.3: Beispiel einer Gauss Korrelationsfunktion mit einer freien Variable und
zwei unterschiedlichen Einstellungen und deren Ein uss auf den Korrelationswert

der beiden Stutzstellen angenommen und im anderen Fall eine sehr schwache Abh&n-

gigkeit. Fur das gesamte Kriging Modell gibt es genau einen ~Vektor, die Bestimmung
dieser Werte ist Aufgabe des Trainings.

In Abbildung 3.4 wird eine Korrelationsfunktion zwischen z  wei Stltzstellen %;; %, 2
R* mit zwei freien Variablen k = 2 gezeigt. Fur diesen Fall hat der Vektor ~2 Rk eben-
falls zwei Komponenten. Auf der X-Achse ist die Differenz zw ischen den beiden ersten
Komponenten der beiden Stltzstellen aufgetragen, auf der Y-Achse die Differenz zwi-

schen den zweiten Komponenten der Stitzstellenvektoren un d die Z-Achse zeigt den
entsprechenden Korrelationswert.

Die programmiertechnische Umsetzung ist sehr simpel und si eht wie folgt aus:

for (size_t 1=0; i<pointl.getNumVars() ; i++){
correl += fmath::exp(thetas[i]) sqr(pointl.getVarsRef(i) point2.getVarsRef(i));
}

correl=fmath::exp( 0.5 correl);

Da diese Funktion wahrend eines Trainings sehr h&au g aufger ufen wird, macht es
Sinn, diese zu beschleunigen. Um dies zu erreichen, wurden SSE (Streaming SIMD Ex-
tensions) CPU Befehle verwendet. Die Lesbarkeit des Codes kidet zwar recht stark
darunter, da sich diese Methode zukiinftig aber kaum noch &nd ern wird, ist dies ver-

tretbar.
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Abbildung 3.4: Beispiel einer Gauss Korrelationsfunktion mit zwei freien Variablen

Streaming SIMD Extensions (SSE)

Die Streaming SIMD Extensions (SSE) sind eine von Intel entwickelte Befehlssatzer-
weiterung der x86-Architektur. Mit Einfihrung des Pentium -llI-(Katmai)-Prozessors
wurde diese 1999 vorgestellt. Aufgabe der SSE Befehle ist eProgramme durch Par-
allelisierung auf Instruktionslevel zu beschleunigen, au ch SIMD (Single Instruction
Multiple Data) genannt. Die SSE-Befehlssatzerweiterung umfasst urspriinglich 70 In-
struktionen und 8 neue Register, genannt XMMO bis XMM7. Ursp riinglich wurden die
128 Bit breiten Register allerdings nicht in einem Schritt v erarbeitet. Bei heutigen CPUs
(z.B. Intel Core CPUs) werden die Register in einem Schritt verarbeitet, zudem wurde
die Anzahl der Register von 8 auf 16 erhoht.

Es gibt zahlreiche Umsetzungen der SSE Befehle. Diese reichn von SSE bis SSE5, wo-
bei ab SSE3 AMD und Intel jeweils eigene Implementationen der SSE Architektur vor-
nahmen. Der Nachfolger von SSE heil3t AVX (Advanced Vector Extensions) und ver-
breitert die Register auf 16x 256 Bit.

Innerhalb dieser Arbeit wurden nur SSE 1 Befehle verwendet, da diese praktisch von
allen aktuellen CPUs und auch Compilern unterstitzt werden . Durch die neuen 128 Bit
Register kdnnen nun in einem Rechenschritt vier oat (32 Bit ) oder zwei double (64 Bit)
Werte gleichzeitig verarbeitet werden. Um diese Funktione n zu nutzen, missen im
C++-Code spezielle SSE Befehle verwendet werden [Fogl3, KA11]. Das folgende Lis-
ting zeigt die Umsetzung der Gauss Korrelationsfunktion mi t SSE Befehlen:

_ . m128d varDiff;
_ m128d varl;
_ m128d var2;
_m128d thetas;
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_ . m128d correlSSE = _mm_setzero_pd ();
double t[2], tmp[2];
size_t size = (pointl.getNumVars()%2==0) ? pointl.getNumVars()/2 : (pointl.getNumVars() 1)/2;
for (size_t i=0; i< size; i++){
varl = _mm_loadu_pd(&(pointl.getVarsRef(i 2)
var2 = _mm_loadu_pd(&(point2.getVarsRef(i 2)
tmp[0] = fmath::expd( this >thetas[O][i 2]);
tmp[1] = fmath::expd( this >thetas[O][i 2+1]);
thetas = _mm_loadu_pd(&(tmp[0]));
varDiff = _mm_sub_pd(varl,f var2);
correlSSE = _mm_add_pd(correlSSE , _mm_mul_pd( thetas ,_mm_mul_pd(varDiff ,varDiff) ) );
}
_mm_stream_pd( t, correlSSE);
_mm_empty();
correl = (t[O]+t[1]);
if (pointl.getNumVars()%2!=0){
correl+=fmath :: expd(this >thetas[O0][pointl.getNumVars() 1])
sqr(pointl.getVarsRef(pointl.getNumVars() 1) point2.getVarsRef(pointl.getNumVars() 1));

));
));

correl=fmath::exp( 0.5 correl);

In den Zeilen 1-5 werden verschiedene Variablen de niertvo m Typ* m128d”, dieser
Typ stellt zwei 64 Bit double Werte dar. In Zeile 5 wird die Var iable correlSSE mit der
_mm_setzero_pd() Funktion auf Null gesetzt. Da in einem Sch ritt immer zwei Befehle
gleichzeitig ausgefiihrt werden, muss die Anzahl durch zwei teilbar sein. Ist dies nicht
der Fall, muss der Rest mit normalen Befehlen durchgefihrt w erden. Zeile 7 setzt die
Anzahl der Schleifendurchlaufe auf die Anzahl der freien Va riablen geteilt durch zwei.
Ist die Anzahl der freien Variablen ungerade, wird eins subt rahiert und dann durch
zwei geteilt. Die Zeilen 8-16 stellen die Summation aus der G auss Formel dar. Zuerst
wird in den Zeilen 9-10 zwei Werte der Stitzstellen in die SSE Variablen geladen. Dies
geschieht mit der Funktion _mm_loadu_pd(). Als Parameter e rwartet die Funktion
eine Speicheradresse und transferiert dann 128 Bit ab diese Adresse in die entspre-
chende SSE Variable. In den Zeilen 11-12 wird die Exponentialfunktion der Hyperpa-
rameter berechnet. Dies geschieht auf konventionelle Weise, da es keinen SSE Befehl
fur die Exponentialfunktion gibt. Die beiden berechneten W erte werden dann in Zeile
13 ebenfalls in eine SSE Variable geladen. Die Differenz derStitzstellenkomponenten
wird anschlie3end in Zeile 14 vorgenommen. Hier werden wie b ereits erwahnt, direkt
zwei Differenzen gleichzeitig berechnet. In Zeile 15 wird d ann die Differenz quadriert,
mit den Hyperparametern multipliziert und aufsummiert, al  les mit SSE Befehlen.

Ist der Schleifendurchlauf beendet, wird in Zeile 17 das Erg ebnis in eine normale Va-
riable zuriick transferiert und in den restlichen Zeilen wir d (falls die Anzahl der freien
Variablen nicht durch zwei teilbar war) das letzte Element m it konventionellen Metho-
den berechnet. Die gemessenen Geschwindigkeitsvorteile lagen bei ca. 20 % - 30 %.
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3.4 Algorithmus zur Bildung der Korrelationsmatrix

Beim Aufstellen der Korrelationsmatrix missen alle Korrel ationen zwischen Membern
berechnet werden. Ein Member wird durch die Klasse Point bes chrieben, in Abbildung
3.5 ist das UML Diagramm der entsprechenden Klasse dargestéllt.

B : Red =doube
T : Matrix = OpenMPMatrix
Point

-fit: B

-partidDerivatives: map<sze, B>
vas. T

-type: string

+print(): void
+operator==(Point): bod

Abbildung 3.5: UML Diagramm der Klasse Point, welche einen M ember/Stltzstelle
beschreibt

Die Klasse verwendet zwei Template Parameter. Zum einen den Parameter B, dieser
gibt den verwendeten FlieRkommazahlentyp an und zum andere n gibt es den Para-
meter T, welcher den verwendeten Matrix Typ darstellt. Der M atrix Typ muss ein
Subtyp der Matrix Klasse aus Kapitel 3 sein. Die Point Klasse besteht aus vier Attri-
buten und zwei 6ffentlichen Methoden. Das Attribut t besch reibt den Funktionswert
des Members. PartialDerivatives beinhaltet die vorgegebenen partiellen Ableitungen
eines Members. Der Typ des Attributs ist eine map (Hashtabel le), wobei der Schlis-
sel die Nummer der Variable darstellt, nach der abgeleitet w urde. In vars werden die
Variablenwerte des Members gespeichert, der Typ des Attrib uts ist eine Matrix. Eigent-
lich wird nur ein Vektor als Typ bendtigt, da man aber gerne di e Matrix Operationen
nutzen mochte, wird vars als einspaltige Matrix verwendet, was letztlich wieder ei-
nem Vektor entspricht. Das Attribut type beinhaltet den Typ des Members, dies ist fur
Variable Fidelity Methods ( siehe Kapitel 2.4 ) wichtig. In d iesem Attribut wird dann
Uber einen Identi er angegeben, ob es sich z.B. um einen Member handelt, welcher mit
hoher Gute berechnet wurde oder niedriger.

Eine Korrelationsfunktion soll zwischen zwei solcher Poin t Objekte einen Korrelati-
onswert bestimmen. Daher macht es Sinn, eine gemeinsame abgakte Superklasse
einzufuhren, der Aufbau ist in Abbildung 3.6 dargestellt. D a jedes Point Objekt auch
die partiellen Ableitungen enthélt ist es sinnvoll, dass di e Korrelationsfunktion alle

Korrelationen zwischen zwei Point Objekten zurlck gibt, al so auch die Korrelationen
zwischen partiellen Ableitungen und Funktionswerten. Zu d iesem Zweck wird die

Korrelationsmatrix durch Zeilen- und Spaltentausch umsor tiert, um die Korrelationen

zwischen zwei Point Objekten direkt als Submatrix in die Ges amtmatrix einzuflgen:
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Durch diese Anordnung stehen alle Korrelationen zwischen z wei bestimmten Punk-
ten immer zusammen, dies vereinfacht den Algorithmus zum Au fstellen der Matrix
erheblich.

B: Red = double
T : Matrix = OpenMPMatrix

CorrelationFunction

+getName(): string
+getAlCorrelation(P1: Point, P2: Paint, corrMat: T, diagAdd: B, i: int, j: int, eqMemb: bod): void
+getAlCorrelationPartDer(P1: Point, P2: Paint, corrMat: T, corrMatDer: T, diagAdd: B, i: int, j: int, egMemb: bod, varNr: int): void

% I

B: Red =doule
T : Matrix = OpenMPMatrix

Corr elationFunctionGauss

-Thetas: T

+getName(): string

+getAllCorrelation(PL: Point, P2: Paint, corrMat: T, diagAdd: B, i: int, j: int, egMemb: bod): vaid

+getAllCorrelationPartDer(PL: Paint, P2: Point, corrMat: T, corrMatDer: T, diagAdd: B, i: int, j: int, egMemb: bod, varNr: int): void
-cacCorrelation(Point1: Paint, Paint2: Point): B

-cdcCorreationPartiaDerivative(Paint1: Point, Point2: Point, correation: B, nrVar: sze): B

B : Red = doube
T : Matrix = OpenMPMatrix

Corr elationFunctionSpline

-Thetas: T

+getName(): string

+getAlCorrelation(PL: Point, P2: Point, corrMat: T, diagAdd: B, i: int, j: int, egMemb: bod): void

+getAllCorrelationPartDer(PL: Paint, P2: Point, corrMat: T, corrMatDer: T, diagAdd: B, iz int, j: int, eqMemb: bod, varNr: int): void
-cdcCorreation(Paint1: Paint, Point2: Point, p: vector): B

-cdcCorrdationPartiaDerivative(Paint1: Point, Point2: Paint, correlation: B, niVar: sze, withoutProduct: bod): B

Abbildung 3.6: UML Diagramm der abstrakten Klasse Correlat ionFunction mit zweli
Subklassen, diese stellen spezi sche Korrelationsfunkti onen dar
Die Methode CreateCorrelationMatrix

Das UML Diagramm in Abbildung 3.6 zeigt die abstrakte Superk lasse Correlation-
Function mit zwei Spezialisierungen namens CorrelationFu nctionGauss und Correla-
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tionsFunctionSpline. Die Spezialisierungen stellen jeweils verschiedene Korrelations-
funktionen dar. Die Umsetzung der Gauss Korrelationsfunkt ion wurde im Abschnitt
3.3 dargestellt, auf die Beschreibung der Spline Funktion w ird hier verzichtet. Die Me-
thode getAllCorrelation schreibt alle Korrelationswerte zwischen den Stitzpunkten
P1 und P2 in die ebenfalls Gbergebene Korrelationsmatrix corrMat. Da die Korrelati-
onswerte zwischen zwei Stutzstellen eine Submatrix der Kor relationsmatrix darstellen
(siehe Formel 3.2), wird der Methode getAllCorrelation die entsprechende Stelle der
Submatrix in der Korrelationsmatrix tber die Indizes i und j mit angegebenen. Die
beiden Parameter stellen hier die Position der ersten Zeile und Spalte der Submatrix in
der Korrelationsmatrix dar. Es wird also im ersten Schrittd ie Korrelation zwischen den
beiden Punkten bestimmt, dann die Korrelationen der partie llen Ableitungen, daraus
wird dann die entsprechende Submatrix gebildet und diese in die Korrelationsmatrix
eingeflgt.

Das folgende Programmlisting zeigt die Funktion, welche un ter Benutzung der ab-
strakten Klasse CorrelationFunktion, eine Korrelationsm atrix mit Werten beftllt. Der
gezeigte Code ist der Originalcode in C++, auf Pseudocode wi rd hier verzichtet da ei-
nige Besonderheiten von C++ eine recht grol3e Rolle in der Programmierung spielen.
Einige Zeilenumbrtiche waren in C++ in der Form nicht zuldssi g, aus Platzgrinden
lieRen sich diese allerdings nicht vermeiden.

template <class T, class B>
void createCorrelationMatrix(
T &correlationMatrix
vector<Point<T,B> > &points,
map<string ,map<string , CorrelationFunction<T,B> >> correlationMap){

T tmp(config :: numSamplesDerivatives, config :: numSamp lesDerivatives );
correlationMatrix = tmp;
#pragma omp parallel for schedule(dynamic)
for (size_t i=0; i<points.size (); i++){
for (size_t j=i; j<points.size (); j++){
if (i==j){
correlationMap [points[i].getType ()][ points[j].get Type()] >getAllCorrelation (
points[i],
points[j],
correlationMatrix ,
0.0,
config :: matrixPositions[i],
config :: matrixPositions[j],
true );
correlationMatrix [config :: matrixPositions[i]][con fig:: matrixPositions[j]]
+= fmath ::expd(config :: diagonalAddition);
}

else{
correlationMap [points[i].getType ()][ points[j].get Type()] >getAllCorrelation (
points[i],
points[j],
correlationMatrix ,
0.0,

config :: matrixPositions[i],
config :: matrixPositions[j],
false);

}

#pragma omp parallel for

for (int i=correlationMatrix.getColumnSize() 1; i>0; i )i
for (int j=i 1; j>=0; j )
correlationMatrix[i][j] = correlationMatrix[j][i];

}
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}

Die Funktion createCorrelationMatrix hat genau drei Param eter. Der erste Parameter
ist eine Referenz auf die eigentliche Korrelationsmatrix. Um unnétiges Kopieren zu
vermeiden, wird eine Referenz verwendet, weil die Daten dir ekt in die Matrix geschrie-
ben werden sollen. Da die Matrizen sehr grol3 werden kdénnen (2 0000x20000 sind keine
Seltenheit) und wéahrend des Trainings sehr hau g gebildet w erden missen, kbnnen
solche Uberlegungen erhebliche Unterschiede in der Geschwindigkeit ausmachen.

Der Parameter Points vom Typ Point (Abbildung 3.5) ist ein ei ndimensionaler Vektor,
welcher alle Member/Stitzstellen beinhaltet.

CorrelationMap ist eine zweidimensionale Hashtabelle, di e beiden Indizes sind strings
und beschreiben die Typen (vgl. Attribut type aus Abbildung 3.5) der entsprechenden
Stutzstellen. Durch diese Hashtabelle ist es moglich, jedem Paar von Stltzstellen ver-
schiedene Korrelationsfunktionen zuzuordnen. Dies ist be i der weiteren Entwicklung

des Verfahrens von grof3er Bedeutung, insbesondere fir Variable Fidelity Models (sie-
he Kapitel 2.4). Der Wert der Hashtabelle ist vom Typ Correla tionFunction (siehe 3.6),
dieser kann also durch jeden Subtyp der abstrakten Klasse CorrelationFunction tber-

laden werden. Eine solche correlationMap kdnnte z.B. folge ndermal3en aufgebaut sein:

| Typl | Typ2 | CorrelationFunction |
“low” “low” | correlationFunctionGauss
“low” | “high” | correlationFunctionSpline
“high” | “high” | correlationFunctionGauss

Wiurde man mit dieser correlationMap z.B. folgenden Aufruf m achen, so wirde man
die Methode getAllCorrelation des SubTyps CorrelationFun ctionGauss (siehe 3.6) auf-
rufen.

correlationMap [ "low" ][ "low"] >getAllCorrelation (...);

Genau diesen Aufruf ndet man in den Zeilen 13 und 25.

In Zeile 7 und 8 wird eine neue Matrix vom Template Typ T alloki ert und der Parame-
ter correlationMatrix damit Uberschrieben. Der Wert con g ::numSamplesDerivatives
beschreibt hier die Anzahl der Stltzstellen plus die Anzahl der gegebenen partiellen
Ableitungen.

In den Zeilen 9 bis 11 wird eine doppelte for Schleife Uber all e Stltzstellen gestartet,
um die Korrelationen von allen Stitzstellen zu allen Stitzs tellen zu berechnen. Das
“#pragma omp parallel for” ist eine einfache Schleifenpara llelisierung von OpenMP.
Die Indizes werden automatisch in Bereiche eingeteilt und d ann in einzelnen Threads
abgearbeitet. Die Anzahl der maximalen Threads wird direkt zu Anfang lUber ein Pa-
rameter le festgelegt. Der zusatzliche Befehl “schedule( dynamic)” gibt an, wie der
OpenMP Scheduler die Arbeit auf die Threads verteilt, es gib t prinzipiell drei Vari-
anten:

static Jede Teilschleife besitzt eine feste Anzahl von Durchlaufen, diese Durchlau-
fe werden dann reihum an die Threads verteilt. Dieses Vorgeh en ist, bei gleicher
Lastverteilung der Teilschleifen optimal. Im Normalfall g ibt es soviele Teilschlei-
fen wie Anzahl Threads.

dynamic Hier werden die Teilschleifen dynamisch an die Threads ver teilt, um
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das zu erreichen, werden die Teilschleifen kleiner gewahlt als z.B. bei static. Dies
ist sinnvoll, wenn die Last stark variiert, allerdings istd er Verwaltungsaufwand
fur die OpenMP Laufzeitumgebung héher.

guided Bei diesem Fall werden die Teilschleifen wahrend der Laufz eit exponenti-
ell von grol zu klein veréandert. Dies ist ein Spezialfall von dynamicund reduziert
den Verwaltungsaufwand.

Welche der drei Varianten fur einen Fall geeignet ist, l&sst sich oftmals nur durch Tes-
ten gut bestimmen. Bei der Belegung der Korrelationsmatrix scheint zuerst die Option
static sinnvoller zu sein, da der Aufwand fir einen Schleifendurch lauf in etwa gleich
bleibt. Allerdings war die Option dynamicin Tests ca. 10 % schneller. Das kénnte durch
interne Compiler Optimierungen und die Verwendung des If- E Ise Blocks innerhalb
der Schleife zu erklaren sein.

Der If- Else Block ist dazu da, um zwischen der Berechnung der Korrelation zwischen
zwei gleichen Stutzpunkten und der Berechnung der Korrelat ion zwischen zwei ver-
schiedenen Punkten zu unterscheiden. Dies ist sinnvoll, da sich die Korrelation zwi-
schen zwei gleichen Stutzpunkten durch Vereinfachungen de r mathematischen For-
mulierung deutlich schneller berechnen lasst. Eine solche Vereinfachung wird im nachs-
ten Abschnitt genauer beschrieben. Zuséatzlich kann auf die Diagonalelemente der Ma-
trix, ein Diagonalaufschlag addiert werden (Zeile 21-22). Dies wird verwendet um die
Matrix fur die Invertierung numerisch stabiler zu machen, i n Kapitel 5.2 wird der Dia-
gonalaufschlag genauer erlautert.

Innerhalb des If- Else Blocks wird die Methode getAllCorrel ation der entsprechenden
Subklasse von CorrelationFunction (siehe Abbildung 3.6) aufgerufen. Zwei wichtige
Parameter dieses Methodenaufrufs sind “ con g::matrixPositions][i] und

“con g::matrixPositions[jJ, diese Arrays enthalten eine Tabelle, welche zu einer gege-
benen Membernummer die entsprechende Position der Member i n der Korrelations-
matrix zuriickgeben soll. Da ein Member in der Korrelationsm atrix durch eine kleinere
Submatrix beschrieben wird, stellt die Position immer die e rste Zeile bzw. Spalte der
Submatrix in der Korrelationsmatrix dar. Die Methode getAl ICorrelation wird im fol-
genden Abschnitt genauer erlautert.

Da die Korrelationsmatrix symmetrisch ist, wird nur die rec hte obere Dreiecksmatrix
belegt und in den Zeilen 37-43 wird diese dann auf die linke un tere kopiert. Dadurch
wird die Geschwindigkeit des Algorithmus nochmals erhoht.

Die Methode getAllCorrelation

Die Methode getAllCorrelation, welche in Subklassen des Ty ps CorrelationFunction
(siehe Abbildung 3.6) de niert ist, soll alle Korrelations werte zwischen zwei Stltz-
stellen berechnen. Diese werden in die Korrelationsmatrix eingetragen und von der
Funktion createCorrelationMatrix (siehe Kapitel 3.4) auf gerufen. Das folgende Listing
zeigt den Originalcode in C++.
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1 template <class T,class B>

2 inline void CorrelationFunctionGauss<T,B>::getAllCorrelation (

3 Point<T,B> &pointl,

4 Point<T,B> &point2 ,

5 T &corrMatrix ,

6 B diag,

7 size_t iMatrix,

8 size_t jMatrix ,

9 bool equalMember ){

10

11 typename map<size_t, B>::iterator derlt;

12 typename map<size_t, B>::iterator derltCol;

13 size_t freevarNr=0, freevarNr2=0;

14 if (equalMember){

15 corrMatrix[iMatrix][jMatrix]= 1.0;

16 for (size_t i=0; i<point2.getNumPartDerivatives (); i++){

17 freevarNr=i;

18 corrMatrix[iMatrix+i+1][jMatrix+i+1] = fmath::expd( thetas[0][freevarNr]);

19

20 telse{

21 corrMatrix[iMatrix][jMatrix] = calcSimpleGauss (poin tl, point2);

22 size_t i=0;

23 size_t j=0;

24 for (derltCol=point2. getAllPartDervsRef (). begin ();

25 derltCol!=point2 . getAllPartDervsRef ().end(); derlt Col++){

26

27 freevarNr=derltCol >first;

28 corrMatrix[iMatrix][jMatrix+i+1] = calcGEKPartialDe rivative (pointl, point2,

29 corrMatrix[iMatrix][jMatrix], freevarNr);
30

31 i++;

32 }

33 if (corrMatrix.getRowsSize () >1){

34 i=0;

35 for (derltCol=pointl.getAllPartDervsRef (). begin();

36 derltCol!=pointl. getAllPartDervsRef ().end(); derlt Col++){

37

38 freevarNr=derltCol >first;

39 corrMatrix[iMatrix+i+1][jMatrix] = calcGEKPartialDerivative (pointl, point2,
40 corrMatrix[iMatrix][jMatrix], freevarNr);
41 i++;

42 }

43 i=0;

44 for (derltCol=pointl. getAllPartDervsRef (). begin ();

45 derltCol!=pointl.getAllPartDervsRef ().end(); derlt Col++){

46 freevarNr=derltCol >first;

47 j=0;

48 for (derlt=point2 . getAllPartDervsRef (). begin ();

49 derlt!=point2. getAllPartDervsRef ().end (); derlt++) {

50

51 freevarNr2 = derlt >first;

52 if (i==j)

53 corrMatrix[iMatrix+i+1][jMatrix+j+1]=calcGEKParti alDerivative2 (pointl,
54 point2 ,

55 corrMatrix[iMatrix][jMatrix],
56 freevarNr);

57 else

58 corrMatrix[iMatrix+i+1][jMatrix+j+1] = calcGEKParti alDerivative2 (pointl ,
59 point2 ,

60 corrMatrix[iMatrix ][ jMatrix],
61 freevarNr ,

62 freevarNr2);

63 j++;

64 }

65 i++;

66 }

67 }

68 }
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Die Methode wird mit sieben Parametern aufgerufen. Die erst en beiden Parameter
sind Referenzen auf zwei Objekte vom Typ Point. Zwischen die sen beiden Stltzstellen
sollen alle entsprechenden Korrelationswerte berechnet werden. Der nachste Parame-
ter corrMatrix ist eine Referenz auf die Korrelationsmatri x, in welche die entsprechen-
den Korrelationswerte geschrieben werden sollen. Wie bereits im vorherigen Abschnitt
ist der Parameter diag, ein Diagonalaufschlag fur die Korre lationsmatrix. Dieser wird
auf die Hauptdiagonale der Matrix addiert und kann fir die nu  merische Stabilitat der
Invertierung von Bedeutung sein, in Kapitel 5.2 wird der Dia gonalaufschlag genauer
erlautert. Die ndchsten beiden Parameter iMatrix und jMatr ix geben an, bei welchen
Indizes in der Korrelationsmatrix die neuen Korrelationen eingefuigt werden sollen.

Der letzte Parameter equalMember ist ein bool'scher Wert un d gibt an, ob es sich bei
den beiden Stitzstellen um dieselben Punkte handelt. Ist di es der Fall, kann die Be-
rechnung der Korrelationswerte stark vereinfacht werden.

In den Zeilen 11-13 werden einige Variablen deklariert. Ins besondere zwei Iteratoren,
welche zum iterieren Uber die partiellen Ableitungen der be iden Stitzstellen dienen.
Dies ist notig, da die partiellen Ableitungen als map gespei chert sind und eine map in
C++ nur Uber Iteratoren durchlaufen werden kann.

Die Zeilen 14-19 werden ausgefiihrt, wenn die beiden Stitzstellen identisch sind. Dann
vereinfachen sich die Korrelationswerte fir eine Gauss Kor relation wie sie in Kapitel
3.3 beschrieben wurde zu:

C(x;%) =1
@i %) _
@}

(
@¢xa;x) _ 0 pé ]
@r@X e« p=j

Ubertragen auf das Beispiel aus Gleichung 3.2, vereinfachtsich die entsprechende Kor-
relationsmatrix dann zu:

2 3
Z(x) a3 Z(x) GF
Z (%) 1 0 C(%1; %) %;;2)
_ @4 %1) @Cx1,%2) @C€x1,%2)
R=8 g5 | O e @i oio3
Z (%2) | C(%2;%1) 7@%51) 1 0
@74 %2) @Ex2;%1)  @Ex2,%1) 0 ek
@x @x @3 @%

Diese Vereinfachung gilt nur fur die Gauss Korrelationsfun ktion, flr andere Korrelati-
onsfunktionen ergeben sich aber &hnliche Vereinfachungen.
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Handelt es sich bei den beiden Stitzstellen allerdings nicht um dieselben, wird der
else-Fall ab Zeile 21 aufgerufen. In dieser Zeile wird dann d er einfache Korrelations-
wert der Matrix gebildet und in die gesamte Korrelationsmat rix eingetragen. Der Co-
de fir die private Methode calcSimpleGauss ist identisch mi t dem Code fir die Gauss
Korrelationsfunktion aus Kapitel 3.3.

In den Zeilen 24-32 wird die Ableitung der Korrelationsfunk tion zwischen den Stitz-
stellen gebildet, abgeleitet wird nach den Parametern der z weiten Stitzstelle. Die Schlei-
fe geht alle freien Variablen durch, an denen es eine partielle Ableitung gibt. Die eigent-
lichen Korrelationswerte werden in der privaten Methode ca IcGEKPartialDerivative
berechnet und danach in die gesamte Korrelationsmatrix geschrieben, in der oberen
Beispielmatrix wirde das dem Wert %}?Z) aus der rechten oberen Ecke entsprechen,

da es in dem Beispiel nur eine freie Variable gibt. Der Method e calcGEKPartialDeri-
vative werden anschlie3end die beide Punkte Ubergeben. Der genaue Funktionsablauf
soll hier aus Platzgriinden nicht weiter aufgefuhrt werden.

Die Abfrage in Zeile 33 pruft, ob es sich bei der Korrelations matrix um einen Vektor
handelt. Ist dies der Fall, sind nachfolgenden Berechnungen nicht notwendig.

In den Zeilen 35-42 wird wie bereits in den Zeilen 24-32 die Ab leitung der Korrelati-
onsfunktion berechnet. In diesem Fall allerdings fur die er ste Stitzstelle, dies wirde in

der Beispielmatrix dem Wert %{Q) entsprechen.

In den Zeilen 44-66 werden die zweiten Ableitungen der Korre lationsfunktion gebil-
det. Dafur muss uber die freien Variablen von beiden Stitzst ellen iteriert werden, an
denen sich partielle Ableitungen be nden. Die Berechnung d er Ableitungen ndet in
der privaten Methode calcGEKpartialDerivative2 statt. Es gibt zwei verschiedene Im-
plementationen der Methode, einmal eine fur den Fall, dass d ie freien Variablen, nach
denen abgeleitet wird fur beide Punkte gleich sind und einma | fir den Fall, dass sich
diese unterscheiden. In der Beispielmatrix wirde die Ablei tung dem Wert @@(’zgg) ent-
sprechen. Zudem besitzen die beiden Punkte jeweils nur eine freie Variable und auch
nur jeweils eine partielle Ableitung. Daher ist die Nummer d er freien Variablen nach
denen abgeleitet wird, in beiden Fallen eins und damit wirde die entsprechende Im-
plementation aus den Zeilen 52-56 aufgerufen werden.

Diese Methode stellt einen recht allgemeingultigen Algori thmus auf, welcher alle not-
wendigen Korrelationswerte zwischen zwei Stutzstellen in  die korrekten Positionen
einer Korrelationsmatrix einftigt. Im UML Diagramm 3.6 wurd e zuséatzlich zur Metho-
de getAllCorrelation eine Methode getAllCorrelationPart ialDer gelistet. Diese soll die
Ableitungen der Korrelationsfunktion nach den Hyperparam etern zurtickgeben. Dies
ist fur das Training, welches in Kapitel 5 erklart wird, wich  tig. Die eigentliche Methode
ist der Methode getAllCorrelation allerdings relativ ahnl ich und soll daher nicht naher
dargestellt werden.



4 Bestimmung der Hyperparameter
durch die Maximum Likelihood
Methode

Wie in den vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, hangen die ein zelnen Korrelations-
werte der Korrelationsmatrix maf3geblich von den verwendet en Hyperparametern ab
und damit die Gute des Kriging Modells. Ziel eines Kriging Tr ainings ist es daher,
die optimalen Hyperparameter zu nden. Um dies zu erreichen , wird die Maximum
Likelihood Methode verwendet.

Im ersten Teil des Kapitels soll die Maximum Likelihood Meth ode anhand eines sim-
plen Beispiels erklart werden. Im Anschluss daran wird die U msetzung dieser Metho-
de fur das hier verwendete Kriging Modell gezeigt.

Der letzte Abschnitt behandelt dann die softwaretechnisch e Umsetzung dieser Metho-
de.

4.1 Maximum Likelihood Methode

Um die optimalen Hyperparameter fur das Kriging Modell zu n  den, wird die Maxi-
mum Likelihood Methode verwendet. Diese Methode soll in die  sem Abschnitt anhand
eines einfachen Beispiels erklart werden und im nachsten Ab schnitt die Umsetzung
dieser Methode fur das Kriging Verfahren. Grundsatzlich is t die Maximum Likelihood
Methode ein parametrisches Schéatzverfahren in der Statistik. Es werden die Parameter
gewahlt, die bei einer vorgegebenen Verteilung am plausibe Isten erscheinen.

Es wird von einer Zufallsvariablen X ausgegangen, die Dichtefunktion dieser Zufalls-
variablen f hangt von einem oder mehreren Parametern ab. Die kdnnten z.B. bei einer
Normalverteilung der Erwartungswert und die Standardabwe ichung sein. Der Ein-
fachheit halber wird im folgenden ein Parameter pverwendet. Liegt nun eine einfache
Stichprobe mit n Proben x;::x, vor, lasst sich die Dichtefunktion in folgender Form fak-
torisieren, die dabei entstehende Funktion L wird auch Likelihood Funktion genannt:

Y
L= f&:p) (4.1)

i=1

Wird diese Funktion nun in Abhangigkeit von gmaximiert, erhalt man die Maximum-
Likelihood-Schatzung fur g. Man erhélt also die Dichtefunktion bei der die Werte x;::x,

40
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Abbildung 4.1: Zwei Normalverteilungen bei gegebenen Stic hproben, die Stichproben
wurden gemalf der gestrichelten Normalverteilung erzeugt.

die grof3te Dichte unter Abhéngigkeit von qhaben und welche damit auch am plausi-
belsten erscheint.

In Abbildung 4.1 ist ein einfaches Beispiel dargestellt. Es wurden fur das Beispiel zu-
fallig 9 Punkte erzeugt (bekannte Funktionswerte). Hierfi r wurde ein Zufallsgenera-
tor verwendet, welcher der schwarzen gestrichelten Vertei lung folgt. Dieser stellt al-
so die optimale Verteilungsfunktion fur die Stichprobe dar . Aufgabe einer Maximum-
Likelihood-Schatzung wéare es nun, die plausibelste Normal verteilung fur die gegebe-
ne Stichprobe zu nden. Die Parameter fiur die Schatzung ware n hier die Standard-
abweichung und der Erwartungswert  einer Normalverteilung. In Abbildung 4.1
wurden zwei Normalverteilungen mit zwei verschiedenen Par ametersatzen gebildet,
wobei die schwarze gestrichelte Linie die richtige und die d urchgezogenen orangene
die falsche Normalverteilung darstellen. Berechnet man nu n die Likelihood Funktion
(Gleichung 4.1) fur beide Verteilungen, so sieht man bereits anhand der Gra k, dass
bei der falschen Verteilung so gut wie alle Funktionswerte k leiner sind als die Funk-
tionswerte bei der richtigen Verteilung. Daher wird auch da s Produkt dieser Funkti-
onswerte bei der richtigen Verteilung grofRer sein und den hé heren Likelihood Wert
bekommen.

4.2 Maximum Likelihood fur Kriging Modelle

Um die Maximum Likelihood Methode fir das Kriging Modell zun  utzen, wird ange-
nommen, dass die Funktionswerte normalverteilt sind. Dara us ergibt sich eine multi-
variate Normalverteilung mit konstantem Erwartungswert:

N = ! e 30 F ) coi(y F)

(2 )% det(Cov)?
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Abbildung 4.2: Multivariate Normalverteilung mit zwei Fun  ktionswerten. Links mit
hoher Korrelation zwischen den Funktionswerten und rechts mit niedriger Korrelati-
on.

Wobei der Vektor F beim Ordinary-Kriging dem Vektor T entspricht und beim Gradient-
Enhanced-Kriging sind die ersten n m Eintrage Eins und fur die restlichen m Eintrage
Null. Unter der Annahme einer globalen Varianz 2 ergibt sich:

N = 1 . o 306 F) BR( )0 F)
(2 )7 ndet R

N[

Die Matrix R wird wie in Kapitel 3 beschrieben durch Korrelationsfunkti onen einer
echten Korrelationsmatrix angenahert und ist somit von Hyp erparametern ~abhangig.
Der Maximum Likelihood Schatzer muss die Hyperparameter n den, die den Dichte-
funktionswert der Normalverteilung N maximieren. In Abbil  dung 4.2 sind zwei bei-
spielhafte Normalverteilungen gezeigt. Es gibtin diesen V erteilungen jeweils zwei ver-
schiedene Funktionswerte, der Vektor ¥s beinhaltet also genau zwei Werte. Die Funk-
tionswerte be nden sich in der Gra k in der rechten oberen Ec ke, der Schwarze Punkt
markiert die entsprechende Stelle. Ein Maximum Likelihood Schétzer misste in die-
sem Fall den hochsten Dichtefunktionswert fir den schwarze n Punkt nden. Um dies
zu veranschaulichen wurden auf der linken Seite die Hyperpa rameter so eingestellt,
dass eine sehr hohe Korrelation zwischen den Werten angenommen wurde. Der Dich-
tefunktionswert betrégt hier 0,33. Bei der rechten Gra k wu rden die Hyperparameter
so eingestellt, dass so gut wie keine Korrelation zwischen d en beiden Funktionswerten
angenommen wurde. Der Dichtefunktionswert betragt hier nu r 0,13. Der Maximum
Likelihood Schatzer wirde hier also die Hyperparameter aus der linken Funktion be-
vorzugen.

Da in der Realitat meist hunderte oder tausende Funktionswe rte vorhanden sind, wird

die Normalverteilung N numerisch maximiert. Um dies so efz ient wie méglich zu

gestalten, lasst sich die Normalverteilung N noch auf folge nde Weise vereinfachen.
Der Logarithmus ist eine monotone Funktion. Daher ist das Ma ximum von N und

log(N) an der selben Stelle im Parameterraum.

log(N) =log(1) gmg(z )+ %Iog 2 det(R) % w 'F IRy 'F
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Da das Maximum der Funktion bestimmt werden soll, kbnnen die Konstanten igno-
riert werden:

log(N) = %Iog " det(R)

n 1 1 ! 1 !
log(N) = EIog 2 EIog(det(R)) 5 % F =R ! y F (4.2)

Der Maximum Likelihood Schatzer der globalen Varianz 2 fiir eine multivariate Nor-
malverteilung ist:

Setzt man dies in den rechten Teil von Gleichung 4.2 ein, erh@lt man die vereinfachte
Form:

log(N) = % log 2 n+log(det(R))+ n (4.3)

Dieser Term ist nur noch abhangig von den Hyperparametern ~, welche zur Bildung
der Korrelationsmatrix R und 2 bendétigt werden:

!
n+log dettR™~ ) +n

Um diesen Maximum Likelihood Term zu minimieren bzw. zu maxi mieren, gibt es
zahlreiche numerische Verfahren. Innerhalb dieser Arbeit wurden die beiden Verfah-
ren RPROP (Resilient Propagation) und Quasi Newton verwend et. Diese Verfahren
werden in Kapitel 5 genauer erlautert. In diesem Zusammenha ng ist allerdings wich-

tig zu wissen, dass fur beide Verfahren der Gradient r L ~ der Funktion bekannt

sein muss. Da die Funktion allerdings die beiden Funktionen 2; enthalt und diese
ebenfalls von ~abhangig sind, ergibt sich laut Kettenregel:

. _O®, @@, @@’

L
r QR @@ @@

(4.4)

Der globale Erwartungswert  wird ebenfalls Gber einen Maximum Likelihood Schét-
zer fur eine multivariate Normalverteilung bestimmt:

@log(N)) _ @ I T
o @ » F SR'% F =0
@ooN) _o_ 'erty 'y 'F TRF

@
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o = YR 'F
FTR 1F

Da 2und durch die MLH Schéatzung selbst optimale Werte darstellen, w erden die
entsprechenden partiellen Ableitungen in Gleichung 4.4 Nu |l und es bleibt:

- - O
@R@

Da die hier verwendeten numerischen Verfahren minimieren u nd nicht maximieren,

wird die Funktion vom Vorzeichen umgedreht:

mn L =~ = max L

Bildet man nun die partielle Ableitung nach @, der Likelihood Funktion, wobei

@det(R) _ 1@R @ ' _ 1RRp 1
Tl—det(R)Spur R & und o~ - R 'GR

QL -~ 1 @R 1 _— @R
= = 10 il : 18R 1
@ 2 Spur R > s F R R

!
@ @ ¥s F (4.5)

Mit dieser Ableitung ist es nun madglich, die numerischen Min imierer ef zient zu nut-
zen, um die optimalen Hyperparameter zu bestimmen.

4.3 Softwaretechnische Umsetzung

Um den Likelihood Term und seine partiellen Ableitungen zu b ilden, wird eine eige-

ne Klasse vorgesehen. Da mehrere Likelihood Funktionen denkbar waren, wird eine

abstrakte Klasse namens DensityFunction eingefiihrt. Abbildung 4.3 zeigt die Umset-
zung der Klasse als UML Diagramm, Getter und Setter Methoden wurden hier aus

Platzgriinden ausgelassen. Bisher ist nur die Likelihood Fu nktion umgesetzt (siehe Ka-
pitel 4.2). Der Likelihood Term (Gleichung 4.3) wird in der M ethode calcDensity() be-
rechnet und die entsprechende Ableitung (Gleichung 4.5) in calcDensityDerivative().

Denkbar waren allerdings auch andere Likelihood Funktione n, welche auf anderen
Verteilungen basieren.

Ziel der Klassenstruktur ist es, die beiden Gleichungen 4.3 und 4.5 so ef zient wie
maoglich zu I6sen. Die dort verwendeten Matrizen sind in der R egel sehr grof3 und voll
besetzt, was eine ef ziente Berechnung sehr wichtig macht. Allerdings sind die Ma-
trizen symmetrisch und positiv de nit, was wiederum einige  Optimierungen zul&sst.
Zur Vereinfachung werden einige Terme der Gleichungen zusa mmengefasst:

Ri = R 'F (4.6)
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fi = FTR; (4.7
e=(n ) (4.8)
"d=R"e (4.9)

Die Terme werden in diese Form auch in der entsprechenden Kla sse (ReducedNormal-
Distribution) einmal berechnet und dann gespeichert. Da di ese sehr hau g wiederver-

wendet werden, muss man diese Termen nur einmal berechnen und eine Anderung

ist nur notwendig, wenn die Hyperparameter verandert wurde n. Uber die Attribute

corrMatUpdate und vecUpdate wird festgelegt, ob die Matriz en und Vektoren neu be-
rechnet werden mussen oder nicht. Sie werden nur dann neu ber echnet, wenn die Hy-
perparameter verandert wurden. Da die Hyperparameter nur U ber Getter und Setter
Methoden zugénglich sind, kann man bei jedem Setter Zugriff auf die Hyperparameter

die Attribute corrMatUpdate und vecUpdate auf true setzen.

Viele der Attributnamen entsprechen den hier verwendeten B ezeichnungen fir die
Vektoren/Matrizen, z.B. der Vektor R; entspricht dem Attribut rf. Das Attribut log-

DeterminantR entspricht dem Logarithmus der Determinante der Korrelationsmatrix
log (det(R)). Aufgrund dieser Ahnlichkeit werden daher nicht alle einze In aufgefiihrt.

Wie bereits in Kapitel 3.1 beschrieben, lasst sich die Deteminante durch eine Choles-
ky Zerlegung sehr ef zient berechnen. Insbesondere da die Z erlegung ebenfalls fur
die Invertierung der Matrix sinnvoll ist. Die Korrelations matrix wird in der Methode
createAndInvertCorrelmat aufgestellt, zerlegt und dann i nvertiert. Die zerlegte Matrix
wird in decomposedMatrix gespeichert, die invertierte Mat rix in inverseCorrMatrix.
Die bendttigten Vektoren werden in der Methode calcVectors( ) berechnet und in den
Attributen der Klasse gespeichert. Die Methoden predict() und predictVariance() be-
rechnen dann unter Vorgabe eines Ortsvektors eine Schatzung der gesuchten Funktion
y (%) (siehe Gleichung 2.1) und der Varianz (Gleichung 2.12).
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Abbildung 4.3: UML Diagramm der abstrakten Superklasse Den sityFunction und der
Subklasse ReducedNormalDistribution

Schritte fur die Berechnung eines Likelihood Terms:

In diesem Abschnitt soll die Methode zur Berechnung des Like lihood Terms (calcDen-
sity()) nochmals genauer erklart werden. Das folgende List ing zeigt die Methode im
Originalcode:

template <class T, class B>
B ReducedNormalDistribution<T,B>:: calcDensity (){
try {
if (this >corrMatUpdate){
this >createAndlInvertCorrelMat();
this >corrMatUpdate = false;

}

if (this >vecUpdate){
this >calcVectors ();
this >vecUpdate = false;

}

catch(ChodecNotPosDef& e){
cout <<"calcDensity ()_MatrixExceptions:"<<e.what()<<endl;
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config :: diagonalAddition = log (2.0 exp(config::diagonalAddition));

this >getCorrelationMatrixRef (). saveAsAscii( "corrMatFailed" );
this >getinverseCorrelationMatrixRef (). saveAsAscii( "corrMatinverseFailed" );
return  (config ::numSamples 1000.0);

catch (...){
cout <<"calcDensity () _Exception"<<endl;
cout <<" "<<endl;
return (config ::numSamples 1000.0);

}

return 0.5 (log(sSqr) config::numSamples + logDeterminantR + config::numSamples );

}

In Zeile 4 wird zuerst Uberprift, ob die Korrelationsmatrix  neu aufgestellt werden
muss oder nicht. Dies geschieht, wie bereits beschrieben, mt dem Attribut corrMatUpdate-
Ist dieses true, dann wird die Korrelationsmatrix wie in Zei le 5 tiber die Methode crea-
teAndinvertCorrMat() erzeugt, eine Cholesky Zerlegung du rchgeftihrt und dann in-

vertiert. Nach erfolgreichem Aufruf der Methode wird das At tribut corrMatUpdate

wieder auf false gesetzt. Ansonsten werden die Matrizen im P uffer verwendet, also
correlationMatrix, decomposedMatrix und inverseCorrMat

Auf dieselbe Weise wird mit den Vektoren (Gleichungen 4.6-4 .9) in den Zeilen 8-10
verfahren. Diese werden durch die Methode calcVectors erzeugt und dann in den At-
tributen der Klasse gespeichert. Durch die verwendete Matr ix Klasse ist die Berech-
nung der einzelnen Vektoren/Matrizen sehr simpel. Das folg ende Listing zeigt dies
exemplarisch an der Methode zur Erzeugung von Vektor d.

template <class T, class B>
void ReducedNormalDistribution<T,B>::calcDVec (){

dVec = inverseCorrelationMatrix . matrixMultiplicationT ranspose (eVec);
}

Die Methode ist Mitglied der Klasse ReducedNormalDistribu tion (siehe Abbildung
4.3) und wird durch die Methode calcVectors() aufgerufen. D as Attribut inverseCorre-
lationMatrix ist vom Typ Matrix und beinhaltet die invelrse K orrelationsmatrix. Diese

wird mit dem transponierten Vektor e = (¥s " F) multipliziert, die Transpo-
sition wird innerhalb der Multiplikation vorgenommen. Die  anderen Methoden zur
Berechnung der Dichtefunktionswerte usw. beinhalten prin zipiell nur andere Matrix
Operationen und werden daher nicht alle aufgefuhrt.

Die Methode InitAllThetas() der Klasse DensityFunction un d deren Subklassen soll al-
le Hyperparameter mit moglichst sinnvollen Werten initial isieren. Die verschiedenen
Intialisierungsmoglichkeiten und deren Umsetzung werden in Abschnitt 5.2 noch ge-
nauer erlautert.

Da die Cholesky Zerlegung nur fir positiv de nite symmetris che Matrizen funktio-
niert, kann es bei der Zerlegung zu einer Exception vom Typ Ch odecNotPosDef kom-
men, dies wird in Zeile 13 abgefangen. Ist diese Exception aufgetreten, wird der Dia-
gonalaufschlag (siehe Kapitel 5.2) erhéht und ein sehr hoher Likelihood Wert zurtick-

gegeben (Zeile 19), damit dieser in der Minimierung nicht me hr bertcksichtigt wird.

Zusatzlich wird innerhalb der Matrix Klasse nach erfolgrei cher Invertierung eine kurze
Uberprifung der invertierten Matrix gemacht. Dies wird dur ch folgende Gleichung
erreicht:
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Spur RR ' =n

Das Produkt der Inversen und der Korrelationsmatrix, ergib t die Einheitsmatrix. Da

die Einheitsmatrix n Diagonalelemente besitzt, welche all e den Wert 1.0 haben, muss
die Spur der multiplizierten Matrizen n ergeben. Gibt es num erische Ungenauigkeiten
innerhalb der Invertierung, wird dieser Wert wahrscheinli ch von n abweichen. Dies
wird Uberpriift und bei Uberschreitung eines Grenzwertes wi  rd ebenfalls eine Excep-
tion geworfen. Diese wird mit allen anderen unbekannten Exc eptions in Zeile 21 ge-
fangen und als Reaktion ein sehr hoher Likelihood Wert zuriic kgegeben.

Nachdem alle Vektoren und Werte berechnet sind, wird in Zeil e 26 die eigentliche Li-
kelihood Funktion berechnet (siehe Gleichung 4.1) und zurli ckgegeben.



5 Minimierungsverfahren/Training

Im Kapitel 4.2 wurde die Maximum Likelihood Methode vorgest ellt. Als Ergebnis die-
ses Kapitels erhielt man zwei Gleichungen zur Berechnung de s Likelihood Terms und
der dazugehorigen Ableitung. Ziel ist es, fur den Likelihoo d Term die optimalen Hy-

perparameter zu nden. Dieser Vorgang ist das eigentliche T raining des Modells. Zu
diesem Zweck werden zwei numerische Minimierungsverfahre nvorgestellt. Beide Mi-
nimierungsverfahren waren bereits in einer institutseige nen Bibliothek vorhanden. Die
entwickelte Minimierungsklasse sollte beide Verfahren nu tzen kénnen. Hierfir wur-

de ein spezielles Klassenmodell unter Benutzung von Boost Funktionsobjekten entwi-
ckelt.

Das Training bringt einige zusatzliche Probleme mit sich, z .B. mussen die Hyperpara-
meter anfangs initialisiert werden. Zudem kann die Korrela tionsmatrix schlecht kon-
ditioniert sein, fur beide Probleme wurden Losungsansatze entwickelt, welche hier
vorgestellt werden.

5.1 Diagonalaufschlag und Vermeidung negativer Hyper-
parameter

In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden, welche Probleme negative Hy-
perparameter hervorrufen und wie man diese vermeiden kann.

Zudem wurde in vorherigen Kapiteln bereits ein Diagonalauf schlag erwahnt, dieser
wird auf die Diagonalelemente der Korrelationsmatrix addi ert und soll die Kondition
der Matrix verbessern. Die genaue Vorgehensweise soll in diesem Abschnitt erlautert
werden.

Negative Hyperparameter

Wahrend der Minimierung der Likelihood Funktion kann es je n ach gewéhltem Mini-

mierungsverfahren oftmals dazu kommen, dass die Hyperpara meter negativ werden
konnen. Bei der Gauss Korrelationsfunktion wirde dies dazu flhren, dass bei grof3en
Abstanden zwischen den Membern auch grof3e Korrelationen vo rhergesagt werden
wuirden. Die Korrelationen kénnten so auch einen Wert tiber Ei ns erhalten, was keinen
Sinn macht. Daher sind negative Hyperparameter bei der Gaus s Funktion zwingend

zu vermeiden.

Eine einfache Mdglichkeit dies zu tun, ware wahrend der Mini mierung die Hyperpa-

49
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rameter nach unten zu begrenzen. Dies kann bei einigen Minim ierungsverfahren aller-
dings zu schwerwiegenden Problemen fuhren, sodass diese nicht mehr konvergieren
wirden.

I

(%) = e |—1( xa xaj?)
1y A2) — -

N

Winschenswert ware es also, dass der gesamte Bereich der rellen Zahlen verwen-
det werden kdnnte. Um dies zu erreichen, wurde als erstes ver sucht, das Quadrat der
Hyperparameter zu verwenden:

I
c(; %)= e i, (P ail®)
1, A2) — -

Diese Formulierung fuhrte allerdings zu einem unerwiinscht en Verhalten und zwar
sieht die partielle Ableitung dieser Funktion wie folgt aus

c . .
Qc_ C*i%) Xy Xaj’

@

Das Problem hierbei ist, dass wenn der Hyperparameter wahre nd der Optimierung

Null wird, auch die entsprechende partielle Ableitung Null  wird. Wahrend eines Mi-
nimierungsverfahrens kann es also passieren, dass die pariellen Ableitungen der Hy-

perparameter alle zu Null werden und die Minimierung als bee ndet angesehen wird.
Um dieses Problem zu vermeiden, wurde die Exponentialfunkt ion verwendet:

I
. (elixa xaj?)

1
C(x %)= e -

@c_ C(%1; %2) 1e'jx Xa1j°

= ’ P | |

@I 1y A2 2 1 2

Diese Formulierung der Gauss Korrelationsfunktion hat sic h bisher als vorteilhaft her-
ausgestellt, da der gesamte Raum der reellen Zahlen verwendet werden kann. Zudem
ist die Funktion stetig und differenzierbar.

Diagonalaufschlag einstellen tGiber eine maximale Konditio  nszahl

Wahrend des Trainings kann es passieren, dass Hyperparameter eingestellt werden,
die eine schlechte Konditionierung der Korrelationsmatri x hervorrufen. Dies kann bei
der Cholesky Zerlegung problematisch werden. Um die Kondit ionszahl zu verbessern,
wird ein Diagonalaufschlag auf die Hauptdiagonale der Matr ix addiert. Die Gauss
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Korrelationsfunktion wiirde sich damit wie folgt andern ( ;; beschreibt hier das Krone-
cker Delta und den Diagonalaufschlag):

! . 2
C(x:;%)=e "= e b +e j

N[

Es stellt sich allerdings die Frage, wie grol3 dieser Diagonalaufschlag im Einzelfall sein
muss und inwiefern dieser das Ergebnis beein usst bzw. die K ondition verbessert.
Grundsatzlich sollte dieser so klein wie moglich gewahlt we rden, um die Ursprungs-
matrix so wenig wie moglich zu verandern. Um einen optimalen  Wert zu ermitteln,
gibt es zwei verschiedene Mdglichkeiten.

Die erste Mdglichkeit ware, die Likelihood Funktion (siehe Gleichung 4.1) nach dem
Diagonalaufschlag zu differenzieren. Die Ableitung ist in  diesem Fall sehr simpel, da
alles auf3er dem Diagonalaufschlag wegfallt:

@¢€xi; %) _
Die Ableitung der Korrelationsmatrix nach dem Diagonalauf schlag ergibt also eine
Einheitsmatrix multipliziert mit dem Diagonalaufschlag:

@R

—=¢ekE

@

Damit ergibt sich die Ableitung der Likelihood Funktion nac h dem Diagonalaufschlag
zu:

@L_ e
@ 2
Mit dieser Formel ware es nun moglich, den Diagonalaufschla g einfach als zusatzli-

chen Hyperparameter zu minimieren. Allerdings bedeutet di es naturlich einen zusatz-
licher Aufwand. Es soll daher nach einer einfacheren Method e gesucht werden.

Ein anderer méglicher Ansatz ist die Konditionszahl der Mat rix. Diese ist de niert als
Quotient aus maximalem und minimalem Eigenwert der Korrela tionsmatrix:

1 ! !
Spur R * — (¥ F)TR 'R (% F)

max (R)
min (R)

Uberlegt man sich nun, welche Korrelationsmatrix am schlec htesten konditioniert wé-
re, kommt man auf die Einsmatrix:
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Die minimalen und maximalen Eigenwerte der Einsmatrix sind bekannt:

min (R) =0

max (R) =n

Dies wirde einer unendlichen Konditionszahl entsprechen:

=1

Addiert man nun den Diagonalaufschlag, bekommt man folgend e Korrelationsmatrix:

2 3
1+e 1
R=4 = = b
1 o l+e

Daraus ergeben sich die folgenden neuen maximalen und minim alen Eigenwerte:

mn (R)= e

max (R)=€ +n

Und die entsprechende Konditionszahl verbessert sich zu:

Da die Matrix positiv de nit sein muss und damit nur positive Eigenwerte hat, kann
der Betrag weggelassen werden:

D

Wahlt man nun fir die Konditionszahl eine obere Grenze, beko mmt man eine Unter-
grenze fur den Diagonalaufschlag:
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Eine geeignete Grenze fir die obere Grenze der Konditionszahl ist aus der Erfahrung
bekannt und liegt bei ca. 1, dieser Wert kann im Einzelfall nattrlich angepasst wer-
den. Der daraus resultierende Diagonalaufschlag wiirde bei einer tiblichen Matrixgro-
Re von 5000x50005 10 © betragen und es ist davon auszugehen, dass dieser so gut
wie keinen Ein uss auf das Endergebnis haben sollte.

Diese Art der Berechnung des Diagonalaufschlags wird momen tan im Code verwen-
det. Die entsprechende Ableitung der Likelihood Funktion i st im Code bereits umge-
setzt, wird momentan allerdings nicht verwendet, da bisher ige Tests dafiir noch keine
Notwendigkeit zeigten.

5.2 Initialisierung der Hyperparameter

Um einen Minimierungsalgorithmus starten zu kénnen, ist ei ne geeignete Initialisie-
rung der Hyperparameter von grol3er Bedeutung. Diese kann di e Konvergenz und
auch die Stabilitdt der Minimierung stark beein ussen. Inn erhalb dieser Arbeit wur-
den mehrere Ansatze entwickelt, um eine geeignete Initiali sierung zu nden.

Abschatzung konstanter Hyperparameter

Eine sehr einfache und schnelle Mdglichkeit die Hyperparam eter fur eine Gauss Vertei-
lung zu schétzen, wére einen Erwartungswert fur die Eintrag e in der Korrelationsma-
trix zu wahlen. Da die Korrelation grundlegend zwischen Ein s und Null liegen sollte,

ist dies recht einfach. Angenommen der Mittelwert der Korre lationsfunktion soll bei

einem Wertvon Ceryy = fCew 2 RjO Gy 1gliegen.

) i I . ]
Cerw = 17X X e %|‘1 e !Jxi XJ:I]2
w = 5 -
i=1 j=1

Nimmt man weiterhin an, dass die einzelnen Korrelationswer te nahezu identisch sind:

e |in;| Xjil j2

NI

Cerw = € 1=

log (Cerw (X3 %)) = 5 €'jxi X’
=1

Nimmt man ferner an, dass x eine Realisierung einer Zufallsvariablen ist und bildet
den Erwartungswert:

! #
log (Cerw (65 %) = B 5 e'jxy Xy’

=1
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Als weitere Vereinfachung sollen alle Hyperparameter den g leichen Wert haben:

" "
1 . .
log (Gerw (%3 %)) = 5€ E i X

=1

Die beiden Variablen werden als Zufallsvariablen angenomm en und der Betrag wird
aufgrund des Quadrats vernachlassigt:

" #
1 X )
log (Cerw) = 2€ E (X Xj1)
=1

log (Cerw) = € E X% E [2xi x|+ E Xj2;|

=1

Nimmt man nun an, dass die Zufallsvariablen unabhangig sind , gilt E [2x;;x;;]=0

k
| = }X E x4 +E x?2
=1

Die Varianz einer Zufallsvariable X ist de niert durch var (X) = E[X?] E[X ]2. Die
im Modell verwendeten Daten werden grundséatzlich auf einen Erwartungswert von
Null und eine Standardabweichung von Eins normiert.

E[X]=0

var[X]=1

Daraus ergibt sich folgende Formel fur das verwendete Model | fur die Varianz der
Stutzstellen:

var[X]= E X2

Also

E x5 =var xj =1

und analog dazu:
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E x3 =var xj; =1

Daraus folgt:

00 (@)= ze  (1+1)

0 (Goni) = 5@ 2K

log (Cerw)

> = (5.1)

log

Mit dieser Formel hat man nun eine Mdglichkeit die Hyperpara meter zu schatzen.
Aufgrund der vielen Annahmen und Vereinfachungen ist diese s Verfahren als heuris-
tisch einzustufen. Die Hyperparameter haben dann allerdin gs alle denselben Initial-
wert. Zudem ist der erwartete Korrelationswert cen Unbekannt, dies kann leicht durch

einfaches Ausprobieren geltst werden, da der Wertebereich bekannt ist. Man wirde

also ceryy Von 0 bis 1 variieren, damit einen Hyperparameter erhalten u nd mit diesem
Hyperparameter die Likelihood Funktion berechnen. Letztl ich wéahlt man den Hyper-

parameter, welcher den besten Likelihood Wert aufweist.

Reduktion der Stltzstellen

Eine weitere Mdglichkeit eine Initialisierung fur die Hype rparameter zu ndenist, die-
se zufallig zu Erzeugen und die entsprechende Likelihood Fu nktion zu berechnen. Es
wirden die Hyperparameter gewahlt, welche die beste Likeli hood Funktion haben.
Die zufallige Erzeugung ist extrem zeitaufwendig, da fur je den Satz zufalliger Hyper-
parameter die Likelihood Funktion ausgewertet werden muss . Um diesen Aufwand zu
reduzieren, kann man einfach Stiutzstellen weglassen. Die Likelihood Funktion sollte
sich im Vergleich zumindest &hnlich verhalten. Statt einer zufalligen Veranderung der
Hyperparameter kann man auch ein Minimierungsverfahren mi t reduzierter Stitz-
stellenzahl verwenden. Dies wurde im Code auch umgesetzt. D ie moglichen Minimie-
rungsverfahren sind dieselben wie sie fir das eigentliche T raining verwendet werden
und werden im nachsten Abschnitt beschrieben.

Reduziert man die Anzahl der Stutzstellen wird die Korrelat ionsmatrix dementspre-
chend kleiner. Dadurch sinkt der Aufwand fir die Invertieru  ng und die Matrix Multi-

plikationen erheblich. Tests zeigten, dass die Initialisi erung durch solch ein Verfahren
zwar langsamer ist, allerdings konvergiert das Minimierun gsverfahren durch die bes-
sere Initialisierung deutlich schneller. Da bei dem Minimi erungsverfahren wieder die
volle Anzahl der Stutzstellen notwendig ist und zusatzlich noch die Ableitungen der
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Korrelationsmatrix berechnet werden mussen, bietet diese s Verfahren durch die besse-
re Initialisierung fur das gesamte Training betrachtet ein e deutliche Beschleunigung.

Allerdings konnte auch beobachtet werden, dass die Initial isierung hau ger zu lokalen
Minima fuhrt. Eine Begrtindung fur dieses Verhalten wurde no ch nicht gefunden und
sollte weitergehend untersucht werden.

5.3 Minimierungsverfahren

Innerhalb des Kriging Modells wurden zwei verschiedene meh rdimensionale Mini-
mierungsverfahren eingesetzt. Beide Verfahren waren bereits in einer institutseigenen
Software Bibliothek verfligbar.

Minimierungsverfahren angelehnt an Resilient Backpropag ation

Das erste hier verwendete Minimierungsverfahren ist angel ehnt an ein Trainingsver-
fahren fir Neuronale Netzwerke, genannt RPROP (Resilient B ackpropagation) [RB93,
HS11] und ist ein Verfahren erster Ordnung. Besonderheit de s Verfahrens ist, dass es
nur das Vorzeichen der partiellen Ableitungen verwendet un d nicht den Wert selbst.

Die Anderung der Hyperparameter ; fur den nachsten Iterationsschritt t + 1 ergibt
sich aus der Schrittweite ;. Diese wird fur jeden Hyperparameter einzeln bestimmt
und in jeder Iteration geandert. Die Anderung hangt nur von d em Vorzeichen der ent-
sprechenden partiellen Ableitung % zum Zeitpunkt t der zu minimierenden Funktion

f ab.

af '
1 -t tson =
I g @|

Die Schrittweite wird in jedem Iterationsschritt fir jeden Hyperparameter einzeln an-
gepasst. Dies wird Uber zwei Multiplikatoren erzielt * =f * 2 Rjl< *gund =
f 2 Rjl1> g.Istdie entsprechende partielle Ableitung aus dem letzten Schritt mul-
tipliziert mit dem jetzigen Schritt gro3er als Null, wird di e Schrittweite erhéht, indem
die Schrittweite ! multipliziert wird mit *. Wenn die partielle Ableitung aus dem
letzten Schritt multipliziert mit dem jetzigen Schritt kle iner als Null ist, dann wird die
Schrittweite verkleinert durch Multiplikation mit . FUr die Schrittweite wird zudem
eine Unter- und Obergrenze ( min; max) festgelegt.

8

Emin(}*; max) wenn = = = >0

t+1 t t 1
i ‘§max(it © min) Wenn g g <0

t sonst

Bei sehr achen Bereichen der zu minimierenden Funktion, wo die partiellen Ablei-
tungen nur sehr klein sind, wirden andere Gradientenverfah ren nur sehr langsam
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bis gar nicht mehr vorwarts kommen. Da dieses Verfahren alle rdings die Groéf3e der
Gradienten Uberhaupt nicht berlcksichtigt, kann dies nich t passieren. Das ist bei der
Likelihood Funktion von besonderem Vorteil, da diese berei ts durch lhre De nition
sehr viele ache Gebiete aufweist.

Quasi Newton

Das zweite implementierte Minimierungsverfahrenistein V erfahren héherer Ordnung
namens Quasi Newton. Basis fir diese Art der mehrdimensiona len Minimierung ist

eine Taylor Approximation zweiten Grades, wobei t der Iterationsschritt istund H die
Hesse Matrix:

Die entsprechende Ableitung dieser Funktion muss im Minimu m oder Maximum der
Funktion Null ergeben:

rf — r f 3T +H 7 — 7 =0

Besonderheit bei der Quasi Newton Methode ist, dass die Hesse Matrix H, nicht direkt
berechnet werden muss, sondern sukzessive Uber die Gradienten angenahert wird.
Vorteil des Verfahrens ist, dass es deutlich schneller konvergiert als das bereits vorge-
stellte Verfahren erster Ordnung. Allerdings ist es wenige r robust und kann in achen
Gebieten der Funktion langsam bis gar nicht konvergieren. D ie exakte Umsetzung des
Algorithmus und weitere Details kdnnen in [Pre07, GMW81, Gi 107] gefunden werden.

5.4 Softwaretechnische Umsetzung

Klasse fur die Steuerung des Trainings

In diesem Abschnitt soll der Ablauf und die dazugehtrige Kla sse fir ein Training ei-
nes Kriging Modells erklart werden. Das UML Diagramm 5.1 zei gt die Klasse Trainer,
welche das Training steuern und verwalten soll.



5. Minimierungsverfahren/Training 58

Abbildung 5.1: UML Diagramm der Trainer Klasse, welche das T raining des Kriging
Modells steuert

Die Methoden und auch Attribute der Trainer Klassen sollen a m Ablauf des Trainings
erlautert werden. Ein Training besteht im Wesentlichen aus den folgenden Schritten:

1. Der erste Schritt besteht aus der Erzeugung eines TrainerObjekts. Dem Konstruk-
tor missen drei Parameter Gibergeben werden: Der Name der Kon gurationsda-
tei (con gFile), der Name der Datenbankdatei (DataBaseFil €) und die zu trainie-
rende Funktion. Der Parameter objectString gibt an, welcher der Funktionswerte
aus der Datenbankdatei verwendet werden soll, diese kann zu einem Variablen-
satz mehrere verschiedene Funktionen beinhalten. Innerhalb des Konstruktors
werden dann einige Schritte ausgefuhrt, um das Kriging Mode |l zu initialisieren.

(a) Einlesen der Datenbankdatei.

(b) Einlesen der Kon gurationsdatei durch die Methode read Con g(), an die-
ser Stelle werden auch die zu verwendenden Korrelationsfun ktionen gesetzt
(Attribut correlationMap, siehe Kapitel 3.3 ). Zudem wird e in DensityFunk-
tion Objekt erzeugt und in dem Attribut densityFunction ges peichert, siehe
Kapitel 4.2.

(c) Normalisierung der Stutzstellen und der dazugehérigen Funktionswerte (mit
der Methode normalizeData())

(d) Initialisierung der Hyperparameter, siehe Kapitel 5.2 .
2. Starten der train() Methode des Trainer Objekts.

(a) Erzeugung eines Minimierer Objekts, je nach gewéahltem M inimierer Typ.
Die entsprechende Klassenstruktur wird im né&chsten Abschn itt behandelt

(b) Starten des Minimierers

3. Nach erfolgreichem Training wird eine XML Datei geschrie ben, in der im We-
sentlichen alle Ergebnisse des Trainings stehen. Es werdendie gefundenen Hy-
perparameter, die Korrelationsmatrix, einige Vektoren us w. gespeichert um bei
einer spateren Vorhersage diese Werte nicht mehr berechnenzu mussen. Diese
XML Datei beinhaltet also ein fertiges Kriging Modell.
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Klassenstruktur zur Steuerung der Minimierungsverfahren

In Abbildung 5.2 wird das UML Diagramm der Klassenstruktur f  Ur die Minimierungs-
verfahren gezeigt. Es gibt eine abstrakte Superklasse Minimizerinterface, welche hier
als Interface zu verstehen ist. Diese schreibt die notwendigen Methoden flr die Sub-
klassen vor. Die Subklassen sollen dann die konkreten Minim ierungsverfahren reali-
sieren. Die einzige 6ffentliche Methode callMinimizer ist dazu da, um von aufl3en den
entsprechenden Minimierer aufzurufen und die Minimierung  zu starten. In der Me-
thode function muss die zu minimierende Funktion berechnet werden. Die Rickgabe
des berechneten Funktionswertes wird Giber eine Referenz des Parameters functionVa-
lue gemacht, eine Referenz wird aus Performancegrinden verwendet. Der Parameter
variables vom Typ vector, soll die entsprechenden Variable n beinhalten. Zu diesen Va-
riablen wird dann der Funktionswert berechnet. Wie die Bere chnung vor sich geht und
was genau berechnet wird, ist den einzelnen Subklassen Uberdassen, diese missen sich
nur an die Interface Spezi kation halten.

Die Methode functionDerivative soll den Gradienten des Fun ktionswertes abgeleitet
nach den Variablen berechnen. Der Gradient wird tber die Ref erenz auf den Parame-
ter derivatives zurtickgegeben. Zuséatzlich soll es moglich sein, Nebenbedingungen fur
die Minimierung vorzugeben. Dies wird Uber die Methode cons traintFunction umge-

setzt. Die Nebenbedingung muss so formuliert werden, dass d iese bei einem Wert gro-
Ber oder gleich Null eingehalten wird und unter Null nicht ei ngehalten wird. Zudem

muss der Gradient der einzelnen Nebenbedingungsfunktione n bereitgestellt werden
und zwar Uber die Methode constraintFunctionDerivative.

Um die Konvergenz des Verfahrens festzustellen, wird die Me thode convergenceCheck
verwendet. Der Methode mussen drei Parameter tibergeben werden, der erste Parame-
ter ist ein vector mit den Funktionswerten der bisher durchg efihrten Iterationen. Der
zweite Parameter ist ein mehrdimensionaler vector, welche r alle Variablenwerte der
bisherigen Iterationen beinhaltet und der letzte Paramete r der Methode ist die Num-
mer der aktuellen Iteration. Das entsprechende Konvergenz kriterium muss dann in-
nerhalb der Funktion umgesetzt werden. Beispielsweise kdn nte man das Verfahren als
konvergiert ansehen, wenn die Funktions- und Parameterwer te sich seit einigen Itera-
tionen nicht mehr verandert haben oder die Veranderung unte rhalb einer bestimmten
Schwelle liegt.

Die Methode saveFunction stellt eine Art von Rettungsfunkt ion dar. Diese soll auf-
gerufen werden, wenn das Verfahren in irgendeiner Form nume risch instabil wird.
Beispielsweise konnte eine einfache Malinahme sein, die Furktionswerte zufallig zu
verandern, in der Hoffnung auf ein anderes (globaleres) Min imum zu treffen.

Die jeweiligen Subklassen implementieren in diesem Fall no ch ein Attribut vom Typ
DensityFunction, da diese die LikeliHood Funktion minimie ren sollen und die Klasse
DensityFunction alle ndtigen Methoden fir die Berechnung d ieser liefert, siehe Kapitel
4.
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Abbildung 5.2: UML Diagramm der Klassenstruktur der Minimi  erungsalgorithmen

Das folgende Listing zeigt die Umsetzung der Methode functi on in der Subklasse Mi-
nimizerinterfaceRPROP. Die Methode ist in diesem Fall vereinfacht dargstellt, einige
Ausgabefunktionen wurden aus Platzgriinden entfernt. Die w ichtigen Teile der Me-
thode sind allerdings unverandert. Der Methodenkopf entsp richt dem aus dem UML
Diagramm. In Zeile 5 werden die aktuellen Variablen (in dies em Fall die Hyperpa-
rameter) dem Objekt densityFunction zu Berechnung der Like lihood Funktion tber-
geben. In den Zeilen 7-18 wird dann die eigentliche Likeliho od Funktion innerhalb
eines try-catch Blocks berechnet, um eventuelle Exceptiors fangen zu kdnnen. Wird
eine Exception geworfen, so wird eine Fehlermeldung ausgegeben und eine -1 als zu-
rickgegeben. Zusatzlich kann wie in Zeile 15 die entsprechende Korrelationsmatrix
bei Auftreten einer Exceptions ausgegeben werden, in diesem Fall wird die Matrix in
eine Datei geschrieben.

int MinimizerinterfaceRPROP <T,B>::function( vector< double> &hyperparameter,
double &likelihood ,
size_t iteration){

densityFunction >setAllHyperparameter (hyperparameter);

try {
likelihood = densityFunction >calcDensity ();

catch(InvCholNotldentity &e){
cout <<"RPROP_Func_(InvCholNotldentity):" <<endl;
return 1;

}

catch(ChodecNotPosDef &Exception){
densityFunction >getCorrelationMatrixRef ().saveAsAscii( "CorrMatFailed_sav");
cout <<"RPROP_ Func_(ChodecNotPosDef): "<<endl;
return 1;

}

Ein zusatzliches Problem bei der Implementierung der Minim ierungsverfahren war,
dass diese in einer externen Bibliothek in Form von C Funktio nen vorlagen und diese
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Funktionen Funktionspointer als Parameter erwarten. Die z u Ubergebenden Funktio-
nen entsprechen den Funktionen aus der Minimizerinterface Klasse, also z.B. function
oder functionDerivative.

quasiNewton (nrHyperparam ,
nrConstraints,
variables ,
function (),
functionDerivatives (),
constraintFunction(),
constrainFunctionDerivative (),
convergenceCheck ())

rprop ( nrHyperparam,
nrConstraints,
variables ,
variablesLowerLimit,
variablesUpperLimit,
function (),
functionDerivatives (),
constraintFunction(),
constrainFunctionDerivative (),
convergenceCheck ())

Die Schwierigkeit ergibt sich in diesem Fall dadurch, dass d ie Funktionspointer in C++
eine Zuordnung zu dem entsprechenden Objekt zu dem die Funkt ionen gehéren, be-
notigen. Das folgende Listing soll das Problem verdeutlich en:

MinimizerinterfaceRPROP testObject;

int (MinimizerinterfaceRPROP :: ptr2)(vector<double> &, double &, size_t ) =
&MinimizerinterfaceRPROP :: function;

(testObject. ptr2)(variables , functionValue, iteration);

In Zeile 1 wird ein Test Objekt vom Typ MinimizerinterfaceRP ROP erzeugt (der Kon-
struktoraufruf wurde hier absichtlich vereinfacht). In de n Zeilen 2-3 wird ein Funk-

tionspointer namens ptr2 erzeugt, dieser zeigt auf eine Met hode der Klasse Minimi-
zerInterfaceRPROP mit den entprechenden Parametern der Methode function. Zusatz-
lich erfolgt in diesen Zeilen eine Zuweisung des Pointers de r Methode durch “&Mini-

mizerinterfaceRPROP::functidn

In Zeile 4 wird ein beispielhafter Aufruf des Funktionspoin ters auf dem Objekt testOb-
ject gemacht. Dieses Beispiel wirde so funktionieren. Das eigentliche Problem besteht
aber nun darin, dass man in Zeile 2 statt der Subklasse Minimi zerinterfaceRPROP die
abstrakte Klasse Minimizerinterface verwenden mdchte. Da diese Funktionspointer
Parameter einer Funktion darstellen, wére dieses Verhalten sehr wichtig, weil so alle
Methodenpointer der Subtypen von Minimizerinterface ange nommen werden wur-
den. Andernfalls misste man die Funktion rprop oder quasiNe wton fur jeden Subty-
pen von Minimizerinterface neu implementieren. Leider sin d die Moglichkeiten po-
lymorpher Programmierung in C++ stark begrenzt und solch ei n Konstrukt wird von
der Sprache nicht unterstutzt.

Um dieses Problem zu umgehen, werden Funktionsobjekte [Dou 04] der Boost Biblio-
thek verwendet. Mit dieser Bibliothek ist es méglich, die en tsprechenden Methoden als
Objekt an die entsprechenden externen Funktionen (z.B. rprop und quasiNewton) zu
Ubergeben. Das folgende Listing soll die prinzipielle Funk tionsweise von Boost Funk-
tionsobjekten erklaren:
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class X {

public :

int foo(int);

h

boost:: function<int (X , int)> f;
X X;

f = &X::foo;

f(&x, 10);

In diesem Beispiel soll ein Funktionsobjekt der Methode foo der Klasse X erzeugt wer-
den. Zu diesem Zweck wird ein Funktionsobjekt in Zeile 6 init ialisiert, wobei inner-

halb der eckigen Klammern zuerst der Rickgabewert int und da nach die Parameter
der Funktion (X*, int) lbergeben werden. Der Parameter X* mu ss vorhanden sein, da
innerhalb C++ der erste Parameter einer Methode immer das Ob jekt selbst ist. Im Nor-

malfall wird dies jedoch automatisch umgesetzt und ist dahe r unsichtbar fir den Pro-

grammierer. Die Zuweisung der Methode auf das Funktionsobj ekt erfolgt dann in Zei-

le 10. Der Aufruf des Funktionsobjekts erfolgt nach normale r C++ Syntax, siehe Zeile
11.

Fir die Klasse MinimizerinterfaceRPROP wiurde ein solches Funktionsobjekt wie folgt
aussehen:

boost:: function<int (MinimizerinterfaceRPROP , vector<double> &, double &, size_t )> fPointer;

Das Problem dass das Funktionsobjekt unabhéangig vom Subtyp der Klasse Minimi-
zerInterface sein soll, bleibt allerdings bestehen. Um dies nun zu umgehen, kann man
boost::bind verwenden. Mit dieser Funktionalitat ist es mo glich, Parameter von Funk-
tionen zu verandern.

Das nachste Listing soll dies verdeutlichen, es handelt sich hier um ein stark verein-
fachtes Beispiel um die grundlegende Funktionalitat zu erk laren.

void external_rprop(boost:: function<int (vector<double> &, double &, size_t )> fPointer){...}

class MinimizerinterfaceRPROP : public Minimizerinterface {
public :
void callMinimizer (){
boost:: function<int (vector<double> &, double &, size_t )> fPointer;
fPointer = boost:: bind(&MinimizerinterfaceRPROP :: fun ction, ( this), 1, 2, _3);
external_rprop (fPointer);

}
private :

int function(vector<double> &vars, double &f, size_t it) {...}
}

In Zeile 1 ist eine Funktion de niert, welche einer externen Bibliotheksfunktion ent-
spricht, beispielsweise einem externen RPROP Algorithmus. Dieser Algorithmus be-
notigt nun ein Funktionsobjekt, mit dem er die zu minimieren de Funktion berechnen
kann. Wie man sehen kann, bendtigt das hier de nierte Funkti onsobjekt als ersten Pa-
rameter nicht mehr das aufrufende Objekt selbst.

Analog zum Originalcode wird als nachstes ist die Subklasse MinimizerinterfaceR-
PROP de niert, welche Subklasse der abstrakten Klasse Minimizerinterface ist. Diese
Klasse besitzt nun eine 6ffentliche Methode namens callMin imizer. Diese Methode soll
von irgendeinem Clienten ausgefihrt werden kénnen, um den M inimierungsalgorith-

mus starten.
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Der erste Schritt innerhalb der Methode callMinimizer ist d ie Erzeugung eines boost
Funktionsobjekts, auch hier ist der erste Parameter nicht mehr das aufrufende Objekt
selbst (also MinimizerinterfaceRPROP*). In Zeile 7, wird n un ein Funktionsobjekt mit

boost bind erzeugt. Mit bind ist es Mdéglich, die Methodenpar ameter zu verandern.
Dies wird dazu verwendet das Funktionsobjekt quasi unabhan gig von der aufgeru-

fenen Klasse zu machen. Dem ersten Parameter fir bind wird der Funktionspointer

Ubergeben, der zweite Parameter ist das Objekt selbst. Mit boost bind ist es nun még-
lich, das Objekt einfach standardmafig tUber den this Zeiger fest zu binden. Dieser
taucht im kreierten Funktionsobjekt nicht mehr auf und man h at die gewiinschte Un-
abhangigkeit erreicht. Die nachsten drei Parameter _1, 2, 3 sind Platzhalter fur die
spater nétigen Parameter des Funktionsobjekts (also vecta<double> &, double &, si-

ze t*).

In der nachsten Zeile wird das Funktionsobjekt an die extern e Bibliotheksfunktion

Ubergeben und diese kann die Funktion nun nach belieben verw enden.



6 Validierung

In diesem Kapitel soll das entwickelte Kriging Modell valid iert werden. Dazu wird

zuerst eine in der Optimierung Ubliche Testfunktion verwen det. Mit dieser Funktion

wird zuféllig eine Datenbasis generiert, welche Stutzstel len und deren Ableitungen
enthalt. Auf Basis dieser Daten wird ein Kriging Modell erze ugt und mit der Test-
funktion verglichen. Zusatzlich soll ein Geschwindigkeit svergleich zwischen dem al-
ten Kriging Verfahren und dem neuen Kriging Verfahren anges tellt werden.

Da das neue Kriging Modell verschiedene Initialisierungsm dglichkeiten und Minimie-
rungsverfahren bietet, sollen diese hier ebenfalls getestet und verglichen werden, ins-
besondere in Bezug auf Geschwindigkeit und Genauigkeit.

AuRRerdem konnte im Rahmen einer Projektarbeit eines Studenten der Universitat der
Bundeswehr Minchen das entwickelte Gradient Enhanced Krig ing Verfahren bereits
erfolgreich verwendet und validiert werden, weitere Infor mationen gibt es in [Eif13].

6.1 Validierung

In diesem Abschnitt soll das neue Verfahren anhand einer fir Optimierungsverfahren
Ublichen Testfunktion [ZDTO00] getestet werden. Die Testfu nktion f (%) mit der Variable
% 2 R¥ wird wie folgt berechnet:

F()=h() 9(x (6.1)

g(®= 1+

r_
X1 X1 .

h(%)= 2 — —sin(10x

(%) g g ( 1)

In Abbildung 6.1 ist die Testfunktion dargestellt, es wurde n zwei Variablen
%= %2 RKjk =2 verwendet. Bei der Funktion handelt es sich um einen Parabol oid
mit Uberlagerter Sinusschwingung.

64
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Abbildung 6.1: Plot der Testfunktion mit zwei Variablen

Als erstes soll das neue Kriging Verfahren anhand dieser Testfunktion validiert wer-
den. Hierfur werden zuféllig Stttzstellen erzeugt, entspr echende Datenbasen generiert
und ein Ordinary Kriging Modell damit trainiert. In Abbildu  ng 6.2 sind die Ergeb-
nisse der verschiedenen Testfunktionen gezeigt. Es wurden jeweils verschieden vie-
le Stutzstellen fur das Training der Modelle verwendet, wel che als schwarze Punkte
eingezeichnet sind. Die Farben der Flache stellen den Funktonswert der Testfunktion
dar. Bei 25 Stutzstellen (Abbildung 6.2a), welches die geringste Anzahl ist, wird die
Funktion nur ansatzweise wiedergegeben, die vorhandene In formation ist noch nicht
ausreichend. Der grundsatzliche Verlauf der Funktion und e inzelne Minima kénnen
aber erkannt werden. Bei Erh6hung der Anzahl auf 50 Stutzste llen wird die Funktion
bereits sehr gut wiedergegeben, bei einer weiteren Steigemung verbessert sich das Bild
stetig. Das Ergebnis scheint dahingehend plausibel zu sein.

Zusatzlich soll die Annahme tberpruft werden, ob das Modell gegen einen konstan-
ten Erwartungswert lauft. Der Erwartungswert sollte aus Kapitel 2 entsprechen. Um
dies zu testen, wurde ein Kriging Modell mit 500 Stitzstelle n trainiert und das  aus
dem Modell ausgelesen und sollte fiir das hier verwendete Mod ell = 9:15betragen.
Die Funktion wurde wieder mit dem Kriging Verfahren vorherg esagt, allerdings in ei-
nem deutlich weiteren Bereich. Dieser Bereich Uberschreitet die Trainingsdaten und
das Verfahren sollte, da es keine anderen Daten in diesem Beeich hat, auf den berech-
neten Erwartungswert = 9:15extrapolieren.

Abbildung 6.3 zeigt das entsprechende Kriging Modell. Der B ereich, in dem Stltz-
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(a) Ordinary Kriging mit 25 Stiitzstellen (b) Ordinary Kriging mit 50 Stiitzstellen

(c) Ordinary Kriging mit 100 Stutzstellen (d) Ordinary Kriging mit 250 Stutzstellen

(e) Echte Testfunktion

Abbildung 6.2: Vergleich zwischen den Kriging Modellen der Testfunktion mit ver-
schieden vielen Stitzstellen und der realen Funktion. Die F arben entsprechen dem
Funktionswert selbst und die schwarzen Punkte stellen die S tutzstellen dar.
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Abbildung 6.3: Extrapolationsverhalten des Ordinary Krig ing Modells der Testfunkti-
on.

stellen vorhanden sind, liegt im Intervall % = x2 R"jO Xo:k 1 . AuRerhalb des
Bereichs lauft die angezeigte Funktion auf den erwarteten W ert.

Neben dem Ordinary Kriging Verfahren soll das implementier te Gradient Enhanced
Verfahren getestet werden. Um dies zu bewerkstelligen, wur de die Testfunktion mit

25 Stutzstellen (siehe Abbildung 6.2a) verwendet. Zusatzlich zu den 25 Stitzstellen,
wurden noch die Gradienten an den Punkten vorgegeben. Die Ab leitung der Funktion

f (%) wird hier aus Platzgriinden nicht gezeigt. Durch die zusatzl iche Gradienteninfor-
mation ist zu erwarten, dass die Funktion deutlich besser da rgestellt werden kann. In
Abbildung 6.4 sind die Ergebnisse der beiden Kriging Modell e dargestellt. Die Stutz-
stellen sind bei beiden Modellen dieselben und wie erwartet , sieht das Gradient En-
hanced Kriging mit 25 Sttitzstellen der originalen Funktion deutlich &hnlicher und der

Fehler wurde stark reduziert.

Die Verfahren konnten somit alle durch einen ersten Test erf olgreich validiert werden.
AulRerdem konnte das Verfahren innerhalb einer externen Pro jektarbeit erfolgreich va-
lidiert werden, siehe [Eif13].
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(a) Ordinary Kriging mit 25 Stitzstellen (b) Gradient Enhanced Kriging der Testfunk-
tion mit 25 Stutzstellen, an jeder Stitzstelle ist
zusatzlich ein Gradient vorgegeben.

Abbildung 6.4: Vergleich zwischen Ordinary und Gradient En hanced Kriging

6.2 Benchmark

Im folgenden Abschnitt soll ein Benchmark des Kriging Model Is durchgefiihrt wer-
den. Es sollen hierbei die Trainingszeiten des alten Codes mit dem neuen Code vergli-
chen werden. Zuerst soll ein Vergleich zwischen den Ordinar y Kriging Verfahren und
danach zwischen den Gradient Enhanced Verfahren durchgefi hrt werden. Zusatzlich
dazu sollen bei dem neuen Verfahren die verschiedenen Trainingsalgorithmen und In-
itialisierungen getestet werden.

Ordinary Kriging Benchmark

Es soll zuerst das Ordinary Kriging Verfahren getestet und d ie Laufzeit fir das Trai-

ning mit dem alten Code verglichen werden. Die zu interpolie rende Funktion ist die-

selbe wie im Abschnitt vorher (siehe Gleichung 6.1), allerd ings wurden fir diesen Test
80 Stutzstellen zuféllig erzeugt und die Stitzstellen hatt en 11 Variablen

% = %2 RXjk =11 . Daher lasst sich diese gra sch auch nicht mehr darstellen. Es
wurden mehr Variablen verwendet, um die Interpolation komp lexer und somit zeit-

aufwendiger zu machen. Dies ermdglicht einen einfacheren V ergleich, da so die rei-
ne Rechenzeit im Vergleich zum Overhead (In- und Output usw. ) deutlich héher ist.

Schwankungen durch bspw. Systemprozesse, welche auf das Ddeisystem zugreifen,
sollten so verringert werden. Gerechnet wurde der Test auf e inem Intel(R) Xeon(R)
CPU E5640 mit 8 Kernen bei jeweils 2,67 GHz, wobei nur 6 Kerne verwendet wurden,

um dem System noch gentgend Rechenleistung tbrig zu lassen.

Um den alten Code mit dem neuen vergleichen zu kénnen, wurde d ieselbe Initialisie-
rung und dasselbe Minimierungsverfahren (siehe Kapitel 5. 3) verwendet. Zuséatzlich
wurde der Test bei dem neuen Code mit dem QuasiNewton Trainin gsverfahren (siehe
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| Minimierer | Zeit neuer Code | Zeit alter Code |

RPROP 20s 3.9s
ON 0.52s -

Tabelle 6.1: Vergleich der Trainingszeit zwischen altem un d neuem Code fir ein Ordi-
nary Kriging der Testfunktion mit 11 Variablen

Kapitel 5.3) gerechnet. Da der alte Code diese Verfahren nicht unterstutzt, konnte hier

kein Vergleich angestellt werden. Nach erfolgreichem Trai ning wurden alle Ergebnisse
mit der Originalfunktion verglichen und der Fehler zwische n Modell und echter Funk-

tion war grundsatzlich fur beide Codes &hnlich. Eine Vergle ichbarkeit der Ergebnisse
wurde damit sichergestellt.

Tabelle 6.1 zeigt die Ergebnisse. In der ersten Spalte wird die Art des Minimierers an-
gegeben, wobei RPROP und Quasi Newton den Verfahren aus Abschnitt 5.3 entspre-
chen. Die zweite Spalte stellt die Zeit in Sekunden fir ein ko mplettes Training des
neuen Codes dar und die dritte Spalte die Zeit, die der alte Co de ben6étigt hat, um
dasselbe Ergebnis zu erreichen. Vergleich man nun den alten mit dem neuen Code,
so kann man sehen, dass der neue Code in etwas doppelt so schné war. Verwendet
man bei dem neuen Code das Quasi Newton Trainingsverfahren, stellt sich sogar eine
7,5-fache Beschleunigung dar. Beim Ordinary Kriging Verfa hren konnte also eine deut-
liche Beschleunigung erreicht werden. Welche Teile des Codes diese Beschleunigung
verursachen, konnte im Nachhinein kaum festgestellt werde n, da durch die komplet-
te Neuentwicklung zu viele strukturelle Unterschiede zwis chen den Codes bestehen.
Einige grundsatzlichen Unterschiede kdnnen aber genannt w erden:

Bei der Entwicklung des neuen Codes wurde sehr stark auf mini mierte Speicherzugrif-
fe und ef ziente CPU Befehle zurlckgegriffen. AuRerdem kon nten viele zeitkritische
Strukturen und Operationen gekapselt werden. Dadurch muss ten diese nur an einer
Stelle im Code verandert bzw. optimiert werden. Im alten Cod e wurden mehr Code
Redundanzen festgestellt, einige redundante Teile waren w eniger stark optimiert als
andere. Die Thread Parallelisierung wurde im neuen Code gru ndsatzlich in der Ma-
trix Klasse umgesetzt. Innerhalb des alten Codes wurde die Parallelisierung an ande-
ren Stellen vorgenommen. Méglicherweise konnten dadurch d ie vorhandenen Kerne
besser genutzt werden.

Gradient Enhanced Kriging Benchmark

In diesem Abschnitt soll ein Benchmark des Gradient Enhanced Kriging Verfahrens

erstellt werden. Getestet wird dieselbe Funktion wie im Ord inary Kriging Benchmark,

allerdings mit dem Unterschied, dass an jeder Stutzstelle d er Gradient als Zusatzin-
formation enthalten ist. Tabelle 6.2 zeigt die Ergebnisse der Rechnungen. Dargestellt
ist der Vergleich der Dauer fur das Training zwischen altem C ode und neuem Code.
Grundsatzlich ist die Dauer fur das Training deutlich héher mit Gradienten als ohne,
dies kommt hauptséachlich durch die gréf3ere Korrelationsma trix.
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| Code | Time |
Alter Code | 91.99s
Neuer Code | 50.82 s

Tabelle 6.2: Vergleich Gradient Enhanced Kriging zwischen altem und neuem Code

Der neue Code bendtigt ca. die Halfte der Zeit fir das Trainin g bei selber Initialisierung
und demselben Trainingsverfahren.

Folgend sollen die verschiedenen Minimierungsverfahren u nd Initialisierungen mit-
einander verglichen werden. In Tabelle 6.3 sind die Ergebni sse der Messung.

| Minimierer | Initialisierung | Stiitzstellen Init. | Iterationen Init. | Zeit | Zeit Init. |

Alter Code Const 91.99s -
QN Const 19.48s| 0.091s
QN Random 10 400 18.64s| 1.15s
QN RPROP 15 200 16.18s| 0.19s
ON ON 30 20 16.97s| 1.64s

RPROP Const 50.82s| 0.18s
RPROP Random 10 400 4423s| 1.31s
RPROP RPROP 15 200 42.25s| 2.02s
RPROP QN 30 20 3494s| 4.25s

Tabelle 6.3: Verschiedene Trainingszeiten fur ein Gradient Enhanced Kriging der Test-
funktion mit 11 Variablen und verschiedenen Initialisieru ngen und Trainingsmetho-
den. Alle Zeiten wurden mit dem neuen Code gemessen.

Die erste Spalte beschreibt hier das eigentliche Minimieru ngsverfahren, welches nach
der Initialisierung mit voller Anzahl der Stitzstellen ver wendet wird. Die zweite Spal-
te beschreibt das Verfahren fur die Initialisierung. Const beschreibt das Verfahren aus
Kapitel 5.2 und entspricht dem Initialisierungsverfahren , welches im alten Code ver-
wendet wurde. Die anderen Verfahren basieren grundsatzlic h auf einer temporaren
Reduktion der Stutzstellen (siehe Kapitel 5.2) mit darauf f olgender Minimierung. Ran-
dom wurde die Hyperparameter zuféllig setzen, die Stltzste llen reduzieren und den
entsprechenden Likelihood Wert berechnen. Die Hyperparam eter, welche den nied-
rigsten Likelihood Wert haben, werden als Initialisierung fir das eigentliche Minimie-
rungsverfahren verwendet. RPROP und QN wirden dann im Initi  alisierungsschritt
eine entsprechende Minimierung mit reduzierter Stitzstel lenanzahl durchfiihren.

Die Spalten 3 und 4 geben an, wie viele Stutzstellen fur die In itialisierung verwendet
und wie viele Intitalisierungsiterationen durchgeftihrt w  orden sind. In den Spalten 5
und 6 ist dann die gemessene Gesamtzeit fir das Training und d ie Initialisierungszeit
angegeben.

Das Ergebnis des alten Codes ist in der ersten Zeile als Refeenzwert angegeben. Man
sieht sehr schnell, dass grundsatzlich die Rechnungen mit Quasi Newton als Minimie-
rungsverfahren am schnellsten konvergiert sind. Dieses Ergebnis war auch zu erwar-
ten.
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Alle hier erwahnten Verfahren boten eine bessere Initialis ierung als die konstante Schat-
zung der Hyperparameter, dies wird in der kiirzeren Training szeit deutlich.

Die Inititialisierung durch das zufallige Bestimmen der Hy perparameter bei reduzier-
ter Stutzstellenanzahl bringt einen leichten Geschwindig keitsvorteil. Dieser kann auf-
grund des Verfahrens aber zufallig variieren. Vorteil des V erfahrens ist, dass die In-
itialisierung eine globale Suche darstellt und somit unter Umstéanden andere Minima
erreichen kann.

Die Verwendung des Quasi Newton oder RPROP Verfahrens fur di e Initialisierung
brachte bei anschliel3ender Minimierung mit dem Quasi Newto n Verfahren nahezu
keine Vorteile, aber auch keine Nachteile.

Verwendete man fur die anschlieBende Minimierung allerdin gs das RPROP Verfahren,
so konnten sehr grol3e Unterschiede festgestellt werden. Sdézte man vor der eigentli-
chen Minimierung eine Minimierung mit dem RPROP bei reduzie rter Stutzstellenzahl
an, konnte die bendtigte Gesamtzeit um ca. 17 % verkirzt werd en. Verwendete man
fur die Initialisierung das Quasi Newton Verfahren, so konn te die Gesamtzeit um ca.
31 % reduziert werden.



7 Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, ein Gradient Enhanced Kriging Mod ell in einer objektori-
entierten Programmiersprache umzusetzen. Das Modell soll te fir zukinftige Anwen-
dungen mdoglichst modular aufgebaut sein. Besonders wichti g war es, die Korrelati-
onsfunktionen, welche fir die Aufstellung der Korrelation smatrix verwendet werden,
austauschbar zu machen. Theoretisch sollte es mdglich sein fur jeden Eintrag in der
Korrelationsmatrix eine eigene Korrelationsfunktion nut zen zu kdnnen. Dieses Ziel
konnte mithilfe von polymorpher Programmierung erreicht w  erden.

Zusatzlich sollte es mdglich sein, fiir das Training verschi edene Minimierungsalgorith-

men verwenden zu kénnen. Dies wurde ebenfalls erreicht und e s wurde ein zusatzli-
ches Minimierungsverfahren héherer Ordnung verwendet (Qu asi Newton), welches
die Trainingszeit stark reduziert. Bei dieser Art von Minim ierungsalgorithmus muss-
te sichergestellt werden, dass die Hyperparameter nicht ne gativ werden kénnen. Eine
einfache Begrenzung wahrend des Trainings war hier nicht au sreichend, daher wurde
die verwendete Korrelationsfunktion so umformuliert, das s negative Hyperparameter
ohne Probleme verwendet werden konnten.

Die Initialisierung der Hyperparameter flir das Training de s Modells war ebenfalls ein
wichtiger Punkt. Es wurden hier verschiedene Moglichkeite n implementiert und ein
Benchmark fur die verschiedenen Initialisierungen durchg efihrt.

Der Code wurde grundséatzlich geschwindigkeitsoptimiert. Es wurden die Speicher-
zugriffe und CPU Befehle minimiert. Der Code ist komplett Th read parallelisiert und
bietet Schnittstellen zu einer spateren prozessweiten Parallelisierung. Um die Méglich-

keiten moderner CPUs zu nutzen, wurden zudem SSE Befehle verwendet, was einen
Geschwindigkeitszuwachs von ca. 20 % brachte. Die Optimier ungen wurden am Ende
auch in der Gesamtheit mit einem alten Kriging Code verglich en und brachten eine
ungefahr doppelt so hohe Geschwindigkeit bei gleichen Eins tellungen. Wéhlte man
zusatzlich noch einen Minimierungsalgorithmus hoherer Or dnung lag der Geschwin-
digkeitszuwachs ungefahr bei einem Faktor von 6.

Im Rahmen einer Projektarbeit [Eif13] eines Studenten der Universitat der Bundeswehr
Munchen wurde das hier entwickelte Gradient Enhanced Krigi ng Verfahren bereits er-
folgreich verwendet und validiert.

Zukunftig soll das Co-Kriging Verfahren implementiert wer den. Dieses ermdglicht es
Trainingsdaten verschiedener Gite in einem Modell zu verar beiten. Aul3erdem soll das
Modell in den automatisierten Optimierer AutoOpti eingeba ut und dann innerhalb
zukunftiger Optimierungen genutzt werden.

72



7. Fazit und Ausblick 73

Die Matrix Klasse, welche hier verwendet und erweitert wurd e, soll um eine Subklasse
zur Berechnung einiger wichtiger Matrix Operationen auf ei ner GPU (Graphics Pro-
cessing Unit) erweitert werden. Durch Portierung einzelne r Operationen auf die GPU

erhofft man sich eine deutliche Beschleunigung der Rechenzeit.
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