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Bel dsr Behandlung van‘DifraxsntiaEglaiehuhgen, die nioht zu

einem der bekaunten Typen gehdren, so dass men keine allgemel-

nen Sitze zu ihrer LYsung anwenden kann, ist eg neheliegend, die

Ltsung mit Hilfe eines Iterationsverfehrens zu suchen. Dabel ver-

einfaoht man die geasbana Differantiatgteiahuﬂg zu einer anderen,
deren Ldsungen man beherrscht, und versuoht, sine geeignete L&~
sung der Nuherungsgleiohung, die mdgliohst schon die Randbedin~

‘gungen erflillt, mit Hilfe des bekannten Pioardschen Iterations-

verfahrens zu einer L¥sung der urspringlichen Gleichung zu ver-

‘bessern, Dabel het man vor allem darauf zu achten, dass die Li-

sungen der urspringlichen und der Niherungsdifferentialglelchung
in der Umgebung stwa vorhandener singulirer Stellen: ibereinstim-
men, so dass die Glelchung in der Umgebung der betraffenden
§telle sohon In erster Niherung vellstiéndig geltst wird. Denn
bel allen Iterstionen kenn man hichstens dort, wo die Loeung
regulér ist, mit elnsr sohnellen Konvergenz reochnexn, .
Das Verfahren ist schon wisderholt engewendet worden. Z.B. ist
auf diese Welse von Jenzen (Physikel.Zeltsohrf.14 (1913) 8.639)
und Reyleigh (Phil.Meg.8er. VI, 32 (1916) 8,1) die Bersohnung
der Druckvertellung an einem Tregfliigelprofil in einer k@mprassib'
len Potentialstrdmung durchgefiihrt worden, und Geyrsy (Journ.
des math.pures et appl. VI.Ser, 9 (1913) 5,305 und 10 (1914),
5.10%) hat auf diese Weise die ILdsung verhdlinismMssig alligemei-
ner quasilinearsy Differentdalglelchungen vom parebolischen
Typus auf die Lisung der WHrmeleltungsglelohung zurilckgefilhrt.
Im Polgenden soll dleses Verfahren sinmel an einem aspeziellen
Belspiel praktisch durchgefthrt werden,




Die Berschnung der leminaren Grenzschicht en einer Wand mit
belieblg vorgegebener Druckverteilung mit Hilfs der PFrandtlschen
Grenzsohichtgleichungen wurde in elner rrilheren Arbeit [1] aufr die
Losung elner perabollischen Differentialgleichung zurtokgefihrhy
disge lisss sich wiederum mit Hilfe eines Iterationsverfahrens,

y. [2] sur Losung dhnlicher Differentialgleis
chungsn angewendet worden iaﬁ,aquéi@ Losung der Wirmelelbungse

wie ss solon von Jeyns

glelohung zurtokfihren, Disses Ilterationsverfahren soll hier

noeh einmel ausfihrlich dargestellt werden, Glelchzeitig wird suf
versohiedens Dinge hingewiemen, die bei der Durohfilhrung der nume
rischen Rechnung besonders zu besohbten sind, Vor allem wird fir die
erste Niherung eine Funktion vergesohlagen, die von der Lisungs-
funktion nioht allzu varséhiedun ist, s0 dass man das Iterationse«
verfehren neoh wenigen Schipitten g%raen@qa kann, was bel der im-
merhin recht umfangreichen Reohnung; die bej Jaﬁam,ltaratians&
sehrity erforderilioh ist, ein wesentlicher Vortelil ist.

Anschliensend werden einige allgemeine Aussagen Uber dasm
Verhelten der Geaschwindigkeltaverteilungen in der Grenzsohicht In
der Gegend des Usberganges zur Husseren reibungslosen Stromung
gemaoht, Damlt wird ein Beltrag zy der Frage gegeben, ob und unter
owary) 18 giken [6] und Hagtree [7] iy spumiatta
DruQRVQrﬁaiLungam berschnsten Losungen der ﬁranzaahiahﬁglei@hungan

welohen Umstinden die bereits frither von Blagiu

auah bei allgemsinen Bruekvartai%ungen auftreten. Diese Frage iat
J& zur Beurtellung aller in dey Praxis zur Berechnung der Grenze
wohioht gebréuchlichen N&haﬁuﬁgsverfahran (z.B»ﬁ@@_x;ﬁﬁag [8],

, [2], ¥alg [10] ) sehr wiohtig. Allerdings kenn

man die GUbe dieser Naherungsverfahren srst dann richtig beurtei-

len, wenn nooh mehy durchgereohnets Beiéﬁiatﬁ vorlisgen; dle An-
leitung hierzu soll disser Bsriocht geben,



Bezeichnen A4 und v die Komponenten ﬁw Gegehwindigkait in
der Reibungseohicht in x- baw. y~Riehtung, d.h. parallel hzw.senk-
Msh’s zur Wend Yy = 0, v die kinematlsohe Zéhigkeit der Luft und

U-(x} ‘die mit Hilfe der Bernoullisohen Gleichung sus der Druckvers
vellung zu berechnende Geschwindigkeitsverteilung augsarhaih der
Reibungssohlioht, so hat men zur Berechnung von % und v die Glel-
chungen (vel. [1])

u,bﬂ-w 3 u%’%wg—;‘é g;—"a-gjho
Als B;andbaéingungan hat men dis Haftbedingungi= 0, ¥V = O an der
Wand und die Ansehlussbedingung W= U am Uebergeng der Reibungs-
gohioht zur Husseren Pobentiamlshrimung zw srflillen. Der Konbipulw
tategleiohung genigt man mit Hilfe der Stromfunktion¥(Xy) , indem
man Au=§-§£: ve - ba—;f getzd und V{X,O) = O wihlt. Durch
Binfihpung mwsr Verdnderiicher

§fuooL

e

, 2
55 A
kann man dies Grsnzschiohtgleichung in sine flr die Reohnung be«
guemers diesmsngionslose Form Uberfihren (vgl. [’!] ). Dabhel bedeu~
tet Re=uooL-/V die mit der Bezwugsgeschwindigkeit Uoy ung der
Bexzugsldnge L gebildste Reynoldssche Zahl,
Setzt man mooh zur Abkilrzung

L -afg)

g0 wird

und




s
Damit 1st die Berschnung der leminaren Grenzschiocht en einer
Wand bei beliebig vargage’bener Druckverteilung auf dia fmlgm&
deY mathamatlsc-he A'hfgabe zurlickgefiithrs ‘
Innerhalt des %mmso%- 1. ,05npSco g4
die maung g \(g U, ) dex m:’ﬁremialgmieh-ungf

,bv - $e3n = RlEmI=5 8 (2)- 15663
g}seauam N dzw den Randhadingung@n

G(E0)=0 Sqft0)0)  Sylt )0

SQ(O ,'?) (12) — (2)
[bl0)=alo);bioe) =0]
gentigt, wobsi a'(gf)‘- eine gegebene Fumktion von § (0= g s g
und b ( 1?) eine g@gsbsaa Funktion von 12 OST( =00 )} iat
(Partielle Ableitungen werdem durch amgahé.ng% Im&iws bexzalofw
net.) Falls die Rendwerte Q ( g) und b 12) stetig und genligend
ofY aiff@renzierbar alnd, wag immey vorausgesetzt werden soll,
- sind dle L&sungen ven (1) tiberall im Endlichen regulir. Singull
ist nur die Ungabung ven 7’“=°° » Deg Y&@ha%sm'dw Léauxxgen,
in der Umgebung disser Stelle kann gshy verschieden -a‘aimr
Fﬁr’ﬂm Fém, ‘dass b = 0 18t und Q@ sioh fir kleine Were
te von g wia aaoé + vex'hé.w, varsshwinden dlie Ab-
‘Laiwrxgen%éem msungén von (1) fir grosse N wis
| ‘Ase (28:)
wie men dureh E%Iabargang #u einer neuen Differentielgleichung
unter Aumumuns der Rendbedingungen (2) zeigen kann, wobel
manZC/(\/_' O.o als Fuskbion venZ\/—h—o‘ undvz/\/_gl betrachtet.
Die Losungen G selbst bleiben besohréinkt, wihrend msn dle
zwelte Ableitung Q)m gegen dle dritte Ableitung Qymrz YePREGH -~
L8seigen darf, Desselbe gilt fir die Lisungen von (1) , wenn




72) nioht versahwindet, aber fir gr@sss)z das eben fip
Q,I gesohilderte Werhalten zeligt.
In allen 6iessn Fhllen kann mef also dle Glelochung (1)

niherungavelse losen, imiem wan R = O sebzb. Man erhilt denn

iy die Funkbtion

»Z(ﬁ,'z)“g'% | - (3)

die Wirneleltungsgleichung, deren Lisungen bel den Randbedin-
gungsn (2) man sofort angeben kann. Die Lisung ven (1) wird

daduroh auf die Lisung  Jay fe’bgenﬁan Invegralglelohung

Z(En) zv-fb (y)6(En;0.) dyw-fa(x )Gy (€ q;x0)dx
zvy;ij(x)' 6(8p;x,y)dy)dx
zsuriiokgerihrt, Dubel ist R § ,72 ) jetzt gegeben dureh

und G g'Q,X)/) bezelohnet d4de Gmemeha B’ﬁmkm@n der WHrme-
teltungeglelohung flir den Q}iammmo-x =°° 0 _Y- y 8lso

6§ ixy)= r= [e(‘ﬁ??))o—e ﬁﬁ‘))_] (6)

Dis x;aﬁagralglaiahuag (4) Lést man am beasten aumh Ite-

ration, indem men zundoliey R = 0 setut, die so gewonnens
angZﬂo@,')) in R cg,q } einftihrt, denn aus (&) eine neus
mm@ahz,(g,q) bereohnsy, diese wisder in R einfinrs,
und so fort, bis sioh dis Funkblonsn Z J innerhaldb der Reochen-
genauigkelt mieht mehr 8ndern. Hin Konvergenuzbewels und eine
Eéh‘ii;aaz*absmat pung fUr des Iteretionsverfahren ist nooh nioht
bekannt. Voraussiohtlioh tassepsich die entsprechenden Ueber-
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Jegungen von Gavrey (l.0.) &uch auf die Gleichung (1) Uber-
ﬁm&@m An zamenbaispwng berelvs durshgefihrie Reohnungesn
ﬁgigw aueh, dags aas Verfahren verh¥ltnismbesig sohnell km«' __
vergiw% .

Die bei der Iteration in (4) auftretenden Integrationsn
lsgyen sioh leldey nichy .,;ggifai:&g{;:waaw ausflihren, so dess mi&& |
bel der Durelifthrung dey Rechnung numerische Methodan verwen—

Aol MULs.

Filr dis Geneuigkelt der Aurohzuftihrenden numerischen
Rechnung is% es gehr wegentlich, dass bei der Behandlung der
Gleichung (4) nur Integretionen durchzufihren sind., Denn alle
vorkommenden Differentlalquotienten lessen sioh abenfams dureh
bestimyte Integrale aaz’swmem

Betpt men zur AbkUrsung

§‘z)‘——-ja(x)G (€n;x.0)dx o 7
B(En) = ZV‘“'Tb‘Y’G (€,7:0.y)dx (8)
und 2 (§q)-~——-f(}R(xy Gy ")’)d)’) (9)
so wird |

2(5,72)=A (glrz) +B(§)YZ) +Z*(§,Q) (ﬂg)

Um naoh Berschnung der k-ten Niherung Zk fUr die Funkbion 2
dle (k+1)-ve Neherung 2, , aud (4) zu bestimmen (Uber die Wahl

dsr O-ten Nhherutig 2, wird sphter nooh einiges gesagt werden),




hat man £k in die rechte Seive von (4) einzufihren., Man
erhilt dabel

R‘*’(g'”)= %'%}%&d’?”% (5 o -

hat slge ausser Z, sush die &Eﬁ%@iﬁummzm,zx nm und Zkg
und die Intvegrale }ZK d'q umé}lkg d‘rl #u besblimmen. Abgesehen
[}
von dey O~ten Niherung, iislaezg die aspdter (Abschnitt IV) nooh
gu sprechen sein wird, ist Ja Zx durch
Z(Em)=ALEn) +B(E n) +Z(E,7) (12)
gogeben, wobel g _
e o\ 1 o : _ -
Z¢ (Em)= Wo](fkk(x,y)G(g,p, xy) dy)dx (13)
gesetut ist, so dass man dle Ablaibungen nach N durch Diffe-
renzisren von (7), (8) und (13) erhalten kenn, whhrend man
die Ableltungen nsah g am einfacheten aus der aus (1) folgen-
den Glejohung
' (]
0f - 92k _ (14)
_5€ ~ont Rk
berechnet. Man erhHlt so
) '
izk._.a__}.;&_ :zk - - _g.}
oy 3, @O G Bl R G J2udlnj (9
und
? .
1.3 ()= 2 {2 -R~ ] e
2 ag(a) a Zk'?)? RK ao de'? (16)
Zur b-eqmmmn graphischen Beabtimmung der Integrale A(§.Q),

Bﬁ(g,q) ml*(g,q) und ihrer Ableitungen naok 7). sohreibt men
die Gleichungen (7), (8) wmnd (1%) gweokmiaslg in einer anderen




Form. Begelohnet

$ (6) = 7% ?e%zda

dis Gaussoche Fehlerfunktion, gilt also
ey . 2 o6

¢ (6)= W e |

80 findet man mit den Abkitrzungen

6o 1 4 WT y TEE
-y _nty 644
CahtT = M = % v < Vi

und dep deraus folgenden Bezishungen

- =6 = 1 = =6 -6 - [ 1 [% - 6;
=Gy =2 = Oay = Ben 6} = 8= o G =- B

die Glaiohungen |
6{80ixy)=VE§; [ $(61)- $16,)]
by -l of y [

— "GL
GW(E,’Z: 'y) G’I’l(gtq’ ,y)" § Oy [6" (1~ ‘?‘)e ]

-6, | o=62*
Gy (8.1 ,y) Ve g, [#(61) +¢(sz)]_-_§_ .y[_e te
F N Sl € T

~67_p =62
Gyny (& i) Cypy b.q;x y)=- & [0 ]

1-r
Man kenn a‘Ls@ sohrelihen :

- B(§m)= z-%fbly G(E_,,yz,o,y dy = be(y)d[‘l’lré‘) 9‘(91-6)]

B’?(gf’?) 'Z—V?J bly) G? (§.¥z. 0yldy= "W]b(y)d [e b 6) (“6)]
»_-B»m(§,r()=B§(§,wi)=jb(y)6,m( §m;0yldy= a‘%ng(y)d[s-@e( ’(m)e “*“f]




“g -
und
AlE -%?a Gy@'z 0)dx ‘l“‘”d[‘*‘s"’] -
A’I (§7)=V—7F7\,—§-.} alrld | = \/T_r‘

. 62 4'
=~ Jariafs s S e

‘v-=0

alx)=alr) a'(x)= —'g‘-d'(r)

gonetut lmsbv. Fir kleine Werte von T 1st die mngegebens Formel
it AQQ oft sohleoht brauehbar, Man veohnet dsnn besser mo:

'-4 ' ! _ (D%g’

A'mfénhi@ie— + e [ve &im]d[$(ey7E)] (230)
i M = 0 ergibt sich |

Apn(E0)=a'(E) | (230)

Dis Berschnung der Funktionen A und B naoh (22) und @3) hat
einerseits den Vortell, dass die vorkommenden Integrations«
intvervalle sYets endlich eind, was bei graphisohen oder numers -
gchen Inbtegrationen selr wesentlioh Lstd. Andererseits arapart
man eine Produktbildung; men brauoht vislmehr nur die Jowsi-
‘igan Werte von @ und b uber gen in den eckigen Klammern
engegebenan Funkbionen aufgutregen, die pan ain flir alle Mal.
tebulieren kann,

Entspreshendes gilt fUr dis Berschnung der Doppelinte-
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grele Z™ wobei man zweokmimslg zunfiohst die mﬁegrﬁ@icm Uper

y auafﬁhmh Betzt man o
" [es st 8«(57 s) RK(§7)] a

Sk(gq x)= V—'\/T?S“I(g,v(,x) "2, ?Rk(x y)d[a‘swe 6‘]

[esist S ©Em8)= ] |

" 6k ¢ o6

Sg (g'YI‘ g (4~r: SKT]YI 'fz X) Z\/TTRK(X y)d[G,e 6"" 1€ G]

[es ist S"(g,\? £)= 0] ,

o folgh aua (13) s

| Zk(gq §]SK(§,12,§ p)dr
28 7" §j sk,,(gq §v)dr= \/_'fsk(§,*z,r§

o &)= RilE)+ 3= [ ey (£ r)dr ]Sk(gq ré) S
Bel Z:'l’l ompfiehlt es sich, dle zweite Integration Uberr
- (wenligstens Plr kleine m ~Werte) dureh eine Integration iber
re1-%a-v Zu erEetzen: | M = 2 oder n = 3)
zk»m f 5" d.r J S" th;* _. ~ (25a)

=20

(25)

Wedureh die 2w im‘asriwmw Fléehe so mxﬂmwré wipd, dess der
Integrand  S'/(1-r¥) . in gamsen Inbegravionsvereich0$r'S1
etwe in dereslben Grdssenordhung dleibh,

Zweoknbssly wird men 4is Bersohnung der Funktionen A B
und Zx 80 duwrohfUhren, dess men zuerst ihre sweite Ablei-
tung neaoh 'l it Hilfe der sben angegebsnoen Integrale bestimmb
daraus duroh graphische Integratvion (Auszéhlen oder Planime-
triarm) die epste Ableitung nach ¥ und die Funktionen sa‘bbat,
und endliok dureh noohmalige Integration die Funkbtlonen f Adq,




.

}' Bd"q uﬁd}zk*d"l , die man ja ebenfalls bei der Bereoh-
6 ' 0
nung von R(g,q) braucht. Die dabei auftretenden Integravlons-
- konstanten bestimmt man sus den Randbhedingungen (2) und denm
durel (2 ) beschrisbenen asympbotischen Verhalten der L¥sun-
gen. Mit Hilfe ven (3) und (10) erhHlt men dle Bedingungen:
Fir 1 =0 ist (268}
#* 1% J
A=q,B=0,62,=0
und i Tl = 00 is%
e .
A=O,Ay)=0,B=O,B,I=0|'ZK-O, 2«7-0. A (26b)

Aue dex Pumktion Agn ergibt sioh damit
Aq(E m)-Aq (€ 01=F Ayqly
AER)-A(8,0)~Ay (E017=] (JAqqly) oy
algo

Aq (§,0) = “’jA]n(g,Vl)d'Q = “;T %J()Aym (g.'q )iq) dq] (27}

Bine aritie Mogliohkeit zur Besttmmung von Ap(E,0) nat men
tdedureh, dass men dis Funktion A(€N) an einigen Puniten direkt
neeh (23) berschnet,wes glelohzeltig eine wishiige Rechnungs~
ké‘ﬁ%mﬂaz fexstelly. Entsprechend fﬁiam men die Rechnung bei
den Funktionen B(E y) una 2 (En) auvon,

Erwihnt werden sollfiooh, Gess man bel den Zahlenreshnun-
gen besaer 6=n/2VE anstells von 0 benubzt, weil alle
vorkommonden Funktionen stwa bei€ = 3,5 mo weit abgeklungen
sind, fdess men die Reohnungen im amgj‘ma’vmm am‘ den Bereloh
0586 & 3,5 pesehrénken kamm, |

Die in (82), (23) und (24) vorkommenden Verzerrungsfunk-
bionen gelten unabhinglg von den Jeweilimen Randwerten, so dass
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men sis ein fUr alle Mal tabulieren kann. Ale Schrittgrdsse
whhlt men debei zweokmbasig 0,1 fur 0 £ 6 £ 0,6, damn 0,2
tir 0,6 560 52,0 und endiioh 0,4 tir 2,0 %6 £ 3,6, Bei
den Punktionen P (6) und (6¢ e'S: Y/(1-r ) nimmt man dle
S@hmwgmam 0,1 fir 0 &y &1, wohei mmr allardings, vor
ellem hel der zwelten Punkbtion, meoh miséhamewé in der Nihe
von T = 1 brawoht, Dis Punksion 6, e-63-62e—61 tabuliert
men fUr die Werte v = 0, 0,085, 0,1 , 0,2, 0,%, 0,8, 0,9,
0,98, 0,98, 0,99 und 0,996, wihrend man bei der Funktion

- $(64)—P(6,) aie Werte in dsr Nehe von T = 1 nicht dbrauchs,
Alg Intervall fUr dle s-Werte ninmt man bel dlesen Funktionen
0y1y wmit Aushahme der r-Werte nehe bel 1, wo man viel Kleine-
re Intervalle braucht (etwa proportionel Vi-r ' ). Allerdings
braucht men in dieser Gegend die Funktionen nur in der Umge-
bung von 4 = 6 , dn sle im Uebrigen nahezu konstent sind.

Wie dasg %b@_n gesokllderte Verfahren zaig‘&g macht Jeder
Sohrlits der Iteration elnen grosssen Rechensufwand erforderlish.
Key muse daher versuohen, mit mdglichst wenig Ifsesmtiws-sehriisé
ten susazukommen, Das kenn man erreiohen, wenn man als At&angﬂm
funktion eins Funkbtion nimmb, dle der Lisung sohon mbglichat
nahe kommb. Da wsioch die Qesww dey L&sm@arunmmnm!(ém)
mit & nur lengsem Hndern wird, wird men die Rechnung unter-
teilen und zu der Ausgengslbsung b(}z) an \aa:rg' &tameg = 0 |
zundohat die Lisung Z am einer Stells &, suohen, wobsl £, =0
gewhhlt wird, dess Z (£, m ) von D (y) nooh nicht alizu ver
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gohisden i#t, %o dass man b (ﬂrz ) in dem InterveliO s g € gg |
ale nullve NBherung fUr des Iterationsverfehren nehmen kanh.
Neohdem man Z ( golrz berechnet het, ninmt man diese Funktion
ale Anfangswert fUr eine néue Rechnung ilm Intervall §o§§é §1
und dort glelchzeldlg els erate N&harung, wnd wigﬁarhmtt dann
des genze Verfahrenm. Die G:zf&sm Wﬂgo hingt von der Gestalt
von 0.(§ )} &b, Bel starken Aenderungen vom & , insbeaondere
mma"(f-g..) groses Werte annlmmb, mﬁgo klein zu whhlen, i:e»i
kleinen Werten ven o (lg ) kenn men es grisser whhlen,

Welter ist em prakiisoh; nicht b (7) gelbst als Ausganga-
funkvion fﬂr\dia Iteration zu nehmen, sondern die in W-Rich~

tung verzerrte und miy den riohtigen Randwerten versehene

Punktion |

“wehel

7= \f@) | (29)
gesebzt ist, und dle »vﬁrmrmﬁgsm&kﬁi@n w(£) sb bestimmt
wird, dess dis Gletohung (1) ven der evsten Neherung sohon im
Mittel erfUlly iet. l:#uréh 'In*mgﬁzimi@ ﬁber{f( von 0 bis
arhitlt man aua (1) mit Hilfe der Rendbedingungen (2) die
mamhme o

(25«3 6. )‘“(g)ag (8 &y +£ae) )5 g
g

b'(0)
B,= b0y

@) 4
‘B, 7Lb_(gj)

Be 7[ b(o] q

{(31)



{ ¥ badeutet die Ahlsisung aaah dem Argument der hatrefrlenden
Funktion, also a'= ctg b'= ,2 Y, o  folgt sue dem -
Ansata (aa), o :

( By w(g)
to(é,oo) ;.B, < 0.(§) w(§) i (3@
T@ -8, (), *

wenn man besohtat, dase jetzt die Ableitungen
' bW, -
| % o

durel

~ Zu ersevzen sind.
Durch Einsetzeh dieser Grdssen in (30) orhilt man die folgende
-Siffarsn%i&%gt&i@hung‘mum Baatim@umg von w(€):

ggz rw (g)._gl'(%)_(wuﬁ b 0 (38)

wobei

2B-8a
“B,-8, 1+H

gesetzt 1st, Ihre Lisung Lauﬂsat wogen wW{0) = 1t

~(4+H) ‘HH o
w'(§)= [ a.(O)] 1*3, a, / [ :({g)) } TR

Ty die ale erste NEherung _Fu, in die rechte Belte der
Gleishung (4) slnwfﬂhrsma Funktion erhBlt men damib:

) f - ‘ ~y 2
Ralgy)=al§)- 28l 8L J oL ag-4a(). (2 o)

wie man leicht mit Hilfe von (28) nachrechnet.




“ b e

Falls dle als Anfengeswert gegebene Funktioﬁsb(v) = 0
igt, alee @ (0) = 0 wnda (§) =§- a'(0):) + ... fiir kleine Werte
von & gils, aé 18t die Losung von (1) fir kleine Werte vmng
als Funktion von y =Y /\/Tg' alein darstellbay, wis man durch
den mechon auf Beibte 2 erwhhnten Uebergang zu einer neunen Dife
ferentialgleiohung zelgen kann, wobel man Q*=ZS /O.'O 2E *ate
Punktion vmg’?Z\/f und vf:vl /\/?E heotraochtet. Fir kleine

g orhlélt man die gewshnliche Differentislgleichung

3 p¥% L jo % * e A2 |
ga;igs— +*z"—§7$r -2-3—,31—'-‘-@*3,241-(8—;':)2 (36)
mit den ﬁandﬁ édingungen '

§%(0)=0 , Gy (0)=1 , Ehelec)=0 . (37)

*
Die Funktion b*(vz*)i mg—c'z—,‘ dlie dieser Glelohung gentigt, ist

samt thren Ableltungen in Tabslle 1 dergestellt,
Envsprechend (28) mecht man Jetzt fUr die O-te NHherung
den Aneatz:

2(50) = 5= ale) 7). - (39)

1= o = (39

gesstzt let, und die Verzerrungsfunktion w () wieder aus (30)

wobel

bestimmt wird, Mit den AbkUrzungen
B, = b™0) |
S G . (40)
< Tl |
B < J|b"()] o
SEEED T S

(41)



orhdlY man aus (38) und (39):

(g—z'lég)w " \f&"(g&rlé)

gdgm)=8*q@)v-ﬂuﬂ§)
](q )d,,-sz 2E-w(8)
uad dureh Einsetzen éima? Grogsen 1in (30) ergidbt sich die
Glelehutig

(41)

%g(zgw‘(g))ﬂng(g)’g—'((%-{1+ﬁ)—a(z+n*)=o, (#2)

wobed jetat

z .
gossbzt 18t und die Bezlehung -~ ?—93.— NZ*H* benutzt ist,
'S

di® man leieht mit Hilfe von (35) Bachrechnet. Wegen w-(0)
) = 1 leuvet ihre Lisung: '

g § 1+H* -
wi(8) = g J (6] a8 (2

Damit wird endlich dis erste Niherung R, fiir die rechte Selte
von (&) 1

Rilg)-afs) [+ 4 ]6°5) Jepnaq -gate) [oip)

Die darin auftretenden Punkblonen von '?i sind auch in
Tebelle 1 enthalten,



Da dis Differsntialgleichung (1) fir grosse Werte von n
gohon duroh dis srste Niherung A(§,0)+B(§,q) von (10) vollstlndig
gelbst wird (2'geht ja furN—>e sthrker gegen Null als A +B ),
kann man auf Grund dieser eraten Niherung elnige allgemeins Aua-
sagan maohen {iver des Verhalten der Geschwindigkeltsverteilungen
in der Gegend Qes Usbergangs der Grengsohiocht im die reibungs-
fréte Hussere Sirtmung.

Fir den Fall, dass die Grengachicht in einem Staupunkt bes
ginnt, also gass b= 0 18t und @ (€) fir kleine £ aie Gestalt |

:g.a'(o) P yeu
hat, verh#lt sioh die Losung von (1) fUr grosse | wis dle Funk-
vien (7) | ;
(g ?)NA lf'ja'(x) Gylgf‘?}":o)d" | (43)
]

8etzy man derin |
x=g(1-&) mit 6= g

56 srhidlt men wegen (21) und (23)

z~A[En) fa‘( 1' )deo)‘v—y (§ (1-—:)) 6°d.6 (46)

Ea pieh Jsﬁe stetige Funktion ba’biebig genau dureh =in Polynom
approximieren l8sst, kenn man rﬁr das Folgende annshmen, dass

a (X)auren v |
(x)"é,‘Av x¥ | (47)

gogeben iat. Aus (46) und @7) erhdlt man, wenn man die Potenzen
Ton X mit Hilfe des Binomimchen Sa*tismess augdrickt:

2~AlEn)=SAE"E (- [ 7 (&) % ds, (43)

w.-o

Die darin vorkommsnden Intmgra‘bs f@rmﬁ men durch partielle Inte-
I
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gravion um 2w

3#-« zu+47 6\ e (49)
V’J doa=L 6™ .e° ~ ‘a e  do

oder, wenn man 4ie partlelle Iﬂtegraﬂi@n nooh mehrfach durchfihry

m by * &1 ur2)) U earet)w! 2
TZ( T’F (ﬂm(aﬁil (-467)+ (A'f'e';—l(zﬂ'ﬁ(lr) Y1'r7( ) %“‘M

wabgi die Bazlshung

| . 25 ! )
(2u+1)-(2u+3H2m+5).... (2u+24-1)= ’z";‘;;,,f,f ‘é‘:‘ 1 | (51)

beauﬁmt 1at.
Duroh Hinsetzen von (50) in (48) erhéilt man fiir 2 die asymp-
totlsche Bntwioklung

J -6 N X ~j _ 501
Z"‘M&'ﬂ’éﬁﬁéﬁv?ﬁ Ky [-46%) ¥ + Rest _(“52)
Dabei bedsubet Kyj die Summe
¥ Ll +2)l | ~ (53)
knj =g Sy
die aleh zu dem Ausdruck {23)‘V‘(‘4‘)V
Vg = 52! (54)

zusammenfassen LABL. Es ist also . :
Kmf =0 fir v >

i ¥0 firvey
Damit nimmb di@ Entwioklung yon Z(J dia Gegbalt sani
N -2V, 2 V(a,)lpl -
2~A(En)= £7=2Z Art’6 ;(46) tionifen) * Rest (55)
oder ausrﬁhrti@h gesochrieben:
z2~A(En)= 3;7-. Ay E+.... 6‘;7- a'lo) -&+... (56)

Das Verhalten der Grenzsohioht im Uebepgangsgebiet zur
Hussersn reibungefreien Strémung héngt also in erster Naherung
nur von dem Verhalten der Druckverteilung im Staupunkt ab,. Das
gi'ls fur alle g + Doy weltere Verlauf der Druskverteilung beein=~ .



flusst aleo nur die wandnahen Teile der Grenzschicht., Die Krime
mung des G@sahﬁindigkaitsprcfibs an der ﬁ&nﬂ‘q = Q lat Jja direkt
durel dgn Gradienten der Druockverteilung an der betreffenden
Stelle gegeben: Zvlv_?(f_,,O) =-;-O.I(§) .

&amz sntsprechend wie oben kann man einsehen, dass sioh die
Geschwindigkeitsprofile in einer Grenzschicht, die mit dem Ble-
sigsprofil [ﬁ], algo mit einer Strascke konstanten Druckes he-
ginnt, ssymptotisoh wie

-8
eG

VE Aot

verhalten., Allgemesin lHast asleh fir Jede Grenxzschioht zeigen, dass
fas saymptotische Verhalten der Geschwindigkeitsprofile duroh dam
asymptotlsohe Verhalten des Geschwindigkeltsprofils am Anfang
der Grenzsohioht gegeben ist, |

Darang folgt, dasa das G@s@hwindigkaitapfmfil im Druockmini~
mum £ =€, eines Tragflugels, wo Q'(§) = 0 ist, stets vom Blesius-
profil verschieden lst, Unter Umsténden braucht dlese Abwai@hungk““

allesrdings nicht sehr gross zu seln,



_Q’Qa

Des in slner friheren Arbelt [ﬂ] beschriebene Verfahren zur
allgemeinen Liésung der Prandtlechen Grenzschiohtglelichungen wird
ziher erliutert, und der Gang der numerischen Rechnung wird in
allen Einzelheiten beschrisben. Ausserdem wird gezeigt, daass das
Yerhalten der Grengschleht in der Gegend der Ushergangss zu der
dussersn reibungsfreien Strimung duroh den Anfang der beterrenden
Grenzechiecht also im allgemeinen durch den Staupunkt festgelegt
ist, Der welters Verlauf der Druckverteilung besinflusst nur die
wandﬁah&n Geblets der Grenzschioht, wkhrend er das Verhalten der
Geschwindligkeltaverteiliung am Uebeargang zur raihungal@sanIStrﬁ~
mung ungeindert lsst. Damit ist 2.B, gezeigt, dass das im Druck-
minimwnm aﬁftrﬁtanda1Gesahwinﬁigkaiﬁsyrm£il‘1ﬂ einer mit siﬁam
s [3]

Staupunkt beginnenden Grenzsohicht stets von dem von B
fr den Fall einer konstanten Druckverteilung bereohneten Profil

verschieden lst. Wie welt das lebuterse &aa sratere annihert, kann
srat nach Berschnung von weiteren Grenzsohichten mit charaktgﬁﬁfwie.

ristisoh ausgesuchten Druckverteilungen entaschieden werden,



(8]

Die allgemeine Lusung der Prandtlschen Grenz~
sohichtgleichungen. Berioht 141 der Lilien-
thel-Gesellachaft f,Luftfehrtfg. 8.3 (1941)

Sur les équations aux adrivées partislles du

tyﬁa parabolique. Journ.des math.pures et apid.

VI.Ser. 9 , 5,305 und 10, 8,10 (1913/1914),

Grenzschichten in Fliasigkelten mit kleiner
Reibung. Zeitschrft.f.Math.u,Phys.56, 1, (1908

Dis Qrenzschicht an elnem iﬁ den gleichférmi~
gen Flissigkeitsstrom singstauchten Kreiszy-
Linder, Dinglers Polytechn. Journal 326 ,

321 (1911} '

On the solution of the laminar boundary layer
sguations, Proo,Royal Soo. London A 164

S.547 (1938},

Some apprpximate solutions of ths boundary
layer equations. Philes.Mag,12 S5.865 (19%1)
ARC Rep,a.Mem,No.1314 (1930),

On an equation cecuring in Falkner and Skan's
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Zur nBherungswelisen Integration der Differen~

tialgleliochung der laminaren Grenzschicht.
Zeltsohrft,angew.Mebth . Mech., 1 8, 252 (1921},
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narer Reibungsschichten, die dem N¥herungs-

ansetz von K.Pohlhausen geniigen, Bericht

- 8.10 der Lilienthal-Ges.f.L. , 8.5 (1940},

Ein neuer Ansaty fUr das Gesohwindigkeitapro-
il der 1@minaren Reibungsschicht. Berioht
141 der LGL 8.8 (1941},




Tabelle 1

b’l‘

L
5,6
3,8
4,0

1,0
0,940
0,8817
Q, 7734
0,6748
0, 5856
0; 5054
0,43%38
0, 3702
0, 3141
0, 2650
0,2222
0,1533
0,1032
0,0676
0, 0431
0, 0268
0,0159
0, 0095
0, 0054
0, 0029
0,0015
0, 0008
0, 0004
0,0002
0,0001

C

o ffan b+

1,2326
1,187
1,135
1,036
0, 940
0,847
0,758
0,674
G, 598
0,526
0,460
0,398
0,293
0,210

0,10%

0, 0670
0, 0422

0, 0258

- 0,0168

0, 0098

0, 0050 |
- 0,0025
0,0015

-B,=12326 B~ 06468

s i

Q
0, 0485
0, 0944
0,176
0,249
0,312
0, 366
0,413
0,453
0,488
0,516
0,240

2

|
I

S
1

_ B'?CZ‘

| 0,883
,201778
| 0,597
| 0,455
~é0»343
ii@,ﬂsa
':qu370
10,0987

jio,@7oa

| 0,0493
10,0235

i

i

:;&}0’0407 o
| @,00457 0, 0918
0, 00186  0,0649

:;b*'?i§~ " :
= =£v.dq

0
00576 v
e ,1095
f70,4635
70,3240
0,2642
- 0,2772
. 0,2782
?°052708
L0, 2567
£ 0, 2371
ig0y215g
- 10,1690
< 0,1270

1 0,000718 | 0,0427
~0,000232 | 0,027
0,000090 | 0,0166
0,0000892 © 0,0108
| 0,0000084%  0,00632

0

LS @ & S

3539

©10,0000022  0,00323

- 1:0,00162
.0,00097

]
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