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Parallele, iterative Loser mit Schur-Komplement-
Vorkonditionierung fur diinnbesetzte lineare
Gleichungssysteme aus der Stromungstechnik

Dr.-Ing. Achim Basermann, Melven Zélliner*
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Das DLR
Deutsches Zentrum fur Luft- und Raumfahrt
r—-" e e T P, ‘

- Forschungseinrichtung
- Raumfahrt-Agentur
- Projekttrager
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Standorte und Personal

Circa 7.000 Mitarbeiterinnen und

Mitarbeiter arbeiten in

32 Instituten und Einrichtungen in
M 16 Standorten.

Blros in Brussel,
Paris und Washington.
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Forschungsbereiche

Luftfahrt

Raumfahrtforschung und -technologie
Verkehr

Energie

Raumfahrtmanagement

Projekttrager
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DLR Standort Kéln

Mitarbeiterinnen und Mitarbeiter: 1400
Flache: 550.000 m2
Forschungsinstitute und Einrichtungen:

- Institut fir Materialphysik im Weltraum
— Institut fUr Luft- und Raumfahrtmedizin
— Institut fir Antriebstechnik

- Institut fir Werkstoff-Forschung

— Institut fir Flughafenwesen

— Institut fUr Solarforschung

- Hochflussdichte-Sonnenofen

—  Simulations- und Softwaretechnik

—  Qualitats- und Produktsicherung

—  European Astronaut Center

—  Uberschall- und Hyperschalltechnologie
—  Europaischer Transschall Windkanal

- Nutzerzentrum fur Weltraumexperimente MUSC
- Projekttrager im DLR
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Organigramm Simulations- und Softwaretechnik

Simulations- und Softwaretechnik (SC)

Rolf Hempel

Software fir Raumfahrtsysteme und Verteilte Systeme und
Interaktive Visualisierung (SC-RV) Komponentensoftware (SC-VK)

Dr. Andreas Gerndt Andreas Schreiber

i DLR
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Abteilung Verteilte Systeme und

Komponentensoftware (SC-VK)
Leitung: Andreas Schreiber
Stv. Leitung: Doreen Seider

Verteilte Software-

systeme
Doreen Seider

Integrationssysteme
Verteiltes Rechnen
Datenmanagement

Wissensmanagement

Software
Engineering
Andreas Schreiber

DLR Software
Engineering Netzwerk

Softwareentwicklungs-
prozesse

Software-Engineering-
Werkzeuge

Software-Testlabor

High Performance

Computing
Dr. Achim Basermann

Parallele Algorithmen
und Datenstrukturen

Unterstitzung der
Entwicklung paralleler
Anwendungen

Parallelisierungs-
techniken fUr moderne
Architekturen
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Simulationssystem TRACE

Entwickelt vom Institut fiir Antriebstechnik des DLR
Simulation dreidimensionaler Strémungen in Turbomaschinen

Basiert auf kompressiblen, instationdren RANS-Gleichungen

¥ ¥ ¥ ¥

Diskretisierung mittels Finiter-Volumen

7 )/ ol
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Finite-Volumen-Diskretisierung
RANS-Gleichungen in Erhaltungsform

J :

99 . divF(q) + S(q) =0

ot
mit Erhaltungsvariablen g = (,o pUp pUs pUs pE),
Flussfunktion F(q) und Quellterm S(q)

FV-Diskretisierung
Fiir ein Kontrollvolumen i gilt:

T+ S Fi(a)+Sia)Vi=o0
- (Via i(q) + Si(q)V; =

Seiten j der Zelle i

p - ——
.

i DLR
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Stromungsbeispiel
TRACE-THD-Testfall

Stationare gemittelte Stromung in einer Schnittebene

Mach-Zahl

0,6
n

0,4
0,2
0,0
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liInearTRACE

» Anderung der Strdmung bei Schwingungen der Schaufeln

» Eingabe:

» Stationdre Stromungslosung  q° _
» Schwingungen des Gitters  x(t) = x° 4+ Re(Xe'“?)

» Ausgabe:
» Stromungsantwort  q(t) = q° + Re(ge’™?)

» Durch Linearisierung der FV-Diskretisierung ergibt sich ein
lineares Gleichungssystem:

e ¢ (5nz)x(5nz)

. b.ge
AT w;:? L

(C5nz

AG=b mit A




www.DLR.de ¢ Folie 14 > Seminar, Erlangen > Achim Basermann ¢ 20120605-1 DSC Erlangen Basermann.pptx > 05.06.2012

Eigenschaften des Gleichungssystems

i DLR

Eigenschaften

» jede Zelle nur von einigen umliegenden abhangig
— Gleichungssystem diinnbesetzt

» pro Zelle 5 Variablen
— dichte 5 x 5 Blocke

Ubersicht

Testfall TRACE-UHBR TAU
Korper C R
Dimension 4 Mio. 0,5 Mio
Nichtnulleintrage 620 Mio. 170 Mio
Blockgrole 5x5
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Simulationssystem TAU: Hintergrund

TAU: entwickelt fir das aerodynamische Flugzeug-Design vom
DLR-Institut fir Aerodynamik und Strémungstechnik

Unstrukturierter RANS-L6ser (Reynolds-averaged Navier-Stokes), verwendet
die Finite-Volumen-Methode

Erfordert die parallele, iterative Losung grol3er, dinnbesetzter, reeller, nicht-
symmetrischer, linearer Gleichungssysteme

i DLR
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Speichertechniken flr dinnbesetzte Matrizen
Compressed Row Storage (CSR) und Block Compressed Row Storage (BCSR)

Nichtnull-Elemente, zeilenwelise:
112134 ,5(6|7[8]9

Matrix:

1T0l0l2T0]0 Spaltenindizes, zeilenweise:
0]13/4]5/0|0 1[4][2[3[4]5]/6]5(6
000|086 |7

000|089

Zeiger auf den Zeilenbeginn:
113/6]8|10

- TRACE und TAU verwenden BCSR mit 5x5-Blocken.
- Vorteil: weniger indirekte Adressierung
- Nachteil: Einige Null-Elemente werden gespeichert.

% Y/ Goud




0 . g . w -
wiww.DLR.de " Foliexl 7 ;ﬁ'eminar, Erlangen > Achim Basermann e _‘2012060§-1 DSC Erlangg_n Basermann.pﬂfx >05.06.2012

»
| 4 "/

v Ubersiehty o5k

- »
" ol

-

i
-
&

M. A S .
| | 1

e
= s . ( /..’_,—‘ > 7 -4
- Vorkonditionierung | (¢ - . . »

-

Grundlagen | =

Un;_vollstéhdige'E{J;Zéi‘le’gungen _
“Bloek-Jacobi-ILU-V@rkonditionierung %™
Schur-KarﬁpIemeﬁf—Tr sforgation s
Verteiltes Gleichungssy: te%
DSC-Vorkonditionierung ="




www.DLR.de ¢ Folie 18 > Seminar, Erlangen > Achim Basermann ¢ 20120605-1 DSC Erlangen Basermann.pptx > 05.06.2012

Grundlagen

lterative Verfahren

» Problem: Bestimme x mit Ax = b, (A, € C"™" x,be C").
» Ansatz: verbessere eine Schitzung x; mit Operator K1
Xji1 = K=lr, mit r:=b— Ax;
» Schatzung liegt im Krylov-Raum
Xi+1 € Kt {r.;;.., K_IA!'U., s (K‘lA)"rg}
» Krylov-Unterraum-Verfahren:
Bestimme geeignete Ldsung aus K/*!

» Operator K1 wird als VVorkonditionierung bezeichnet

» beeinflusst Konvergenzverhalten des Verfahrens
» Ziel: Minimiere Gesamtaufwand

i DLR
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Unvollstandige LU-Zerlegungen (1)

GauB-Elimination

for i=1.....n do
for k=1.....i—1 do

1:

2

3

4 for j=k+1,....n do
5: djj < dij — Ak A
6

7

8:

end for
end for

» Block-Verfahren verwenden Submatrizen, z.B. a;j € C°>*°

i DLR
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Unvollstidndige LU-Zerlegungen (1)

Unvollstandige GauR-Elimination

1: for i=1,....n do

2: for k=1,....i—1/1(i.k)eM do
3 ai k + ajk(ak k)"

4 for j=k+1,....n1(i.j) e M do
5: djj < aij — ik 3k,

6 end for

7:  end for

8: end for

» Block-Verfahren verwenden Submatrizen, z.B. a;; € Co*5

» Die Menge M bestimmt, welche Eintrage verworfen werden.

i DLR
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Unvollstandige LU-Zerlegungen (2)
LU-Zerlegung

» GauB-Elimination fiihrt zu einer Zerlegung in untere und obere
Dreiecksmatrizen LU = A.
» L und U sind in der Regel deutlich dichter besetzt als A.

» Die Losung x von LUx = b ermittelt man durch

1. Vorwirtseinsetzen: y = L~b und
2. Riickwirtseinsetzen: x = U™ 1y.

Schlechte Parallelisierbarkeit

» Gaul-Eliminiation und Vorwarts- /Riickwartseinsetzen sind
schwierig zu parallelisieren.

i DLR
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Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung

» ldee: LU-Zerlegungen der Diagonalblécke kénnen unabhangig

voneinander berechnet werden
— effizent parallel durchfiihrbar

» Nachteil: Eintriage aulerhalb der Diagonalblécke werden

vernachlassigt

i DLR
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Schur-Komplement-Transformation

(D E) (x\\ B /f)
F G y)_\g

- D E\ (x\ [ f
S)\y) \g-FD7'f
Losungsverfahren
1. Transformation: g =g—FD7'f
2. L6se Schur-Komplement-System: Sy =g
3. Riicktransformation: x = D7(f — Ey)

i DLR
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Verteiltes Gleichungssystem

e o)
X3
P
e ®
o o
e o)
e o
X2 J

X3 f-3
\YS) \83)

i DLR
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DSC-Vorkonditionierung (1)

» Schur-Komplement-Transformation fiir verteiltes
Gleichungssystem (DSC, distributed Schur-complement)

» lterative Verbesserung der Block-Jacobi-ILU-Vorkond.:
Eintrage aulerhalb der Diagonalblécke werden beriicksichtigt.

i DLR
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DSC-Vorkonditionierung (2)
Algorithmus 1. ILU der Diagonalblécke:

Lp, Up, (LprEr)) _ (D; E;)

2. Transformation:

(%)~ (@8 ()
.V,!J N (EU&I) Esiffs,. 8i

3. Approximiere Lésung des Schur-Komplement-Systems:
3

yi+(LsUs, )13 Gijyj=y° fir i=1,2.3
j=1

4. Riicktransformation: .

(Xf!“') _ DD_.- (LE}E}) (f;f)
Yik / r

DLR
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Ablauf des Losungsverfahrens

L 6sungsverfahren

1. Berechnen der ILU der Diagonalblocke

2. lterative Losung des Gleichungssystems (FGMRES):
In jedem Schritt:

» Vorkonditionierung
» Matrix-Vektor-Multiplikation
» Vektor-Operationen

Vorkonditionierung

1. Transformation auf (approx.) Schur-Komplement-System
2. lterative Approximation der Lésung (GMRES)
3. Transformation auf Ursprungssystem

7z — e T R
DLR z TET 4 v i ;
; s . oL Ty

@,
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ILU-Berechnung
Preconditioning within the DSC algorithm

Processori

Local
rows

Block/ incompjlete LU
for [ the local\rows

Local
mterface

i DLR
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AUBere und Innere BiCGstab or FGMRes iteration
|terat|on for all local rows (unknowns)

BiCGstab or GMRes iteration for the local
interface rows (unknowns)

SChemath View on Matrix-vector multiplication:
eaCh processor communication of external

interface unknowns

Matrix-vector multiplication:
communication of external
interface unknowns

i DLR
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Testsystem

» RWTH Bull HPC-Cluster

» Intel Westmere X5675 CPUs
» Pro CPU 6 Kerne mit 3,06GHz
» 12 Kerne (2 CPUs) pro Node

» Rechnung mit jeweils einem MPI-Prozess pro Kern

i DLR
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Block-Verfahren
TAU-Testfall, Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung auf 12 Prozessen

35 |

|
ILU Aufstellen
lterationen I

30
25
20 +

15 -

Rechenzeit [s]

10 ~
5 L

0

#7 BIDCl(_g_rEjBe
oL / B i : >
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Parallele Skalierbarkeit (1)
TRACE-UHBR-Testfall

Bllock-_lacjobi-lLU | R |
DSC (3) —=— "

DSC (7) —=— /

|
1000

2 B

.0 - e R
4@ S N _'_,__,-'—"""-'-Hl_________'_

g 100 - w—— 4 = = e ———m =
E= - = ]
S - .

10 | | | | | |

i DLR
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Parallele Skalierbarkeit (2)
TRACE-UHBR-Testfall

I I I I
Block-Jacobi-ILU —=—

1000 | DSC (3) —=— E

- DSC (7) —=— .

E i |
=

< 100 b i

O - .

ac i ]

10 | | | | | |

i DLR
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liInearTRACE-Performance: Interner versus DSC-LOser
(2x Intel XEON E5520 mit 4 Kernen, 2.26 GHz )

dsc2011 solver for linearTRACE
(8 processes, test case "THD stator": dim = 0.8 Mio, nnz = 90 Mio)

70

60

50

Otrace (setup matrix etc)
@solver iteration
Oprec. preparation (ilut)

40

30

20

Time in seconds

10

internal solver (gmres100, ssor(0.7,3)) dsc2011 (fgmres40, dsc gmres 5,
ilut(0.01,1) )

i DLR
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Zusammenfassung

Fazit

» Blockverfahren verbessern die Performance.
» DSC-Methoden verbessern die parallele Skalierbarkeit.

Ausblick

» Hybride Parallelisierung kénnte die parallele Skalierbarkeit
weiter verbessern.

i DLR
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Eigenwert-Loser (1)

Anwendungen
- Festkorperphysik (Elektronen-Phononen-Wechselwirkung)
- Fernerkundung (Radar)
- Strukturmechanik

Reell symmetrische oder komplex hermitesche Eigenwertprobleme

Ax = )x

i DLR
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Eigenwert-Loser (Il)

Algorithmen

- Lanczos-Verfahren
- Transformation auf tridiagonale Eigenwertprobleme
- Eigenvektoren lber inverse Iteration
- Langsame Konvergenz

- Jacobi-Davidson-Verfahren
- Extreme Eigenwerte und -vektoren

- FEAST-Algorithmus
- Innere Eigenwerte und -vektoren
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Eigenwert-Loser (Il): Vorkonditionierung

» Shift and Invert“-Vorkonditionierung

- Transformiere Ax = Ax in (A — o) 1x = ux

- Bei geeignetem , Shift* o Eigenwerte u; besser separiert
- = ,Vorkondinierung”
- = schnellere Konvergenz, z.B. bei Arnoldi-Verfahren

- Die Eigenvektoren sind dieselben = 4;

- Erforderlich: Losen eines Gleichungssystems
(iterativ, LU-Zerlegung etc.)

i DLR
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Eigenwert-Loser (1V):Jacobi-Davidson-Iteration

V., k=1,...,m orthonormale Vektoren

Vo =[v,|...]v,], W,=AV, H_, =V W,
Mit extremalem Eigenwert 6 and -vektor s von H_:
Ritz Vektor u=V_s, Residuum r=W_s-64u

Neuer Basisvektor t:

(I —uu™) (A=) —uu™t=-r, tLu

Orthogonalisiere t mit V. — v_ .

Restart: V, =[u], W,=AV,, H,=V,"
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Eigenwert-Loser (V): Vorkonditionierte JADA-Iteration

(I —uu™)(A-A)(I —uu"™ )t =—r

Iterative Gleichungslésung

- Hermitesche Quasi-Minimal Residual method (QMR)
- Hermitesche Transpose-Free QMR (TFQMR)
- Vorkonditionierer ILUT fur TFQMR

- Neu: FGMRES mit DSC-Vorkonditionierung

i DLR
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Eigenwert-Loser (VI1): JADA-Performance

V—% Order: 5,513,508; non-zeros: 81,477,386
=+ Order: 1,009,008; non-zeros: 14,770,746

32 64 128 256 512
Processors

Elektronen-Phononen-
Wechselwirkung

Reelle symmetrische Matrix
4 kleinste Eigenwerte und
Eigenvektoren

Cray T3E (1997)
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Eigenwert-Loser (VII): FEAST-Algorithmus

Eigenschaften

- Bestimmt alle Eigenwerte und —vektoren in einem
vorgegebenen Intervall

- Abgeleitet von Krylov-Unterraumverfahren (Arnoldi,
Lanczos) und JADA-Techniken

- Frei von Orthogonalisierungsoperationen

- Hauptoperationen:
- LOsen einiger weniger unabhangiger
Gleichungssysteme mit verschiedenen rechten Seiten
- Losen eines kleinen, reduzierten Eigenwertproblems







