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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden iterative Krylov-Unterraum-Verfahren zur Losung grofier, diinn-
besetzter linearer Gleichungssysteme auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher unter-
sucht. Den Schwerpunkt dieser Untersuchung bilden Methoden zur Vorkonditionierung,
die auf einem Schur-Komplement-Ansatz beruhen.

Diese konnen als eine iterative Verbesserung einer Block-Jacobi-Vorkonditionierung auf
Basis unvollstandiger LU-Zerlegungen von Diagonalblocken der Matrix formuliert wer-
den.

Als Beispiele dienen Gleichungssysteme aus Anwendungen zur Stromungssimulation des
Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt.

Das Verhalten der Methoden zur Vorkonditionierung wird anhand empirischer Tests mit
diesen Gleichungssystemen beziiglich der Laufzeit und der numerischen Eigenschaften
erortert.

Die Ergebnisse der durchgefiihrten Testlaufe zeigen, dass sich die parallele Skalierbar-
keit des Losungsverfahrens bei einer Schur-Komplement-Vorkonditionierung deutliche
gegeniiber einer Block-Jacobi-Vorkonditionierung verbessert.

Abstract

This thesis deals with the solution of large sparse systems of linear equations on many-
core architectures with distributed memory using iterative krylov methods. It focusses
on preconditioning techniques, especially those that are based on a Schur-complement-
Ansatz.

These preconditioners can be considered as an iterative correction of block-Jacobi pre-
conditioning that uses an incomplete LU-decomposition to approximately invert the
diagonal blocks of the matrix.

Sample linear systems stem from CFD (computational fluid dynamics) simulation sys-
tems, which were developed by DLR (German Aerospace Center).

The runtime and numerical characteristics of the parallel preconditioned solvers devel-
oped are discussed by means of empirical tests with these systems.

The results of these tests demonstrate that Schur-complement preconditioners can con-
siderably improve the parallel scalability of an iterative solver in comparison to block-
Jacobi preconditioning.
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1. Einleitung

Kiirzeste Ausfithrungszeiten werden auf einem Parallelrechner von Verfahren erreicht,
die sich in viele dhnlich aufwendige Teilprobleme zerlegen lassen, die gleichzeitig und
moglichst unabhéngig voneinander gelost werden kénnen. Dies sind nicht unbedingt die
Verfahren mit dem geringsten Aufwand (im Sinne der Zahl der benétigten Rechenope-
rationen) zur Losung eines bestimmten Problems.

In dieser Arbeit werden iterative Verfahren zur Losung grofier, diinnbesetzter linearer
Gleichungssysteme untersucht. Den Schwerpunkt dieser Untersuchung bilden Methoden
zur Vorkonditionierung auf Parallelrechnern, insbesondere solche, die auf einem Schur-
Komplement-Ansatz beruhen.

Als Beispiele dienen Gleichungssysteme aus Anwendungen der Stromungstechnik. Hier
werden zwei spezielle Anwendungen des DLR (Deutsches Zentrum fiir Luft- und Raum-
fahrtED vorgestellt, deren Hauptaufwand in der Losung grofser linearer Gleichungssyste-
me besteht.

Die in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren werden jeweils im Hinblick auf die spezi-
fischen Eigenschaften dieser Gleichungssysteme betrachtet, sind aber auch zur Losung
diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme aus anderen Anwendungen geeignet.

Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut:

Zunichst werden kurz die beiden Anwendungen aus der Strémungstechnik beschrieben
und einzelne lineare Gleichungssysteme aus diesen Anwendungen als Testfille vorge-
stellt.

Es folgt eine Darstellung der Grundlagen von Krylov-Unterraum-Verfahren.
Anschliefsend wird die Frage geklart, welche besonderen Anforderungen an ein Verfahren
sich durch die Verwendung eines Parallelrechners ergeben.

Im Hinblick darauf werden verschiedene Moglichkeiten der Vorkonditionierung beschrie-
ben und dann eine spezielle Schur-Komplement-Methode dargestellt.

Nach einer groben Beschreibung der Implementierung eines parallelen iterativen Losers
mit Schur-Komplement-Vorkonditionierung wird das Verhalten dieses Losers beziiglich
der Laufzeit und numerischer Eigenschaften anhand von Gleichungssystemen aus der
Stromungstechnik erdrtert. Als Letztes werden die Schlussfolgerungen aus den vorheri-
gen Abschnitten der Arbeit zusammengefasst sowie Probleme und mdogliche Verbesse-
rungen der hier verwendeten Methoden angesprochen.

1Siehe jwww.dlr.de
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Abbildung 1: Testaufbau des UHBR-Fans (Quelle: Institut fiir Antriebstechnik, DLR)

2. Anwendungsbeispiele

In den folgenden Abschnitten werden zwei spezielle Anwendungen aus der Strémungs-
technik beschrieben, die das Losen grofier, diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme
erfordern.

Die Diskretisierungen, die zu diesen Gleichungssystemen fiihren, werden jeweils kurz
skizziert. Da in beiden Fallen turbulente Stromungen betrachtet werden, sei hier zum
Verstandnis auf [9] verwiesen. Eine ausfiihrliche Darstellung von Finite-Volumen-Me-
thoden zur Diskretisierung findet man in [§].

2.1. Aeroelastische Analyse in TRACE [7]

Das Simulationssystem TRACE (,Turbomachinery Research Aerodynamics Computa-
tional Environment®) dient der Berechnung von dreidimensionalen Turbinenstréomungen.
Es wird am Institut fiir Antriebstechnik des DLR entwickelt und von verschiedenen Uni-
versitdten und dem Triebwerkshersteller ,MTU Aero Engines‘ﬂ verwendet.

TRACE basiert auf einer Diskretisierung der kompressiblen, instationdren Reynolds-
Gleichungerﬂ (RANS, ,Reynolds-Averaged-Navier-Stokes”) mit Hilfe von Finiten Volu-
men auf strukturierten oder unstrukturierten Gittern. Diese Gleichungen lassen sich in
Erhaltungsform schreiben als:

dq ..

a+dlvF(q)+S(q):0 (1)
Dabei bezeichnet ¢ : R3 x R, — R®, ¢ := (,0 pUr pUs pUs pE)T den Vektor der
Erhaltungsvariablen, hier die Dichte p, den Geschwindigkeitsvektor in drei Richtungen
(U 1 Us U3)T und die Energie E. Da hier ein rotierendes Bezugssystem in einer Turbi-
ne betrachtet werden soll, werden mit dem Quellterm S(g) Koriolis- und Zentrifugalkraft

2www.mtu.de
3eine vereinfachte Form der Navier-Stokes-Gleichungen, bei der die Turbulenz der Strémung modelliert
und nicht auf einem feinen Gitter aufgelost wird



Abbildung 2: Abhéngigkeitsbereich einer Zelle im zwei- und dreidimensionalen Fall

berticksichtigt. Der Term F(q) ist die Flussfunktion. Modelliert wird in den hier betrach-
teten Fillen eine turbulente, kompressible Strémung eines viskosen idealen Gases.
Zerlegt man das Rechengebiet in Teilvolumina (Zellen), erhilt man mit Hilfe des Satzes
von Gaufs als Formulierung fiir die Finite-Volumen-Diskretisierung mit den Volumen
der Zellen V;, den Fliissen iiber die Rédnder der Zellen FZ’J(q), den Quellen in jeder Zelle
Si(q) und den Zellmittelwerten der Erhaltungsvariablen g;:

Dt Y FaSiaVi=0 2
Seiten j der Zelle 4

Fett gedruckte Zeichen (wie x und q) bezeichnen hier Vektoren auf dem Finite-Volumen-

Gitter diskretisierter Variablen.

In den hier verwendeten Testfillen werden nur strukturierte Hexaeder-Gitter verwendet.

Fiir die Berechnung der Fliisse wird das MUSCL-Schema verwendet, eine Art Upwind-

Diskretisierung zur Darstellung der rdumlichen Ableitungen von ¢. Dadurch sind die

Werte ¢; aus Zellen im Inneren des Rechengebietes wie in [Abbildung 2| skizziert nur von

den Werten aus einigen umliegenden Zellen abhéngig.

Da eine Turbine aus vielen einzelnen, meist identischen Schaufeln aufgebaut ist, kann

die Turbinenstrémung anhand der Geometrie einer oder einiger weniger Schaufeln und

der Verwendung periodischer Randbedingungen berechnet werden.

Anwendungsgebiete fiir einen linearen Gleichungssystemléser sind unter anderem die

Module adjointTRACE zur Formoptimierung und linearTRACE zur aeroelastischen
Analyse.
Hier wird nur das Modul linearTRACE betrachtet, mit dem die Auswirkungen von
Schwingungen der Turbinenschaufeln auf die Strémung untersucht werden kénnen. Diese
Schwingungen werden als kleine harmonische Stérungen der Koordinaten x des Finite-
Volumen-Gitters (und insbesondere der Koordinaten der Rénder) modelliert:

x(t) = x + Re (i(xo)eiwt) (3)

In dieser Formel bezeichnet x(¢) € R3"¢ die aufgrund der Schwingungen zeitlich va-
riablen Gitterkoordinaten (zu einem der ng Gitterpunkte gehoren jeweils drei Koordi-
naten). Der Vektor x? € R3"¢ enthilt die Koordinaten der Ruheposition, um die die



Gitterpunkte mit einer Kreisfrequenz von w € R4 schwingen. Die Amplitude und die
Phasenverschiebung der Schwingung jedes Gitterpunktes wird durch %(x°) € C3"¢ fest-
gelegt.

Die Stromung — das heifst die Vektoren der Erhaltungsvariablen ¢; aus jeder Zelle — hangt
dann von den zeitlich variierenden Gitterkoordinaten x(t) ab und lésst sich als Funktion
q(x(t),t) € R%2) darstellen (nyz ist die Anzahl der Zellen), die durch die diskretisierten
Erhaltungsgleichungen und die Randbedingungen definiert wird.

Unter der Voraussetzung, dass man ohne Stoérung (also fiir X = 0) eine stationére Losung
q°(x) erhilt (die wegen der Turbulenz keine stationire Stromung darstellen muss), kann
die Funktion um den Punkt x° linearisiert werden und die Losung in folgender Form
dargestellt werden:

a(x,t) = q°(x°) + Re (™), q € C°"7 (4)

Die stationire Losung q°(x") wird in TRACE mit Hilfe einer aufwendigen Rechnung
auf Basis einer Zeitdiskretisierung der Erhaltungsgleichungen berechnet.
Fiir den Vektor q ergibt sich ein lineares Gleichungssystem:

Ag=Db mit A € C"", q,b e C" (5)

Das Gleichungssystem ist dabei abhéingig von der stationsiren Losung q°, den Koordi-
naten x", der komplexen Amplitude der Stérung X und der Kreisfrequenz w.

Diese Linearisierung ermoglicht die Untersuchung von Auswirkungen von Stérungen
verschiedener Frequenzen und Phasenwinkel auf die Stromung.|7]

In dieser Arbeit werden zwei Gleichungssysteme aus linearTRACE untersucht. [Ab]

zeigt das Rechengebiet und die simulierte Stréomung des THD-Testfalles, im
UHBR-Testfall wird ein Ausschnitt der Stromung im UHBR-Fan (siehe |[Abbildung 1))
simuliert. Die hier betrachteten linearen Gleichungssysteme kénnen folgendermafsen cha-
rakterisiert werden:
In jeder Zelle werden fiinf komplexwertige Variablen gespeichert. Jede Zelle ist nur von
einigen umliegenden Zellen abhéngig (meistens von 24 umliegenden Zellen nach
[dung 2} fiir Zellen an den Réndern des Rechengebietes ist dies anders). Die Koeffizien-
tenmatrix ist folglich diinnbesetzt, da in jeder Zeile nur ungefahr 24 -5 Eintrage ungleich
Null sind. Thre Eintrige sind ebenfalls komplex. Weiterhin besteht die Matrix aus dich-
ten 5 x 5-Blécken und ist aufgrund der Upwind-Diskretisierung (MUSCL-Schema) der
rdumlichen Ableitungen unsymmetrisch. Die Belegungsstruktur der Matrix ist nahezu
symmetrisch, lediglich die Struktur einiger Zeilen und Spalten weicht zur Vereinfachung
der Implementierung von der Symmetrie ab.

2.2. Gradienten-basierte Optimierung in TAU[4], (3]

Das Softwaresystem TAU wird vom Institut fiir Aerodynamik und Strémungstechnik
des DLR entwickelt. Es dient der Simulation von dreidimensionalen Stromungen um
komplexe Geometrien, ein Beispiel ist die Auflenstromung eines Flugzeuges.

Dazu werden die kompressiblen, instationdren Reynolds-Gleichungen (RANS, siehe



Turbinenschaufel periodische Randbedingungen

(a) Rechengebiet mit Finite-Volumen-Gitter

Mach-Zahl
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(b) Mach-Zahl und Strémungsrichtung der gemittelten Stromung in einer Schnittebene

Abbildung 3: Der THD-Testfall (Quelle der Daten: Institut fiir Antriebstechnik, DLR)



und (2)), hier entfillt jedoch der Quellterm S(g) bzw. S;V;) mittels Finiter-Volumen auf
unstrukturierten Gittern diskretisiert. Die Darstellung der rdumlichen Ableitungen zur
Berechnung der Fliisse erfolgt tiber zentrale und Upwind-Schemata (zweiter Ordnung).
Eine Besonderheit von TAU ist die Méglichkeit der automatischen Anpassung des Gitters
an die Stromungsverhéltnisse und die Verwendung von Mehrgitterverfahren.

In dieser Arbeit wird ein spezielles lineares Gleichungssystem betrachtet, dessen Lo-
sung in einem Optimierungsverfahren benétigt wird; betrachte dazu folgendes Optimie-
rungsproblem:

Sei « € A C R™ ein Satz von Parametern, die die stationdre Losung einer Stromungs-
simulation q(a) € R®Z beeinflussen. Gesucht werden nun Parameter o* € A, die eine
Zielfunktion I(q(«), ) € R minimieren.

Hier wird nun angenommen, dass die Funktionen ¢(-) auf A und I(-,-) auf {(q(a), @) :
a € A} differenzierbar sind. Da in einer kompressiblen Strémung Unstetigkeiten in Form
von Uberschall-Stofen auftreten kénnen ((I]) bildet hier ein System hyperbolischer Dif-
ferentialgleichungen), ist diese Annahme nicht immer erfiillt. Gilt diese, kénnen zur
Bestimmung eines Minimums Verfahren eingesetzt werden, die den Gradienten (bezie-
hungsweise die Jacobi-Matrix) von I beziiglich a an Punkten o € A benétigen. Dieser
Gradient kann mit Hilfe des folgenden Ansatzes berechnet werden:

ol aq ol

ol =
v 8q da * o0 Oa (6)

Eine Alternative dazu ist die Darstellung iiber eine adjungierte Formulierung (siehe [3]),
die hier nicht betrachtet wird.

Problematisch dabei ist die Bestimmung von %, da q(«) das Ergebnis einer aufwendigen
Stromungssimulation mit den Parametern « ist. Der Zusammenhang zwischen q und «
kann jedoch iiber eine implizite Funktion dargestellt werden:

R :R™Z x R"™ — R™Z mit VYaecA:R(q(a),a)=0 (7)

Die Funktion R erhélt man aus der Summe der Fliisse iiber die Rédnder jeder Zelle und
den Randbedingungen der Finite-Volumen-Diskretisierung. Insbesondere gilt damit bei
einem geeigneten Raum A und unter der Annahme, dass R(, -) ebenfalls auf {(q(«), @) :
a € A} differenzierbar ist:

ORdq IR

VoR = 8q da * 90 Oa

=0 (8)

Die partiellen Ableitungen 2& P und BR kénnen mit Hilfe der Darstellung von R bestimmt

werden und lassen sich somlt flir gegebene a und q berechnen. Dadurch erhélt man zur

. aq . 1 . .
Bestimmung von 87?1_ ein lineares Gleichungssystem:

ORoq _ OR ORG99 OR
dq 90, o Mg R wmd S~ Fa;

€ Rz (9)

Zur Optimierung in TAU muss nun der Gradient VI nacheinander fiir unterschiedliche



(a) Ausschnitt des Rechengebietes mit Finite-Volumen-Gitter

Mach-Zahl
1,50

1,00
0,50

0,00

(b) Mach-Zahl und Strémungsrichtung der gemittelten Stromung in einer Schnittebene

Abbildung 4: Der TAU-Testfall Onera M6 Fliigel (Quelle der Daten: Institut fiir Aero-
dynamik und Stréomungstechnik, DLR)



Parameter « bestimmt werden. Dazu werden jeweils die Losungen der linearen Glei-
chungssysteme fiir einen festen Satz von Parametern o benétigt.
Interessant ist, dass in der obigen Darstellung das Optimierungsproblem und die Gra-
dienten fiir eine diskretisierte Strémung (q(a) € R%"#) formuliert werden, man kénnte
analog aber auch eine Zielfunktion fiir eine kontinuierliche Strémung ¢ : R? x R, — R?
definieren und den Gradienten VI mit Hilfe der Erhaltungsgleichung aus darstellen.
In dieser Arbeit wird beispielhaft das Gleichungssystem aus @D flir die Stromung um
einen Fliigel (siehe mit dem Anstellwinkel des Fliigels als Parameter «;
betrachtet; zur Vereinfachung wird in diesem Fall hier die Viskositét vernachlédssigt (Eu-
ler-Gleichungen). Das zu l6sende lineare Gleichungssystem kann wie folgt charakterisiert
werden:
In jeder Zelle werden fiinf reelle Variablen gespeichert und jede Zelle ist nur von eini-
gen umliegenden abhéngig. Durch die Verwendung eines unstrukturierten Gitters ist die
Zahl der umliegenden Zellen jedoch variabel. Das Gleichungssystem ist folglich reell, die
Koeffizientenmatrix diinnbesetzt und die Zahl ihrer Eintrige pro Zeile variiert von Zeile
zu Zeile. Weiterhin besteht die Matrix aus dichten 5 x 5-Blécken und ist aufgrund der
Upwind-Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen nicht symmetrisch.

2.3. Typische Eigenschaften

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Beispiele aktueller Anwendungen aus der
Stromungstechnik beschrieben, die das Losen grofser, diinnbesetzer linearer Gleichungs-
systeme erfordern. Im Folgenden werden drei Testfille aus diesen Anwendungen verwen-

det. Eine Ubersicht dazu gibt [Tabelle 1

Testmatrix TRACE-THD | TRACE-UHBR TAU
Korper C C R
Dimension 378.400 4.497.520 541.980
Nichtnulleintrdge (NNE) 45.456.500 619.672.700 170.610.950
Blockgrofe 5x5 5x5 5x5
min. NNE pro Zeile 70 70 90
max. NNE pro Zeile 125 1270 605
NNE / Dimension 120 138 315

Tabelle 1: Ubersicht iiber Testmatrizen

Die Nichtnullelemente der Matrix sind hier immer in Blocken fester Grofe (Blockgrofe)
angeordnet. Die hohen Werte der maximalen Anzahl an Nichtnullelementen pro Zeile
treten bei TRACE bei Zellen an den Réndern des Rechengebietes aufgrund von spezi-
ellen Einstrom- oder Ausstrom-Randbedingungen auf.

Anhand dieser Testfélle konnen einige typische Eigenschaften von linearen Gleichungs-
systemen aus der Stromungstechnik dargestellt werden:
Die Dimension der Systeme, das heifit die Anzahl der Unbekannten, liegt aktuell in den
hier betrachteten Anwendungen im Bereich einiger Millionen (Testfall TRACE-UHBR,
die anderen beiden Systeme dienen eher Testzwecken). In den néchsten Jahren sind



auch Rechnungen mit deutlich mehr Unbekannten geplant. Ein Beispiel dafiir ist der
TRACE-UHBR-Testfall: Hier wird die Stromung um einen Ring von Turbinenschaufeln
simuliert. Geplant ist aber auch die Simulation mehrerer hintereinander liegender Ebe-
nen von Schaufeln [4

Die Nichtnulleintrage der Matrix sind aufgrund der Diskretisierung in kleinen quadra-
tischen Blocken fester Grofse angeordnet, hier von der Grofe 5 x 5. Insbesondere sind
hier die Blécke auf der Diagonalen der Matrix regulér.

Eine Besonderheit der in dieser Arbeit betrachteten Anwendungen ist der grofte Abhén-
gigkeitsbereich der einzelnen Zellen der Diskretisierung, in TRACE sind das zwei Zellen
je Richtung. Dadurch ist die Zahl der Nichtnulleintrage der Matrix pro Zeile hoher als
bei der Verwendung einer Diskretisierung, bei der die Werte aus einer Zelle nur mit den
Werten aus direkten Nachbarzellen verkniipft werden.

4Quelle: Institut fiir Antriebstechnik, DLR



3. lterative Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme

Das Problem, ein lineares Gleichungssystem zu losen, lasst sich folgendermafen formu-
lieren:

Bestimme fiir eine gegebene, nicht-singulare Matrix A € C"*™ der Dimension n € N
und eine rechte Seite b € C" einen Vektor z € C", fiir den gilt:

Az =b (10)

Nicht-singuldr bedeutet, dass die Inverse A~! € C™*" der Matrix existiert, fiir die
A7'A = T ist; dabei bezeichnet I hier immer die Einheitsmatrix I = diag(1,...,1)
passender Grofe.

Folglich ist die eindeutig Losung bestimmt durch

r=A"1b (11)

Es ist jedoch nur in seltenen Fillen numerisch sinnvoll, die Matrix A~! explizit zu be-
rechnen. Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems kénnen grob in zwei
Kategorien eingeteilt werden:

Direkte Verfahren bestimmen eine Zerlegung der Matrix A, beispielsweise in untere und
obere Dreiecksmatrizen L, U € C™"*" LU = A, die mit geringerem Aufwand invertiert
werden kann (hier durch Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen z = U~ ly, y :== L~1b). Die
Zerlegung einer grofsen, diinnbesetzten Matrix ist meistens jedoch deutlich dichter als
die Ursprungsmatrix, sodass der benétigte Speicher und der Rechenaufwand stark an-
wachsen.

Iterative Verfahren berechnen schrittweise Naherungen fiir die Losung x (in Arithmetik
endlicher Genauigkeit ist auch die Losung eines direkten Verfahrens nur eine Nédherung).
Sie verwenden Vektor-Operationen und Matrix-Vektor-Multiplikationen (mit der Matrix
A), dadurch miissen nur die Matrix A und einige Vektoren gespeichert werden.

Durch die Vorkonditionierung des Gleichungssystems ist es méglich, die Anzahl der be-
notigten Iterationen zur Bestimmung einer ausreichend genauen Schitzung von x und
damit den Rechenaufwand zu reduzieren. Viele Techniken zur Vorkonditionierung ba-
sieren auf Ansétzen aus direkten Verfahren. Das Ergebnis aus einem direkten Verfahren
kann wiederum durch Nachiteration verbessert werden, falls es aufgrund von Rundungs-
fehlern zu ungenau ist.

3.1. Lineare iterative Verfahren[13]

Die Idee bei iterativen Verfahren besteht zundchst darin, eine invertierbare Matrix K €
C™*™ zu finden, die die Matrix A approximiert und dessen Inverse einfach darzustellen
ist. In dem Sinne, dass & € C" mit

=K% firK~A (12)
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mit geringem Aufwand berechnet werden kann. Der Vektor Z ist eine Schitzung fir x.
Der Fehler kann mit Hilfe des Residuums r € C™ gemessen werden:

r:=0b— A% (13)

Zur Verbesserung der Schétzung & kann man die bendtigte Korrektur dx € C" mit
x = I + dx betrachten:

AT +0x) =0
& Adx =b— A%
& Adx =r

Die Korrektor 6z kann erneut durch K ~!r approximiert werden. Damit erhilt man eine
verbesserte Schiatzung ¥’ € C™ mit:

=i+ K r (14)

Wenn man nun 7 := 7’ setzt und diesen Korrekturschritt wiederholt, erhilt man ein
lineares iteratives Verfahren. Dies kann so oft durchgefiihrt werden, bis die Schitzung
von x ausreichend genau ist, gemessen beispielsweise an der Norm des Residuums: Das
heifst, die Iteration wird abgebrochen, sobald fiir ein vorgegebenes ¢ € Ry folgende
Bedingung erfiillt ist:

[rfl2 <€ (15)
Damit erhalt man:

Algorithmus 1. Lineares iteratives Verfahren
1: Wahle xo
2: 7o+ b— Axg
3: k<0
4: while ||rg|| > € do
5: Tp41 < Tk + Kﬁl’l“k
6:  Thy1 & b— Axpyq
7 k< k+1
8: end while

Hier bezeichnet z; € C" die Schitzung flir « aus dem Iterationsschritt k£ € Ny und
ri € C" das zugehorige Residuum.
3.1.1. Matrix-Splitting: Jacobi-, GauR-Seidel- und SSOR-Verfahren[10]

Ein Ansatz zur Bestimmung der Matrix K ist das Matrix-Splitting: Dazu zerteilt man
die Matrix A beispielsweise in eine Diagonalmatrix D, eine obere Dreiecksmatrix £ und
eine untere Dreiecksmatrix F' mit D, E, F' € C"*"

A=D-E-F (16)
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Beim Jacobi-Verfahren wihlt man K = D. Dadurch ergibt sich unter der Annahme
det(D) # 0 die Rechenvorschrift:

Ty =z + D71 (b — Axy)
= D$k+1:D$k+b—(D—E—F)$k
& Dz = (E+ F)ap +0b (17)

Die Eintrage von x4 konnen direkt durch Division mit dem jeweiligen Diagonalelement
aus der letzten Gleichung ermittelt werden. Hier ist auch eine Zerlegung von A in eine
Block-Diagonalmatrix Dy,

Dq

D,
Dy = . R mit k €N, D; € Cnani’ n; € N,Zni =n, (18)
’ A

Dy,

und eine untere und eine obere Dreiecksmatrix moglich (hier wird det(Dy) # 0 ange-
nommen). Dann miissen in jedem Iterationsschritt Gleichungssysteme mit den (kleinen)
Diagonalblocken gelost werden (Block-Jacobi-Verfahren).

Eine andere Wahl von K fiihrt zu dem Gauf-Seidel-Verfahren: Bei der Variante For-
ward Gauf-Seidel wiahlt man K = D — F' (unter der Annahme det(D — F') # 0) und
erhalt hier:

Ti1 =z + (D — F) (b — Azy,)
& (D—F)xp1=(D—Flapg+b—(D—E— F)xy,
=13 (D - F):L‘k+1 =FEzxp+b (19)

Mit der letzten Gleichung lassen sich die einzelnen Eintrége von xjy1 durch Vorwérts-
einsetzen direkt berechnen.

Bei der Variante Backward Gaufl-Seidel wird hingegen K = D — E gesetzt (unter der
Annahme det(D — E) # 0). Es ergibt sich analog:

(D - E){L'k+1 =Fzp+b (20)

Hier kann x4 durch Riickwéartseinsetzen direkt berechnet werden.

Die Konvergenz des Gaufs-Seidel-Verfahrens kann in vielen Féallen durch die Ein-
fiihrung eines Relaxationsparameters w € [1,2) mit K = D — wF beziehungsweise
K = D — wE verbessert werden. Hier wird angenommen, dass det(D — wF) # 0 und
det(D — wFE) # 0 gilt. Verwendet man nun abwechselnd diese beiden Varianten, erhélt
man das SSOR-Verfahren (symmetric successive over-relaration) mit dem Zwischen-
schritt 1/ € C™:

(D —wF)rp112 = (WE+ (1 —w)D)xy, +wb

(D wB)arg = @F+(1—w)D)rgsas +wb 21)

Auch dieses Verfahren lésst sich nach obigem Schema als lineares iteratives Verfahren
beschreiben, nur erhélt man hier einen langeren Ausdruck fiir K.
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3.1.2. Konvergenzanalyse[2]

Ein lineares iteratives Verfahren ldsst sich mit Hilfe der Iterationsvorschrift
Tpy1 = Tk + K~y (22)
=z, + Kb — Axy) (23)
beschreiben. Die Matrix K kann auch als Vorkonditionerung des Gleichungssystems
aufgefasst werden:
K 'Az =K' (24)
& Az =b (25)
Dabei bezeichnet A = K~1A € C™*" die vorkonditionierte Matrix und b = K~1b € C"
die transformierte rechte Seite.

Als Tterationsvorschrift fiir das vorkonditionierte System erhélt man nun mit dem vor-
konditionierten Residuum 7, = K ~lr, € C™:

Tpa1 = T + Tk (26)
& Afﬁk_l’_l = Aka + flfk
= B—Axk_i_l:l;—flxk—flfk
& i1 =7k — Afg
& Frep1 = (I — A)y (27)
Daraus folgt fiir den Fehler e := xp — x ebenfalls:
& (b— Azpyr) = (I — A)(b— Axy,)
& Az — zp41) = (I — A)A(z — x3)
= epr1 = (I — Aey, (28)

Damit erhalt man:
e = (I — Akeg (29)

Das Verfahren konvergiert folglich, falls limy oo (f — fl)k — 0 gilt. Das ist genau dann
der Fall, wenn der Spektralradius p(I —A) kleiner 1 ist (Betrag des betragsméfig groften
Eigenwertes von (I — A)).[2]

Die Reduktion des Fehlers in jedem Iterationsschritt gemessen in einer geeigneten Vek-

tornorm || - || fiir C* und der durch diese induzierten Matrixnorm auf C**" (fiir diese
gilt insbesondere immer || — A|| > p(I — A)) kann abgeschétzt werden durch:
el < 17— Allllex| (30)

Das bedeutet jedoch, dass fiir eine gegebene Matrix A eine Vorkonditionierung K !
bestimmt werden muss, die die Bedingung p(I — K1 A) < 1 erfiillt, um die Konvergenz
garantieren zu konnen. Dadurch sind spezielle lineare Verfahren nur fiir bestimmte Klas-
sen von Matrizen geeignet, beispielsweise diagonaldominante Matrizen. Weiterhin kann
auch fir diese Matrizen der Spektralradius nahe bei 1 liegen, wodurch das Verfahren
moglicherweise nur langsam konvergiert.

13



3.2. Krylov-Unterraum-Verfahren[13]

Im Folgenden bezeichnet Ax = b das vorkonditionierte System, sodass auf die Schreib-
weise mit - verzichtet werden kann.
Nach hat das Residuum bei einem linearen iterativen Verfahren die Form

Ty = (I - A)kTO. (31)
Mit der Iterationsvorschrift aus erhalt man:

Tl =T+ Tk

& Tpy1 =z 4+ (I — A)frg

k
& T =20+ » (I — A)'rg (32)
=0

Der Startvektor x¢ kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit auf Null gesetzt werden.
Denn einen von Null verschiedenen Startvektor kann man durch eine Verschiebung der
rechten Seite darstellen (hier bezeichnen die Vektoren mit ~ die Grofen des Gleichungs-
systems mit einem Startvektor Zo # 0):

Az =b
& A (& — %) = b — Al
N—— N——
& A x = b (33)

Fiir das verschobene Gleichungssystem erhélt man zg = 0 und o = b.
Somit bedeutet , dass der Vektor xy11 in einem speziellen Unterraum des C" liegt:

Tk41 € span {7’0, AT(), Ce ,Akro} (34)

Hat dieser Raum die Dimension (k 4 1), wird er als der (k + 1)-dimensionale Krylov-
Unterraum von A und ry bezeichnet:

KA, 7o) == span {7“0, Arg, ..., Akm} (35)

Die Dimension des Raumes span {7“0, Arg, ..., Akm} kann auch kleiner als k£ + 1 sein.
Das heifst jedoch, dass die Losung = (in exakter Arithmetik) bereits in diesem Raum
liegt:

Sind n#mlich die Vektoren rg, Arg, ..., AFrg linear abhingig, kann 7o als gewichtete
Summe der Vektoren Ary, ..., AFrg dargestellt werden:

k .

i=1
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Daraus folgt fiir die Lésung = wegen Ax = ry:

k k
z=Alrg=A"1 Z a;Alrg = Z a; A g
i=1 i=1
= S ]Ck(A, 1"0)
Weiterhin erhiilt man fiir ein beliebiges z € KF(A, 7o) fiir das Residuum:
T,k =70 — Amk
= re € KFFHY(A, ) (36)

Daraus folgt, dass alle iterativen Verfahren, bei denen sich x4 durch eine Linearkom-
bination der vorherigen Schitzungen xg, ..., x; und der Residuen rg, ..., ri darstellen
lasst, Elemente aus Krylov-Unterrdumen steigender Dimension produzieren. Dabei ist
es oft hilfreich, die Vektoren aus dem (k-+1)-dimensionalen Krylov-Unterraum mit Po-
lynomen k-ten Grades der Matrix A darzustellen:

Fiir Qr(A) := Y% a; A mit a; € C gilt:

T € KM (Arg) & apgr = Qur(A)ro (37)

Analog lasst sich das Residuum mit einem Polynom (k+1)-ten Grades Py11(A) darstel-
len:

"1 = Pop1(A)ro := b — AQr(A)ro = (I — AQr(A))ro (38)

Hier erhélt man zusétzlich die Eigenschaft Py, 1(0) = 1. Die Matrixpolynome werden
in keinem der hier vorgestellten Verfahren direkt ausgewertet, sondern immer Produkte
der Polynome mit einem Vektor bestimmt.

Die Idee bei Krylov-Unterraum- Verfahren liegt nun darin, aus dem Raum K¥(A,rg)
einen Vektor xj zu bestimmen, der die Losung x moglichst gut approximiert. Dazu gibt
es verschiedene Ansétze:[13]

o Ritz-Galerkin: Wahle x so, dass das Residuum orthogonal zu dem Krylov-Unter-
raum KF(A, rg) ist, also:

xp € KF(A,r) - (b— Axy) L KF(A, 7o) (39)

e Petrov-Galerkin: Wahle xj, so, dass das Residuum orthogonal zu einem geeigneten

anderen k-dimensionalen Unterraum Ig@ ist, also
xp € KF(A,70) 1 (b— Axy) L Ik (40)

mit Kk ¢ €™ und dim (ﬁ) =k.
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o Minimale Norm des Residuums: Bestimme xj mit dem minimalen Residuum 7,
also

e KF(A,rg): |b— A = i b— A 41
Tk, (A;ro) : || T l2 ye;?kl(lﬂ,m)” yll2 (41)

Gemeinsam ist diesen Ansétzen, dass sie Bedingungen fiir das Residuum ry := b — Axy
angeben, daher wird die Schéatzung z; in den meisten Fallen nicht fiir die Iteration be-
notigt, sondern nur aus dem Update des Residuums der Form rg1 = ri + Apg, pr, € C™
mit xx11 = x + pr bestimmt.
Wesentlich bei der Rechnung in Arithmetik endlicher Genauigkeit ist es, eine numerisch
stabile Basis fiir die Krylov-Unterrdume zu finden:
Die Vektoren {1"0, Arg, ... ,Akro} sind ungeeignet, da der Anteil in Richtung des Eigen-
vektors des grofsten Eigenwertes der Matrix A immer grofter wird.
Ideal ist eine orthonormale Basis; diese kann beispielsweise dadurch erzeugt werden,
dass nach jeder Matrixmultiplikation der resultierende Vektor zu den vorherigen Basis-
vektoren orthogonalisiert wird (Arnoldi-Prozess).
Definiert man zu einem Satz von Basisvektoren vy, ..., v, des Raumes KCF(A,rg) die
Matrix V3, € C™* V}, = (v1,...,v;), kann das Gleichungssystem mit dieser auf den
Krylov-Unterraum K¥(A,rq) projiziert werden:

AV = Vi1 Hiv1 (42)
Dabei erhélt man eine obere Hessenbergmatrix Hy 1y € Ck+1)xk,
Die obigen Ansétze basieren auf verschiedenen Vorgehensweisen, eine geeignete Basis
V1, ...,V zu bestimmen und mit dieser das Gleichungssystem auf einen Krylov-Unter-
raum zu projizieren.
Im folgenden werden das CG-Verfahren, das BICGSTAB-Verfahren und das GMRES-
Verfahren vorgestellt, die auf den Ansétzen von Ritz-Galerkin und Petrov-Galerkin und
dem Ansatz der minimalen Norm des Residuums aufbauen. Eine systematische Darstel-
lung von Krylov-Unterraum-Verfahren findet man in [I3]. Algorithmen zur iterativen

Losung linearer Gleichungssysteme und Techniken zur Vorkonditionierung werden aus-
fithrlich in [I0] beschrieben.

3.2.1. Das CG-Verfahren

Fiir Gleichungssysteme mit einer hermitesch positiv definiten Matrix A (symmetrisch
positiv definit fiir reelle Matrizen) ist das CG-Verfahren am besten geeignet.[I3] Die
in dieser Arbeit betrachteten Anwendungsbeispiele fiihren zu unsymmetrischen Glei-
chungssystemen, der hermitesch positiv definite Fall ist jedoch hilfreich fiir das Ver-
standnis anderer Krylov-Unterraum-Verfahren.

Ist die Matrix A hermitesch positiv definit, ldsst sich folgendes Skalarprodukt definieren:

<z >a=alAy (43)
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Dies ermdglicht eine wichtige geometrische Interpretation des Ritz-Galerkin-Ansatzes:

(b— Azy) L KF(A, 7o)
& Alx —xp) L ICk(A, 0)
= (x —x) La ICk(A, 70)

Das bedeutet, dass der Fehler x — x;, orthogonal zu dem Raum K*(A,rq) in Bezug auf
das obige Skalarprodukt < -,- >4 ist. Folglich ist der Fehler in der Norm, die durch
dieses Skalarprodukt induziert wird, minimal:

= r—x = min xr — 44
o= wila= _min e =yl (14)

)

Das zeigt insbesondere, dass der Fehler ||z — x|/ 4 mit jeder Iteration kleiner wird, da
sich der Suchraum vergrofert (K¥~1(A,r) C K¥(A, 7)) und die Matrix A vollen Rang
hat.

Definiert man eine orthonormale Basis v, ..., vk, erhdlt man wegen der Orthogonali-
tit b — Az L KF(A,ro):

Vi (b— Azy) =0
& ViH Az, = Vb
Stellt man nun « in der Basis vq,...,v; als = Viy,y € CF dar und setzt b = rg =
|lroll2v1 ein, ergibt sich die orthogonale Projektion des Systems auf den Unterraum
KF(A,ro):
= VkHAka = VkHHT()HQ’Ul
& (Vi AVi)y = |Irolzex (45)

Der Vektor e; € CF bezeichnet hier den kanonischen Einheitsvektor. Die Matrix des
projizierten Systems Hy, ; € C*** erhilt man nach und

Hyp = V7TAV, = ViV Hy

durch Weglassen der letzten Zeile aus Hjyq . Wegen der Symmetrie von A ist Hy
ebenfalls symmetrisch und damit tridiagonal. Dadurch lassen sich die Eintridge von Hy, x,
die Vektoren r; und Hilfsvektoren p; € ICk(A,ro) zur Ermittlung von x; rekursiv aus
Hjy_1 -1, rg—1 und pj_1 ermitteln. Das resultierende Verfahren ist das CG-Verfahren
(conjugate gradients).

Mit der Konditionszahl der Matrix x(A) = |Amaz!|/|Amin| (Quotient des betragsméfig
grofsten und kleinsten Eigenwertes der Matrix) kann man folgende Fehlerschranke her-
leiten (siehe beispielsweise |13} 2]):

k
o~ <2 (Ej;;) 0 ~ ol (10

Das CG-Verfahren weist damit folgende Merkmale auf:
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e geeignet fiir hermitesch positiv definite Matrizen

e konstanter Aufwand pro Iterationsschritt (eine Matrix-Vektor-Multiplikation, meh-
rere Vektor-Operationen) durch einen rekursiven Ansatz — erlaubt die Suche der
Losung in Unterrdumen hoher Dimension

e garantierte Reduktion des Fehlers in jedem Iterationsschritt (in exakter Arithme-

tik), die Konvergenzrate héangt von /k(A) ab

3.2.2. Das BICGSTAB-Verfahren

Wenn man das CG-Verfahren auf unsymmetrische (bzw. nicht hermitesche) Matrizen
iibertragen moéchte, ergeben sich zwei Probleme:

Zum einen lasst sich mit der Matrix A im Allgemeinen kein Skalarprodukt wie in de-
finieren. Dadurch ist nicht sichergestellt, dass der Fehler x —zj, in einem Iterationsschritt
nicht steigen kann. Zum anderen erhélt man keine Projektion auf ein Tridiagonalsys-
tem durch die Bedingung, dass das Residuum senkrecht zu dem Krylov-Unterrraum
Kk (A, rp) sei, sodass sich keine rekursive Vorschrift zur Berechnung von r; und zj er-
gibt.

Alternativ kann man jedoch zxj so bestimmen, dass das Residuum senkrecht zu einem
anderen, geeigneten Raum ist (Petrov-Galerkin-Ansatz): Ist nun wy, ..., wy eine Basis
dieses Raumes und die Matrix W), € C*** definiert durch Wy, := (w1, ..., wy) erhilt
man dadurch die Gleichung:

Wb — Azy) =0 (47)

Sind nun die Basisvektoren vy, ..., v und wy, ..., wy bi-orthogonal zueinander, das heifst
0 i

<wi,vj>={ i#J (48)
1 1=

erhélt man aus (42)) mit einer oberen Hessenbergmatrix Hy, ;, € Ckxk,

WHAV, = WHE V1 Hey1 k= Hi (49)

Wenn Hj, j, tridiagonal sein soll, gilt dies ebenfalls fiir das adjungierte System VkH AW,
Folglich kénnen die Basisvektoren wy, ..., wy, mit A¥ und einem Vektor 7y € C" gebil-
det werden, das Residuum 7y, wird dann so bestimmt, dass es zu dem Raum KCF(AH | #)
senkrecht ist. Das entsprechend adjungierte Gleichungssystem kann mit A”# = 7 und
P = g — A2y, fiir &, 7, 2, € C" bezeichnet werden (fiir #9 kann man beispielsweise
ro einsetzen).

Ein Paar bi-orthogonaler Basisvektoren muss jedoch nicht immer existieren; ein Verfah-
ren mit diesem Ansatz schligt fehl, falls in einem Schritt wf v, = 0 gilt (break down).

In Gleitkommarithmetik ist auch der Fall w,f v &~ 0 kritisch.
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Mit diesen Uberlegungen ergibt sich das Bi-CG-Verfahren analog zu dem CG-Verfahren
aus ([@7) und b = ro = ||ro||vy und z3, = Viyg,y € CF:

WH Az = WHD

= WH AViyr, = Wi ||ro||v1
< WH AViyr, = ||rollwfivier
& Hy. kyk = (||lrolld)ex (50)

Man erhélt folglich wie im CG-Verfahren ein Gleichungssystem mit einer tridiagonalen
Matrix. Dadurch konnen wie zuvor die Eintrage von Hy,j die Vektoren xy, 7, 7 und
Hilfsvektoren py, € KF(A, o), pr € KF(AH  #y) rekursiv aus Hj,—1 j—1 und den Vektoren
Tk_1, Tk—1, Pk—1 und pg_q1 berechnet werden. Man bendtigt jedoch in jedem Iterations-
schritt eine Multiplikation mit der Matrix A und eine Multiplikation mit der Matrix
A

Man kann die obigen Vektoren auch analog zu und mit Matrixpolynomen
Pi(A), Ti(A) darstellen als

i = Pi(A)ro,

e = (AT,

pr = T—1(A)ro,

Pe = Th1(AT)y. (51)

Aus der Rekursion zur Bestimmung der Vektoren erhélt man fiir die Matrixpolynome
Py und T}, folgende Rekursion:

Pk(A) = Pk_l(A) — OzkATk_l(A) mit oy € C,
Tw(A) = Pi(A) + BrTie—1(4) mit B € C (52)

und Py(A) = To(A) = 1.[13]

Im Bi-CG-Verfahren werden zur Bestimmung von 7, pr und xj die Vektoren 7 und py
nicht direkt benétigt, sondern nur fiir Polynome Q;(A) und Q;(AH) Skalarprodukte der
Form

< Qi(A)ro, Q(AM)ig > . (53)
Diese sind dquivalent zu:
< Q;(A)Qi(A)ro, 7o > (54)

Aus diesem Grund kénnen alle benétigten Werte rekonstruiert werden, ohne dass Mul-
tiplikaitonen mit der Matrix A” benétigt werden und ohne dass die Vektoren 7, und py,
explizit aufgestellt werden.

Insbesondere lassen sich auch folgende andere Residuuen 7{¢S = Py (A) Py (A)rg (mit
dem Matrixpolynom des Bi-CG-Verfahren von oben) und entsprechende Schiatzungen
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der Losung kaGS : r,?GS =b— Afos mit dem gleichen Aufwand wie beim Bi-CG-Ver-
fahren berechnen. Dies wird als das CGS-Verfahren bezeichnet. Durch den quadratischen
Faktor PZ(A) bendtigt dieses Verfahren in manchen Féllen nur halb so viele Iterationen
wie das Bi-CG-Verfahren. Das Residuum des Bi-CG-Verfahrens ry = Py (A)rp kann je-
doch auch grofser als das Anfangsresiduum rg sein, in diesen Féllen vergrofiert sich der
Fehler beim CGS-Verfahren gemessen am Residuum ebenfalls quadratisch. Die unregel-
mépige Konvergenz (d.h. in einem Schritt gilt beispielsweise ||7g|2 > ||7o]|2) fithrt bei
einer Rechnung in endlicher Genauigkeit zu einem Fehler der Losung x.

Das Bi-CG- und das CGS-Verfahren basieren darauf, dass die Vektoren (die den Raum

KF+1(A,ro) aufspannen) r; = Pi(A)rg, i = 1,...,k bi-orthogonal zu den Basisvektoren
T = Pj(AH)To, j = 1,...,k des Raumes KCFT1(AH #y) sind. Man kann jedoch auch
andere Basisvektoren f} = Qj(AH )P0, 7 = 1,...,k des Raumes K1 (AH  #y) auswihlen,

die die Bi-Orthogonalitatsbedingung

i 7

o (55)
i=]

< Py(A)ro, Q;(A™M)fo > = {?

erfiillen. Damit kann man analog zu oben beim CGS-Verfahren auch die Residuen 7}, =
Qi (A) P, (A)rg und entsprechende Schétzungen der Losung ), : 7, = b— Az} bestimmen.
Eine mogliche Wahl fiir das Polynom Q(A), mit der sich eine einfache Rekursion zur
Berechnung von 7}, ergibt, ist:

k
Qr(A) =[] — wiA) mit w; € C (56)

=1

Wird der Wert von wy, in jedem Schritt so gewéhlt, dass das Residuum 7, minimal wird
(ahnlich einer GMRES(1)-Iteration, s.u.), erhélt man das BICGSTAB-Verfahren.
Dieses weist aufgrund der Minimierung von 7, beziiglich wy, eine regelméfigere Kon-
vergenz als das CGS-Verfahren auf und erméglicht dadurch eine numerisch stabilere
Implementierung als letzteres.

Die Merkmale des BICGSTAB-Verfahren sind also:

e geeignet fiir beliebige reelle und komplexe (invertierbare) Matrizen

e konstanter Aufwand pro Iterationsschritt (zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen,
mehrere Vektor-Operationen) durch einen rekursiven Ansatz — erlaubt die Suche
der Losung in Unterrdumen hoher Dimension

e moglicher Abbruch des Algorithmus (break-down), bevor eine ausreichend genaue
Losung ermittelt wird

e unregelméfige Konvergenz, die Norm des Residuums kann im Laufe der Rechnung
steigen und auch grofer als die Norm des Residuums des Startwertes werden —
gemessen an der Norm des Residuums keine Garantie in einem Iterationsschritt
einen genaueren Schétzwert filir die Losung zu erhalten
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Einen Abbruch des BICGSTAB-Verfahren kann man mittels Look- Ahead-Strategien ver-
meiden. Mehrere Basisvektoren der Krylov-Unterriume K*(A,rq) und K*(AH ry) wer-
den dazu blockweise bi-orthogonalisiert.[13]

Durch eine andere Wahl des Matrixpolynoms Q(A) lassen sich weitere Verfahren kon-
struieren. Man kann beispielsweise auch das Residuum iiber zwei aufeinander folgende
Bi-CG-Iterationen minimieren (eine Kombination von Bi-CG und GMRES(2)) und er-
halt damit das BICGSTAB(2)-Verfahren. Dies ist auch allgemein mit [ aufeinander
folgenden Iterationen moglich (BICGSTAB(!)-Verfahren). Der Aufwand jedes Iterati-
onsschrittes dieses Verfahren ist grofer als bei dem einfachen BICGSTAB-Verfahren,
dafiir verbessert sich eventuell (deutlich) die Konvergenzgeschwindigkeit. Desweiteren
kann dadurch in einigen Féllen ein Abbruch des Verfahrens vermieden werden (fiir den

Fall wy, ~ 0 im BICGSTAB-Verfahren).[13]

3.2.3. Das (F)GMRES-Verfahren

Ein anderer Ansatz fiir unsymmetrische (bzw. nicht hermitesche) Matrizen besteht dar-
in, auf eine rekursive Darstellung des Residuums r; zu verzichten und dafiir in jedem
Iterationsschritt dessen Norm zu minimieren (Minimale Norm des Residuums).

Dazu betrachtet man die Norm des Residuums ||b — Az || und die Projektion des Glei-
chungssystems auf den Krylov-Unterraum: Der Vektor z;, € KF(A, rg) ldsst sich mit Hil-
fe der Matrix der orthogonalen Basisvektoren Vj, darstellen durch = = Viys, yi € CF.
Analog ist die rechte Seite b = rg = ||ro||2v1 = [|r0]|2Vi+1€1, mit dem ersten kanonischen
Einheitsvektor passender Dimension e; € C*+1. Durch (AVi, = Viy1 Hyq1 1) erhélt
man nun:

16— Azglls = ||b = AViy ||, = [[lIrollaVirier = Virs Hrra x|,

Da die Norm || - ||2 eines Vektors beziiglich der Multiplikation mit einer unitiren Matrix
invariant ist, erhélt man mit V,, € C™*" V,, unitar und V,, = (v1,...,vg,...):
ViVt (lIrollzer — Higrww) ||y = [[lI7oll2er — Hisrkuilf,

Es gilt also:

16— Azplla = ||llroll2er — Higrptsl|,,  mit zx = Vi (57)

Das bedeutet, die Minimierung der Norm des Residuums iiber den Krylov-Unterraum
KC*(A,7g) kann auch aufgefasst werden als das folgende lineare Ausgleichsproblem mit
der oberen Hessenbergmatrix Hy 11 € Ck+1)xk.

Bestimme xp, = Viyi mit

|lIrollzer — Hygr kuk ||, = min ||[|roll2er — His1,12|,- (58)
2€Ck

Dieses lineare Ausgleichsproblem kann mit Hilfe einer @) R-Zerlegung geldst werden:

Hi1 1 = Qut1,x R (59)
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Hier bezeichnet Qp41.1 € C+1xE ¢ine Matrix mit orthonormalen Spaltenvektoren und
Ry, € CF*k ¢ine obere Dreiecksmatrix. Damit erhélt man

e = Ry ' Qi i llroll2er) (60)

und kann auch x; bestimmen. Zur Iteration werden x; und y; jedoch nicht bendétigt.
Die Matrix Q41,4 kann implizit durch einzelne Givens-Rotationen dargestellt werden
und die obere Dreiecksmatrix R wird aus Ri_1, v und den Givens-Rotationen berech-
net. Da die obere Hessenbergmatrix Hj 1 und damit auch die obere Dreicksmatrix
Ry, hier dicht besetzt sind, kénnen die benotigten Vektoren vi nicht rekursiv bestimmt
werden. Daher muss zur Berechnung von vy, in jedem Iterationsschritt der Vektor Avy_q
beziiglich der Vektoren vy, ...,vi_1 orthogonalisiert werden (Arnoldi-Prozess). Insge-
samt ergibt sich das GMRES-Verfahren.
Da der Aufwand mit jeder Iteration steigt (ausschlaggebend ist die Orthogonalisierung
mit vy,...,v5_1), wird das Verfahren meistens nach einer vorgegebenen Anzahl m von
Iterationen neu gestartet (GMRES(m)). Das Problem dabei ist, dass durch einen klei-
nen Wert von m eventuell die Moglichkeit einer beschleunigten Konvergenz verschenkt
wird; es kann aber ebenso sein, dass der Rechenaufwand unverhéltnisméfig steigt, falls
das Verfahren erst spater neu gestartet wird.

Eine Zusammenfassung der Eigenschaften des GMRES-Verfahren ergibt:

e geeignet fiir beliebige reelle und komplexe (invertierbare) Matrizen

e steigender Aufwand mit jedem Iterationsschritt (eine Matrix-Vektor-Multiplika-
tion, eine steigende Zahl an Vektor-Operationen, insbesondere Skalarprodukten),
daher wird das Verfahren meistens nach einer vorgegebenen Anzahl an Schrit-
ten neu gestartet — die Losung kann in der Regel nur in Unterrdumen niedriger
Dimension effizient gesucht werden

e robust, die Norm des Residuums kann (in exakter Arithmetik) nicht steigen (da
ja ||[b — Azxg||2 minimiert wird); es ist aber auch eine sehr langsame Konvergenz
moglich — in vielen praktischen Féllen ist die Konvergenz jedoch superlinear

Theoretisch kann fiir GMRES(m) mit m < n die Norm des Residuums auch stagnieren,
sodass gar keine Konvergenz eintritt, in der Praxis ist das aber unwahrscheinlich.[T3]

Beziiglich der Vorkonditionierung erhélt man hier einen wichtigen Aspekt: Betrachtet
man ein explizit vorkonditioniertes Gleichungssystem der Form

AK '2=b mit x = K~ 'z, z € C", (61)

kann man dieses mit auf den Krylov-Unterraum projizieren. Dadurch gilt mit der
Matrix Wy, € CnXk, Wi = (wr, ..., wg):

AWy = Viey1 Hyy g mit w; = K%, i=1,....k (62)

Hier bezeichnen ‘7]3+1 e Crx(k+1) f/kH = (01,...,0p+1) eine Matrix mit orthonormalen
Spaltenvektoren und Hy1 € C+DxE gine obere Hessenbergmatrix.
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Stellt man nun den vorkonditionierten Loésungsvektor mittels zix = Vpyr dar und be-
trachtet die Norm des vorkonditionierten Residuums

[b— AK Lz, = ||b — AK Wi, = 116 — AWyl (63)
erhélt man mit der obigen Projektion wieder:

= o= AR 2|, = || Vesalimolloer = Vi Hisnamn |, (64)

Der Vektor yy, der diesen Term minimiert, kann wie zuvor mit Hilfe einer () R-Zerlegung
der oberen Hessenbergmatrix H k+1,k ermittelt werden.

Zu dem zuvor vorgestellten (nicht vorkonditionierten) GMRES-Verfahren ergeben sich
dann zwei Unterschiede:

Zum Einen wird hier die Norm des vorkonditionierten Residuums iiber den Krylov-
Unterraum minimiert, das Ergebnis minimiert daher im Allgemeinen nicht den Term
[b — Azl|2.

Zum Anderen kann man den gesuchten Losungsvektor xj direkt aus xp = Wiyp (=
K~1Vy) ermitteln, falls die Spaltenvektoren w;, i = 1,...,k der Matrix W}, gespei-
chert werden. Der Vorkonditionierer K ! fliefit in diesem Fall nur in die Berechnung
der Vektoren w; aus v; ein. Insbesondere ist es nicht notwendig, dass in jedem Schritt
die selbe Matrix K ! verwendet wird. Das obige Minimierungsproblem kann (in vielen
Féllen) auch fiir eine Matrix Wy mit Spalten w; = K i_lvi aufgestellt werden.

Auf Kosten der zusétzlichen Speicherung der Vektoren wy, ..., wy ist es also moglich,
in jedem Schritt einen anderen Vorkonditionierer K, L'e €*" zu wihlen — dieser kann
beispielsweise auch aus einem iterativen Verfahren bestehen. Dies wird als das FGM-
RES-Verfahren bezeichnet.

Problematisch dabei ist jedoch, dass die Projektion auf den Unterraum (mit der Matrix
W},) fiir unterschiedliche Vorkonditionierer K, ! nicht orthogonal ist, dadurch kann die
Matrix H, k+1,% singuldr werden (oder beinahe singuldr, im Falle nicht exakter Arithme-
tik ebenso schwerwiegend). Das muss folglich bei der Verwendung verschiedener Vor-
konditionierer in jedem Iterationsschritt beachtet werden. Ein Ansatz das zu vermeiden,
besteht darin, diese moglichst dhnlich zu wahlen.

Ein anderes Krylov-Unterraum-Verfahren, das die variable Vorkonditionierung ohne die-
se Schwierigkeiten ermoglicht, ist das GMRESR- beziehungsweise GMRES-Verfahren,
das in [13]| beschrieben wird.

23



4. Paralleler Aspekt

Die Losung der Gleichungssysteme, die hier betrachtet werden, kann mit den heutigen
Computersystemen nur auf parallelen Rechnern bestimmt werden.

Der Grund dafiir liegt unter anderem in der Menge der Daten, die fiir die Rechnung
benétigt werden. Zur Veranschaulichung kann man die bendtigte Speichermenge fiir die
Eintrage der Matrix abschétzen: Jede komplexe Zahl bendtigt in doppelter Genauigkeit
2-64/8 = 16 Byte Speicher. Die Matrix aus dem Testfall TRACE-UHBR hat ungeféhr
500 Millionen Nichtnulleintriige, das entspricht 8Gb (8 - 10243 Byte). Weiterhin miissen
hier mehrere Vektoren aus jeweils ungefahr 5 Millionen komplexen Zahlen gespeichert
werden und zur Vorkonditionierung ist bei einigen Verfahren mindestens ebenso viel
Speicher erforderlich wie fiir die Koeffizientenmatrix.

Heutige Computersysteme, die effizient mit diesen Datenmengen rechnen, fiithren viele
Prozesse parallel aus. Diese sind bei einem Cluster-System beispielsweise hierarchisch
strukturiert: ein Node besteht aus mehreren identischen Prozessorkernen, die jeweils
einen Prozess ausfithren, und verschiedene Nodes sind iiber ein Netzwerk verbunden.
Dabei hat jeder Node seinen eigenen Arbeitsspeicher, die Daten miissen hier folglich
verteilt gespeichert werden.

Zur Vereinfachung kann man annehmen, dass jeder Prozess von einem Prozessorkern
ausgefiihrt wird, der Zugriff auf seine lokalen Daten hat. Um auf Daten anderer Prozesse
zuzugreifen, wird Kommunikation zwischen den beteiligten Prozessen bendtigt. Diese
Kommunikation fiihrt zu zusétzlichem Rechenaufwand und zu Wartezeiten, falls ein
Prozess Daten benétigt, die auf einem anderen erst berechnet werden miissen.

Damit lassen sich Anforderungen an einen parallelen Algorithmus formulieren:

e moglichst wenig Kommunikation
e Wartezeiten vermeiden (Load-Balancing)

e Skalierung auf unterschiedlich viele Prozesse moglichst unabhéngig von den Ein-
gangsdaten

Die ersten beiden Punkte sind notwendig, um die Effizienz der Rechnung im Parallelen zu
ermoglichen. Load-Balancing bedeutet, die Daten und den Rechenaufwand gleichméfig
auf die Prozesse zu verteilen. Der dritte Punkt stellt sicher, dass der Algorithmus auf
unterschiedlichen Systemen und mit unterschiedlich vielen Prozessen verwendet werden
kann.

Iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme sind aufgebaut aus Mul-
tiplikationen der Koeffizientenmatrix mit einem Vektor und aus verschiedenen Vektor-
Operationen, wie dem Skalarprodukt, der Addition zweier Vektoren und der Multiplika-
tion eines Vektors mit einem Skalar. Diese Operationen miissen daher nach den obigen
Anforderungen implementiert werden. Fiir die Vektor-Operationen ist das unproblema-
tisch, Moglichkeiten der parallelen Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts werden im
folgenden Abschnitt dargestellt.
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4.1. Methoden zur verteilten Matrix-Vektor-Multiplikation

Der Grundgedanke besteht darin, die Zeilen und Spalten der Matrix A zu permutie-
ren und die transformierte Matrix in Blocke zu zerlegen, die auf die einzelnen Prozesse
verteilt werden. Analog werden die zur Rechnung benétigten Vektoren (der Vektor, mit
dem multipliziert wird, und das Ergebnis) auf die Prozesse verteilt.

Die Kommunikation ist dann notwendig, wenn auf einem Prozess Elemente eines Vektors
benotigt werden, die auf einem anderen gespeichert sind oder wenn Zwischenergebnisse
(falls auf einem Prozess nur ein Teil einer Matrixzeile liegt) ausgetauscht werden miis-
sen.

Da die Matrix diinnbesetzt ist, konnen Zerlegungen der permutierten Matrix bestimmt
werden, fiir die der Kommunikationsaufwand bei der Matrix-Vektor-Multiplikation mog-
lichst klein ist. Ideal wére eine Zerlegung in Diagonalblocke, bei der auferhalb dieser
Diagonalblocke nur Nulleintrége sind. Insbesondere liefe sich in diesem Fall das lineare
Gleichungssystem in voneinander unabhéngige Teile zerlegen.

In den hier betrachteten Féllen ist das jedoch im Allgemeinen nicht mdéglich: Da das
Gleichungssystem aus einer Diskretisierung auf einem dreidimensionalen Gitter stammt,
stellt jede Zeile der Matrix A eine Gleichung aus einer Zelle des Gitters dar, die von
den Variablen aus einigen umliegenden Zellen abhéngt. Eine Zerlegung der Matrix in
Blocke von Zeilen entspricht daher einer Gebietszerlegung des Gitters (zur Veranschau-
lichung siehe |Abbildung 5)). Die Abhéngigkeiten zwischen den Gebieten ergibt sich aus
den Gleichungen aus den Zellen ihrer Réander.

Es gibt hier also grundsétzlich zwei mdogliche Ansétze zur Bestimmung einer geeig-
neten Verteilung der Zeilen des Gleichungssystems: Diese kann auf Basis einer Zerle-
gung des Diskretisierungsgebietes ermittelt werden oder mit Hilfe eines Algorithmus zur
Graph-Partitionierung (die Zeilen der Matrix entsprechen dabei Knoten des Graphen,
und Nichtnulleintridge Kanten zwischen diesen Knoten).

Der erste Ansatz ist nur dann durchfithrbar ist, wenn das Gleichungssystem tatséchlich
aus einer Diskretisierung auf einem Gitter stammt und die notwendigen Informationen
aus der Diskretisierung bekannt sind. Der zweite Ansatz ist hingegen fiir beliebige diinn-
besetzten linearen Gleichungssysteme geeignet.

Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit nur der Ansatz der Graph-Partitionierung ver-
folgt, die Darstellung mittels Gebietszerlegungen dient hier nur der Veranschaulichung.
Im folgenden werden zwei Mogliche Darstellungen zur Verteilung des Gleichungssystems
beschrieben.

4.1.1. Variante A

Durch Zeilen- und Spaltenpermutationen lasst sich also die Matrix A beispielsweise in
folgender Form mit den quadratischen Blocken Dy,..., D, und G und den Blocken
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(b) Variante B

Abbildung 5: 2d-Gitter-Zerlegungen: x; bezeichnen jeweils Vektoren von Unbekannten
aus Gitterpunkten, die nicht direkt voneinander abhéngig sind (bei einem
Abhéngigkeitsbereich von zwei Gitterpunkten in jede Richtung); tiber die
Vektoren y bzw. y; werden die Gebiete gekoppelt.
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Ei,...,E, und F,..., E,, darstellen:

D Eq
Do Es
P.AP; = : (65)
Dm Em
n F .- F, G

Dabei sind die Matrizen P, und P;! die dazu notwendigen Zeilen- beziehungsweise
Spaltenpermutationen.
Die Permutationen kann man auch auf das gesamte Gleichungssystem anwenden:

Az =b & (P.AP; ") (Psz) = (P.b) (66)

Dadurch beschrankt sich der zusétzliche Aufwand fiir ein iteratives Verfahren durch
die Zeilen- und Spaltenpermutationen darauf, vor Beginn der Iteration den Vektor P,b
und die verteilte Matrix P,AP; ! zu bestimmen und am Ende die Losung aus dem
permutierten Vektor P,x zu berechnen. Die Anwendung einer Permutationsmatrix auf
einen Vektor der Dimension n ist mit héchstens n Vertauschungen moglich und damit
vom Rechenaufwand gegeniiber anderen Operationen oft vernachléssighar.

Das gesamte Gleichungssystem hat damit folgende Form:

D, Ey T fi
Do Es x2 p)
: S Il I (67)
B F, G Yy g
Dabei stellen die Vektoren xq,...,z, und y die Unbekannten dar und die Vektoren

fi,..., fm und g die rechte Seite (vergleiche [Abbildung 5al).

Von diesem Gleichungssystem kénnen nun beispielsweise jeweils Zeilen aus @ auf ei-
nem Prozess gespeichert werden, das heiftt die Blocke D; und F; der Matrix und die
Vektoren x7 und f; liegen auf dem ersten Prozess, die Blocke Dy und E5 und die Vekto-
ren xa und fo auf dem zweiten und so weiter, der letzte Prozess erhélt die Matrixblécke
Fy, ..., Fp und G und die Vektoren y und g. Dadurch wird durch entsprechende Zeilen-
und Spaltenpermutationen zwar das gesamte Kommunikationsvolumen minimiert, pro-
blematisch ist jedoch das Load-Balancing auf unterschiedlich vielen Prozessen fiir eine
gegebene Matrix A (alle Kommunikation lauft iiber den letzten Prozess und der unterste
Teil des Systems wird fiir grofere Werte von k ebenfalls grofer). Weiterhin unterscheidet
sich die Struktur der Daten auf dem letzten Prozess von den anderen Prozessen, das
erhoht die Komplexitét einer effizienten Implementierung.

4.1.2. Variante B

Um die Probleme der obigen Blockstruktur zu beheben, kann man die Matrixelemente
auch so umsortieren, dass sich die Blocke aus der letzten Zeile und Spalte aus
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wiederum aufteilen lassen:

Dy Eq
Do E5
D FE
P.AP ! = = " (68)
Fy Gii Giz2 - Gim
Fy Go1 Gap -+ Gam
Fm Gm,l Gm,2 T Gm m

Dabei bezeichnen P, und PS_1 die notwendigen Permutationsmatrizen und D;, E;, F;,
G;,j fir i,7 = 1,...,m Blocke der transformierten Matrix. Das gesamte Gleichungssys-
tem wird dazu in die folgende Form gebracht:

Dy Ey T J1
D2 E2 T2 f2

Fy Gi1 Gig - Gim Y1 g1
Fy Go1 Gaa -+ Gom Y2 92

Fr, Gm,l Gm,Q T Gm,m Ym 9m

Jedem Prozess ¢ konnen nun aus diesem Gleichungssystem jeweils eine Zeile aus dem
oberen Teil von und die entsprechende aus dem unteren Teil zugewiesen werden,
das sind die Matrixblocke D; und F; und F; und G; 5,5 = 1,...,m und die Vektoren z;
und f; und y; und g; (vergleiche [Abbildung 5b)).
Bei dieser Zerlegung ist die Struktur der Daten auf allen Prozessen dhnlich, dadurch
ermoglicht sie eine gleichméfige Lastverteilung fiir eine variable Anzahl Prozesse m.
Fiir die Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts wird hier nur fiir die Multiplikation
der Blocke Gj ;,7 # j mit den entsprechenden Elementen des Vektors Kommunikation
bendtigt. Die meisten dieser Blocke kénnen in den hier betrachteten Anwendungsfillen
fiir grofere Werte von m Null sein; werden nédmlich den Prozessen zusammenhéngende
Gebiete des Diskretisierungsgitters zugewiesen, sind Gleichungen auf einem Prozess nur
von Variablen aus einigen angrenzenden Gebieten abhéngig.

Das generelle Problem dabei, dass der Kommunikationsaufwand fiir eine grofsere An-
zahl Prozessoren m ansteigt, bleibt auch auf diese Weise bestehen.
Das kann durch die Zerlegung des Diskretisierungsgitters an einem Beispiel veranschau-
licht werden: Ein Wiirfel mit einem strukturierten Gitter mit 100 Zellen in Richtung
jeder Koordinatenachse besteht aus insgesamt 1 Millionen Zellen, das entspricht der
Grofenordnung des UHBR-Testfalls. Weitherhin ist in linearTRACE jede Zelle in jeder
Koordinatenrichtung von zwei weiteren Zellen abhénging. Zerlegt man nun das Gitter
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des Wiirfels in zwei gleich groke Teile, entstehen an der Schnittfliche 4 - 100? Zellen, die
von Werten aus dem jeweils anderen Teil abhéngen. Das entspricht einem Anteil von
4% aller Zellen. Fiir jeden weiteren Schnitt kommen ungefiahr wieder 4% hinzu. Damit
steigt der Anteil der Zellen an Schnittflachen auf ungefahr 12% bei einer Zerlegung in 8
Teilgebiete und grob 20% bei 16 Teilgebieten.

4.1.3. Allgemeiner Algorithmus

Das Problem der verteilten Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes b < Ax mit einer
der obigen Zerlegungen lasst sich allgemein wie folgt darstellen:

Die Vektoren z und b werden aufgeteilt in m Teilvektoren x = (x1,x2,...,2,)" und
b = (by,b,...,by)T mit z;,b; € C™ und n; € N. Analog wird die Matrix A in die
Submatrizen A; € C"*™ und A;; € C"*" (die abhéngig von der Blockstruktur der
Matrix Null oder diinnbesetzt sind) zerlegt:

T

b1 Ay A 0 A 1
bo Ax1 Ay - Agy T2

e 7 | (70)
bm Am 1 Am,Q te Am Tm

)

Jeder Prozess i speichert nun eine Zeile des obigen Systems. Dadurch ergibt sich folgen-
der paralleler Algorithmus:

Algorithmus 2. Verteiltes Matrix-Vektor-Produkt
: Berechne bi — Aixi
. Tausche benétigte Teile des Vektors (21,2, ..., 2m,)7 aus
cfor j=1—m,j#ido
Berechne b; < b; + A; jz;
end for

Zur effizienten Implentierung kénnen hier Rechnung und Kommunikation auch iiberla-
gert werden.
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5. Vorkonditionierung

Die Konvergenz eines iterativen Verfahrens hingt wesentlich von der Vorkonditionierung
des linearen Gleichungssystems ab.

Die Idee der Vorkonditionierung besteht darin, einen zu A dhnlichen und mit wenig Auf-
wand invertierbaren Operator K zu bestimmen, so dass das System K 'Azx = Kb
leichter zu 16sen ist — in dem Sinne, dass ein Krylov-Unterraum-Verfahren weniger Itera-
tionen bendtigt, um eine ausreichend genaue Approximation der Lésung zu bestimmen.
Fiir K = A, und damit das vorkonditionierte System Iz = K ~!b, erhiilt man die Losung
nach einem Schritt eines Krylov-Unterraum-Verfahrens. Das Problem Kb zu bestim-
men fiihrt jedoch wieder auf das urspriingliche Gleichungssystem. Das Problem, einen
geeigneten Vorkonditionierer zu bestimmen, ldsst sich folgendermafen formulieren:|[13]

Bestimme fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem Az = b einen Operator K1 :
C™ — C™ mit den Eigenschaften:

e Der Operator K dhnelt der Matrix A (in gewissem Sinne), beziehungsweise K~ A
ist ndher an I als A (beispielsweise in dem Sinne, dass die Eigenwerte der vorkon-
ditionierten Matrix K ~'A niher an 1 liegen).

e Der Aufwand fiir die Berechnung von K ~!p fiir einen Vektor p ist moglichst klein,
zumindest geringer als der fiir die Berechnung von A~ !p.

e Der Aufwand zur Konstruktion des Operators K ! ist nicht zu grof.

Das Ziel der Vorkonditionierung besteht darin, den gesamten Rechenaufwand zu redu-
zieren, also die Summe des Aufwands zur Konstruktion des Vorkonditionierers und des
Aufwands des vorkonditionierten iterativen Verfahrens.
In den meisten Fallen ist es schwierig, theoretische Aussagen zu den Auswirkungen eines
bestimmten Vorkonditionierers fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem zu machen.
Es kann auch vorkommen, dass sich das vorkonditionierte Gleichungssystem deutlich
schlechter 16sen lasst als das urspriingliche System, obwohl die Vorkonditionierung mit
einem dhnlichen Operator K ! sehr gute Ergebnisse erzielt hat (siche dazu das Kapitel
zur Vorkonditionierung in [13]).

Ein lineares Gleichungssystem kann auf verschiedene Arten mit einem gegebenen Ope-
rator K ! vorkonditioniert werden:[L3]

Links-Vorkonditionierung: Das iterative Verfahren wird auf das Gleichungssystem
(K'A)z =K1 (71)

angewendet. Das entspricht einer Vorkonditionierung des Residuums K ~!(b —
Beim GMRES-Verfahren wird dann die Norm des vorkonditionierten Residuums
minimiert, die im Allgemeinen nicht dquivalent zur Norm des Residuums ist.

Rechts-Vorkonditionierung: Das iterative Verfahren wird auf das Gleichungssystem

(AK Hz=b (72)
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angewendet und aus dem Ergebnis fiir 2 € C" die Losung = K ~'2z ermittelt.

Beidseitige Vorkonditionierung: Das iterative Verfahren wird auf das Gleichungssys-
tem

(K 'AKRY2 =K' mit K1 = (K Kp) ™ (73)

angewendet und aus dem FErgebnis fiir z € C™ die Losung = Kﬁlz ermittelt.
Dies ist eine Kombination der beiden vorherigen Ansétze. Der Vorkonditionierer
K~! muss dazu jedoch in faktorisierter Form vorliegen.

Die Verteilung der Eigenwerte der vorkonditionierten Matrix ist (zumindest in exakter
Arithmetik) fiir alle Varianten gleich, das gilt jedoch nicht fiir die Anteile des vor-
konditionierten Residuums in Richtung der Eigenvektoren spezifischer Eigenwerte. Des-
halb &ndert sich das Konvergenzverhalten eines Krylov-Unterraum-Verfahrens fiir unter-
schiedliche Arten der Vorkonditionierung mit demselben Operator K !, beim GMRES-
Verfahren dndert sich auch das zugrunde liegende Minimierungsproblem.

5.1. Klassen von Vorkonditionierungen

In den folgenden Abschnitten werden einige verschiedene Ansétze zur Vorkonditionie-
rung vorgestellt, die in [I3] oder [10] ausfiihrlicher dargestellt sind.

Hier werden insbesondere Methoden betrachtet, die fiir grofse unsymmetrische Glei-
chungssysteme geeignet sind (und nicht spezielle Informationen aus der zugrunde lie-
genden Diskretisierung verwenden), wie die Vorkonditionierung mit Hilfe eines linearen
iterativen Verfahrens oder einer unvollstindigen Zerlegung der Koeffizientenmatrix.
Ein wichtiger Punkt dabei ist der parallele Aspekt, also die Frage, wie die Vorkonditio-
nierung mit verteilten Daten effizient parallel berechnet werden kann.

Dies beriicksichtigen Ansédtze zur parallelen Vorkonditionierung; hier vorgestellt wer-
den Moglichkeiten zur Vorkonditionierung mittels Schwarz-Zerlegung der Koeffizienten-
matrix und mittels Schur-Komplement-Transformation des linearen Gleichungssystems.
Zur Darstellung der Zusammenhénge zwischen verschiedenen Verfahren wird zusétzlich
die Idee algebraischer Mehrgitter-Verfahren (AMG) skizziert.

Weitere interessante, fiir die Anwendungsfélle geeignete Methoden, wie beispielsweise die
Bestimmung einer dinnbesetzten approximierten Inversen (sparse approximate inverse),
kénnen im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt werden.

5.1.1. Lineare iterative Verfahren

Zur Vorkonditionierung eines Krylov-Unterraum-Verfahrens wird nur das Ergebnis (K ~'v)
fiir Vektoren v € C™*™ benotigt. Daher kommen alle Verfahren als Vorkonditionierer in
Betracht, die fiir Vektoren v ein Ergebnis v/ € C"*" bestimmen, das sich theoretisch als
Anwendung eines linearen Operators K ! auf den Vektor v darstellen lisst.

Das trifft insbesondere auf alle linearen iterativen Verfahren zu, wenn man die Anzahl
der Iterationen fest vorgibt. Beispiele, die auf einem Matrix-Splitting Ansatz beruhen
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(siehe [Abschnitt 3.1.1)), sind die Block-Jacobi-Vorkonditionierung und die SSOR-Vor-
konditionierung.

Bei der Block-Jacobi-Vorkonditionierung wihlt man die Matrix K ~! = Dy 1 wobei Dy,

die Matrix mit Diagonalblcken von A aus dem Block-Jacobi-Verfahren bezeichnet (sie-
he ) In jeder Iteration des Krylov-Unterraum-Verfahrens miissen dann unabhéngige
Gleichungssysteme mit Diagonalblocken aus A gelost werden. Zur Vorkonditionierung
geniigt es, die Losung mit einer geeigneten Methode zu approximieren.
Dadurch lassen sich mit diesem Ansatz effiziente parallele Verfahren mit verteilt gespei-
cherter Matrix wie in entwickeln. Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Eintréige
der Matrix A auflerhalb der Diagonalblécke vernachléssigt werden; dadurch scheint die-
se Vorkonditionierung nur dann sinnvoll, wenn diese Eintrége klein sind gegeniiber den
Diagonalblocken (im Sinne ihrer Norm); das schriankt unter anderem die Skalierbarkeit
ein (auf je mehr Prozesse die Matrix A verteilt wird, desto grofer wird der Anteil der
Eintriage aufserhalb der Diagonalblocke).

Zur Vorkonditionierung kann man auch eine feste Anzahl Iterationen des SSOR-Ver-

fahrens verwenden. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, dass kein zusétzlicher Spei-
cherplatz und Rechenaufwand zur Konstruktion des Vorkonditionierers benotigt wird.
Man erwartet aber auch nur fiir bestimmte Gleichungssysteme einen Nutzen, beispiels-
weise solche mit diagonaldominanter Koeffizientenmatrix.
Da im SSOR-Verfahren Gleichungssysteme mit unterer und oberer Dreiecksmatrix durch
Vorwiérts- beziehungsweise Riickwértseinsetzen gelost werden, ist es schwierig, diese Me-
thode effizient auf Parallelrechnern mit einer verteilt gespeicherten Matrix zu implemen-
tieren.

Ahnliche Uberlegungen ergeben sich auch fiir andere lineare iterative Verfahren. Fiir
flexible Verfahren (wie FGMRES), kommen zur Vorkonditionierung auch nichtlineare
Krylov-Unterraum-Verfahren in Betracht. Dies wird unter anderem in [I3] im Kapitel
zu GMRES-artigen Verfahren diskutiert.

5.1.2. Unvollstandige LU-Zerlegungen

Aus den direkten Verfahren stammt die Idee, die Matrix A in zwei Faktoren, eine untere
Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix U, zu zerlegen, fiir die A = LU gilt.
Diese konnen mittels Gauf-Elimination berechnet werden:

Algorithmus 3. Gauf-Elimination (ikj-Variante)[10]
for i=1,...,n do
{Initialisiere Zeile aus A’}
a;’lm <~ Qiln

for k=1,...,7—1 do
/ / /
Q; g, <_‘Li,k/‘l/rc,/rc

/ / / /
A k+1:n — A k+1m — Yk Qg kt1m

1:
2
3
4
5. {Eliminiere Eintrége aus der aktuellen Zeile}
6
7
8
9: end for
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10: end for

Hier wird angenommen, dass dieser Algorithmus durchfiihrbar ist, also fiir alle Diago-
nalelemente a}, . # 0 gilt.
Die Matrix L erhilt man aus den linken unteren Eintragen der resultierenden Matrix
A" = (a} ;) € C™" und Diagonaleintrdgen von eins, die Matrix R aus der Diagonalen
und den rechten oberen Eintrdgen von A’.
Die Losung x des linearen Gleichungssystems Az = b kann aus L, U und b mittels Vor-
wirtseinsetzen y := L~'b,y € C™ und Riickwirtseinsetzen x = U~y ermittelt werden.
Die Matrizen L und U kénnen deutlich dichter besetzt sein als die Matrix A. Dadurch
ist der Speicher- und Rechenaufwand zur direkten Losung mittels LU-Zerlegung fiir
die hier betrachteten Fille unverhdltnismafig grofs (gegentiber iterativen Verfahren).
Eine diinnbesetzte, approximierte Zerlegung der Form LU = A — R, R € C™ " mit
einer unteren Dreiecksmatrix L € C™*" und einer oberen Dreiecksmatrix U € C"*"
kann jedoch zur Vorkonditionierung mit K~! = (LU)~! verwendet werden. Dies wird
als unwvollstindige LU-Zerlegung (ILU) bezeichnet. Algorithmen zur Berechnung einer
solchen Zerlegung konnen aus der Gaufs-Eliminiation abgeleitet werden, indem man
einen Teil der Eintrage aus A’ auf Null setzt. Dazu wird die Menge der Matrixeintrige
(7,7) in L und U definiert, die ungleich Null sein diirfen; es gilt dann:

M = {(i,j)E[1,...,n]2:l~i7j750\/7li7j750} (74)
Algorithmus 4. Unvollstandige Gaufs-Elimination (ikj-Variante)[10]
1: for i=1,...,n do
2:  {Initialisiere Zeile aus A’}
3: for j=1,...,n do
4: if (i,j) € M then
5: fLéyj Qg
6: else
T dg,j —0
8: end if
9: end for
10:
11:  {Eliminiere Eintrége aus der aktuellen Zeile}
122 for k=1,...,i—1A(i,k) € M do
13: G g, < 5/ U
14: for j=k+1,....,nA(i,j) €M do
15: i j 4 Qg ;— g Gy
16: end for
17 end for
18: end for

Hier wird nun ebenfalls angenommen, dass dieser Algorithmus durchfiihrbar ist, also fiir
die Diagonalelemente a; , # 0 gilt.

Die Dreiecksmatrizen L und U erhilt man wie oben aus A’ = (& ;) € CM

33



Es gibt viele Moglichkeiten mit Hilfe dieses Ansatzes konkrete Methoden zur Berech-
nung von L und U zu entwickeln. Eine Darstellung einiger Methoden findet man in [10].

Die Reihenfolge der Berechnung der Eintrige aus L und U kann verindert werden, dies
fiihrt beispielsweise zur Crout-Formulierung, bei der der linke untere Teil von A (also L)
spaltenweise ermittelt wird. Statt mit einzelnen Eintrdgen der Matrix zu rechnen, lasst
sich das Verfahren auch auf Blocke der Matrix erweitern (siehe [Algorithmus 11)), das ist
fiir die hier betrachteten Anwendungsfélle mit dichten 5 x 5-Blocken hilfreich. Fiir die
Existenz der Zerlegung ist es notwendig, dass die (sukzessive berechneten) Diagonalblo-
cke der Zerlegung invertierbar sind.

Auch zur Wahl von M, also der Struktur der Nichtnulleintrige von L und U gibt es
verschiedene Ansétze:

Diese kann beispielsweise durch die Struktur der Nichtnulleintrége von A festegelegt wer-
den (erlaube nur Nichtulleintrdge an Stellen, die in A ungleich Null sind) oder wihrend
der Rechnung tiber die Norm der berechneten Matrixeintriage (erlaube nur Nichtnullein-
trige, deren Norm grofer als ein bestimmter Wert ist). Hier lassen sich beliebige weitere
Kriterien entwickeln, ein weiteres Beispiel basiert auf einer Abschétzung der Normen
von L und U bei der Crout-Formulierung (siehe [10]).

Ein weiterer wichtiger Aspekt ergibt sich daraus, dass die LU-Zerlegung von der Reihen-
folge der Gleichungen und Variablen des linearen Gleichungssystem abhéngt; das heifst,
sie ist nicht invariant gegeniiber Permutationen der Zeilen und Spalten der Matrix A.
Bei einer Permutation &ndert sich insbesondere die Anzahl und die Struktur der Nicht-
nulleintrage einer vollstdndigen Faktorisierung LU. Das beeinflusst den Rechenaufwand
einer unvollstdndigen Zerlegung sowie deren Qualitédt fiir die Vorkonditionierung. Aus
den direkten Methoden stammen Verfahren zur Bestimmung von Permutationen, bei
denen die Anzahl der Nichtnullelemente in L und U moglichst gering ist. Desweiteren
beeinflusst die Reihenfolge der Zeilen und Spalten die Stabilitdt des (unvollstandigen)
Gauf-Eliminationsalgorithmus.

Die Existenz einer unvollstindigen LU-Zerlegung (ermittelt mit einem gegebenen Ver-
fahren) ist nur in Sonderfillen gesichert (im Gegensatz zur vollstandigen LU-Zerlegung
bei geeigneter Permutation der Matrix). Dadurch besteht die Moglichkeit, dass ein Al-
gorithmus zur Bestimmung einer unvollstéindigen LU-Zerlegung in der Form von
m fehlschlagt (break-down); das ist genau dann der Fall, wenn beim Eliminati-
onsschritt eine Division mit einem Diagonalelement (aj, & in Zeile 13) von Null auftritt.

Auch wenn die Zerlegung existiert, kann sie schlecht konditioniert sein (beispielsweise
bei einem Diagonalelement @, , nahe Null), sodass die berechneten Faktoren wenig iiber
die urspriingliche Matrix auss,agen.

Trotz dieser theoretischen Probleme erhilt man in vielen Féallen mit Hilfe der unvoll-
stdndigen LU-Zerlegung effektive Vorkonditionierer.

Es ist jedoch schwierig, diesen Ansatz zur Vorkonditionierung effizient auf parallelen
Rechnerarchitekturen mit verteiltem Speicher zu implementieren. Das liegt daran, dass
zur Berechnung der (unvollstdndigen) LU-Zerlegung auf jeweils zuvor berechnete Werte
zugegriffen werden muss. Dasselbe gilt auch fiir die Anwendung des Vorkonditionierers
in der Form K~! = (LU)~! auf einen Vektor.

In Kombination mit anderen Ansétzen kann man auch parallele Verfahren entwickeln,
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ein Beispiel ist eine Block-Jacobi-IL U-Vorkonditionierung, bei der die Losung der Glei-
chungssysteme mit den Diagonalblocken des Block-Jacobi-Verfahrens mit Hilfe einer
unvollstdndigen LU-Zerlegung approximiert wird.

5.1.3. Schwarz-Verfahren

Schwarz-Verfahren bieten einen Ansatz zur Vorkonditionierung auf Parallelrechnern. Die
grundlegende Idee stammt aus der parallelen Losung partieller Differentialgleichungen
mit Hilfe von Zerlegungen des Rechengebietes: fiir vorgegebene (geschétzte) Randbe-
dingungen der Teilgebiete konnen die Losungen auf diesen Gebieten dann unabhéngig
voneinander ermittelt werden; mit diesen Losungen kann man wiederum eine bessere
Schétzung fiir die Randbedingungen der Teilgebiete ermitteln. Dadurch ergibt sich ein
iteratives Verfahren zur Losung des urspriinglichen Problems. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung und Untersuchung verschiedener Methoden der Gebietszerlegung zur parallelen
Losung (elliptischer) partieller Differentialgleichungen findet man in [12].

Dieses Vorgehen ldsst sich auch auf allgemeine diinnbesetzte lineare Gleichungssyste-
me iibertragen (die nicht aus der Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung
stammen miissen). In [I3] (S. 200ff) wird der Ansatz der kanonischen Erweiterung des
Gleichungssystems anhand eines Beispiels skizziert:

Ein Gleichungssystem, das wie in angegeben in zwei Blocke aufgeteilt wird, kann
in folgender Form geschrieben werden:

Dy Ei, 71 S
E;1 Gig Gip vi|_ o (75)

Go1 Goo Eyo Y2 g2

Esy Do T2 p)

Einem Prozess werden hier jeweils die ersten beiden und die letzten beiden Zeilen des
obigen Gleichungssystem zugeordnet. Die Vektoren fi, g1, fo und g stellen die rechte
Seite dar, die Vektoren 1, y1, z2 und yo die Unbekannten.

Das System kann nun durch Hinzufiigen zusétzlicher Gleichungen und Unbekannter
erweitert werden:

Dy By, T fi
Es1 Gi1 Gip Y1 g1
I -1 Bl o

-1 I gl |0 (76)
Go1 Gap Eyo Y2 92
Esy Do T2 f2

Die Losungen fiir die Vektoren 1, y1, o und ys sind offensichtlich identisch zu denen
aus dem vorherigen Gleichungssystem. Fiir die hinzugekommenen Vektoren ¢; und ¢s
ergibt sich ¢; = y; und g = yo.

Ein einfaches iteratives Verfahren fiir dieses Gleichungssystem erhilt man mit den ap-
proximierten Losungsvektoren x’f, y]f, §§, $]2€, y§ und Q{“ aus dem Iterationsschritt k
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durch wiederholtes Losen der beiden Teilblocke:

Dy Eiy x’f“ 1

Es1 Giqp Gip Yyt = o
I B\ o)
I glf+1 glzg

Go1 Gaop Ego ys T = | 92
Eyy Do ghtt f2

Dies ist eine einfache Form eines Additive-Schwarz-Verfahrens. Analog kann man zur
Aufteilung eines Gleichungssystems in der Form von in m € N Blocke vorgehen.

Der Grundgedanke der Schwarz-Verfahren fiir allgemeine lineare Gleichungssysteme
liegt darin, das Gleichungssystem so um weitere Gleichungen zur Kopplung zu erwei-
tern, dass es sich in mdéglichst unabhéngige Teilprobleme aufteilen 1dsst. Dabei kénnen
sich die Teilprobleme auch ,jiiberlappen”, das bedeutet, dass Zeilen der Matrix des ur-
spriinglichen Problems in mehreren Teilproblemen verwendet werden (dadurch kann die
Qualitét einer Schwarz-Vorkonditionierung verbessert werden, es steigt jedoch auch ihr
Rechenaufwand). Welche Gleichungen zur Kopplung geeignet sind, hangt von den Ei-
genschaften des Problems ab.

5.1.4. Schur-Komplement-Verfahren

Einen etwas anderen Ansatz verfolgen Schur-Komplement-Methoden. Diese basieren auf
einer Transformation des Gleichungssystems in zwei kleinere, nacheinander zu 16sende
Systeme. Betrachte dazu ein in Blocke aufgeteiltes Gleichungssystem der Form

(7 &) ()= () @

mit den invertierbaren Matrizen D € C"*" und G € C™*™, den Matrizen E €
Cre*ny [ € C™*" und den Vektoren der Unbekannten (z,y)” € C"*™ und der
rechten Seite (f,g)? € C"*™ mit n,,n, € N.

Der linke untere Block F' der Matrix kann mittels Multiplikation mit einer nicht singu-
laren Matrix wie folgt elimiert werden:

o (o 1) (76 6) = (o 1) () ™

< (l(? G- fD*E) (Z) - <g - FfD—1 f> (80)

Die Losung des Gleichungssystems éndert sich durch diese Transformation nicht. De-
finiert man das Schur-Komplement S € C™*™ S := G — FD™'E und den Vektor
g €Cw,g := g— FD7!f, erhilt man die folgende zu dem System aus dquivalente
Formulierung:

Sy=4g
Dx=f—FEy (81)
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Die obige Transformation kann man als eine Block-LU-Zerlegung interpretieren. Da-
durch wird deutlich, dass eine LU-Zerlegung des urspriinglichen Gleichungssystems auch

als
(D E> - ( Lp 0) <UD L51E> (82)
F G) \FU;' Ls)\ 0 Us
geschrieben werden kann. Hier bezeichnet LpUp die LU-Zerlegung des Matrixblocks D
und LgUg die LU-Zerlegung des Schur-Komplements S.

Auf Basis der Schur-Komplement-Transformation lassen sich verschiedene Metho-
den zur Vorkonditionierung auf Parallelrechnern entwickeln. Wendet man diese bei-
spielsweise auf ein verteilt gespeichertes Gleichungssystem der Form wie in mit
D = diag(Dy,...,Dy,) an, kann die Anwendung der Inversen D~! auf einen Vektor
effizient parallel auf m Prozessen berechnet werden (durch Losen eines linearen Glei-
chungssystems auf jedem Prozess). Ebenso lassen sich Matrix-Vektor-Produkte mit ver-
teilt gespeicherten Matrizen E und F' effizient bestimmen. Damit fehlt nur noch eine
Moglichkeit zur Bestimmung (oder Approximation) von y aus Sy = ¢’. Ein Verfahren,
das auf diesem Ansatz beruht, wird im néchsten Kapitel vorgestellt.

Der wesentliche Unterschied zu den Schwarz-Verfahren liegt darin, dass bei diesen die
Transformation des Gleichungssystems im Hinzufiigen von Gleichungen und Variablen
besteht, hier hingegen in der Elimination eines Matrix-Blocks. Weitere Zusammenhéange
zwischen diesen beiden Ansétzen werden am Ende des folgenden Abschnittes dargestellt.

5.1.5. Mehrgitter- und Multilevel-Verfahren

Die Idee bei einem Mehrgitterverfahren liegt darin, Diskretisierungen des Problems (bei-
spielsweise die Losung eines Systems partieller Differentialgleichungen) auf unterschied-
lich feinen Gittern zu nutzen, um damit einen optimalen Loser zu konstruieren (siehe
S. 407ff in [10]), das heift ein Losungsverfahren, dessen (theoretischer) Aufwand mit
der Auflésung der Diskretisierung skaliertﬁ Dabei miissen Zwischenergebnisse von ei-
nem feineren Gitter auf ein groberes tibertragen werden (Restriktion), beziechungsweise
von einem gréberen auf ein feineres ( Prolongation). Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber
verschiedene Mehrgitterverfahren findet man in [I0] und insbesondere im Zusammen-
hang mit parallelen Methoden zur Losung (elliptischer) partieller Differentialgleichungen
in [12].

Algebraische Mehrgitterverfahren (AMG) tibertragen diesen Ansatz auf lineare Glei-
chungssysteme, die nicht aus einer speziellen Diskretisierung stammen miissen. Anstelle
von Problemen auf unterschiedlich feinen Gittern werden hier Gleichungssysteme auf
verschiedenen Unterrdumen betrachtet. Grundlegende Operationen sind dabei auch Pro-
jektionen zur Restriktion von einem ,feineren“ Raum X, C C" auf einen ,gréoberen”

®Dies ist beispielsweise fiir ein (nicht vorkonditioniertes) CG-Verfahren zur Losung einer diskretisierten
Poisson-Gleichung nicht der Fall, da die Konditionszahl des Gleichungssystem bei feinerem Gitter
steigt und damit ebenfalls die Zahl der benotigten Iterationen.
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Raum Xy C X}, und die Prolongation von Xz nach Xp:
Restriktion: X, - Xg (83)
Prolongation: It Xy — Xy, (84)
Fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem
Apzp = ft mit zp, fr, € Xp, Ap € (Xp x X3) (85)
wird dann ein ,,groberes” System
Agag = fH mit g, fr € Xg, Ag € (Xg x Xpg) (86)
konstruiert, fiir das gilt:
F =1 g, (87)
T~ II’}$H, bzw. z}, = II}_LI:I:H +ry, TR € Xp. (88)

Ein Beispiel fiir Systeme mit symmetrisch positiv definiter Matrix ist die Galerkin-
Projektion [10), 12], bei der das auf einen gegebenen Unterraum Xy projizierte Glei-
chungssystem auf Basis des Prolongations-, beziehungsweise des Resktriktionsoperators
definiert wird:

Ap =I8 A0y mit I = 15T (89)

Durch die rekursive Anwendung des obigen Ansatzes kann man mehrstufige Verfahren
definieren, die auf Projektionen des Gleichungssystems auf verschachtelte Unterrdume
X X1 C---C X1 CXyp=0C" [ €N basieren.

Auch Schur-Komplement- und Schwarz-Verfahren kénnen als spezielle zweistufige Ver-
fahren in der obigen Form dargestellt werden:
Fiir Schur-Komplement-Verfahren in der Darstellung aus ist dann das zu

v (2960

transformierte System auf Xp:

/

A HYTH = bH . Sy =g
Als Restriktions- und Prolongationsoperator erhélt man:

Restriktion : I = (—FD_1 I)
—D—1E>

Prolongation : Il = < 7
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Zur Losung des urspriinglichen Problems muss die interpolierte Losung I fé[x g noch kor-

o _ z\ (-D7'E D 1f
th—IH.%'H—i-Th. (y)—( I >y+< 0

Fir den Fall einer symmetrischen Matrix A; hat der Schur-Komplement-Ansatz die
Form einer Galerkin-Projektion.

Die Iteration des Schwarz-Verfahrens aus kann auch als das Losen eines linearen
Gleichungssystems Agxy = by mit xy = (§1,72)! aufgefasst werden. Als Nebenpro-
dukt wird in jeder Iteration auch die approximierte Losung des urspriinglichen Systems

rigiert werden:

A ) 0

zp = (2§ i b

ermittelt (Prolongation und Korrektur).

Insbesondere gilt in dem oben betrachteten Beispiel (71, 72)7 = (y1,y2)”; das bedeutet,
dass hier der gleiche Unterraum Xpg wie bei dem obigen Schur-Komplement-Ansatz
verwendet wird, auch wenn sich die Anséitze zur Konstruktion des System Agzy = by
unterscheiden.
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6. Die DSC-Methode

Im folgenden wird eine spezielle Methode zur Vorkonditionierung mit Hilfe des Schur-
Komplement-Ansatzes vorgestellt, die an eine Methode aus [11] angelehnt ist. Sie basiert
auf folgender Darstellung eines diinnbesetzten linearen Gleichungssystems (vergleiche

69)

D, E; T bil
Fr Gy G122 e G1m Y1 g
Dy, Es x2 fo
Go1 Fo  Ga e Ga2,m Y2 92

= (91)
Gm,l Gm,2 e By Gp Ym 9gm

mit D; € C'=i*"ei By € C=i*™wi | |y € C™i* e Gy € C™i*™i und Gy 5 € C"vi ¥
firj=1,...,mAjF#iund x;, f; € C", y;,9; € C" fiiri =1,...,m.
Zur parallelen Losung dieses Gleichungssystems konnen jedem Prozess i zwei aufeinander
folgende Zeilen aus obiger Gleichung zugewiesen werden; dies kann man verdeutlichen,
indem man das System in einen Satz von Gleichungssystemen umformt:

D; E;\ [z 0 (fi . .
<Fi Gi) <?Jz> " (Zj;éi Gij yj) B <gi> ’ =L (92)

Im folgenden bezeichnet A; € Cwitmw;)*(nz;+1y;) den Diagonalblock des Gleichungs-
systems auf dem jeweiligen Prozess i:

. (Di E;
4= ( f Gi)
Unter der Annahme, dass die Diagonalblocke D; der Matrix invertierbar sind, und

durch Anwendung der Schur-Komplement-Transformation aus erhélt man mit S; €
CrwiXmwi | S; := Gy — F;D; 'E; und g, € C™i, g := g; — F;D; ' f;:

Di Ei) (=i 0 _ (i .

Diese Formulierung ist dquivalent zu der Anwendung der Schur-Komplement-Transfor-
mation auf das gesamte Gleichungssystem (siehe ); das Schur-Komplement-System
lasst sich auch in der Form Sy = ¢’ schreiben:

S1 Gig - Gim Y1 9

Gao1 S - Go Y2 g
. o e (94)

Gm,l Gm,? te Sm Ym gf:n
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Die obige Formulierung zeigt, dass die Schur-Komplement-Transformation einer Block-
LU-Zerlegung der Diagonalblocke des Gleichungssystem entspricht:

D, E; o I 0 D; E;
(7 @)= (aon D 5) &

Dadurch lassen sich die Diagonalblécke S; der Schur-Komplement-Matrix S mit Hilfe
einer LU-Zerlegung darstellen:

D; E\ _( Lp, 0\ (Up, Lp'E; (96)
F, Gi)  \FUp' Ls, 0 U,
mit Lp,Up, = D; und Lg,Us, = S

Hier wird angenommen, dass die LU-Zerlegungen der Diagonalblécke existieren.
Ein Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems in der Form von (91)) mittels
verteiltem Schur-Komplement (DSC, distributed Schur complement) ist damit:

Algorithmus 5. DSC-Verfahren
1: Berechne LU-Zerlegungen der Diagonalblocke:
L;U; = A;, ergibt auch Lp,Up, und Lg,Usg,
2 g) < gi — F;y(Lp,Up,) " f;
3: Lose das Gleichungssystem Sy = ¢’ aus
4 T = (LDiUDi)il(fi - Eiyi)

Die Schritte 1, 2 und 4 kénnen unabhéngig voneinander parallel auf m Prozessen aus-
gefiihrt werden. Das Gleichungssystem aus Schritt 3 hat die Form:

(LsUs)yi+ Y Gigyy=gi, i=1,...,m (97)
Jj=1...m
i#j
Zur iterativen Losung dieses Systems bietet sich eine Block-Jacobi-Vorkonditionierung
mit der Matrix diag((Ls,Us,)~}, ..., (Ls, Us, )~ ') an, da diese ohne zusitzlichen Auf-
wand durchgefiihrt werden kann.
Damit erhalt man mit g; := (Lg, Ugi)_l g; eine Iteration in dem Gleichungssystem:

+(LsUs)™ Y. Gijyj=gi, i=1,...,m (98)
j=1,....m
i#£j
Wahlt man als Startwert yo = (ng, cey g%)T ergibt sich eine weitere, interessante For-

mulierung des verteilten Schur-Komplement-Ansatzes:

Zur Darstellung ist es hilfreich, zunéchst die Anwendung der Inversen der LU-Zerlegun-
gen der Diagonalblécke auf die Vektoren der rechten Seite zu betrachten (angewendet auf
das gesamte Gleichungssystems entspricht das einer Block-Jacobi-Vorkonditionierung):

(3) = w0 (7) o
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Aus der obigen Formulierung der LU-Zerlegung ergibt sich:
£\ _ Lp, 0\ (Up, LpEi e
a)  \\FUp! Ls, 0 Us gi
_(Up, LpEN (Lo, 0\ (fi
-\ 0 Us, FUL" Ls, 9i
(Up, LB\ (1 o\ '(Lp, 0\ '(f
Lo I 0 Us, FUL" Ls, i

NCOR (L) (5 aw

gi

Offensichtlich ist LYU? ebenfalls eine Zerlegung des Diagonalblocks A;; einen Algorith-
mus zur Multiplikation der Inversen (L?)~! mit einem Vektor erhiilt man durch Vor-
wértseinsetzen mit L; und Riickwartseinsetzen mit dem unteren Block von U;, Riick-
wartseinsetzen mit dem oberen Block von U; fithrt zur Multiplikation der Inversen
(UP)~! mit einem Vektor. Damit erhiilt man nun folgende Darstellung eines verteilten
Schur-Komplement-Losers:

Algorithmus 6. Iteratives DSC-Verfahren mit Block-Jacobi-Vorkonditionierung

1: Berechne LU-Zerlegungen der Diagonalblocke:
L;U; = A;, ergibt auch Lg,Ug, und LI?UZ?]

) o () |
0 )T)T

3: Approximiere iterativ mit & Schritten und Anfangswert y° = ((y\)7,..., (9,
die Lésung des Gleichungssystem y; + (Lg,Us,) ™ >z Gijyi = W, i=1,...,m

() e i)

In diesem Algorithmus wird in die Losung des Systems der Diagonalblocke mittels
Vorwirts- und Riickwértseinsetzen (Schritt 2 und 4) eine globale Iteration mit den
Nichtdiagonalblocken G ; des urspriinglichen Gleichungssystems eingeschoben.

Die bisher vorgestellten Verfahren ermdoglichen die exakte Losung des Gleichungs-
systems, benotigen aber dazu eine vollstandige LU-Zerlegung der Diagonalblocke. Zur
Vorkonditionierung kann man an Stelle der vollstédndigen LU-Zerlegung aber auch eine
unvollstandige LU-Zerlegung verwenden (im Folgenden bezeichnet * jeweils eine Appro-

ximation von -):
. Lp, 0 ; T 1g
MLl = =2 ) (U (EpEa)) (101)
(FiUBi ) LSi 0 USi

mit lNLDiUDi ~ D; und S; := fzSiUSi ~ S;,

[\V]

)T

o

Ebenfalls analog zu oben kénnen damit (L?)~! und (U?)~" dargestellt werden. Dann
erhélt man ein approzimiertes verteiltes Schur-Komplement-Verfahren:
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Algorithmus 7. DSC-Vorkonditionierung

1: Berechne unvollstandige LU-Zerlegungen der Diagonalblocke:
L;U; = A;, ergibt auch Lg,Ug, und L?Uib

() ()

3: Approximiere iterativ mit & Schritten und Anfangswert 7 = (T, ..., @
die Losung des Gleichungssystem §; + (Lg,Us,) ™ > 2 Gij U= P, i=1,...,m

) ()

Hier ist zu beachten, dass in Schritt 2 nicht das exakte Schur-Komplement-System aus
verwendet wird, sondern ein Ersatzsystem, das dieses approximiert. Eine genauere
Losung des Ersatzsystems fiihrt jedoch nicht unbedingt zu einer besseren Approximati-
on ((ZM)T, (§5)T)T der Losung des urspriinglichen Gleichungssystems (7,47 )T, Wird in
Schritt 3 ein Krylov-Unterraum-Verfahren verwendet, ist dieser Vorkonditionierer kein
linearer Operator, sodass er sich nur zur Vorkonditionierung von flexiblen Verfahren wie
FGMRES eignet.

Die Eigenschaften dieses Verfahrens zur Vorkonditionierung werden in an-
hand empirischer Untersuchungen mit den Testféllen aus der Stromungstechnik disku-
tiert.

)T

6.1. Vergleich mit einem in [11] vorgestellten Verfahren

In [I1] wird eine &hnliche Methode vorgestellt (vergleiche Algorithmus 3.1 in [11]):

Algorithmus 8. Saad-DSC-Vorkonditionierung

1: Berechne unvollsténdige LU-Zerlegungen der Diagonalblocke:
LU = A;, ergibt auch Lg, Usg,

() e ()

3: Approximiere iterativ mit k Schritten und Anfangswert 3% = (GOT, ..., @)HT
die Losung des Gleichungssystem §; + (Lg,Us,) 22 Gij ¥ = W, i=1,...,m

(92-“)’) P L ( fi )

4: - +— (L;U; ~ ~

((?Jf)/ (Lith) i — 22 Gi g}

Der Unterschied zwischen diesem Algorithmus und dem vorherigen besteht hauptséch-
lich in der Riicktransformation der Approximation fiir die Variablen y; aus Schritt 3 zur

Approximation von (z;,y;) in Schritt 4. Das geschieht hier durch Losen des Gleichungs-
systems (vergleiche (92)))

(L0) (&Z;:) - Gﬁ) - (ijéi%i,j@f) ' (102)

Der Vorteil liegt darin, dass nicht auf einzelne Blocke der unvollstédndigen LU-Zerlegung
zugegriffen werden muss — anstelle einer unvollstdndigen LU-Zerlegung kénnte so auch
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ein anderes Verfahren zur approximativen Losung des Gleichungssystem mit den Diago-
nalblocken (Losen von fiir gegebene vorgegebene Werte fiir ;) verwendet werden.
Es wird dann jedoch eine andere Moglichkeit zur Darstellung des Schur-Komplements
S; benétigt.

Zum Vergleich der beiden Verfahren kann man umformen:

oo ()= () - (5.00)

o (@) () (o)

“ (Ey]%) =@ (z?? (Es i Gm@;?)

- @)
@) =5 — (Ls,Us,) ™" ; G0y

Die Berechnung des Vektors (%) aus §* entspricht einer Iteration eines Block-Jacobi-
Verfahrens fiir das approximierte Schur-Komplement-System. Der Unterschied zwischen
der Methode aus [I1] zu der aus dem vorherigen Abschnitt liegt also darin, dass nach der
Anwendung eines (zu wihlenden) iterativen Verfahrens (zur Bestimmung von §*) eine
zusétzliche Block-Jacobi-Iteration des Schur-Komplement-Systems durchgefiihrt wird.
Die Frage ist jedoch, ob es bei der Verwendung eines Krylov-Unterraum-Verfahrens
zur Iteration des Schur-Komplement-Systems in Schritt 3 der obigen Algorithmen nicht
glinstiger ist, anstelle der Block-Jacobi-Iteration eine weitere Iteration des Krylov-Un-
terraum-Verfahrens (mit nahezu gleichem Aufwand) durchzufiihren.

Zusitzlich werden in der Variante von [11] zwei Anwendungen von (L;U;)~! verwendet,
wahrend bei der hier vorgestellten DSC-Vorkonditionierung nur eine aufgeteilte Anwen-
dung von (L2UP)~" und bei einer weiteren Iteration eine von (Lg,Us,)~! benétigt wird.

6.2. Iterative Verbesserung des approximierten
Schur-Komplement-Systems

Die parallele Effizienz eines Verfahrens hingt wesentlich von dem Verhéltnis des Rechen-
aufwandes zum Loésen der Teilprobleme auf den einzelnen Prozessen zu dem Aufwand
der Kommunikation zwischen den Prozessen ab. Je mehr Prozesse verwendet werden,
desto starker fallt der Aufwand der Kommunikation ins Gewicht (bei gleichbleibender
Problemgrofe).

Daher kann der Gesamtaufwand des vorkonditionierten iterativen Verfahrens eventuell
verringert werden, wenn der Rechenaufwand zur Vorkonditionierung auf jedem Prozess
erhoht wird, um Iterationsschritte und damit Kommunikationsaufwand einzusparen. Ei-
ne Moglichkeit dazu besteht hier darin, die Approximation des Schur-Komplement-Sys-
tems zu verbessern (hier ist nicht eine genauere iterative Losung des Schur-Komplement-
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Systems gemeint, sondern das approximierte Gleichungssystem selbst).
Diese hingt in dem obigen Verfahren von der Qualitdt der unvollstandigen LU-Zerle-
gung der Diagonalblocke (Lﬁz) ab. Eine grofere unvollstdndige LU-Zerlegung hat somit
eventuell den gewilinschten Effekt; dabei wird der Rechenaufwand auf allen Prozessen
erh6ht und eventuell die Approximation der Losung der DSC-Vorkonditionierung bei
gleichbleibender Zahl an Iterationen des Schur-Komplement-Systems verbessert.
Man kann jedoch auch das Ergebnis der Anwendung der Inversen einer unvollstdndi-
gen LU-Zerlegung ((LU)~" mit A ~ LU) iterativ verbessern (das heift ein iteratives
Verfahren mit dem Vorkonditionierer (LU)~! einsetzen). Da dieser Ansatz nicht direkt
auf die obige DSC-Vorkonditionierung iibertragbar ist, wird im Folgenden eine mdgliche
Vorgehensweise skizziert:

Betrachte dazu zunéchst wieder die allgemeine Form eines DSC-Verfahren:

Algorithmus 9. Allgemeines DSC-Verfahren (vgl.

1: gl gi— FiD;'f;

2: Lose das Gleichungssystem (G; — F;D; ' E;)y; + >z Gigyi=gi, i=1....m

3. xi + D; (fi — Eiyi)
Der Algorithmus verdeutlicht, dass bei iterativer Losung von Schritt 3 zur Berechnung
der verteilten Schur-Komplement-Transformation nur folgende Operationen benotigt
werden: die Multiplikation von Blocken der Matrix mit Vektoren und das Lésen von
Gleichungssystemen mit der Matrix D;.
Analog zum Vorgehen bei kann man auch in diesem Fall zunéchst eine
unvollstdndige LU-Zerlegung des Diagonalblocks A; berechnen: Damit erhélt man die
Zerlegung f/DiU p,;, mit der ein iteratives Verfahren zur Losung der Gleichungssyste-
me mit D; vorkonditioniert werden kann. Ebenso kann man die Zerlegung Ls,Us, zur
Vorkonditionierung des Gleichungssystems aus Schritt 3 mit der Matrix

(LS1 US1)71
(104)
(Ls, Us, )~ *

verwenden.
Damit ergibt sich ein Verfahren, das wie die DSC-Vorkonditionierung aus
nur unvollstindige LU-Zerlegungen der Diagonalblécke bendtigt, aber trotzdem
das Schur-Komplement-System (im Rahmen der Rechengenauigkeit) mit einer vorgege-
benen Genauigkeit darstellen kann (bei geeigneten Abbruchbedingungen des iterativen
Verfahrens fiir D; ). Daher wird es in den weiteren Abschnitten dieser Arbeit als quasi-
exakte DSC-Vorkonditionierung bezeichnet.
Es kann folglich prinzipiell nicht nur zur Vorkonditionierung, sondern auch direkt als
Verfahren zur Losung des Gleichungssystems eingesetzt werden, der Aufwand dazu ist
jedoch recht grofs, da in jeder Iteration des Schur-Komplement-Systems aus Schritt 3
oben ein lineares Gleichungssystem mit D; gelost werden muss.
Wird dieses Verfahren zur Vorkonditionierung verwendet und dabei die Losung der Glei-
chungssysteme mit D; nur angenéhert, dann erhélt man ebenfalls nur eine Approxima-
tion fiir die Multiplikation von S; = G; — F;D;” !E; mit einem Vektor. Ein Problem
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ist jedoch, dass diese Approximation von S; fiir unterschiedliche Vektoren keine kon-
stante Matrix ergibt und man dadurch nicht von einer linearen Abbildung S; sprechen
kann. Dies lasst sich nicht durch die Verwendung eines flexiblen iterativen Verfahrens
zur Losung des Schur-Komplement-Systems beheben, da nicht der Vorkonditionierer von
Iterationsschritt zu Iterationsschritt variiert, sondern die Koeffizientenmatrix des zu 16-
senden Gleichungssystems.

Werden die Losungen der Gleichungssysteme in D; mit einer vorgegebenen Genauigkeit
bestimmt, kann man das vereinfacht auch als ein Verfahren mit der richtigen Matrix bei
einer entsprechenden Rechen(un)genauigkeit betrachten. Aus diesem Grunde kann man
vermuten, dass die Losungen der Gleichungssysteme in D; ausreichend genau bestimmt
werden miissen, um die Stabilitdt eines Krylov-Unterraum-Verfahrens fiir dieses Glei-
chungssystem zu gewéhrleisten. Als Heuristik kann man die Genauigkeit der Lésungen
der Gleichungssysteme in D; so wéhlen, dass sie um einige Grofsenordnungen kleiner ist
als die angestrebte Genauigkeit der Losung des Schur-Komplement-Systems.

Ein weiterer wesentlicher Nachteil gegeniiber der DSC-Vorkonditionierung aus
besteht darin, dass sich hier zur Vorkonditionierung des Schur-Komplement-
Systems mit der Matrix diag((Lg,Us,)™ %, ..., (Ls,,Us,,)"!) ein zusitzlicher Aufwand
ergibt.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass sich die Approximation der DSC-Vorkonditio-
nierung mit dem hier skizzierten Verfahren durch lokale Iterationen auf jedem Prozess
verbessern lésst, dies jedoch mit einem deutlich grofferen Aufwand verbunden ist.
Einen kurzen empirischen Vergleich mit der einfacheren DSC-Vorkonditionierung aus

Algorithmus 7] findet man in [Abschnitt §
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7. Implementierung in der DSC-Bibliothek des DLR

In der Programmbibliothek DSC—HPCﬁ des DLR sind verschiedene Verfahren zur par-
allelen Losung grofier, diinnbesetzter linearer Gleichungssystem implementiert. Sie ist
groftenteils in der Programmiersprache Fortran geschrieben und verwendet das Messa-
ge Passing Interface (MPI)E] zur parallelen Rechnung auf verteilten Computersystemen.
Einige der verwendeten Algorithmen findet man in [Anhang Al

Es werden nun einige Details der Implementierung erldutert, die zur Interpretation der
Ergebnisse aus notwendig sind; das ist zum Einen das Datenformat zur
Darstellung des linearen Gleichungssystems und zum Anderen der Ablauf des gesamten
Losungsverfahrens sowie die Verkniipfung der einzelnen Verfahrensschritte.

7.1. Datenformat

Zur Darstellung des linearen Gleichungssystems wird ein verteiltes Block-CRS-Format
(compressed row storage, siehe beispielsweise [10]) eingesetzt. Wie in skiz-
ziert speichert jeder Prozess einen Satz von Zeilen des Gleichungssystems Az = b, das
heifst einen Teil der Matrix A und Teile der Vektoren z und b (und weiterer im Losungs-
verfahren benétigter Vektoren).

Da die Matrix A diinnbesetzt ist, muss man nicht alle ihre Eintridge speichern. Daher
werden die Nichtnulleintrige, beziehungsweise Blocke von Nichtnulleintragen (hier der
Groke 5 x 5), aus einer Zeile, beziehungsweise einem Block von Zeilen, hintereinan-
der im Speicher abgelegt. Zur Adressierung benétigt man zusétzlich fiir jeden Eintrag
beziehungsweise Block einen Spaltenindex (Block-CRS-Format). Weitere, im Laufe der
Rechnung benétigte, diinnbesetzte Matrizen wie beispielsweise unvollstdndige LU-Zer-
legungen werden ebenso dargestellt.

7.2. Ablauf des Lésungsverfahrens

Der folgende Algorithmus skizziert den Ablauf des in der DSC-Bibliothek implemen-
tierten Losungsverfahrens. Hier werden einige Schritte vereinfacht oder ausgelassen und
insbesondere nur die Verfahren erwihnt, die in dieser Arbeit untersucht werden (es kon-
nen noch weitere Krylov-Unterraum-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems sowie
verschiedene Vorkonditionierer ausgewéhlt werden).

Algorithmus 10. Loser der DSC-Bibliothek

1: Repartitioniere das lineare Gleichungssystem
2: Sortiere die Zeilen der Matrix fiir die DSC-Vorkonditionierung um

3: Permutiere Zeilen und Spalten der Diagonalblocke der Matrix zur LU-Fill-In-Re-
duzierung um

4: Normalisiere Matrix

5Siehe http://software.dlr.de/p/dschpc
"Siehe [http: //www.mpi-forum.org/
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5: Berechne unvollstidndige LLU-Zerlegungen der Diagonalblocke der Matrix

6: Lose das Gleichungssystem iterativ mit einem vorkonditionierten FGMRES-Verfahren,
in jeder Iteration:

1: Mogliche Vorkonditionierungen:
e Block-Jacobi-ILU
e DSC
e Saad-DSC (eine DSC Variante aus [11])
e Quasi-exakt-DSC
2: Verteilte Matrix-Vektor-Multiplikation
3: Orthogonalisieren der Basisvektoren des GMRES-Unterraumes, Givens-Rotation

7: Setze Ergebnisvektor zusammen

Zunachst kommen Schritte zur Vorbereitung des Losers:

In Schritt 1 wird das Gleichungssystem so auf die Prozesse verteilt, dass der Kommunika-
tionsaufwand bei der Matrix-Vektor-Multiplikation moglichst gering ist. Dies geschieht
mit Hilfe eines Algorithmus zur Graph-Partitionierung aus der ParMETIS-Bibliothek|[6].
Ausgangspunkt der Repartitionierung ist eine beliebige zeilenweise Verteilung des Glei-
chungssystems.

Bei der Verwendung einer DSC-Vorkonditionierung wird in Schritt 2 durch Vertauschun-
gen von Zeilen auf den einzelnen Prozessen das Gleichungssystem in die bendtigte Form

(siehe (91)) gebracht.

Zur Reduzierung der Anzahl der Nichtnullelemente in der unvollstindigen LU-Zerle-
gung werden mit Hilfe der METIS-Bibliothek|5] in Schritt 3 die Zeilen und Spalten der
Diagonalblocke umsortiert. Dabei wird beachtet, dass bei den verschiedenen DSC-Vor-
konditionierungen die obige Form des Gleichungssystems erhalten bleibt.

In Schritt 4 werden die Zeilen und Spalten der Matrix so skaliert, dass ihre Norm jeweils
moglichst nahe an eins liegt; das reduziert mit geringem Aufwand die Konditionszahl
der Matrix und verbessert dadurch die Ergebnisse der nachfolgenden Algorithmen.
Nun kann in Schritt 5 auf jedem Prozess eine unvollsténdige LU-Zerlegung des jeweiligen
Diagonalblocks bestimmt werden.

Damit sind nun die Schritte zur Vorbereitung abgearbeitet und das vorkonditionierte
Krylov-Unterraum-Verfahren zur Lésung des Gleichungssystems kann aufgerufen wer-
den (Schritt 6). Da fiir die hier untersuchten Vorkonditionierer ein flexibles Verfahren
benotigt wird, kommt ein FGMRES-Verfahren zum Einsatz.

Zum Schluss (Schritt 7) miissen aufgrund der Repartionierung noch die Teile des Lo-
sungsvektors an die passenden Prozesse gesendet werden. Damit wird die urspriingliche
Reihenfolge der Losungsvektorkomponenten wiederhergestellt.

Der Ablauf des FGMRES-Verfahrens ist hier nochmal grob skizziert: Es stehen vier

verschiedene Vorkonditionierer zu Auswahl. In jedem Iterationsschritt wird dieser einmal
aufgerufen und es muss jeweils eine Matrix-Vektor-Multiplikation berechnet sowie ein
neuer Basisvektor des GMRES-Unterraumes zu den vorherigen orthogonalisiert werden.
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7.3. Parameter des Losers

In vielen Schritten des obigen Losungsverfahrens werden zusétzliche Parameter benétigt.
Einige wichtige Parameter werden nun vorgestellt:

Durch die Blockgrofe wird angegeben, ob und wie die Nichtnullelemente der Matrix

in Blocken angeordnet sind. Dies beeinflusst zunéchst das Datenformat, also wie auf die
Matrixeintrage zugegriffen wird. Nur bei der unvollstédndigen LU-Zerlegung ergibt sich
durch die Verwendung einer Block-Gauf-Eliminitions-Methode ein anderes Verfahren.
Die Grofe der unvollstandigen LU-Zerlegungen der Diagonalblocke der Matrix wird
durch zwei Parameter bestimmt: Der Wert von [fil begrenzt die maximale Zahl der
Nichtnulleintriage pro Zeile bezichungsweise Spalte (relativ zur Zahl der Nichtnulleintra-
ge der urspriinglichen Matrix). Welche Werte der Gauf-Elimination verworfen werden,
bestimmt eine durch den Wert von €4, spezifizierte Toleranzgrenze.
Ein weiterer Parameter ist die Zahl der Iterationen, nach der der FGMRES-Algorithmus
neu gestartet wird (also die maximale Grofe des betrachteten Krylov-Unterraumes). Ei-
ne Abbruchbedingung beendet das Verfahren, wenn eine gewiinschte Genauigkeit der
Losung erreicht wurde (hier gemessen in der relativen Norm des Residuums).

Wie oben dargestellt, kann man verschiedene Methoden zur Vorkonditionierung nut-

zen, betrachtet werden hier eine Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung, die in dieser Ar-
beit beschriebene DSC-Vorkonditionierung und quasi-exakte DSC-Vorkonditionierung.
Zum Vergleich wird auch noch eine Variante der DSC-Vorkonditionierung von Saad aus
[11] betrachtet.
Bei den DSC-Vorkonditionierungen kann das Krylov-Unterraum-Verfahren zur Losung
des Schur-Komplement-Systems ausgewahlt (GMRES oder BICGSTAB) und die Zahl
der Iterationen dieses Verfahrens festgelegt werden. Bei der quasi-exakten Variante der
DSC-Vorkonditionierung kommt noch eine Abbruchbedingung (hier eine Schranke fir
die relative Norm des Residuums) fiir das Losungsverfahren zur Darstellung des Schur-
Komplement-Systems hinzu.
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8. Empirische Untersuchung der DSC-Methode

In dieser Arbeit werden die Eigenschaften der DSC-Vorkonditionierung anhand der An-
wendungsbeispiele aus empirisch untersucht.

Friithere Ergebnisse der verteilten-Schur-Komplement-Vorkonditionierung findet man in
[11] und [I]. Diese beziehen sich (unter anderem) auf die hier als Saad-DSC bezeichne-
te Variante. In [I] wird eine frithere Version der DSC-Bibliothek des DLR verwendet.
Beide Artikel verwenden jedoch lineare Gleichungssysteme aus anderen Gebieten als der
Stromungstechnik, deren Eigenschaften deutlich von den hier verwendeten Testféllen
abweichen. Dadurch sind sie fiir die Betrachtung hier nur bedingt aussagekraftig.

Fiir die folgenden Untersuchungen werden die Gleichungssysteme der Testfille TAU,
TRACE-THD und TRACE-UHBR mit der DSC-Bibliothek mit verschiedenen Para-
metern auf unterschiedlich vielen Prozessorkernen gelést. Hier wird die Iteration des
vorkonditionierten FGMRES(m)-Verfahrens jeweils abgebrochen, sobald eine Reduzie-
rung des Residuums um mindestens einen Faktor 107> erreicht ist.

Bei jeder Rechnung wird die bendtigten Rechenzeit des gesamten Losungsalgorithmus
betrachtet und bei gegebener Anzahl an Prozessorkernen das Verfahren und die Para-
meter als optimal eingeschéatzt, die zu der kleinsten Rechenzeit fiihren.

In vielen Féllen ist es ebenfalls interessant, welcher Teil des Losers wie viel Rechenzeit
benétigt; den Gesamtaufwand kann man aufteilen in den Aufwand zur Bestimmung der
unvollstdndigen LU-Zerlegungen der Diagonalblécke und den Aufwand der vorkonditio-
nierten FGMRES-Iterationen, die Rechenzeit aller weiterer Schritte des Algorithmus ist
im Verhéltnis dazu klein und wird hier vernachléssigt.

Zusammen mit der benétigten Anzahl an Iterationen (bis zu einer vorgegebenen Re-
duzierung des Residuums) kann man den Aufwand und die Qualitét der verwendeten
Vorkonditionierer vergleichen.

Aufgrund der grofsen Zahl an Parametern des Losers wurde hier folgende Vorgehens-
weise gewahlt:

Als erstes werden anhand eines Beispiels die Auswirkungen der Blockgrofie betrachtet.
Dann werden die Parameter der unvollstandigen LU-Zerlegungen der Diagonalblocke
gewahlt. Als Referenz dient hier (wie an anderen Stellen auch) die Block-Jacobi-ILU-
Vorkonditionierung.

Als néchstes werden die Ergebnisse der DSC-Vorkonditionierung bei der Verwendung
des GMRES- und des BICGSTAB-Verfahren gegeniibergestellt.

Aufbauend auf den vorangegangenen Ergebnissen konnen zuletzt die Skalierbarkeit des
gesamten Losungsverfahrens und Aspekte der parallelen Rechnung auf vielen Prozes-
sorkernen untersucht werden. Dazu wird die Losung eines Testfalles fester Grofe mit
unterschiedlich vielen Kernen bestimmt und die Rechenzeiten verglichen (strong sca-
ling).

Alle Rechnungen wurden auf dem 2011 neu eingerichteten Cluster der RWTH-Aachen
durchgefiihrt. In findet man weitere Informationen zu der hier verwendeten
Hard- und Software, sowie die Ergebnisse zu allen Rechnungen, von denen hier nur
einzelne Ausziige vorgestellt werden.

Hier soll noch angemerkt werden, dass die Anzahl der Iterationen eines vorkonditio-
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nierten Verfahrens auch steigen kann, wenn sich der Vorkonditionierer verbessert (in
dem Sinne, dass er die Anwendungen von A~! besser approximiert). Die Uberlegun-
gen zu Eigenschaften verschiedener Vorkonditionierungen in den folgenden Abschnitten
konnen folglich nur als Heuristik aufgefasst werden.

8.1. Beriicksichtigung der Blockstruktur der Matrix

Zunéchst soll hier angemerkt werden, dass in dieser Arbeit bisher zwar immer komplexe
lineare Gleichungssysteme der Form Ax = b, A € C™"*™, x,b € C" betrachtet wurden,
diese jedoch auch dquivalent als reelle Gleichungssysteme formuliert werden kénnen:

Ax =10
N Re(A) —Im(A)\ (Re(z)\ _ [Re(d)
Im(4) Re(A) Im(z))  \Im(b)
Die Matrix in der obigen reellen Form zu speichern ist offensichtlich nicht sinnvoll,
da die Teile Re(A) und Im(A) (beziehungsweise —Im(A)) jeweils zweimal im Speicher
abgelegt wiirden. Im Prinzip ist die Darstellung als komplexes System aber nur ein

spezielle Anordnung des reellen Gleichungssystems in Blocken der Dimension 2 x 2 der
Form

(fcteon o),

die kompakt als jeweils eine komplexe Zahl a;; geschrieben werden konnen.

Bei den hier untersuchten Testféllen ist (zusétzlich) eine Gruppierung der Nichtnul-
leintrage der Matrix in 5 x 5-Blocken méglich.
Dadurch reduziert sich der Aufwand zur Adressierung der Nichtnullelemente erheblich.
Des Weiteren werden eventuell auch die Gleitkommaoperationen schneller durchgefiihrt,
da Rechenoperationen mit (dichten) kleinen Matrizen und Vektoren besser von Compi-
ler und Prozessor optimiert werden kénnen.

Block-Grofe | ILU €grqp | ILU-Fill-In | ILU Dauer [s| | Iterationen | Gesamtdauer [s]

1 0,001 0,8 17,90 7 37,88
5 0,005 0,8 2,77 59 7.49

Tabelle 2: Einfluss unterschiedlicher Blockgrofen (TAU-Testfall auf 12 Kernen mit
Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung)

Die obigen Ergebnisse zeigen eine Beschleunigung der gesamten Rechnung um einen
Faktor 5. Besonders deutlich sinkt der Aufwand zur Berechnung der unvollstéandigen
LU-Zerlegung der Diagonalblocke der Matrix, die auch als spezielle Block-LU-Zerlegung
fiir eine Matrix aus dichtbesetzten 5 x 5 Submatrizen formuliert werden kann. Dabei
nutzt diese Formulierung den Umstand, dass die 5 x 5 Submatrizen auf der Diagonalen
bei den hier betrachteten Anwendungen invertiertbar sind.
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Zum Vergleich wurden die Parameter hier so gewéhlt, dass die Grofe der unvollstan-
digen LU-Zerlegungen &hnlich ist (ILU-Fill-In: bezeichnet hier das Verhéltnis von der
Anzahl hinzugekommener Nichtnulleintrége der Zerlegung zu den Nichtnulleintrégen der
Matrix).
In diesem Beispiel sinkt auch die Anzahl der bendétigten Iterationen durch die Ver-
wendung der Block-ILU-Zerlegungen der Diagonalblocke zur Block-Jacobi-Vorkonditio-
nierung. Hier kann man nur vermuten, dass die unvollstindigen Block-LU-Zerlegungen
eine bessere Approximation der Diagonalblécke ergeben, weil bei ihrer Berechnung die
5 x 5-Blocke der urspriinglichen Matrix jeweils als Ganzes beriicksichtigt oder verworfen
werden. Dies gibt in gewissem Sinne die Struktur des Problems wieder; ein 5 x 5-Block
wird jeweils durch die Abhéngigkeiten von den Stromungsgrofen aus einer Zelle der
Diskretisierung bestimmt.

Durch die Beriicksichtigung der speziellen Blockstruktur des linearen Gleichungssys-
tems ergeben sich demgeméf erheblich Vorteile. In allen folgenden Rechnungen werden
daher Blocke der Grofe 5 x 5 verwendet.

8.2. Wahl der Parameter der unvollstandigen LU-Zerlegung

Die Parameter der unvollstandigen LU-Zerlegungen der Diagonalblécke bestimmen, wel-
che Eintréage wihrend der Gauf-Elimination verworfen werden. Damit legen sie die Grofe
der unvollstdndigen LU-Zerlegungen im Sinne der Anzahl ihrer Nichtnulleintrige fest.
In vielen Féllen fithren grofere unvollstiandige LU-Zerlegungen zu einer besseren Vor-
konditionierung, sodass die Anzahl der benétigten Iterationen des Verfahrens bei einer
Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung sinkt; es steigt jedoch der Aufwand zur Bestim-
mung der unvollstdndigen LU-Zerlegungen und der Aufwand der einzelnen vorkonditio-
nierten Iterationsschritte.

Aus diesem Grund wurden hier fiir jeden Testfall zunéchst Rechnungen mit unterschied-
lichen ILU-Parametern auf einer festen Anzahl an Prozessorkernen durchgefiihrt, Aus-
ziige der Ergebnisse dieser Rechnungen fiir die Testfdlle TAU und TRACE-THD zeigt
dic

Die obigen Uberlegungen spiegeln sich auch in den Rechenergebnissen wieder. Von links
nach rechts verringert sich in[Abbildung 6|die Grofe der unvollstandigen LU-Zerlegungen
der Diagonalblocke. Dadurch sinkt hier zunéachst der gesamte Rechenaufwand, wahrend
die benotigte Iterationszahl nur leicht steigt. Ab einem gewissen Punkt steigt die Zahl
der Iterationen deutlich an, wodurch auch der Gesamtaufwand wieder wéchst.

Hier wurden jeweils die Parameter als am besten geeignet angesehen, die in der Nédhe
eines Minimums liegen, aber moglichst nicht knapp an den Punkt grenzen, an dem ein
deutlicher Anstieg der Iterationszahlen zu beobachten ist.

Das sind fiir die Parameter (Ifil, €40p) (siche[Abschnitt 7.3) fiir TAU die Werte (1;0,01),
fir TRACE-THD (2;0,01) und fiir TRACE-UHBR (2;0,0005).

Die Wahl dieser Einstellungen der unvollstandigen LU-Zerlegungen der Diagonalblo-
cke zur Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung wurde stichprobenartig auf unterschied-
lich vielen Prozessen iiberpriift: In den hier betrachteten Féllen sind die gleichen Para-
meter anscheinend bei der Verwendung unterschiedlich vieler Prozesse geeignet.
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(b) TRACE-Testfall THD

Abbildung 6: Rechnungen mit unterschiedlichen ILU-Parametern auf 12 Kernen mit
Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung
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Vorkonditionierung ‘ ILU Dauer | ‘ Iterationen | Gesamtdauer [s]

Block-Jacobi-ILU 2,2 60 6,77
DSC mit GMRES (0) 2,4 60 10,64
DSC mit GMRES (1) 2,4 40 9,14
DSC mit GMRES (2) 2,4 33 8,55
DSC mit GMRES (3) 2,4 30 8,43
DSC mit GMRES (4) 2,4 29 8,71
DSC mit GMRES (5) 2,4 29 9,08
DSC mit GMRES (6) 2,4 29 9,50
DSC mit GMRES (7) 2,4 29 10,18
DSC mit BICGSTAB (0) 2,4 60 11,49
DSC mit BICGSTAB (1) 2,4 34 8,73
DSC mit BICGSTAB (2) 2,4 32 9,27
DSC mit BICGSTAB (3) 2,4 46 13,41
DSC mit BICGSTAB (4) 2,4 45 13,82
DSC mit BICGSTAB (5) 2,4 51 16,73
DSC mit BICGSTAB (6) 2,4 35 13,79
DSC mit BICGSTAB (7) 2,4 55 20,32

Tabelle 3: Unterschiedliche Méglichkeiten zur Losung des Schur-Komplement-Systems
bei der DSC-Vorkonditionierung, in Klammern ist jeweils die Anzahl der ver-
wendeten inneren Iterationen angegeben, die besten Ergebnisse sind fett mar-
kiert (TAU-Testfall auf 12 Kernen)

Fiir alle folgenden Untersuchungen (auch mit anderen als Block-Jacobi-ILU-Vorkondi-
tionierungen) werden daher die Parameter der unvollstdndigen LU-Zerlegungen wie oben
festgelegt.

8.3. Wahl des Verfahrens zur Losung des Schur-Komplement-Systems

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Schur-Komplement-Vorkonditionierungen kann
man verschiedene iterative Verfahren zur Approximation der Losung des (selbst eben-
falls approximierten) Schur-Komplement-Systems verwenden.

Hier werden daher die Ergebnisse der DSC-Vorkonditionierung mit einigen GMRES-
Iterationen und einigen BICGSTAB-Iterationen des Schur-Komplement-Systems gegen-
tibergestellt. zeigt beispielhaft die Ergebnisse des TAU-Testfalles auf 12 Pro-
zessorkernen dazu.

Bei 0 Iterationen des GMRES- und des BICGSTAB-Verfahrens ist die DSC-Vorkon-
ditionierung formal identisch zur Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung. In der Imple-
mentierung hier ergeben sich jedoch zwei Unterschiede:

Erstens muss das Gleichungssystem zur DSC-Vorkonditionierung in einer bestimmtem
Form vorliegen, das heifst die Unbekannten x; auf jedem Prozess miissen vor die Unbe-
kannten y; sortiert werden. Dadurch kann das hier verwendete Verfahren zur Permuta-
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tion der Matrix zur LU-Fill-In-Reduzierung nur auf einzelne Teile der Diagonalblécke
angewendet werden. Deshalb ergeben sich in diesem Fall groffere unvollstandige LU-
Zerlegungen und ein erhdhter Aufwand zur Bestimmung dieser Zerlegungen.

Zweitens wird auch bei 0 vorgegebenen Iterationen eine Matrix-Vektor-Multiplikation
zur Bestimmung des Residuums durchgefiihrt, was den deutlich héheren Aufwand ge-
geniiber der Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung erklart.

Erhéht man schrittweise die Zahl der Iterationen des Verfahrens fiir das Schur-Kom-
plement-System, kann man bei der GMRES-Variante im Prinzip Folgendes beobachten:
Mit jedem Schritt steigt der Aufwand jeder einzelnen vorkonditionierten Iteration des
dukeren FGMRES-Verfahrens, wobei die Anzahl der benétigten &ufseren Iterationen bis
zu einem gewissen Punkt sinkt. Dies entspricht den Erwartungen, da das Schur-Komple-
ment-System selbst ebenfalls nur approximiert wird und daher zur Losung des exakten
Systems ein von der Anzahl der Iterationen unabhéngiger, zusétzlicher Approximations-
fehler hinzukommt.

Zu den obigen Ergebnissen mit dem BICGSTAB-Verfahren ldsst sich Folgendes sagen:
Zunéchst sei hier angemerkt, dass eine BICGSTAB-Iteration vom Aufwand grob zwei
GMRES-Iterationen entspricht, da dort in jeder Iteration zwei Matrix-Vektor-Multipli-
kationen benotigt werden.

Die Ergebnisse mit 1 und 2 Iterationen sind mit denen des GMRES-Verfahrens ver-
gleichbar. Danach steigt in dem hier betrachteten Fall die bendtigte Zahl der &ufseren
Iterationen wieder leicht an.

Insgesamt fallt auf, dass die Zahl der benétigten dufseren Iterationen in diesem Fall deut-
lich unregelméfiger von der Zahl der in der Vorkonditionierung durchgefiihrten Itera-
tionen abhéngt als bei der Verwendung des GMRES-Verfahrens. Dies lasst sich dadurch
erkldren, dass das GMRES-Verfahren auf einer Minimierung des Residuums beruht und
deshalb ein in diesem Sinne optimales Ergebnis bestimmt, was beim BICGSTAB-Ver-
fahren nicht der Fall ist. Bei letzterem Verfahren kann man auch in anderen Féllen eine
unregelméafigere Konvergenz gemessen in der Norm des Residuums beobachten.
Weitere Uberlegungen zur Verwendung von GMRES und BICGSTAB als inneres Ver-
fahren einer GMRES*-Iteration findet man in [I3].

Hier wird die Anzahl der inneren Iterationen fiir das approximierte Schur-Komple-
ment-System als Parameter fest vorgegeben. Des Weiteren liegt in den betrachteten
Fillen aus der Stromungstechnik der optimale Wert nur bei einigen wenigen Iterationen.
In diesem Zusammenhang ist hier die Verwendung des GMRES-Verfahrens vorzuziehen,
da man insbesondere fiir &hnliche Werte des Parameters fiir die Iterationszahl d&hnliche
Ergebnisse erwarten kann. Bei der Verwendung des BICGSTAB-Verfahrens ist dies nicht
der Fall, sodass die Einstellung einer geeigneten Iterationszahl deutlich erschwert wird.
In allen weiteren Untersuchungen wird daher zur inneren Iteration der Vorkonditionie-
rung das GMRES-Verfahren eingesetzt.

8.4. Skalierung der Verfahren auf unterschiedlich vielen Prozessen

Wie aus ersichtlich ist, ergibt sich aus der Verwendung der Schur-Komple-
ment-Iteration fiir den TAU-Testfall auf 12 Prozessorkernen kein Vorteil bei dem hier
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Abbildung 7: Rechenzeiten auf unterschiedlich vielen Kernen bei der Losung des
TRACE-Testfalls UHBR (logarithmisch aufgetragen)

verwendeten System. Vergleichbare Ergebnisse erhélt man auch mit dem TRACE-THD-
Testfall. Auf einem anderen System kann dies anders sein; das héngt insbesondere auch
davon ab, wie lange jeweils die Bearbeitung der Rechen- und Kommunikationsschritte
auf dem System dauertﬂ Um das Verhalten der Verfahren auf vielen Prozessorkernen
zu untersuchen, wird deshalb im Folgenden der grofere TRACE-UHBR-Testfall ver-
wendet. Die benétigte Gesamtrechenzeit zur Losung des Gleichungssystems mit Block-
Jacobi-ILU- und DSC-Vorkonditionierung mit 3 und 7 Iterationen des Schur-Komple-
ment-Systes wird in grafisch dargestellt. Weitere Informationen dazu findet
man in [Tabelle 4

Zum Verstandnis werden hier zunichst die Ergebnisse der Block-Jacobi-ILU-Vorkon-
ditionierung betrachtet:
Auf je mehr Prozesse das Gleichungssystem verteilt wird, desto mehr Iterationen des

8Bei Tests auf einer Workstation des DLR ergab sich beispielsweise bei 8 Prozessen eine kleinere
Gesamtdauer zur Losung des TAU-Testfalls mit der DSC-Vorkonditionierung als mit der Block-
Jacobi-ILU-Vorkonditionierung.
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Vorkonditionierung | Prozesse | ILU Dauer |[s] ‘ Iterationen ‘ Gesamtdauer [s]

Block-Jacobi-ILU 24 38,4 228 271,5
Block-Jacobi-ILU 48 20,1 294 181,2
Block-Jacobi-ILU 96 8,4 271 87,4
Block-Jacobi-ILU 192 3,6 360 59,4
Block-Jacobi-ILU 384 1,9 700 56,9
Block-Jacobi-ILU 768 0,9 1100 48,7
DSC (3) 24 40,0 100 280,0
DSC (3) 48 20,3 117 210,4
DSC (3) 96 8,6 97 80,4
DSC (3) 192 3,7 146 61,3
DSC (3) 384 2,1 173 43,0
DSC (3) 768 1,0 218 32,8
DSC (7) 24 40,0 95 385,9
DSC (7) 48 20,3 87 244.6
DSC (7) 96 8,4 76 100,5
DSC (7) 192 3,8 72 50,6
DSC (7) 384 2,1 85 36,7
DSC (7) 768 1,0 96 25,7
Saad-DSC (7) 24 40,0 100 415,2
Saad-DSC (7) 48 20,5 89 284.8
Saad-DSC (7) 96 8,2 80 108,2
Saad-DSC (7) 192 3,5 70 48,6
Saad-DSC (7) 384 2,0 80 41,3
Saad-DSC (7) 768 1,0 85 25,5
DSC (10) 768 1,0 73 24,6
DSC (20) 768 1,0 44 26,9
Quasi-exakt-DSC (10) 768 1,0 74 34,1
Quasi-exakt-DSC (20) 768 1,0 37 32,4

Tabelle 4: Rechenzeiten auf unterschiedlich vielen Kernen bei der Losung des TRACE-
Testfalls UHBR

o7



Prozesse | min { n:ilnyl } max { n:jﬁnyz } nﬁfny
24 19% 45% 25%
48 24% 58% 33%
96 25% 96% 41%
192 28% 100% 51%
384 36% 100% 61%
768 41% 100% 72%

Tabelle 5: Dimension des Schur-Komplement-Systems auf unterschiedlich vielen Prozes-
sen im Verhéltnis zum urspriinglichen Gleichungssystem

vorkonditionierten FGMRES-Verfahrens werden benétigt. Dies lasst sich dadurch erkla-
ren, dass die auf den einzelnen Prozessen gespeicherten Diagonalblécke der Matrix durch
die Aufteilung kleiner werden und auf mehr Prozessen ein groferer Teil der Matrix bei
der Vorkonditionierung unberiicksichtigt bleibt.

Wird die Zahl der verwendeten Prozessorkerne verdoppelt, konnen die unvollstandigen
LU-Zerlegungen der Diagonalblécke mehr als zweimal so schnell berechnet werden. Auch
die Zeit zur Berechnung der einzelnen Iterationen wird deutlich kleiner. Da jedoch die
Anzahl der bendtigten Iterationen steigt, sinkt die Gesamtrechenzeit bei der Verwen-
dung von mehr als 192 Kernen nur noch geringfiigig.

Bei der DSC-Vorkonditionierung verbessert sich in der Regel durch jeden Iterati-
onsschritt des Schur-Komplement-Systems die Qualitét der Vorkonditionierung, da der
Einfluss der Matrixeintriage aufserhalb der Diagonalblocke auf den einzelnen Prozessen
beriicksichtigt wird. Dadurch sinkt die Zahl der bendtigten Iterationen des dufieren Ver-
fahrens.

Auf wenigen Prozessen (24 und 48) ist jedoch der zusétzliche Aufwand der Vorkonditio-
nierung so groft, dass sich die bendtigte Gesamtrechenzeit vergréfert. Erhdht man die
Zahl der verwendeten Prozesse, sinkt die Qualitdt der Block-Jacobi-ILU-Vorkonditio-
nierung, und es liberwiegt der an duferen Iterationsschritten eingesparte Aufwand.
Betrachtet man die optimale Anzahl an Schur-Komplement-Iterationen auf unterschied-
lich vielen Prozessen fiir diesen Testfall, erhdlt man folgendes Resultat: Bei wenigen
Prozessen (24 und 48) liegt sie bei Null, steigt ab einem bestimmten Punkt (96 Pro-
zesse) langsam auf einige wenige Iterationen an (ungefihr 10 bei 768 Prozessen, siehe
Futiung ).

Durch die DSC-Vorkonditionierung halbiert sich auf 768 Kernen ungeféhr die Gesamt-
rechenzeit (gegeniiber der Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung).

Da die Dimension des Schur-Komplement-Systems bei der Rechnung auf mehr Prozes-
sen hoher ist (siehe, steigt auch der Aufwand der DSC-Vorkonditionierung. Bei
768 Kernen liegt diese bei ungefihr 3/4 der Dimension des urspriinglichen Gleichungs-
systems. Das ist offensichtlich ein Nachteil der DSC-Vorkonditionierung beziiglich der
Skalierbarkeit des Verfahrens.

Aus diesem Grunde kénnte man annehmen, dass ab einer bestimmten Anzahl an Prozes-
sen die Gesamtrechenzeit bei der Verwendung der DSC-Vorkonditionierung im Vergleich
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zur Rechenzeit der Block-Jacobi-ILU-Vorkonditionierung wieder steigt, beziehungswei-
se die optimale Zahl an Iterationen des Schur-Komplement-Systems auf vielen Kernen
sinkt. Das lasst sich hier jedoch nicht beobachten.
Fiir den Grenzfall, dass die Dimension des Schur-Komplement-Systems der des urspriing-
lichen Systems entspricht, erhélt man eine Form der GMRES-Vorkonditionierung, das
wiére hier eine aukere FGMRES-Iteration, die mit einem GMRES-Verfahren (mit Block-
Jacobi-ILU-Vorkonditionierung) vorkonditioniert wird.

Die zeigt noch ein weiteres Problem der hier verwendeten Implementierung
der DSC-Vorkonditionierung beziiglich des Load-Balancing:
Das urspriingliche Gleichungssystem wird zwar gleichméfig auf alle Prozesse aufgeteilt
(also ng; + ny, ist fir alle Prozesse i @hnlich), diese Verteilung sorgt jedoch nicht da-
fiir, dass dies auch fiir das Schur-Komplement-System gilt. Insbesondere existieren auf
mehr als 192 Kernen Prozesse, auf denen alle Unbekannten von Unbekannten anderer
Prozesse abhéngen (das heifst, es gibt keine inneren Freiheitsgrade, also ny, = 0), und an-
dere Prozesse, bei denen der Anteil der Variablen des Schur-Komplement-Systems unter
50% liegt. Dadurch miissen Prozesse bei der Berechnung der DSC-Vorkonditionierung
gegebenenfalls langer aufeinander warten.

Auf 768 Kernen sinkt durch die Verwendung der quasi-exakten-DSC-Vorkonditionie-
rung mit 20 Iterationen des Schur-Komplement-Systems zwar die bendtigte Anzahl an
dufleren Iterationen leicht, der Gesamtaufwand des Losungsverfahrens ist jedoch hoher

als bei der DSC-Vorkonditionierung (siehe [Tabelle 4)).
Zusitzlich sind in und in zum Vergleich die Ergebnisse der hier

als Saad-DSC-Vorkonditinierung bezeichneten Variante eingetragen. Man sieht deutlich,
dass der Aufwand bei dieser Vorkonditionierung auf wenigen Prozessen (bis 96) hoher ist
als bei gleichen Einstellungen der DSC-Vorkonditionierung. Bei der Verwendung vieler
Prozesse (ab 192) sind die Ergebnisse jedoch vergleichbar. Deshalb kann man vermuten,
dass der Aufwand der gesamten Rechnung mit der hier beschriebene DSC-Vorkonditio-
nierung in den Fillen geringer ist als bei der Saad-DSC Variante, in denen die optimale
Zahl an Iterationen des Schur-Komplement-Systems klein ist.

GMRES Iterationen der Vorkond. ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

Aufere Tterationen mit DSC 800 478 200 173 143 115 94 85
Auflere Tterationen mit Saad-DSC | >2000 270 351 143 136 94 91 80

Tabelle 6: Iterationszahlen des duferen FGMRES-Verfahrens beim UHBR-Testfall auf
384 Kernen mit DSC- und Saad-DSC-Vorkonditionierung mit unterschiedlich
vielen Schur-Komplement-Iterationen

[Tabelle 6 zeigt zur genaueren Gegeniiberstellung der beiden Methoden anhand eines Bei-
spiels die benétigten Iterationszahlen des dufleren Verfahrens mit DSC- und Saad-DSC-
Vorkonditionierung. Man sieht, dass die zusétzliche Block-Jacobi-Iteration bei der Saad-
DSC-Methode in manchen Féllen zu mehr &ufieren Iterationen und in anderen zu weni-
ger dufteren Iterationen fiihrt. Der Aufwand der Saad-DSC-Methode mit & Iterationen
ist auf vielen Kernen mit der DSC-Methode mit k + 1 Iterationen vergleichbar. In den
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hier betrachteten Fallen verhélt sich die Anzahl der bendtigten dufseren Iterationen bei
der Saad-DSC-Vorkonditionierung unregelméfiger (beziiglich der vorgegebenen Anzahl
an inneren Iterationen) als bei der DSC-Vorkonditionierung. Damit ist hier zur einfa-
cheren Wahl der Parameter das DSC-Verfahren vorzuziehen (wie im Vergleich zwischen
GMRES- und BICGSTAB-Verfahren zur Losung des Schur-Komplent-Systems oben).
Da fiir diesen letzten Abschnitt nur die Ergebnisse eines Testfalles auf einem System
betrachtet wurden, stellt sich die Frage, ob die hier dargelegten Beobachtungen auch
auf die Losung anderer linearer Gleichungssysteme aus TAU und TRACE oder anderen
Anwendungen der Stromungstechnik iibertragen werden kénnen.
Fiir viele Phéanomene konnten jedoch Erklarungen gefunden werden, die auch in anderen
Fillen giiltig sind. Daher kann man erwarten, dass das grundsétzliche Verhalten eines
FGMRES-Verfahrens mit Block-Jacobi-ILU- und mit DSC-Vorkonditionierung auch bei
der parallelen Losung anderer linearer Probleme dhnlich ist. Die benétigte Zahl an FGM-
RES-Iterationen zum Erreichen einer gewissen Genauigkeit bei der Block-Jacobi-ILU-
Vorkonditionierung steigt, wenn das Gleichungssystem auf mehr Prozesse verteilt wird;
mit der DSC-Vorkonditionierung kann die Zahl der dufseren Iterationen gesenkt werden.
In welchen Féllen dadurch der Gesamtaufwand sinkt und bei wie vielen Prozessen wel-
che Zahl an Schur-Komplement-Iterationen optimal ist, lasst sich jedoch nicht allgemein
angeben.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit konnte die DSC-Bibliothek des DLR zur parallelen Losung
grofler, diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme in einigen Punkten weiterentwickelt
werden. Insbesondere die mathematische Beschreibung der verwendeten Schur-Kom-
plement-Methode zur Vorkonditionierung und die Gegeniiberstellung von dieser und
anderen Methoden fiihrten zu Verbesserungen.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass Krylov-Unterraum-Verfahren zur Losung der
hier betrachteten Gleichungssysteme aus der Strémungstechnik auf Parallelrechnern ge-
eignet sind. Die Vorkonditionierung der Gleichungssysteme tragt wesentlich zum FErfolg
dieser Verfahren bei.

Mittels unvollstandiger LU-Zerlegungen (ILU) lassen sich gute Vorkonditionierer kon-
struieren; Zerlegungen der ganzen Koeffizientenmatrix sind jedoch schwer parallelisier-
bar.

Bis zu einem gewissen Punkt erhdlt man in den untersuchten Féllen einen erfolgrei-
chen Vorkonditionierer durch eine unvollstandige LU-Zerlegung der Diagonalblocke, die
jeweils unabhéngig voneinander behandelt werden kénnen (Block-Jacobi-ILU-Vorkondi-
tionierung). Bei der Aufteilung der Matrix auf viele Prozesse (und ebenso viele Diago-
nalblocke) sinkt jedoch die Qualitéit dieses Vorkonditionierung deutlich.

Ein Ansatz zur Verbesserung dieser Vorkonditionierung liegt in der Beriicksichtung der
Matrixeintrage auferhalb der Diagonalblécke durch ein weiteres iteratives Verfahren
zu beriicksichtigen. Dies fiihrt zu Schur-Komplement-Methoden. Auf vielen Prozessen
ergibt sich dadurch eine deutlich bessere Vorkonditionierung; in den hier untersuch-
ten Fillen beschleunigt sich die Losung des Gleichungssystems um einen Faktor 2. Die
Zunahme des Aufwandes der Vorkonditionierung bei einer Erhéhung der Anzahl der
Prozesse begrenzt jedoch die Skalierung der Methode auf einem Parallelrechner.

Bei der in dieser Arbeit verwendeten Methode zur unvollstédndigen LU-Zerlegung
konnten noch zwei Punkte verbessert werden:

Zum Einen kénnten bessere Permutationen der Matrix zur Fill-In-Reduzierung der LU-
Zerlegung der Diagonalblocke bei Verwendung der Schur-Komplement-Vorkonditionie-
rung berechnet werden.

Zum Anderen erméglicht die Crout-Formulierung der unvollstdndigen LU-Zerlegung wei-
tere, interessante Kriterien zur Bestimmung der Struktur der Nichtnulleintrége der Zer-
legung, die beispielsweise auf einer Abschétzung der Norm der Inversen der Zerlegung
beruhen (siehe [10]). Dadurch kénnte die Qualitéit der unvollstandigen LU-Zerlegung zur
Vorkonditionierung bei gleichem Aufwand steigen.

Diinnbesetzte approximierte Inverse (sparse approzimated inverse, SPAI) bilden ei-
ne weitere Klasse von Vorkonditionierungen, die sich gut parallelisieren lésst, hier aber
nicht betrachtet wurden. Diese Verfahren lassen sich insbesondere auch mit Schur-Kom-
plement-Methoden kombinieren (vergleiche [11]).

Ein grundlegendes Problem der in dieser Arbeit vorgestellten Schur-Komplement-
Vorkonditionierung besteht darin, dass sich die Dimension des Schur-Komplement-Sys-
tems mit der Zahl der Prozesse erhoht und sich auf vielen Prozessen der Dimension des
urspringlichen Problems angleicht. Dadurch steigt der Aufwand dieser Vorkonditionie-
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rung.
Da in den hier betrachteten Gleichungssystemen die Unbekannten jeweils von einer
grofsen Zahl anderer Unbekannten abhéngen (Abhéngigkeitsbereich der Finite-Volumen-
Diskretisierung von zwei Zellen je Richtung in TRACE), tritt dies bereits bei einer Zahl
von Prozessen auf, die fiir die Anwendungen interessant sind. Hybride Parallelisierung
konnte dieses Problem deutlich mindern. Im Folgenden wird diese Parallelisierungstech-
nik kurz erldutert. Das eingesetzte numerische Verfahren dndert sich dadurch jedoch
nicht.

9.1. Hybride Parallelisierung der Schur-Komplement-Methode

In dieser Arbeit wurde vereinfacht davon ausgegangen, dass jeder Prozess Zugriff auf
einen von ihm gespeicherten Teil des Gleichungssystems hat, einen seriellen Algorith-
mus ausfiihrt und Daten zwischen Prozessen ausgetauscht werden kénnen (Distributed
Memory Rechnerarchitektur).

Das System, auf dem die Tests durchgefiithrt wurden, ist so aufgebaut, dass mehrere
Prozessorkerne (hier 12) auf einen gemeinsamen Speicher zugreifen kénnen. Dadurch
kann man jeweils einem Satz von Kernen mit Zugriff auf den gemeinsamen Speicher
(hier als Knoten bezeichnet) einen Teil des Gleichungssystems zuweisen. Bei der Schur-
Komplement-Methode fiihrt dann jeder Knoten die Berechnungen durch, die bisher von
einem Kern auf dem Teildatensatz durchgefiihrt wurden.

Bei gleicher Anzahl an verwendeten Kernen muss das Gleichungssystem in weniger Teile
aufgeteilt werden (hier beispielsweise um einen Faktor 12 weniger) und die Dimension
des Schur-Komplement-Systems kann entsprechend verringert werden.

Man muss jedoch berticksichtigen, dass jeder Teil des Gleichungssystems nun von mehre-
ren Kernen eines Knotens bearbeitet wird. Die verschiedenen eingesetzten Algorithmen
(wie beispielsweise die Berechnung der unvollstandigen LU-Zerlegungen der Diagonal-
blocke), die bisher seriell durchgefithrt wurden, miissen nun zusétzlich parallelisiert wer-
den. Die Kerne eines Knotens kénnen jedoch gemeinsam auf die Daten zugreifen (Shared
Memory Rechnerarchitektur). Dies vereinfacht die Parallelisierung.
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A. Algorithmen

Der folgende Algorithmus stammt aus [10] und wurde zur Rechnung mit Matrixblocken
erweitert.

Algorithmus 11. Block ILU Crout
Eingabe: A € Cm)*(mn) mit 4, ; € C*™
1. L+ 0,U«+0
2: for k=1—ndo
3:  Initialisiere Buffer fiir nichste Zeile: Zy., <= Aj k.

4 for {ill1 <i<kAL;+#0}do
5: for j=k—n do

6: Zj — Zj — ik,i ﬁi’j

7 end for

8 end for

9:

Verwerfe nicht benotigte Blocke in Zy.,

10: ﬁk,k:n < Zkn

11:  Initialisiere Buffer fiir néchste Spalte: Wi 1.p <= Agt1:nk
12 for {i|l <i<kAUy;#0}do

13: for j=k+1—n do
14: Wj < Wj — Ljﬂ; Ui,k
15: end for

16: end for

17:  Verwerfe nicht benétigte Blocke in Wiy1.,
18: I:/]ﬁk — 1 ~

19: LkJrl:n,k <~ Wk+1:n Uk_,li

20: end for

Ausgabe: L,U

In Schritt 9 und 17 werden die Blocke verworfen (also auf Null gesetzt), deren Norm
|1 Z;|| bzw. ||W;]| kleiner als (€grop D 1, | Ak,tll) bzw. (€drop Y ipiq [[A1k]]) ist. In einem
zweiten Schritt werden jeweils alle bis auf die [ fil grofiten Blocke in Z bzw. W auf Null
gesetzt.
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B. Ergebnisse

Erlauterungen

Alle Rechnungen wurden (groftenteils wihrend der Testphase) auf dem RWTH-Bull-
Cluster durchgefiihrt, das 2011 neu eingerichtet wurde.

Hardware: RWTH Bull Cluster, mit 2 Intel Westmere X5675 CPUs pro Node mit je-
weils 6 Kernen a 3.06GHz

Software: Intel 12.1 Compiler, OpenMPI 1.5.3

FORTRAN-Compiler Flags: -03 -r8 -i4 -std03 -mkl=sequantial

Die Rechnungen wurden in doppelter Genauigkeit durchgefiihrt (double precision).
Um den tatséchlichen Fehler bestimmen zu konnen, wurde die rechte Seite des Glei-
chungssystems so gewihlt, dass die Losung der Vektor = = (1,...,1)7 ist.

Zur Losung des Gleichungssystems wurde ein FGMRES(k)-Verfahren eingesetzt. Die
Basisvektoren des Krylov-Unterraumes wurden mit dem klassischen Gram-Schidt-Ver-
fahren (classical gram-schmidt, CGS) oder einer iterierten Version des klassischen Gram-
Schidt-Verfahrens (iterated classical gram-schmidt, ICGS) orthogonalisiert. Das ICGS-
Verfahren entspricht formal zwei Durchldufen des CGS-Verfahrens, ist jedoch stabiler.
Die FGMRES-Iteration wurde jeweils abgebrochen, sobald eine Reduktion des Residu-
ums um einen Faktor 107 erreicht wurde (oder eine vorgegebene maximale Zahl an
Iterationen). Die Dimension m des betrachteten Unterraumes bei der FGMRES(m)-
Iteration wurde hier bei den Testfillen TAU und TRACE-THD auf 60 gesetzt, bei dem
Testfall TRACE-UHBR auf 100.

Zur Ermittlung der Rechenzeit wurden alle Rechnungen mehrmals durchgefiihrt (5 bis
10 mal) und jeweils die kiirzeste Ausfiihrungszeit iibernommen.
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TAU-Testfall bei BlockgréBe 1 und dullerer FGMRES(60)-Iteration mit CGS

Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofe ILU vork. FGMRES Gesamt-
Ifil  €drop Typ Loser Iter. € | Dauer [s] | min.  max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [g]

12 1 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 7,01 1,64 1,80 17,90 7 4,35e-7 1,14e-4 12,98 37,88

12 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 69 |105 1,2 8,28 85  4,6leT 1,074 11,48 26,71

12 1 1le-2 | Block-Jacobi-ILU - - o 721 o075 094 496 | 407  4.64e-T  9,65e-5 A7 43 59,59

12 1 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - | 725 022 031 1,40 | 601 1,24e10 42211 49,89 58,54

12 1 1lel | Block-Jacobi-ILU - - -| 722 |o11 013 0,90 | 601 14840  68letl 45,33 53,45

12 2 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - | 734 223 2m 4449 | T2 49667  1,17e-4 15,51 67,35

12 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 6,96 1,12 1,40 10,51 88 4,58e-7 6,95e-5 12,45 29,93

12 2 1le-2 | Block-Jacobi-ILU - - -] 693 |o077 103 557 | 601  1,35e-4  4,06e-2 72,45 84,95

12 9 52 | Block-Jacobi-ILU - - | 707 o022 031 1,41 | 601 9981  3,10e0 50,37 58,84

12 9 le-1 | Block-Jacobi-ILU - - -| 697 |o011 013 0,90 | 601 3,080 1,632 46,00 53,88

TAU-Testfall bei Blockgréle 5 und dullerer FGMRES(60)-Iteration mit CGS
Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofke ILU vork. FGMRES Gesamt-
Lfil  €grop Typ Loser Iter. € | Dauer [s] | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [s]

1 T 13 | Block-Jacobi-ILU 5 T - 120 [ 195 195 AT11 | 31 39507  7.34c5 16,93 59.39
1 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - -] 130 |18 1,85 3500 | 31  49lel 1,084 16,35 52,65
1 1 le-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 1,29 1,68 1,68 28,41 35 3,23e-7 4,87e-5 17,39 47,09
1 1 5e2 | Block-Jacobi-ILU - - -] 129 o7 075 718 | 287  454e7 3,085 93,97 102,43
1 1 le-1 | Block-Jacobi-ILU - - - 130 |040 040 334 | 140 4,787  6,70e-5 36,47 41,11
1 9 1le-3 | Block-Jacobi-ILU - - -] 130 |35 355 111,94 | 18  207e7  3,11e5 15,35 128,60
1 9 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - o] 130 | 287 287 72,10 | 20  1,960-7  3,52¢-5 14,44 87,84
6 1 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - o] 092 |19 1,99 6,89 51 4,6le7  7,35¢-5 6,73 14,54
6 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - o092 | 1,76 1,84 5,73 51 4,927 8,825 6,42 13,07
6 1 1e2 | Block-Jacobi-ILU - - - 092 | 157 163 4,49 52 4,827  12le-4 6,20 11,61
6 1 5e-2 | Block-Jacobi-ILU ; - - 092 |o061 073 1,16 | 300 7837 2,554 94,48 26,56
6 1 lel | Block-Jacobi-ILU - - -] 091 035 040 0,57 | 172 4,65e-7  6,98¢-5 11,85 13,33
6 2 1e-3 | Block-Jacobi-ILU - - -] 091 |33 348 18,79 | 49  3,75e-7  1,02¢-4 9,63 29,34
6 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 093 |25 268 1096 | 49 4757  80le5 7,95 19,83
6 9 1e-2 | Block-Jacobi-ILU : - - 092 |19 208 6,50 52 3987 8 14e-5 7.14 14,56
6 9 5e-2 | Block-Jacobi-ILU ; - - 092 |o061 076 120 | 345 4787  2,16e-4 98,65 30,77
6 9 le-1 | Block-Jacobi-ILU ; - - 092 |03 040 0,57 | 172 50007  7.89-5 11,84 13,33
12 1 1e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - o064 | 187 197 3.38 60 4,527  2,0%-4 4,34 8,36
12 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,66 1,70 1,81 2,77 99 4,56e-7 1,63e-4 4,06 7,49
12 1 1e2 | Block-Jacobi-ILU - - - 064 | 147 1,62 218 60  449e-7  1,34e-4 3,95 6,77
12 1 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 065 |o055 071 054 | 299  47le7  2,6le-d 12,24 13,43
12 1 1lel | Block-Jacobi-ILU - - - o064 |033 038 027 | 162 4,987  21le-4 5,69 6,60
12 2 1e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 065 |318 347 9,09 57 41le7 1,824 6,04 15,78




Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Gréfe ILU vork. FGMRES Gesamt-
Lfil  €qrop Typ Loser Tter. Dauer [s| | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer ||
12 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - 0,66 2,35 2,70 5,20 57 3,85e-7 1,32e-4 4,99 10,85
12 2 1e2 | Block-Jacobi-ILU ; ; 065 | 1,71 2,08 3,18 58 4,69e-7  1,79-4 4,01 7.84
12 2 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - 0,65 0,56 0,73 0,56 300  7,3le-7 4,89e-4 12,63 13,84
12 2 1le-l | Block-Jacobi-ILU - - 065 | 033 038 027 | 163 4,637  1,93e-4 5,87 6,79
24 1 le-2 | Block-Jacobi-ILU - - 074 | 133 155 1,10 67 4,677 1,08e-4 4,00 5.84
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 0 091 | 1,58 1,68 4,61 54 4,627 1,654 8,44 13,97
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 1 092 | 1,58 1,68 4,62 36 3477 3,555 6,17 11,70
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 2 092 | 158 1,68 4,63 37 321e7 2,155 6,85 12,40
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 3 0,92 1,58 1,68 4,62 37 3,81le-7 1,89e-5 7,47 13,01
6 1 le2 DSC BICGSTAB 4 092 | 158 1,68 4,62 73 445e-7 53665 13,62 19,16
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 5 091 | 1,58 1,68 4,62 55  4,67e-7  7.31e-5 12,77 18,31
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 6 092 | 1,58 1,68 4,62 67 45667 54665 14,53 20,07
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 7 092 | 1,58 1,68 4,63 38 3827 1,785 10,17 15,72
6 1 le-2 DSC GMRES 0 0,92 1,58 1,68 4,63 o4 4,62e-7 1,65e-4 7,93 13,48
6 1 le2 DSC GMRES 1 092 | 158 1,68 4,62 39 3.79e-7  1,13e-4 6,25 11,79
6 1 le2 DSC GMRES P 093 | 158 1,68 4,62 36 4,057 9,995 6,06 11,61
6 1 1e2 DSC GMRES 3 092 | 1,58 1,68 4,62 34 3387 4,325 6,05 11,59
6 1 le-2 DSC GMRES 4 092 | 158 1,68 4,62 34 44607  2,40e-5 6,37 11,90
6 1 le-2 DSC GMRES ) 0,92 1,58 1,68 4,62 33 3,14e-7 2,07e-5 6,40 11,94
6 1 le2 DSC GMRES 6 091 | 158 1,68 4,62 33 4927e7  2,64e5 6,64 12,18
6 1 le2 DSC GMRES 7 092 | 158 1,68 4,63 32 443e7  25le5 6,75 12,30
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 0 0,67 | 147 1,63 2,40 60  6,5le-7  2,060-4 8,42 11,49
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 1 067 | 147 1,63 2,39 34 396e-7  845e-5 5,66 8,73
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 2 0,66 | 1,47 1,63 2,40 32 3877 1,735 6,21 9,27
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 3 0,67 1,47 1,63 2,40 46 4,16e-7 3,64e-5 10,35 13,41
12 1 le2 DSC BICGSTAB 4 067 | 147 1,63 2,40 45 2,957 1,395 10,75 13,82
12 1 le2 DSC BICGSTAB 5 067 | 147 1,63 2,40 51 35le7 1435 13,66 16,73
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 6 0,67 | 147 1,63 2,40 35 431e7  34de5 10,71 13,79
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 7 0,66 | 147 1,63 2,40 55  4,05e-7  5,46e-5 17,25 20,32
12 1 le-2 DSC GMRES 0 0,66 1,47 1,63 2,39 60 6,51e-7 2,06e-4 7,59 10,64
12 1 le2 DSC GMRES 1 067 | 147 1,63 2,40 40 4,55e-7  543e5 6,08 9.14
12 1 le2 DSC GMRES P 067 | 147 1,63 2,40 33 483e7 9,055 5.48 8,55
12 1 le-2 DSC GMRES 3 067 | 147 1,63 2.39 30 3247 4,935 5,37 8,43
12 1 le-2 DSC GMRES 4 068 | 147 1,63 2,39 29 3977 2.38¢-5 5,64 8,71
12 1 le-2 DSC GMRES 5 0,66 | 1,47 1,63 2,39 29 3,137 3,425 6,02 9,08
12 1 le2 DSC GMRES 6 067 | 147 1,63 2,39 29 42007 5,39%-5 6,43 9,50
12 1 le2 DSC GMRES 7 067 | 147 1,63 2,40 30 323e7 4,655 7.11 10,18
24 1 le-2 DSC GMRES 0 075 | 1,30 161 1,15 66  4,38¢-7  1,360-4 4.44 6,34
24 1 le-2 DSC GMRES 1 073 | 1,30 161 1,15 42 4077 9,785 3.89 5,76
24 1 le-2 DSC GMRES 2 076 | 1,30 161 1,18 32 4,187 9,205 3.44 5,38
24 1 le-2 DSC GMRES 3 0,73 1,30 1,61 1,16 27 3,97e-7 7,79e-5 3,25 5,14
24 1 le2 DSC GMRES 4 073 | 130 161 1,16 2% 33567 4,885 355 5.44




Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Gréfe ILU vork. FGMRES Gesamt-
fil  €qrop Typ Loser Tter. Dauer [s| | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer ||
21 T Te-2 DSC GMRES 5 072 | 130 161 117 2% 3.60e7  4,6805 386 5.75
24 1 le-2 DSC GMRES 6 073 | 1,30 161 1,20 % 4,727  7,25¢-5 4,06 5,98
24 1 1e-2 DSC GMRES 7 074 | 130 161 1,34 97 3,14e-7  3,93¢-5 471 6,78
6 1 le2 Saad-DSC GMRES 0 1,03 | 158 1,68 4,62 42 3.04e-7  2,14e5 6,66 12,32
6 1 le2 Saad-DSC GMRES 1 092 | 158 1,68 4,63 36 4,627  3,06e-5 6,21 11,76
6 1 1e2 Saad-DSC GMRES 9 111 | 158 1,68 4,63 35 3137 2,33¢5 6,34 12,07
6 1 le-2 Saad-DSC GMRES 3 092 | 158 1,68 4,62 34 4437 2,805 6,46 12,00
6 1 le-2 Saad-DSC GMRES 4 1,06 1,58 1,68 4,62 34 3,85e-7 2,13e-5 6,69 12,37
6 1 le-2 Saad-DSC GMRES ) 1,04 1,58 1,68 4,63 35 3,43e-7 3,72e-5 7,28 12,95
6 1 le2 Saad-DSC GMRES 6 1,06 | 1,58 1,68 4,63 35 4387  2,24e-5 7.63 13,32
6 1 1e2 Saad-DSC GMRES 7 092 | 1,58 1,68 4,63 36 4737  247e5 7.9 13,53
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 0 067 | 147 1,63 9.41 39 37le7 3,795 5,57 8,65
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 1 067 | 147 1,63 2,39 35 3397  7,20e-5 6,02 9,08
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 2 0,68 1,47 1,63 2,39 32 3,18e-7 2,16e-5 9,87 8,94
12 1 le2 Saad-DSC GMRES 3 0,66 | 1,47 1,63 2.39 31 3,527  22le5 6,12 9,17
12 1 le2 Saad-DSC GMRES 4 066 | 147 1,63 2.39 31 384e7 3,185 6,55 9,60
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 5 067 | 147 1,63 2.39 31 4577  53le5 6,98 10,03
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 6 0,66 1,47 1,63 2,40 30 3,77e-7 1,96e-5 7,17 10,23
12 1 le-2 Saad-DSC GMRES 7 067 | 147 1,63 2,39 30 4,65¢-7 3,735 7,61 10,67
24 1 le2 Saad-DSC GMRES 0 073 |1,30 161 1,28 40 327e-T  2,48e-5 3,44 5,46
24 1 le2 Saad-DSC GMRES 1 076 | 130 161 1,19 33 3.,75e-7  8,40e-5 3,79 5.73
24 1 le-2 Saad-DSC GMRES 2 076 | 1,30 1,61 1,20 29 47le-7  12le-d 3.72 5,68
24 1 le-2 Saad-DSC GMRES 3 076 | 1,30 161 1,28 98 4,137 4,55¢-5 3.91 5,94
24 1 le2 Saad-DSC GMRES 4 1,19 | 1,30 1,61 1,21 98 371e-T  2,23¢-5 435 6,74
24 1 le-2 Saad-DSC GMRES ) 1,08 1,30 1,61 1,17 28 3,76e-7 2,08e-5 4,58 6,83
24 1 le2 Saad-DSC GMRES 6 1,09 | 1,30 1,61 1,16 928 4,027 2135 5,02 7.96
24 1 1e2 Saad-DSC GMRES 7 075 | 1,30 161 1,19 98 4,827  2,68¢-5 5,50 7.44




TRACE-THD-Testfall bei Blockgrolle 5 und duRerer FGMRES(60)-Iteration mit CGS

Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Groke ILU vork. FGMRES Gesamt-
Ifil  edrop Typ Loser Iter. e | Dauer [s] | min. max.  Dauer [s|] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [s]
1 1T 1e2 | Block-JacobiILU 5 T - 053 187 187 1198 | 84 4897  1,9065 33,04 45,56
1 2 le-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,53 3,20 3,20 27,05 40 4,12e-7 2,68e-5 22,35 49,93
6 1 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 041 |18 1,89 9224 97 434e7 3,625 7.89 10,55
6 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - o o041 | 177 187 2,03 96 4,78¢-7 4,295 7.73 10,17
6 1 le-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,41 1,73 1,83 1,87 98 4,40e-7 2,82e-5 7,83 10,11
6 1 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - ool 041 125 1,34 1,02 | 288  4,66e-7 5,965 20,33 21,76
6 2 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,41 3,32 3,46 5,77 60 6,96e-7 8,82e-5 7,19 13,36
6 2 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 042 | 131 145 1,12 | 284 4977  5,79e5 20,83 99,37
12 1 le-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 028 | 1,78 188 1,19 109 4,727  7,11e5 7.89 9.36
12 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - - 028 | 1,74 1,86 1,00 | 110 4427  6,56e5 7.93 9,29
12 1 1le-2 | Block-Jacobi-ILU : - o 021 169 1,83 1,00 111 4527  6,40e-5 7.92 9,19
12 1 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,28 1,16 1,33 0,53 420  6,0le-7 2,81le-4 26,21 27,01
12 1 1le-1 | Block-Jacobi-ILU - - -] 027 078 098 0,33 | 601 125e10 289+l 33,51 34,11
12 2 1e-3 | Block-Jacobi-ILU - - -] 028 |32 345 3,02 82 4.93e7  7,33e-5 8,35 11,65
12 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - - 028 |29 327 92,57 82 4997 7,715 8,02 10,87
12 2 1e-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 028 |263 3,02 2.17 85  45le7 8535 7.91 10,36
12 2 5e-2 | Block-Jacobi-ILU ; - -] 028 1,19 144 057 | 358  491e7  1,91e-4 92,80 93,66
12 2 le-1 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,28 0,79 1,15 0,42 601  1,48e+0 3,52e+1 33,81 34,52
12 4 1e3 | Block-Jacobi-ILU - - | 027 |546 608 8,31 79 486e-7 4,375 11,97 20,55
12 4 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 020 | 413 511 5,93 80 427e7 4,395 10,48 16,71
12 4 1e2 | Block-Jacobi-ILU ; - -] 029 | 314 402 3.77 82 4647 6,975 9.10 13,15
12 4 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - o 028 | 1,19 144 057 | 358  4,86e-7  1,92e-4 92,96 93,81
12 4 le-1 | Block-Jacobi-ILU - - - 0,27 0,79 1,41 0,66 601  2,61e+0 4,22e+2 35,80 36,73
24 1 1e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 040 | 1,76 1,85 0,65 106 4,987  836e-5 4,99 6,04
24 1 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 043 | 172 181 0,62 107 4,36e-7  7,56e-5 477 5.82
24 1 1e-2 | Block-Jacobi-ILU ; - | 041 | 165 1,79 0,50 | 106 4,93¢-7 8375 443 5,34
24 1 52 | Block-Jacobi-ILU ; - o] o041 101 1,34 027 | 229  455e-7 6,345 8,68 9,36
24 2 1e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - - 044|317 333 1,42 87  4.64e-T  45ded 5,32 7.18
24 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - 041 | 277 317 1,28 87 485e-1 4,705 5,27 6,97
24 2 1e-2 | Block-Jacobi-ILU - - | 047 | 238 295 1,26 87  4,88e-7 5855 5,00 6,73
24 2 5e-2 | Block-Jacobi-ILU - - o 044 102 141 0,37 | 230 4587 8635 8,21 9.01
6 1 1e2 DSC BICGSTAB 0 -| 041 |173 181 1,86 95  44le7 2,385 8,93 11,20
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 1 -| 041 | 173 181 1,86 70 445e-7  5,40e-5 8,49 10,76
6 1 le-2 DSC BICGSTAB 2 - 0,41 1,73 1,81 1,86 60 7,08e-7 8,91e-5 8,16 10,43
6 1 le2 DSC BICGSTAB 3 -| 041 |1,73 181 1,86 54 4.93e-7  4,7le-5 8,01 10,28
6 1 1e2 DSC BICGSTAB 4 - | 041 | 173 181 1,86 56 4,127 4,380-5 8,96 11,23
6 1 le2 DSC BICGSTAB 5 - | 042 | 173 181 1,86 55 4,79e7 7,405 9,64 11,92
6 1 le2 DSC BICGSTAB 6 - | 040 | 1,73 181 1,86 55  3.8le7 4,495 10,25 12,51
6 1 le2 DSC BICGSTAB 7 -| 041 | 173 181 1,86 56 4,04e-7  4,4de-5 11,21 13,47
6 1 le2 DSC GMRES 0 -| 041 |173 181 1,86 95  441e7  2,38¢5 8,90 11,17




Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Gréfe ILU vork. FGMRES Gesamt-
fil  €qrop Typ Loser Tter. Dauer [s| | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer ||
6 T Te-2 DSC GMRES 1 041 | 1,73 181 1.86 70 4.4be7 54005 852 10,79
6 1 le-2 DSC GMRES 2 041 | 1,73 181 1,86 60  7,08-7  89le5 8,15 10,42
6 1 1e-2 DSC GMRES 3 040 | 1,73 181 1,86 54 493e-7  4,71e-5 8,02 10,29
6 1 le2 DSC GMRES 4 041 | 1,73 181 1,86 56 4,12e-7 4,385 9,06 11,33
6 1 le2 DSC GMRES 5 043 | 1,73 181 1,86 55 4797  T,14e-5 9,70 11,99
6 1 le-2 DSC GMRES 6 0,41 1,73 1,81 1,86 55 3,81e-1 4,49¢-5 10,38 12,64
6 1 1e2 DSC GMRES 7 041 | 1,73 181 1,86 56 4,04e-7  4,44e-5 11,24 13,51
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 0 029 | 1,68 1,80 0,98 | 106 44le7  1,09e-4 8,53 9,80
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 1 0,28 1,68 1,80 0,98 74 4,85e-7 1,14e-4 8,18 9,45
12 1 le2 DSC BICGSTAB 2 028 | 168 1,80 0,98 60 41367  1,07e-4 7.66 8,91
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 3 028 | 1,68 180 0,98 56 4,.26e-7  1,0de-d 7.94 9,21
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 4 028 | 1,68 180 0,98 55 3,837 9.96e-5 8,64 9,90
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 5 028 | 1,68 1,80 0,98 53 448¢-7  1,060-4 9,22 10,48
12 1 le-2 DSC BICGSTAB 6 0,28 1,68 1,80 0,98 o4 3,85e-7 8,70e-5 10,17 11,44
12 1 le2 DSC BICGSTAB 7 029 | 1,68 180 0,98 54 3467 6,335 11,04 12,32
12 1 le2 DSC GMRES 0 028 | 168 1,80 0,98 106 44le-7 1,094 8.83 10,09
12 1 le-2 DSC GMRES 1 028 | 1,68 180 0,98 74 485e-7  1,14e-d 8,18 9,44
12 1 le-2 DSC GMRES 2 030 | 1,68 1,80 0,98 60  4,13e-1  1,07c-4 7,65 8,93
12 1 le-2 DSC GMRES 3 027 | 1,68 180 0,98 56 42667  1,04e-4 7.95 9,20
12 1 le2 DSC GMRES 4 029 | 1,68 1,80 0,98 55 3,837  9,96e-5 8,69 9,96
12 1 le2 DSC GMRES 5 028 | 168 180 0,98 53 448¢-7  1,06e-4 9.26 10,53
12 1 le-2 DSC GMRES 6 029 | 1,68 180 0,98 54 3.85e-7  870e-5 10,16 11,43
12 1 le-2 DSC GMRES 7 027 | 1,68 180 0,98 54 34667  6,33¢-5 11,05 12,30
24 1 le-2 DSC GMRES 0 042 | 1,64 1,77 0,71 | 109 4,687  7,69-5 5,54 6,67
24 1 le-2 DSC GMRES 1 0,42 1,64 1,77 0,48 76 4,28e-7 5,77e-5 9,56 6,46
24 1 le2 DSC GMRES P 042 | 164 177 0,53 57 4,097  4.6le5 5,04 5.98
24 1 le2 DSC GMRES 3 042 | 164 177 0,61 51 389e-7 4,195 5.21 6,24
24 1 le-2 DSC GMRES 4 041 | 1,64 1,77 0,54 49 3247 3,585 5,42 6,37
24 1 le-2 DSC GMRES 5 040 | 1,64 1,77 0,53 48 371e-7 2,975 5,98 6,91
24 1 le-2 DSC GMRES 6 0,43 1,64 1,77 0,48 47 4,98e-7 4,82e-5 6,46 7,36
24 1 le2 DSC GMRES 7 041 | 1,64 1,77 0,51 AT 413e-7  2,84e5 6,69 7.62




TRACE-UHBR-Testfall bei Blockgr6Be 5 und dullerer FGMRES(100)-Iteration mit ICGS

Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofe ILU vork. FGMRES Gesamt-
Ifil  €qrop Typ Loser  Iter. e | Dauer [s] | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s|] | Dauer [g]
2 2 be-4 | Block-JacobiILU 5 — - 280 [ 275 358 3840 | 228 47507 20904 230,26 | 271,46
48 2 le-4 | Block-Jacobi-ILU - - - 2,03 2,94 3,83 24,04 294 4,74e-7 1,27e-3 162,10 188,17
48 9 5e-d | Block-Jacobi-ILU ; - o 202 |265 369 20,12 | 294  4,75e-7  1,26e-3 159,02 | 181,16
48 9 1e-3 | Block-Jacobi-ILU : - ol 199 | 237 359 1714 | 294  4.74e-7  1,23e-3 159.60 | 178,74
48 2 5e-3 | Block-Jacobi-ILU - - - 2,00 1,26 3,20 8,46 387  4,82e-7 1,23e-3 188,59 199,05
48 2 le-2 | Block-Jacobi-ILU - - - 1,89 0,79 2,89 7,06 1400  9,73e-7 2,00e-3 654,51 663,47
48 4 le-4 | Block-Jacobi-ILU - - - 1,94 4,64 6,67 65,22 248  4,95e-7 8,97e-4 187,40 254,56
48 4 5e-4 | Block-Jacobi-ILU ; - - 196|352 630 4259 | 245  4.90e-7  9,87e-4 174,75 | 219,30
48 4 1e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - o o197 277 601 9789 | 240 4,977  9,72-4 171,82 | 201,68
48 4 5e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - o 195 | 127 483 1844 | 300 805¢-7 1,233 193,65 | 214,04
48 4 1e2 | Block-Jacobi-ILU ; - -] 207 079 386 11,84 | 1300  7,52e-7  1,40e-3 677,57 | 691,48
48 8  1le-d | Block-Jacobi-ILU ; - - 205 |564 10,88 11982 | 221  4,80e-7  2,83e-4 998,01 | 349,88
48 8  5e-4 | Block-Jacobi-ILU ; - - 184 |361 975 7356 | 218  500e-7  3,25e-4 211,34 | 286,75
48 8  1e-3 | Block-Jacobi-ILU : - - 195 | 278 908 6502 | 218  4.87e-7  4,42-4 203,82 | 270,80
48 8  5e-3 | Block-Jacobi-ILU ; - o 192 127 596 20,68 | 300 5,65e-7 1,203 203,05 | 234,64
48 8 1e2 | Block-Jacobi-ILU ; -] 22 079 4,10 13,96 | 1400 525¢-7 1,553 797.32 | 813,54
96 9 Be-d | Block-Jacobi-ILU ; o] 181 | 1,75 349 836 | 271 4,927  594e-4 77.27 87,45
192 2 le-4 | Block-Jacobi-ILU - - - 1,87 1,41 3,71 4,12 360  4,88e-7 6,01e-4 53,65 59,64
192 9 5e-d | Block-Jacobi-ILU ; - -] 176 099 357 3.63 360 4,787  5.9le-d 54,02 59.41
384 9 le-d | Block-Jacobi-ILU : - - 239 |058 359 2,06 700 7,17e-1  1,56e-3 53,59 58,04
384 2 Be-d | Block-Jacobi-ILU ; - | 212 | o047 344 1,94 | 700 7151 1,533 52,80 56,85
768 2 le-4 | Block-Jacobi-ILU - - - 4,13 0,24 3,44 0,97 1100 5,23e-7 9,21e-4 45,26 50,36
768 2 5e-4 | Block-Jacobi-ILU - - - 4,17 0,21 3,34 0,90 1100 5,22e-7 8,97e-4 43,65 48,71
24 2 5ed DSC GMRES 0 -| 280 |28 366 4001 | 285  4.85e-7  7,68¢-4 34324 | 386,04
24 2 bed DSC GMRES 1 -| 28 |287 366 4054 | 176 4,75e-7  6,16e-4 32248 | 365,90
24 2 Se-4 DSC GMRES 2 - 2,60 2,87 3,66 40,08 142 4,57e-7 6,10e-4 285,30 327,98
24 2 Se-4 DSC GMRES 3 - 2,84 2,87 3,66 40,03 100  7,14e-7 6,51e-4 237,15 280,03
24 2 oe-4 DSC GMRES 4 - 2,82 2,87 3,66 39,45 100  4,48e-7 3,93e-4 264,04 306,31
24 2 Se-4 DSC GMRES 5 - 2,75 2,87 3,66 40,04 97 4,82e-7 4,75e-4 291,68 334,47
24 2 Bed DSC GMRES 6 -| 276 | 287 366 40,35 97 4547 3.73e-4 30981 | 352,92
24 2 Bed DSC GMRES 7 -| 269 |287 366 4021 | 95  413e7  3,63e-4 342.96 | 385,87
48 2 Se-4 DSC GMRES 0 - 1,93 2,65 3,79 20,38 363 4,95e-7 1,02e-3 253,72 276,03
48 2 oe-4 DSC GMRES 1 - 1,82 2,65 3,79 20,34 200 9,79e-1 6,7le-4 223,66 245,81
48 2 Se-4 DSC GMRES 2 - 1,89 2,65 3,79 20,40 155 4,74e-1 7,18e-4 208,81 231,10
48 2 5ed DSC GMRES 3 -| 192 |265 379 20,28 | 117  4,90e-7  1,64e-3 188,17 | 210,37
48 2 bed DSC GMRES 4 -| 200 |265 379 20,44 97 4,05e-7  9.05¢-4 176,21 | 198,64
48 2 bed DSC GMRES 5 -| 186 | 265 379 20,41 | 91  44%-7  7.4b5e-4 179,71 | 201,98
48 2 be-d DSC GMRES 6 -| 200 |2656 379 20,54 | 87  486e-7  5,04e-4 201,31 | 223,85
48 2 oe-4 DSC GMRES 7 - 1,87 2,65 3,79 20,32 87 3,90e-7 3,83e-4 222,39 244,58
96 2 5ed DSC GMRES 0 -| 173 |175 3,60 8,47 297 4,897  6,13¢-4 94,01 104,20




Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofe ILU vork. FGMRES Gesamt-
lfil  €drop Typ Loser  Iter. Dauer [s] | min.  max.  Dauer [s|] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [s]
96 2 Se-4 DSC GMRES 1 1,85 1,75 3,60 8,41 191 4,87e-7 6,20e-4 100,17 110,43
96 2 be-d DSC GMRES 2 1,73 | 1,75 3,60 859 | 130  4,94e7  6,69e-4 83,37 93,69
96 2 oe-4 DSC GMRES 3 1,75 1,75 3,60 8,60 97 4,63e-7 6,95e-4 70,01 80,35
96 2 5ed DSC GMRES 4 1,89 | 1,75 3,60 8,55 87  4,36e-7  6,22e-4 78,12 88,56
96 2 bed DSC GMRES 5 1,79 | 1,75 3,60 8,46 82 4737 5.75e-4 77,65 87,90
96 2 Se-4 DSC GMRES 6 1,74 1,75 3,60 8,56 78 4,72e-7 4,33e-4 82,26 92,56
96 2 Se-4 DSC GMRES 7 1,96 1,75 3,60 8,40 76 4,97e-7 3,14e-4 90,16 100,52
192 2 Bed DSC GMRES 0 1,75 | 099 3,78 322 | 400 9,04e-7  2.21e-3 63,69 68,66
192 2 Se-4 DSC GMRES 1 1,74 0,99 3,78 3,93 258 4,75e-7 8,33e-4 70,12 75,79
192 2 Bed DSC GMRES 2 1,65 | 0,99 3,78 3.89 158  4,85e-7  8,53e-4 51,16 56,70
192 2 bed DSC GMRES 3 167 | 099 378 368 | 146 45567  4,20e-4 55,96 61,31
192 2 Bed DSC GMRES 4 1,77 | 099 3,78 3.93 95  45le7 7,224 43,99 49,69
192 2 be-4 DSC GMRES 5 1,74 | 099 3,78 3,54 85  4,64e-7  875e-4 42,29 4757
192 2 Se-4 DSC GMRES 6 1,70 0,99 3,78 3,22 78 4,83e-7 9,29e-4 43,43 48,35
192 2 5ed DSC GMRES 7 1,74 | 099 378 3.80 72 449e-7  7.83c-4 45,07 50,60
384 2 bed DSC GMRES 0 216 | 047 3,61 2,09 800 5,857  5.37c-4 61,88 66,13
384 2 Bed DSC GMRES 1 242 | 047 3,61 208 | 478  4.91e7  896e-4 71,96 76,45
384 2 Bed DSC GMRES 2 217 | 047 3,61 203 | 200 9987  146e-3 37,76 41,97
384 2 oe-4 DSC GMRES 3 2,30 0,47 3,61 2,05 173 4,59e-7 9,95e-4 38,66 43,01
384 2 5ed DSC GMRES 4 217 | 047 361 1,90 143 4.97e-7  6,95e-4 36,18 40,25
384 2 bed DSC GMRES 5 220 | 047 361 2,06 115 4,94e-7  5,56e-4 34.45 38.71
384 2 bed DSC GMRES 6 238 | 047 3,61 2.01 94 4,16e-7  2,98¢-4 32,50 36,89
384 2 Se-4 DSC GMRES 7 2,41 0,47 3,61 2,09 85 4,52e-7 3,82e-4 32,21 36,71
768 2 be-4 DSC GMRES 3 326 | 021 3,53 1,01 | 218 4927 1,023 98,49 32,76
768 2 Se-4 DSC GMRES 4 3,66 0,21 3,83 0,99 177 4,75e-7 4,47e-4 26,82 31,46
768 2 bed DSC GMRES 5 360 | 021 353 1,00 149 477e-7  4,10e-4 26,36 30,95
768 2 Se-4 DSC GMRES 6 3,84 0,21 3,53 0,97 129 4,80e-7 5,17e-4 24,82 29,64
768 2 bed DSC GMRES 7 351 | 021 353 1,00 96 4,94e-7  4,54e-4 21,15 25,65
24 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 0 2,75 2,87 3,66 40,18 200 9,40e-7 9,69e-4 276,84 319,77
24 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 1 2,62 2,87 3,66 39,94 152 4,58e-7 8,80e-4 302,04 344,59
24 2 5ed Saad-DSC GMRES 2 269 | 287 3,66 3997 | 143 451e7  4,36e-4 32938 | 372,03
24 2 bed Saad-DSC GMRES 3 265 | 287 3,66 4018 | 117 4,927  1,21e-3 31452 | 357,35
24 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 4 2,83 2,87 3,66 40,08 115 4,96e-7 1,18e-3 326,71 369,62
24 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 5 3,04 2,87 3,66 39,73 100  9,13e-7 1,46e-3 317,51 360,27
24 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 6 2,74 2,87 3,66 39,92 100 8,29e-7 1,44e-3 337,42 380,08
24 9 Sed Saad-DSC GMRES 7 263 | 2,87 3,66 3997 | 100 7,50e-7  1,24e-3 372,61 | 41521
48 2 bed Saad-DSC GMRES 0 1,93 | 265 3,79 20,49 | 800 7.6le-7  3,33e-4 73526 | 757,68
48 2 bed Saad-DSC GMRES 1 186 | 2,65 3,79 20,51 | 166 4,8le-7 9,654 99756 | 249,93
48 2 Bed Saad-DSC GMRES 2 191 | 265 3,79 20,61 | 123  4,76e-7  9,29e-4 206,78 | 229,31
48 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 3 1,97 2,65 3,79 20,58 100  5,31e-7 1,01e-3 191,31 213,87
48 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 4 1,90 2,65 3,79 20,45 93 4,02e-7 5,57e-4 200,80 223,15
48 2 Bed Saad-DSC GMRES 5 1,93 | 265 3,79 20,42 90  4,95¢-7  4,38e-4 206,41 | 228,76



Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofe ILU vork. FGMRES Gesamt-
lfil  €drop Typ Loser  Iter. Dauer [s] | min.  max.  Dauer [s|] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [s]
8 2 bed Saad-DSC GMRES 6 911 | 2.65 3,79 2056 | 89  424c7  147c4 94243 | 265,09
48 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 7 1,87 2,65 3,79 20,54 89 3,90e-7 3,08e-4 262,39 284,81
96 2 Sed Saad-DSC GMRES 0 1,76 | 1,75 3,60 845 | 200 63le7  6,50e-4 85,29 95,50
96 2 5ed Saad-DSC GMRES 1 1,84 | 1,75 3,60 8,43 152 4.94e-7  8.8le-d 100,66 | 110,93
96 2 bed Saad-DSC GMRES 2 1,83 | 1,75 3,60 8,23 100 7,86e-7  7,90e-4 74,29 84,35
96 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 3 1,98 1,75 3,60 8,36 93 4,32e-7 6,89e-4 77,05 87,38
96 2 Bed Saad-DSC GMRES 4 1,79 | 1,75 3,60 8,21 87  4,89e-7  5.49e-4 84,06 94,06
96 2 be-4 Saad-DSC GMRES 5 1,90 | 1,75 3,60 8,19 84  47leT  4.27e-4 86,81 96,90
96 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 6 1,91 1,75 3,60 8,22 82 4,39e-7 4,92e-4 91,13 101,26
96 2 Bed Saad-DSC GMRES 7 1,91 | 1,75 3,60 8,23 80 4,807  4,68¢-4 98,06 108,20
192 2 bed Saad-DSC GMRES 0 165 | 099 378 378 | 392 489e7  1,33e-4 79,16 84,59
192 2 Bed Saad-DSC GMRES 1 154 | 099 3,78 4,01 171 4,79e-1  1,35¢-3 53,95 59,50
192 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 2 1,50 0,99 3,78 3,55 155 4,53e-7 2,60e-4 58,91 63,96
192 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 3 1,68 0,99 3,78 4,14 96 4,35e-7 1,25e-3 40,87 46,69
192 2 5ed Saad-DSC GMRES 4 1,62 | 099 378 3.43 86 4,63e-7  1,22e-3 39,57 44,62
192 2 bed Saad-DSC GMRES 5 1,62 | 0,99 3,78 3.93 79 4,30e-7  1,18¢-3 43,11 48,67
192 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 6 1,55 0,99 3,78 3,15 73 4,93e-7 1,27e-3 40,16 44,86
192 2 Bed Saad-DSC GMRES 7 157 | 099 3,78 3.49 70 4397 1,223 4355 48,62
384 2 Sed Saad-DSC GMRES 0 2,06 | 047 3,61 215 | 2001 1,783  2,53e-1 978,46 | 282,66
384 2 Sed Saad-DSC GMRES 1 215 | 047 3,61 2,12 970 4,89e-7  7,50c-4 59,53 63,80
384 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 2 2,15 0,47 3,61 1,88 351 4,97e-7 4,90e-4 90,20 94,24
384 2 bed Saad-DSC GMRES 3 9252 | 047 3,61 2.01 143 4,67e-7  64de-d 43,02 47 55
384 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 4 2,09 0,47 3,61 2,08 136 4,7le-7 5,16e-4 46,31 50,49
384 2 Bed Saad-DSC GMRES 5 213 | 047 3,61 2,14 94 450e-7 48404 35,19 39,46
384 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 6 2,19 0,47 3,61 1,86 91 4,57e-7 1,33e-3 37,64 41,70
384 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 7 2,12 0,47 3,61 2,04 80 4,88e-7 5,63e-4 37,11 41,28
768 2 bed Saad-DSC GMRES 3 378 | 021 353 0,96 | 171 4,937  3,05e-4 26,08 30,82
768 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 4 3,84 0,21 3,53 1,00 300 9,97e-7 6,61e-4 50,01 55,36
768 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 5 3,29 0,21 3,53 1,00 115 4,92e-7 7,58e-4 22,70 26,99
768 2 oe-4 Saad-DSC GMRES 6 3,80 0,21 3,83 1,01 95 4,72e-7 1,41e-3 20,91 25,72
768 2 5ed Saad-DSC GMRES 7 379 | 021 353 1,00 85  4,6le-7  6,15e-4 20,66 25,45




TRACE-UHBR-Testfall bei BlockgréBe 5 und duerer FGMRES(100)-Iteration mit CGS

Prozesse ILU Vorkonditionierung Repart. | rel. ILU Grofe ILU vork. FGMRES Gesamt-
Ifil  edrop Typ Loser  Iter. e | Dauer [s] | min. max.  Dauer [s] | Iter. rel. Res. abs. Fehler Dauer [s] | Dauer [s]
768 9 le-d | Block-Jacobi-lLU 5 5 5 5 024 3,44 1,01 | 1100 52307  92lc4 38,32 4335
768 2 5e-4 | Block-Jacobi-ILU - - - - 0,21 3,34 0,91 1100 5,22e-7 8,97e-4 37,25 42,21
768 2 Bed DSC GMRES 3 - 367 | 021 353 1,00 215 497e-7  1,11e-3 26,70 31,38
768 2 Bed DSC GMRES 4 - 423 | 021 353 1,01 173 4,79e-7  3,44e-4 95,32 30,56
768 2 Sed DSC GMRES 5 - 379 | 021 3,53 1,01 | 147  446e-7  4,60e-4 94,62 29,43
768 2 Be-d DSC GMRES 6 - 424 | 021 353 1,01 125 4,987 8,624 23,95 29,21
768 2 Se-4 DSC GMRES 7 - 4,43 0,21 3,53 1,00 96 4,17e-7 4,69e-4 20,22 25,66
768 2 bed DSC GMRES 8 - 370 | 021 353 1,01 87  4,8be-7 5,124 20,58 95,29
768 2 Bed DSC GMRES 9 - 395 | 021 353 1,01 78 4997 46504 19,35 94,32
768 2 Se-4 DSC GMRES 10 - 3,58 0,21 3,53 1,01 73 4,80e-7 4,59e-4 20,02 24,62
768 9 Be-d DSC GMRES 15 - 352 | 021 353 1,02 53 483e-7  3,53e-4 21,01 95,55
768 2 5ed DSC GMRES 20 - 3,76 | 021 3,53 1,02 44 43607  397e-d 92,16 26,94
768 2 Se-4 Saad-DSC GMRES 8 - 3,95 0,21 3,53 0,99 78 4,32e-7 5,18e-4 19,43 24,37
768 2 Bed Saad-DSC GMRES 9 - 342 | 021 353 0,98 71 45667 5,04e-d 19,93 94,33
768 9 Be-d Saad-DSC GMRES 10 - 401 | 021 353 1,00 67  4,80e-7  5,69e-4 19,95 94,97
768 2 Bed Saad-DSC GMRES 15 - 449 | 021 353 0,99 51 3,687  345e-4 20,90 26,39
768 2 Bed Saad-DSC GMRES 20 - 410 | 021 3,53 0,99 42 4827  4,29e-4 21,66 26,75
768 9 5e-d | Quasi-exakt-DSC  GMRES 10 0,01 | 347 | 021 3,53 1,01 74 4387 6,784 31,42 35,90
768 9 5e-d | Quasi-exakt-DSC  GMRES 20 001 | 3,63 | 021 353 1,01 37 467eT  T17e-4 30,45 35,08
768 2 5e-4 | Quasi-exakt-DSC ~ GMRES 5 0,01 3,48 0,21 3,53 1,01 168 4,56e-7 7,00e-4 37,63 42,11
768 9 be-d | Quasi-exakt-DSC  GMRES 10 01 | 393 | 021 353 1,01 74 43467 64604 99,12 34,06
768 9 5e-4 | Quasi-exakt-DSC GMRES 20 0,1 | 3,89 | 021 353 1,02 37 45007  6,67c-4 27,50 32,41
768 9 5e-d | Quasi-exakt-DSC  GMRES 5 01 | 395 | 021 3,53 1,02 | 168 46le7  7,07e-4 36,13 41,09
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