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Kurzfassung der Arbeit die Verwendung von Hansen-Systemen in
Himmelsmechanik und Astrodynamik

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit drei geradlinigen Koordinatensystemen, in denen die
astrodynamischen Bewegungsgleichungen bearbeitet werden kénnen. Diese Systeme kdnnen mit
den Namen I. Newton, G. W. Leibniz und P. A. Hansen verknipft werden. Dem Namen Newtons
wird das inertiale Basissystem zugeordnet, in dem die sogenannten Newton-Eulerschen Bewe-
gungsgleichungen integriert werden. Alle Beobachtungen mit vorausberechneten bzw. gemesse-
nen Ortern von Erdsatelliten, natiirlichen und kiinstlichen Kérpern im Sonnensystem und inter-
stellare Objekte werden in einem solchen System (das etwa auf den Erdaquator oder die Ekliptik
bezogen sein kann) berechnet. Da kein bekanntes Koordinatensystem raum- und zeitfest ist, da
Bewegungen und Orter nur relativ festgestellt werden kénnen, muss per definitionem ein solches
System, dessen inertiale Orientierung auf intergalaktische Objekte bezogen ist, firr einen Zeit-
punkt (zur Zeit die Fundamentalepoche J2000.0) eingefroren werden. Alle Beobachtungen wer-
den auf dieses System reduziert, bzw. aus diesem System auf einen aktuellen Beobachtungszeit-
punkt umgerechnet. Der Ursprung dieses Systems (zum Beispiel ein Baryzentrum) hat mit der
Bewegung eines zu untersuchenden Objektes nichts zu tun.

Das von G. W. Leibniz eingefiihrte System ist ein mit dem betrachteten Objekt mitbewegtes Sys-
tem, dessen Ursprung daher in diesem Objekt liegt. Zwei Achsen liegen in der Bahnebene, die
dritte normal zur Bahnebene. Dieses System gestattet die Zerlegung von Bewegungseinflissen in
einen radialen, transversalen und normalen Anteil, was von C. F. Gaul} in seinen Planetenglei-
chungen genutzt worden ist.

P. A. Hansen entdeckte ein System, das er als ,,ideales System* bezeichnete, weil in ihm die
ersten Ableitungen von Bewegungsparametern im gestorten wie ungestorten Fall dieselbe Dar-
stellung haben. Der zu diesem System relative Geschwindigkeitsvektor ist zum Beispiel iden-
tisch dem absoluten Geschwindigkeitsvektor eines Bewegungsvorganges. Die Basisebene dieses
Systems liegt wie die des Leibniz-Systems in der momentanen Bahnebene, ist jedoch fest in der
Bahnebene verankert. Sein Ursprung hat wie bei einem Newton — System nichts mit der Bahn zu
tun, kann etwa in einem Baryzentrum liegen oder aber im Hinblick auf beliebige Bewegungen in
einem beliebigen Ort aulRerhalb der Bahnkurve. Dadurch kdnnen Singularitdten vermieden wer-
den, die bei einem Durchgang des bewegten Objektes durch den Ursprung auftreten kdnnten.
Hansen wahlte dieses System im Rahmen seiner Untersuchungen der Bewegung der Kleinen
Planeten und des Mondes, weil die Storeinfliisse in der Bahnebene und senkrecht dazu in diesem
System nahezu vollstdndig entkoppelt werden kénnen.

Es wird in dieser Arbeit als eine Kernaussage gezeigt, dass ein solches Koordinatensystem nicht
willkirlich gewéhlt werden kann, sondern einer jeden Bahnbewegung originar zugeordnet ist
(Die Bewegungen eines Raumflugkdrpers, um seine Lage zu &ndern, werden in dieser Arbeit
nicht untersucht). Eine Anfangsrichtung dieses Systems in der Bahnebene kann willkirlich fest-
gelegt werden. Ist dies erfolgt, muss sie zur Untersuchung eines Bewegungsvorganges fur den
gesamten Rechenprozess festgehalten werden. Eine weitere zentrale Aussage ist, dass ein sol-
ches als Hansen — System bezeichnetes System das einzige Koordinatensystem ist, das fest an
eine Bahnebene gekettet ist und auch nicht in der Bahnebene variieren kann. Damit ist ein auf
dieses System bezogener Bahnwinkel die einzige wirklich unabhangige Variable, die eine Bahn-
bewegung beschreiben kann. Alle anderen Bahnparameter, auch die Zeit, missen auf diesen
Bahnwinkel bezogen werden. Dieses System ist das einzige System, in dem wie bei einem iner-



tialen System der absolute Geschwindigkeitsvektor dem auf dieses System bezogenen relativen
Geschwindigkeitsvektor identisch gleich ist. Eine raumliche Eigenbewegung dieses Systems ist
ausschlieBlich durch eine normale Beschleunigungskomponente auf den relevanten Bewegungs-
vorgang bestimmt. Die Verwendung eines solchen Systems erlaubt eine vollstandige Verallge-
meinerung der Rechnungen in der Astrodynamik und dartiber hinaus bei Untersuchungen eines
jeden Bahnbewegungsvorganges. Deshalb ist es in Bezug auf dieses System maglich, eine belie-
bige Kurve (mit Ausnahme eines Kreises) als Anpassungskurve fiir eine beliebige Bahnbewe-
gung zu wahlen, etwa eine gleichférmige geradlinige Bewegung, wie sie einer inertialen Bewe-
gung zugeordnet ist. Durch Variation der Parameter einer solchen Kurve wird der Anpassungs-
prozess durchgefihrt. Deshalb ist es auch nicht verwunderlich, dass gezeigt werden kann, dass
die Eulersche Methode der Variation der Parameter im Prinzip auf Hansen-Systeme zurtickzu-
fihren ist.

Eine geradlinige Bewegung, die keinen duBeren Bewegungseinfliissen unterliegt, wird notwen-
digerweise auf ein Hansen—System bezogen, da dieses System als fester Bezug der Bewegung
gewahlt werden muss. Wird eine beliebige Bewegung beobachtet und auf die Darstellung einer
geradlinigen Bewegung bezogen, kdnnen in elementarer Weise die Beschleunigungen heraus-
kristallisiert werden, die diese Bewegung verursachen. Basierend auf diesen Uberlegungen wird
in der vorliegenden Arbeit ein Integrationsverfahren herausgearbeitet, das in relativ willkirlicher
Weise ein beliebig kompliziertes Bewegungsproblem zu bearbeiten gestattet. Dazu wird eine
Ausgangskurve zugrunde gelegt, deren Parameter nach der Methode der Variation der Parameter
einem bestimmten System von Variationsgleichungen geniigen. Aus der Gesamtheit der bekann-
ten Beschleunigungen, die einen Bewegungsvorgang prégen, wird diejenige ausgewahlt, die eine
relativ einfache Integration (mdglichst mit einem algebraischen Formelmanipulator) erlaubt. Als
Ergebnis wird eine neue Kurve erhalten, deren neue Parameter ein neues System von Variations-
gleichungen konstruieren lassen, das anschlieBend mit einer weiteren der einwirkenden Be-
schleunigungen bearbeitet wird. Auf diese iterative Weise (Kurve, vollstandiger Satz neuer Vari-
ationsgleichungen, neue Kurve, usw.) wird das gesamte Bewegungsproblem nach und nach be-
arbeitet, bis alle bekannten Bewegungseinflisse mit einer vorgegebenen Genauigkeitsgrenze
beriucksichtigt sind. Dieser Prozess, der durch die Verwendung von Hansen-Systemen ermdég-
licht wird, steht im Gegensatz zur klassischen Methode der Himmelsmechanik, in der ein und
dasselbe System von sechs Planetengleichungen, die eventuell zuvor durch kanonische
Transformationen bearbeitet wurden, approximativ gelost wird, wobei die Zeit explizit oder
implizit als unabhangige Variable dient. In der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode
missen minimal zwei maximal vier Differentialgleichungen als ein System in einem
Arbeitsschritt gelost werden. Die raumliche Orientierung und der Bezug zur Zeit werden nach
Losung des Bewegungsproblems separat berechnet. Beispiele aus der Astrodynamik erldutern
das hier vorgeschlagene Verfahren (Geradlinige Bewegung, Keplerbewegung, Spiralbewegung,
Bahnen mit kleinem Schub, Sonnensegelbahnen im interplanetaren Raum). Das hier entwickelte
Integrationsverfahren kann auf beliebige Bahnbewegungen angewendet werden.
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1 Einleitung

Es werden die Arbeiten Hansens und ihre Nachwirkung kurz zusammengefasst. Die Entde-
ckung der ,idealen Koordinaten“ durch Hansen und ihre bislang offenbar nicht hinreichend
erkannte fundamentale Bedeutung fir die Grundlagen der Astrodynamik wird als zentrale
Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit vorgestellt.

1.1 Die Leistungen und Nachwirkungen von P. A. Hansen

Bild 1-1: Peter Andreas Hansen (1795—1874)l

Peter Andreas Hansen (Tondern in Schleswig 1795 — Gotha 1874) war Direktor der Seeberg
Sternwarte in Gotha. Er wird als einer der bedeutendsten Astronomen und Himmelsmechani-
ker des 19. Jahrhunderts anerkannt.

Hansen baute die GauR’sche Erstbahnbestimmung der Kleinen Planeten aus’. Er beschéftigte
sich intensiv mit den Storungen bei der Berechnung der Bahnen der Kleinen Planeten®. Be-
reits in seiner ersten Veroffentlichung im Jahre 1829 hatte er den Grundstein fur seine Me-

! Kopie aus: M. STRUMPF (1992): p.610

2 p. A. HANSEN: 'Uber die Bestimmung der Bahn eines Himmelskorpers aus drei Beobachtungen', Ostwalds
Klassiker, Nr. 141 (cit. nach:

®P. A. HANSEN: '‘Auseinandersetzung einer zweckmaRigen Methode zur Berechnung der absoluten Stérungen
der Kleinen Planeten’, Mémoires de la Société Royale de Saxe, tome V, VI, VII (cit. nach: K. Stumpff (1974), p.
163 und Tisserand (1896), tome IV, p. 325); auch in: Abh. Vol. V, pp.1-148 (cit. nach E. W. BROWN
(1896/1960), p. 161)

P. A. HANSEN (1843): 'Ermittlung der absoluten Stérungen in Ellipsen von beliebiger Excentricitdt und Nei-
gung', erster Theil, Gotha (cit. nach: Tisserand (1896) , tome 1V, p. 375),



thoden gelegt, die er Zeit seines Lebens auf die Beschreibung der Bewegung des Mondes, der
Kleinen Planeten und Kometen anwandte’. Die von ihm geschaffene Methode der Losung der
Bewegungsgleichungen der gestorten Bewegung gilt als eine der effektivsten Methoden?. Da-
zu gehoren die sehr aufwendigen Reihenentwicklungen der elliptischen Bewegung im An-
schluss an die Besselschen Reihenentwicklungen, in denen sich Begriffe wie ,,Hansen Para-
meter”, ,,Formeln vom Hansen Typus“ erhalten haben®. Seine Methode war bis in das 20.
Jahrhundert die am weitesten verbreitete zur Berechnung der Bewegung der Kleinen Plane-
ten. Sie wurde durch weiteren Ausbau fortentwickelt, etwa durch G. W. Hill, nicht durch an-
dere Methoden ersetzt*. Auch wandte Hill die Hansensche Methodik zur Berechnung der Be-
wegung der Kleinen Planeten erfolgreich auf die Theorie der Bewegung der groRen Planeten
Jupiter und Saturn an®. Wichtige Weiterentwicklungen und Verbesserungen bzw. Vereinfa-
chungen der Hansenschen Stérungstheorie erfolgten durch H. Gyldén und dessen Schiiler M.
Brendel, der die Konvergenz der zur Darstellung der Stérungen benétigten Reihen durch eine
geschickte Transformation der Variablen verbessern konnte®.

Zu Hansens wichtigsten Beitrdgen zur angewandten Himmelsmechanik gehort seine Mond-
theorie’, zu der er seine Mondtafeln veroffentlichte®, die von 1862 bis 1922 in Gebrauch wa-
ren®, ab 1883 mit Korrekturen durch S. Newcomb®. Durch sie erreichte Hansen die gréRte
Nachwirkung.

Hansens Nachwirkung erfolgte vor allem in Amerika, wo sein Einfluss bis in die Zeit der Sa-
tellitenbahnmechanik und damit bis heute in Kreisen der mathematischen Astronomie und
Astrodynamik zu spiren ist. G. W. Hill, der wohl erste bedeutende amerikanische Himmels-
mechaniker'!, bezog sich in seiner Mondtheorie (verbesserte Losung des Dreikorperproblems

1p. A. HANSEN (1829): 'Disquisitiones circa Theoriam Perturbationum quae Motum Corporum Coelestium affi-
ciunt', Astronomische Nachrichten, No. 166-168 (cit. nach: Tisserand (1896), tome 1V, p. 375)

2 50 etwa in BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961), p. 416

3 etwa nach V. BRUMBERG (1995), pp. 33-47

* siehe etwa in: G. A. CHEBOTAREV (1967), p. 81

® G. W. HILL in: Astronomical papers de Washington (cit. nach Tisserand (1896), tome 1V, p. 375)
® siehe etwa in K. STUMPFF (1974), p. 201

"P. A. Hansen (1838): 'Fundamenta Nova Investigationes Orbitae verae quam Luna perlustrat’, Gotha 1838; (cit.
nach: TE. W. Brown (1896/1960), p. 36),

P. A. HANSEN (1862-64): 'Darlegung der in den Mondtafeln angewandten Stérungen’, Abhandlungen der K.
Séachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, Vol. VI, pp. 91-498, Vol. VII, pp. 1-399 (cit. nach: TE. W. Brown
(1896/1960), p. 160), (cit. nach: E. W. Brown (1896/1960), p. 160),

P. A. Hansen (1838): 'Note sur la théorie des perturbations planétaires', Astron. Nachr., Vol.XV, Cols. 201-216,
(cit. nach: E. W. Brown (1896/1960), p. 161),

P. A. Hansen (1838): 'Bemerkungen (ber die Behandlung der Theorie des Stérungen des Mondes', Astron.
Nachr., Vol.XIX, Cols. 33-92, (cit. nach: E. W. Brown (1896/1960), p. 161),

8 siehe P. A. HANSEN (1864)
°D. A. VALLADO (2000), p.565
19 siehe etwa in G. A. CHEBOTAREV (1967), p. 220

1 Etwa zur selben Zeit wie G. W. Hill wirkte in Yale der Physiker und Chemiker Josiah Willard Gibbs (1839-
1903). Er war auch mathematisch interessiert und fiihrte an Stelle der Quaternionen die Verwendung der drei-
dimensionalen Vektoranalysis ein. Diese wurde auch fir die Himmelsmechanik interessant. (siehe in BATTIN, R.
H. (1987), p.132). Als direkten Beitrag zu einem bahnmechanischem Problem kann die Arbeit angesehen wer-
den: W. G. GiBBS (1888): 'On the Determination of Elliptic Orbits', Memoirs of the National Academy of Scien-
ces, die spéter von S. Herrick im Rahmen der Erstbahnbestimmung ausgebaut wurde (nach: EscoBaL, P. R.
(1965), p.304)



Sonne-Erde-Mond unter Einbeziehung des bis dato bekannten anomalen Gravitationsfeldes
der Erde und Stérungen durch die grof3en Planeten) vor allem auf die Arbeiten von Delaunay
und Hansen. In einer Wirdigung tber den ,,Fortschritt der Himmelsmechanik seit der Mitte
des (19.) Jahrhunderts“ untersuchte G. W. Hill die Mond- und Planetentheorien von Delau-
nay, Gyldén und Poincaré, wobei er besonders auf den allgemeinen Einfluss von P. A. Han-
sen hinwies'. E. W. Brown baute die Hillsche Mondtheorie erfolgreich aus und schuf bis zum
Einsatz von Computern die genaueste Mondtheorie. Seine Mondtafeln 16sten ab 1923 die von
Hansen ab. In seinem grundlegenden Werk tiber die Mondtheorie® ,,An Introductory Treatise
On The Lunar Theory** berief sich Brown wiederholt auf die bedeutenden Vorarbeiten Han-
sens.

In einer Art Zusammenschau wiardigte Brown 1920 in seiner zusammenfassenden Arbeit ,,The
Problem of the Moon’s Motion“® Hansen als den einzigen Himmelsmechaniker, der in seinen
Arbeiten Giber die Mondtheorie ,,to have accomplished the whole of it with any degree of com-
pleteness®. Brown’s Mitarbeiter und Nachfolger D. Brouwer fiihrte als erster die Verwendung
von Computern in die Berechnung der Bewegung der Himmelskorper ein. Dadurch konnten
dann auch die Brownschen Mondtafeln abgeldst werden. Damit verlagerte sich aber auch die
Berechnung der Bewegung der Korper des Sonnensystems von den ,,absoluten” Stérungen
(auch als ,,allgemeine Stérungen® bezeichnet, das sind analytisch berechnete Stérungen, die
im Wesentlichen durch unendliche Reihen dargestellt werden) zu den ,,speziellen” Stérungen
(d.h. numerisch berechnete Orter)*. Auf beiden Gebieten hatte Hansen wesentliche Beitrage
geliefert. Wahrend die Integration der Bewegungsgleichungen in (helio-) zentrischen recht-
winkligen Koordinaten nach der Methode von Cowell erfolgt, hat Encke eine Integration in
rechtwinkligen relativen Koordinaten entwickelt, die auf die ungestorte Bewegung des Plane-
ten bezogen sind. Ahnlich ist das Verfahren nach Hansen, der allerdings mit Polarkoordinaten
arbeitet, die auf die Hansensche Hilfsellipse bezogen sind®. Diese Hansensche Methode be-
zeichnet Brouwer als die einzige Methode, die der von ihm allerdings in rechtwinkligen Ko-
ordinaten entwickelten Methode zumindest in den Stérungen erster Ordnung ebenbiirtig ist®.

Der Beginn der Weltraumfahrt stellte eine neue Herausforderung an die Himmelsmechanik
mit ihrer Erweiterung zur Astrodynamik dar und damit vielen neuen Problemen wie einer
jetzt untibersehbaren Schar mdglicher Bahnen der kinstlichen Himmelskdrper. Fir die nume-
rische Losung des Satellitenproblems wurden die Hansenschen Arbeiten zu den speziellen
Storungen von Herget und Musen herangezogen, da diese Losungen keine Singularitaten ent-
halten und zu groRRer Genauigkeit getrieben werden kdnnen. Die wichtigste dieser Singularité-
ten betrifft die kritische Neigung bei der Inklination 63°.435 (bzw. 116°.565) in der analyti-
schen Losung von D. Brouwer. Musen hat in zahlreichen Arbeiten die Hansenschen Theorien
zur Mondbewegung und den speziellen Stérungen an das Satellitenproblem angepasst und

Yin: HILL, G. W. (1896): 'Remarks on the Progress of Celestial Mechanics Since the Middle of the Century’,
Bulletin of the American Mathematical Society, Series 2, 125-136 (cit. nach: DE VORKIN, D. H. (1982). n0.777)

2 E. W. BROWN (1896/Reprint 1960)

* E. W. BROWN (1920): 'The Problem of the Moon’s Motion', Publications of the Astronomical Society of the
Pacific, 32, 93-104 (cit. nach: DE VORKIN, D. H. (1982). no.750)

* Begriffsbildung durch C. F. Gauss, siehe: O. VOLK (1957), p.211
> siehe etwa in G. A. CHEBOTAREV (1967), p. 246

® D. BROUWER (1946), D. BROUWER (1958), D. BROUWER (1959), BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961),
p. 416.ff



dadurch viele weitere Arbeiten zur Verwendung der Hansenschen Theorien in der Folge an-
geregt.

In Russland hat V. A. Brumberg? versucht, die neuen Methoden der Computeralgebra fiir die
Himmelsmechanik anzuwenden (CAS [Computer Algebra System]). Er raumte den Arbeiten
von Hansen breiten Raum ein und unterstrich so die Bedeutung Hansens auch zur Lésung
aktueller Probleme der Astrodynamik.

1.2 Die,,idealen*“ Koordinaten

K. Stumpff® nannte Hansen einen der bedeutendsten Theoretiker, der mit seinen zum Teil un-
gewdhnlichen Methoden die Himmelsmechanik auf vielen Gebieten bereicherte®. Allerdings
ist die Hansensche Darstellungsweise, vor allem in den in deutscher Sprache abgefassten Ar-
beiten (die ersten Arbeiten waren noch auf lateinisch geschrieben), fur viele kompliziert und
schwer verstandlich, so dass seine Originalitat und die Qualitat seiner Arbeiten nicht die Wur-
digung erfahren hat, die sie eigentlich verdient hatte®®. Mit diesen Bemerkungen ist vielleicht
umrissen, weshalb die Nachwirkung Hansens vor allem im Zusammenhang mit der Anwen-
dung und numerischen Raffinesse seiner Methoden auf die Planeten- und Mondbahnberech-
nung und Anwendung auch in der Astrodynamik zu sehen ist, wie sie im ersten Abschnitt des
vorliegenden Berichtes kurz umrissen wurde. Dagegen hat offenbar die allgemeine theoreti-
sche Grundlegung, die aus Hansens Arbeiten herauskristallisiert werden kann, nicht die ver-
diente und notige Wirdigung und Weiterentwicklung erfahren. Dies betrifft in erster Linie
den Begriff der ,,idealen Koordinaten*. Dem Nachweis, dass diese ein fester Bestandteil jeder
Bewegungslehre, somit der Grundlagen von Himmelsmechanik und Astrodynamik sind und
welche Konsequenzen sich aus diesem Sachverhalt ergeben, soll die vorliegende Arbeit ge-
widmet sein’.

Hansen fuhrte die von ihm so genannten ,,idealen Koordinaten“ ein als ein geschicktes Hilfs-
mittel um die Stoérungsgleichungen fur die Kleinen Planeten, Kometen und vor allem den
Mond in den Griff zu bekommen.

Der Begriff ,,ideale Koordinaten* ist sicherlich nicht ideal, stellt er doch eine fir viele l&stig
erscheinende Herausforderung dar: Warum sollen diese Koordinaten ,,ideal* sein, was doch
irgendwelche anderen Systeme auch sein kénnten? Was zeichnet diese ,,idealen Koordinaten*
denn besonders aus? Es gilt also zu untersuchen, ob die von Hansen so genannten ,,idealen
Koordinaten* wirklich etwas Besonderes sind, als das sie durch den Begriff ,ideal” ausge-
zeichnet werden, oder ob dieser Begriff eben nur ein kennzeichnender Begriff fur eine be-
stimmte Art von Koordinaten ist. In letzterem Sinne jedenfalls wurde dieser Begriff in der
Folgezeit bis ins 21. Jahrhundert in zahlreichen Arbeiten verwendet.

! P.MuseN (1958), P. HERGET AND P.MUSEN (1958), P.MUSEN (1959), P.MUSEN (1961), H. T. PHELAN (1962),
D.FISHER (1963), W. M. KAULA (1962), W. M. KAULA (1966), N. X. VINH (1969), M. PALAcIOS and C. CALVO
(1996), M. PALACIOS (2000)

2V/. A. BRUMBERG (1995)

3 K. STUMPFF (1974), p. 163 und p. 185

* 0. DzIOBEK (1888): p. 294

% E. W. BROWN (1896/Reprint 1960), p.161

® D. BROUWER and G. M. CLEMENCE (1961), p. 416

! Allgemeiner Zusammenhang der Hansen-Systeme mit Bahnbewegungen in Kapitel 2, im Bezug auf beliebige
Ausgangskurven in Kapitel 3 und zu einem speziellen Integrationsverfahren in Kapitel 4



»Ildeale Coordinaten eines Planeten, oder Kometen, oder Sa-
telliten nenne ich alle Coordinaten desselben, die die Eigenschaft be-
sitzen, dass nicht nur sie selbst, sondern auch ihre ersten Differentiale
in Bezug auf die Zeit in der gestorten Bewegung dieselbe Form haben

wie in der ungestorten.« . _ ]

Bild 1-2: Die Hansensche Definition der ,,idealen Koordinaten* !

Der Begriff ,,Koordinaten* erscheint in diesem Zusammenhang unprézise und hat wohl seit-
her einen Bedeutungswandel erfahren. Gemeint sind allgemeiner bestimmte Parameter, die
eine Bewegung beschreiben. Hansen erweiterte selbst einen solchen Begriff der ,,idealen Pa-
rameter auf alle himmelsmechanischen GroRen, die im ,,gestOrten* wie im ,,ungestorten*
Fall dieselbe Darstellung haben. Durch diese Verallgemeinerung scheint allerdings die prézi-
se mathematische Begriffsbildung, ndmlich, dass das mit dem allgemeinen Bahnwinkel ver-
knupfte System notwendig ,,ideal* ist, verwassert worden zu sein. Jedenfalls ist in der Origi-
nalarbeit von Hansen dieser Bezug auf die Notwendigkeit des ,,idealen* Systems nicht zu
finden. Man muss aber festhalten, dass ein Koordinatensystem nur deshalb ,,ideal* sein kann,
wenn es auf die Bewegung eines Himmelskorpers bezogen ist. Nach Losung eines Bewe-
gungsproblems in diesem ,idealen* System kann der Bezug auf ein von der Bewegung unab-
héngiges System durch eine zusatzliche Integration (Ublicherweise fir den aufsteigenden
Knoten in Bezug auf das fundamentale Basissystem oder einem entsprechenden Winkel in
dieser Ebene) hergestellt werden.

Eine erste fundamentale Eigenschaft der ,idealen Systeme®, welche bereits deren grundle-
gende Bedeutung erkennen lasst, ist von Hansen selbst entdeckt worden. In seiner allgemein
als ,,Darlegung” zitierten Arbeit von 1857 beschreibt er die folgende Eigenschaft der idealen
Systeme:

~r

. »In jedem auf bewegliche Achsen bezogenen idealen Coordinaten-
“ system fallt die instantane Drehungsachse stets mit dem Radius Vector
des Planeten, oder Komelten, oder Satelliten zusammen.«

Bild 1-3: Der erste Satz von Hansen (iber fundamentale Eigenschaften der ,,idealen Koordinaten“ 2

Ausgehend von diesem Satz ist es moglich, durch Verwendung der ,,idealen Koordinaten*
eine weitgehende Entkopplung der Bewegungsgleichungen nach Einflussen in der Bahnebene
und senkrecht zur Bahnebene zu erreichen. Dies ist einer der wesentlichen Grundziige der
Hansenschen Stérungsrechnung.

Durch die Entdeckung der ,,idealen Koordinaten“ hat Hansen (wohl unbewusst) eine Alterna-
tive bzw. Ergdnzung zum Rechnen mit kanonischen Variablen in die theoretische Mechanik
eingefuhrt. Allerdings sind die Arbeiten von Hansen in der Folgezeit wegen der numerischen
Erfolge seiner Storungsrechnung weitergefuhrt worden, wéhrend die theoretische Entwick-

! Kopie aus HANSEN, P. A. (1857), p.66

2 Kopie aus HANSEN, P. A. (1857), p.67. Der Begriff ,,Coordinaten“ scheint einen Bedeutungswandel erfahren zu
haben. und erscheint aus heutiger Sicht unprazise. Gemeint ist die Darstellung in einem speziellen System, das
Hansen als ideal bezeichnete.



lung der Himmelsmechanik und insbesondere der analytischen Stérungsrechnung zunéchst
vom Ausbau der Theorie der kanonischen Variablen gepragt worden war.

Die von Hansen gegebene Definition der ,,idealen Koordinaten“ gilt es mathematisch prazise
zu fassen, was ab dem nachsten Abschnitt durchgefiihrt werden soll. Hier kann festgehalten
werden, dass sowohl rechtwinklige wie Polarkoordinaten diese ,,ideale” Eigenschaft zeigen
konnen. Im Fall von Polarkoordinaten wird dadurch ein in der oskulierenden Bahnebene lie-
gender Bahnwinkel definiert, der im allgemeinen Fall nicht mit den sonst in der Keplerbewe-
gung verwendeten Bahnwinkeln, wie wahre und exzentrische Anomalie, identisch ist. Schon
diese Tatsache weist darauf hin, dass die ,,idealen Koordinaten* tiber die gestorte Keplerbe-
wegung verallgemeinernd hinaus von Bedeutung sind. Sie lassen sich zur Beschreibung eines
jeden Bewegungsvorganges (also nicht nur im Rahmen der Astrodynamik) verwenden, was
fir die in der klassischen Himmelsmechanik verwendeten Parameter nicht der Fall ist. Dies
ist bedeutsam. In den Mondtheorien seit Clairaut und d’Alembert, spater auch von Laplace
und Damoiseau, wurde als Bahnwinkel die wahre Léange in der Bahn' als unabhéngige Vari-
able an Stelle der Zeit verwendet?. Ubrigens verwendete auch C. F. GauR implizit die wahre
Lange als unabhéngigen Bahnwinkel, dessen Variation er in seinen Arbeiten Uber die Bahn
des kleinen Planeten 2/Pallas im Flachensatz verwendet®. Gyldén benutzte die wahre Anoma-
lie, Hansen selbst die exzentrische Anomalie als unabhangige Variable, jedoch nicht den sei-
nen ,,idealen Koordinaten“ entsprechenden allgemeinen Bahnwinkel. Der Bezug eines sol-
chen Bahnwinkels zur Zeit wird durch Integration der Zeitbeziehung hergestellt. Als Zeitbe-
ziehung dient der Flachenssatz, der urspriinglich von J. Kepler in seinem zweiten Gesetz im
Rahmen der Zweikdrperbewegung gefunden worden war. Im vorliegenden Fall stellt dieser
Satz im Rahmen der Hansen-Systeme eine zentrale und allgemeingltige Beziehung dar.

»ldeale Systeme* als solche wurden in der Folge bis zum heutigen Tag wiederholt herangezo-
gen um Probleme der Astrodynamik zu untersuchen. Zum Beispiel beschaftigte sich A. De-
prit* im Rahmen von ,,idealen Systemen* in einigen Arbeiten mit der Transformation mit Hil-
fe von Eulerschen Parametern, die den drei Eulerschen Winkeln bei einer raumlichen Dre-
hung entsprechen, wodurch er die idealen Koordinaten in eine Hamiltonsche Form tberfihren
konnte. Dadurch erreichte er eine Verknlpfung der Hansen-idealen Koordinaten mit kanoni-
schen Systemen. Weiter schlug er im Rahmen der gestorten Keplerbewegung die Verwen-
dung ,,idealer Bahnelemente* vor.

Joseph Van der Ha® schlug Variationsgleichungen vor, welche zum Teil als eine gewisse Vor-
stufe der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Untersuchungen angesehen werden kénnen.
Ohne die Arbeiten Hansens explizit zu erwéhnen, verwendet Van der Ha den Hansenschen
Bahnwinkel implizit als unabhéangige Variable sowie die auf den Koordinatenursprung des
idealen Systems bezogene Lénge des aufsteigenden Knotens, die er beide als ,,Quasi Winkel*
bezeichnet. Ein Bezug zu den Hansen-,idealen Koordinaten® mit entsprechenden weiterfih-
renden Konsequenzen wird in dieser Arbeit nicht hergestellt. Folgearbeiten nach Van der Ha
sind bisher nicht bekannt geworden.

! dabei handelt es sich um den Knickwinkel, der zusammengesetzt ist aus dem Argument der Breite ldngs der
oskulierenden Bahn des Himmelskdrpers und der Rektaszension des aufsteigenden Knotens in der Aquatorebene
bzw. der ekliptikalen Lange langs der Ekliptik

2 siehe etwa bei F. TISSERAND (1896), tome 1V, p.376
¥ GAuss, C. F. (1810)

* A. DEPRIT (1975), (1976)

> J. VAN DER HA (1985)



V. Brumberg' wandte die Eulerschen Parameter zur Herleitung der raumlichen Bewegungs-
gleichungen der gestérten Bewegung in Kombination mit den Hansen-idealen Koordinaten
an. Die Eulerschen Parameter werden als ,,Einer Quaternionen* aufgefasst. Ihre Verwendung
erlaubt die Variationsgleichungen der rdumlichen Bewegung singularitatenfrei zu formulie-
ren®. Die erhaltenen Formeln entsprechen denen, die Deprit mit den Hansen-Koordinaten er-
halten hat®. V. Brumberg verwendet in diesem Zusammenhang auch den Begriff ,,Hansen-
Koordinaten* anstelle des Begriffes ,,ideale Koordinaten®. Dieser Begriff soll auch in der vor-
liegenden Arbeit vorzugsweise neben den Begriffen ,,Hansen-System* oder ,,Hansen-ideales
System* verwendet werden.

1.3 Die Zielsetzungen der vorliegenden Arbeit

Die Bedeutung der von P. A. Hansen eingefiihrten ,,idealen Koordinaten“ sollen in ihrer theo-
retischen Grundlegung sowie in ihren verschiedenartigen Anwendungen in einer allgemeinen
Bewegungslehre herausgearbeitet werden. Es soll insbesondere gezeigt werden, dass die Han-
sen-Systeme (nicht wie bisher angenommen) per definitionem eingefiihrt werden mussen,
sondern als ein notwendiger Bestandteil in der mathematischen Beschreibung fir einen jeden
Bewegungsvorgang langs einer Bahn existieren.

Eine notwendige Konsequenz ist die enge Kopplung zwischen einem mit der Bewegung mit-
geflihrten Koordinatensystem (hier insbesondere das Leibniz-System) mit einem bewegungs-
bezogenen Hansen-System, das fest mit der oskulierenden (d.h. der durch den momentanen
Zustandsvektor aufgespannten) Bahnebene verkniipft ist.

Ein zweiter grundlegender Aspekt der Arbeit ist die Frage, welche Bahnform als Basis fur
allgemeingultige Aussagen Uber das Bewegungsverhalten auf komplizierten Bahnformen ge-
wahlt werden sollte. Hier bietet sich die gleichformig geradlinige Bewegung an, die in der
theoretischen Physik als Bahnform der inertialen R&ume bekannt ist. Ziel wird es daher sein,
einen Formalismus der geradlinigen Bewegung zu erarbeiten, der die Eigenschaft hat, jeden
beliebigen Bewegungsvorgang durch Anpassung der Parameter der geradlinigen beschreiben
zu konnen. Dazu ist es dann aber notwendig, sich von der gedanklichen Einengung auf eine
Kegelschnittbewegung, wie sie in der Astrodynamik als Ausgangsbewegung Ublicherweise
angesehen wird, zu lésen.

Eine interessante Anwendung dieser beiden Aspekte ist die Berechnung der Beschleunigun-
gen, die erforderlich sind, um einen bestimmten Bewegungsvorgang (auf einer bestimmten
Kurve) zu erzwingen, bzw. um die Beschleunigungen zu erfahren, die auf eine beobachtete
Bahn einwirken. Diese Berechnung kann mit dem Formalismus der geradlinigen Bewegung
und in Bezug auf ein Hansen-System in geschickter Weise durchgefuhrt werden.

Ein dritter Schwerpunkt der Arbeit ist die Entwicklung einer neuartigen Integrationsverfah-
rens zur Losung der Bewegungsgleichungen. Es war C. F. Gaul3, der in der Stérungsrechnung
die Begriffe ,,allgemeine Stérungsrechnung® und ,spezielle Stérungsrechnung“ einflhrte.
Dabei steht der Begriff allgemeine Storungsrechnung fiir Untersuchungen mit analytischen
Hilfsmitteln, insbesondere Reihenentwicklungen, um einen allgemeinen Einblick in die Be-
wegungsmechanismen zu erhalten. Dazu kann die Storungsfunktion durch explizite Formeln
fir alle Zeiten dargestellt wird. Die analytische Integration wird mit bekannten Integralen

1 V. BRUMBERG (1995), pp. 69-74

2 Dies wird zum Beispiel auch in den Arbeiten von M. PALAcI0s and C. CALVO (1996) und M. PALACIOS (2000)
im Zusammenhang mit einer Regularisierung fiir hochgenaue numerische Integrationen angewendet

% A. DEPRIT (1976)



durchgefiihrt und liefert Ergebnisse, die fiir einen grofRen Zeitbereich giiltig sind. Allerdings
gibt es fur komplizierte Funktionen haufig keine analytischen Integrale, so dass N&herungs-
ausdriucke etwa in Form von Reihenentwicklungen gefunden werden missen, welche analyti-
sche Losungen erlauben. Die Losung ist dann zwar allgemeingiiltig, bietet aber normalerwei-
se eine eingeschrankte Genauigkeit. Der Begriff spezielle Stérungsrechnung steht fiir die nu-
merische sukzessive Berechnung der Stérungen mit Losung der Bewegungsgleichungen
durch ,,mechanische* Quadratur".

Eine numerische Integration wird heute tblicherweise mit einem Runge-Kutta Verfahren oder
einem Mehrschrittverfahren durchgefuhrt. Um das Bewegungsverhalten eines Objektes zu
einem bestimmten Zeitpunkt zu erfahren, ist es notwendig sich schrittweise durch numerische
Integrationen bis zu diesem Zeitpunkt vorzuarbeiten. Hier kann das gesamte bekannte Stor-
modell beriicksichtig werden, liefert also die genauesten Ergebnisse. Wegen zunehmender
Rundungsfehler ist aber der zul&ssige und zuverlassige Ergebnisse liefernde Zeitbereich rela-
tiv stark limitiert (in der Satellitenbahnmechanik Ublicherweise maximal einige Wochen, je
nach Genauigkeitsanforderung).

Grundlegend fiir die Berechnung komplizierter Bewegungen, wie etwa die der kinstlichen
Satelliten, wurde die Erweiterung der Lagrangeschen Variationsgleichungen auf beliebige
»Storeinflisse” durch Verwendung von Beschleunigungseinfliissen in dem von Leibniz einge-
fihrten mitbewegten Koordinatensystem. In der Astrodynamik ist es (auf’er bei den rein nu-
merischen Integrationen nach Cowell) (blich von periodischen Bewegungen auszugehen (dies
ist Ubrigens auch im Rahmen der Chaostheorie tblich!). Diese Bewegungen werden in der
ublichen Sprechweise durch ,,Stérbeschleunigungen gestort®. Die dadurch verursachten Ab-
weichungen werden in ,,Storgleichungen beschrieben, die in der Astrodynamik auch als
»Planetengleichungen® bezeichnet werden. Fir eine Integration dieser Gleichungen werden in
der klassischen Astrodynamik wenn moglich sakulare und langperiodische Bewegungsein-
fliisse einerseits und andererseits (durch einen Mittelungsprozess) kurzperiodische Einflusse
separiert. Dieser Prozess wird soweit moglich mit Hilfe kanonischer Transformationen durch-
geflihrt. Nach Integration der ,,Stérgleichungen® unter Beriicksichtigung der sakularen Effek-
te werden die hier erhaltenen Ergebnisse verwendet um in einer anschlieBenden Integration
auch die langperiodischen Effekte und schliel3lich in einem dritten Schritt die kurzperiodi-
schen Effekte zu beriicksichtigen. Dazu werden die einmal aufgestellten Planetengleichungen
wieder verwendet.

Die Trennung in sakulare und langperiodische Bewegungseinflisse ist in manchen Féllen der
Astrodynamik nicht moglich (oder sinnvoll). Beispiele sind die Ausartung langperiodischer
Variationen der Bahnexzentrizitat von Erdsatelliten unter dem Einfluss der ungeradzahligen
zonalen Parameter des Erdschwerefeldes in bestimmten Féllen zu sékularen Effekten (,,frozen
orbits“) oder bei Resonanzen von bestimmten Parametern des Erdschwerefeldes.

In der vorliegenden Arbeit wird die Einschrankung auf ,,Stérgleichungen® und damit etwa die
Verwendung der Planetengleichungen fallen gelassen. Diese Storgleichungen gehen von der
Existenz einer hinreichend genauen Né&herungsldsung aus, die eine intermedidre Bahnbewe-
gung beschreiben, im einfachsten Fall im Rahmen der Astrodynamik eine Keplerbahn. Diese
Bewegung wird durch relativ kleine ,,Storungen® verandert. Im Fall von Erdsatelliten ist diese
L,Storung® maximal eine Beschleunigung in der GroBenordnung 107 km/sec?. Die Storglei-
chungen sind Differentialgleichungen, welche diese kleinen(!) Einfliisse zu beschreiben ges-
tatten?. Stattdessen werden in der vorliegenden Arbeit allgemeingltige Bewegungsgleichun-

! siehe in O. VoLK (1957), pp.211-212
2 siehe etwa in: KIRCHGRABER, U. UND STIEFEL, E. (1978)



gen bei Bezug auf das Leibniz-System verwendet, die mit Bezug auf ein Hansen-System be-
arbeitet werden konnen. Diese Gleichungen erfassen den gesamten Bewegungsvorgang.

Die Grundidee zur Integration der Bewegungsgleichungen ist dann folgende: ausgehend von
einer Kurve, die einem bestimmten Bewegungsmodell entspricht (idealerweise als erste Wahl
eine Gerade ohne jeden Bewegungseinfluss) werden die Bewegungsgleichungen (flr die ge-
samte Bewegung!) aufgestellt. Aus der Sammlung aller bekannten Beschleunigungen, welche
den untersuchten Bewegungsvorgang pragen, werden (in zunachst willkdrlicher Weise) eine
oder einige wenige Teilbeschleunigungen ausgewahlt. Mit diesen werden die Bewegungsglei-
chungen durch Integration bearbeitet. Das Ergebnis ist eine neue Kurve, welche dem erwei-
terten Bewegungsproblem entspricht. Basierend auf dieser neuen Kurve kann unter Wahl von
einer oder einigen weiteren Teilbeschleunigungen ein neuer Satz von Bewegungsgleichungen
aufgestellt werden. Dieser neue Satz stimmt formal mit dem urspringlichen tberein, inhalt-
lich geht er von einer neuen Kurve aus und schlie3t eine neue Teilbeschleunigung ein.

Dieser Vorgang: Kurve — Beriicksichtigung einer Beschleunigung — neue Kurve - Beriicksich-
tigung einer weiteren Beschleunigung — usw. soll in willkirlicher Folge erarbeitet werden
konnen'. Sie sollte daher dem Geschick des Bearbeiters und den mdglichen zur Verfiigung
stehenden rechnerischen Hilfsmitteln tberlassen bleiben. Es wird das Ziel sein, so lange wie
maoglich analytische Lésungen zu suchen. Dies wurde in der klassischen Himmelsmechanik
durch die Suche nach intermedidren Bahnen erreicht. Im Unterschied dazu werden jedoch im
vorliegenden allgemeineren Verfahren nicht notwendig schrittweise Bewegungsannaherungen
erarbeitet. Vielmehr wird das gesamte Bewegungsproblem schrittweise durch die Berticksich-
tigung der Teilbeschleunigungen bearbeitet. Die Reihenfolge, in der die einzelnen Teilinteg-
rationen durchgeflhrt werden, ist im Prinzip willkirlich. Der gesamte Bewegungsvorgang
kann daher erst zum Schluss des gesamten Rechenprozesses zufriedenstellend beschrieben
werden. Es muss klar sein, dass ublicherweise die endgiltig erhaltene Losung nur eine Néhe-
rungslosung sein kann. Beliebig komplizierte Bewegungsvorgéange lassen sich auch mit den
heute erhaltlichen mathematischen Mitteln nicht vollstdndig analytisch darstellen. Dies ware
insbesondere fiir langfristige Untersuchungen erforderlich.

Das mit dem Namen I. Newtons verknupfte Verfahren zur Losung eines Bewegungsproblems
ist ausschliellich auf ein inertiales (oder als inertial definiertes) Basissystem bezogen, das
also unabhéangig von jeder (nicht gleichférmige geradlinigen) Bewegung angenommen wird.
Ist der (dreidimensionale) Beschleunigungsvektor in diesem System gegeben, wird die LO-
sung des Problems tiblicherweise durch numerische Integration erhalten. Wird in diesem Sys-
tem eine analytische Losung gewinscht, werden die Storgleichungen flr die eine rdumliche
Bewegung definierenden Winkel (Inklination, Lange des aufsteigenden Knotens) in Bezug
auf das inertiale Basissystem verwendet.

In dem Gegensatz Newton — Hansen-System spiegelt sich einer der Streitpunkte zwischen
Newton und Leibniz wieder?: Newton hatte sich als Grundlage zur Beschreibung der Planeten-
bewegung auf sein Gravitationsgesetz gestutzt, das notwendig auf ein inertiales Basissystem
bezogen ist. Dagegen verwendete Leibniz, mehr kinematisch orientiert, das von ihm einge-
fuhrte mitbewegte System mit der von ihm entdeckten radialen Beschleunigung (die Newton
fir Unsinn gehalten hatte, da sie in seinem inertialen System so nicht vorkommen kann). Das
mit dem Leibniz-System verknipfte Hansen-System kann seinen Ursprung wie das Newton-
sche System in einem Bezugspunkt haben, etwa einem Gravitationszentrum, ist formal dem
inertialen System gleich, jedoch auf eine spezielle Bewegung bezogen. Es erleichtert die ana-

! zugehériges Diagramm in Bild 3-25 auf Seite 141
2 siehe hierzu vor allem in: AIToN, E. J. (1964) und AIToN, E. J. (1965)
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lytische Beschreibung einer Bewegung, muss allerdings zum Vergleich mit anderen Bewe-
gungsvorgangen letztlich auf das Newtonsche inertiale System reduziert werden.

In dem in dieser Arbeit vorgeschlagenen Verfahren, das auf der Verwendung von Hansen-
Systemen beruht, werden folgende Vorteile gesehen:

1.

10.

11.
12.

13.

Hansen-Systeme sind abgesehen von inertialen Systemen (,,Newton-Systeme*) die
einzigen Systeme, in denen der absolute Geschwindigkeitsvektor dem auf dieses Sys-
tem bezogenen relativen Geschwindigkeitsvektor identisch ist.

Hansen-Systeme sind die einzigen Systeme, die formal wie inertiale Systeme behan-
delt werden koénnen.

Hansen-Systeme sind die einzigen Systeme, die fest mit einer oskulierenden Bahn-
ebene gekoppelt sind.

Zu jedem Bewegungsvorgang kdnnen Hansen-Systeme konstruiert werden.

Der auf ein Hansen-System bezogene Bahnwinkel ist die einzige stérunabhangige
mdogliche Variable. Auch die Zeit ist eine Funktion dieses Bahnwinkels, also eine ab-
hangige Variable. (Im klassischen Newtonschen inertialen System ist stets die Zeit die
unabhangige Variable, entweder direkt bei numerischen Integrationen oder indirekt
uber die Mittelpunktsgleichung bei analytischen Verfahren).

Die Methode der Variation der Parameter ist eine notwendige Folge aus der Existenz
von Hansen-Systemen.

Die Einflusse der einzelnen Teilbeschleunigungen auf einen Bewegungsvorgang kon-
nen infolge eindeutiger Separierung klar analysiert werden.

Durch Ruckgriff auf eine geradlinige Bewegung, deren Beschreibung notwendig in
einem Hansen-System erfolgt, konnen die Bewegungseinfliisse berechnet werden, die
eine beobachtete Bewegung erzwingen.

Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen ist in jedem Fall, d.h. bei Berlcksichti-
gung einer weiteren Teilbeschleunigung, formal identisch.

In einem neuen Integrationsschritt, der eine weitere Teilbeschleunigung einbezieht,
werden die zuvor erhaltenen Ldsungen vollstandig verwendet.

Die Teilintegrationen erfolgen in willkirlicher Reihenfolge.

Es werden (im Wesentlichen) nur vier unabhéngige Bewegungsgleichungen benétigt
(zwei flr die Bahnkurve, eine fur den Flachenparameter, eine fur die rdumliche Dre-
hung um den Radiusvektor). Weitere, um Bezug auf das inertiale Basissystem herzu-
stellen, sowie um die Bewegung im Zeitverlauf zu beschreiben, kénnen nach Lésung
der vier Basisgleichungen bearbeitet werden.

Es wird erwartet, dass infolge des formal identischen Ablaufs in den einzelnen Bear-
beitungsschritten das Verfahren weitestgehend CAS-fahig* entwickelt werden kann.
Dariiber hinaus besteht die Hoffnung, dass die kiinftige Rechner-Entwicklung und
Entwicklung von formalen Rechenprogrammen (CAS) noch mehr als bisher das Ar-
beiten mit allgemeinen Bewegungsproblemen erleichtern und durchsichtiger gestalten
wird.

In dem hier vorgestellten Verfahren werden Bahnkurve und Bewegung auf dieser Bahnkurve
scharf getrennt. Dies wurde bereits von Kepler implizit in seiner Theorie so durchgefunhrt:

lcas -

Computer Algebra System, ein mathematischer Formelmanipulator wie Reduce, Mathematica, Maple
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Sein erstes Gesetz definiert die Bahnkurve, das zweite die Bewegung langs dieser Kurve. Die-
se beiden Gesetze beschreiben also die Kinematik einer Bewegung. Erst das dritte Keplersche
Gesetz bezieht die Dynamik mit ein, das bedeutet die physikalisch-quantitative Erklarung
einer beobachteten (oder zu beobachtenden) Bewegung.
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2 Altes und Neues zu den Hansen-Systemen

In diesem Abschnitt wird die mathematische Formulierung der Hansen (,,idealen”) Koordina-
ten in vollstandiger Allgemeinheit fir geradlinige Koordinatensysteme hergeleitet. Bekannte
und (soweit aus der bekannten Literatur zu schlieBende) unbekannte neue mathematische Sat-
ze zur Charakterisierung dieser Koordinaten werden abgeleitet und zusammengestellt. AufBer-
dem wird ihre grundlegende Bedeutung im Rahmen der Astrodynamik, ihr Zusammenhang
mit der allgemeinen Keplerbewegung und mit der Eulerschen Variation der Parameter unter-
sucht. Als Basis werden zuvor Beziehungen, Definitionen und Zusammenhénge aus der klas-
sischen Himmelsmechanik, der sphérischen Astronomie und der allgemeinen Bewegungsleh-
re kurz zusammengestellt, wie sie fur die vorliegende Arbeit benotigt werden.

2.1 Mathematische Grundlagen und Voraussetzungen

2.1.1 Das Frihlingspunkt-bezogene Aquatorsystem

Das auf den Erdaquator bezogene und nach dem Sternhimmel orientierte Bezugssystem ist
das fundamentale Koordinatensystem, das fir alle Zwecke erdgebundener und interplanetarer
Raumflugmissionen eingesetzt wird. Bezugsebene ist die Erdadquatorebene. Da die Polachse
der Erde selbst bewegt ist, werden die Aquatorebene und damit das ganze System zu einem
gewissen Anfangszeitpunkt (Epoche) festgeschrieben. Alle Rechnungen in diesem System
und alle Umrechnungen gelten stets nur fir diese Epoche. In der vorliegenden Arbeit geht es
zunachst auch um eine allgemeine mathematische Darstellung von Bewegungsvorgéangen. In
diesem Sinn wird das Aquatorsystem auch als Prototyp eines allgemeinen Bezugssystems
verwendet. Im Gegensatz zu dem spater einzufiihrenden Leibniz- sowie dem Hansen-System
werde dieses System als Newton-System bezeichnet, da in ihm das Newtonsche Gravitations-
gesetz in seiner urspringlichen Form seine Gultigkeit hat.

Bild 2-1: Das Friihlingspunkt-bezogene Aquatorsystem, bei Bezug auf die Erde: geozentrisches Friihlingspunkt-
bezogenes Aquatorsystem mit den Winkelkoordinaten Rektaszension o und Deklination &

Es werde angenommen, dass die Aquatorebene fiir eine (Koordinaten-) Epoche festliegt.
Ebenso wird der auf den Sternhimmel bezogene Ursprung fir eine Koordinatenzahlung in der
Aquatorebene fiir diese Epoche festgeschrieben. Hierzu wird der fiktive aufsteigende Schnitt-
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punkt (,,Knoten“) der mittleren Sonnenbahn (Ekliptik) mit der Aquatorebene gewéhlt. Dieser
Punkt wird als Frihlingspunkt Y~ bezeichnet, weil auf der Nordhalbkugel der Erde dann
Fruhlingsanfang ist, wenn die Sonne von der Erde aus gesehen gerade diesen Punkt durch-
lauft. Wenn die Koordinaten von (mindestens einem) stellaren Objekt (Stern, Quasar, Gala-
xie, usw.) im gewahlten Aquatorsystem bekannt sind, kann der Ort des Friihlingspunktes be-
rechnet werden. Hierzu stellt die Astrometrie eine Reihe sehr sorgféltiger vermessener Fun-
damentalsterne zur Verfugung'. Aus der Kenntnis der Orter mehrerer solcher Fundamental-
sterne kann die rdumliche Orientierung des betreffenden Fundamentalsystems eindeutig be-
rechnet werden. Die derzeit erreichbare Genauigkeit der Positionen der Fundamentalsterne
betragt etwa 0".001. Diese wird erreicht mit Hilfe von Radio-interferometrischen Beobach-
tungen von extragalaktischen Radioquellen bzw. neuerdings durch die Beobachtung von Qua-
saren, deren Eigenbewegung gegeniiber dem Universum vernachlassigt werden kann?. Ziel ist
es ein inertiales System zu finden, dessen einzige Bewegung gleichférmig geradlinig ist. Da
das Aquatorsystem an die Bewegung der Erde gebunden ist, verandert sich die relative Orien-
tierung dieses System stdndig mit der Zeit. Deshalb wird das System zu einem Zeitpunkt
»eingefroren”, derzeit auf die Epoche J2000.0. Wird dieses System als das Referenzsystem
verwendet, missen alle Berechnungen in dieses System transformiert werden. Exakte Integra-
tionen mussen in diesem System erfolgen. Das Ergebnis wird dann in das gewunschte System
tbertragen®.

Das Friihlingspunkt-bezogene Aquatorsystem (siehe Bild 2-1) werde durch das orthonormier-
te Basissystem p, aufgespannt. Die p,-Achse sei durch den Frihlingspunkt, die p,-Achse
durch den Nordpol gerichtet, die p, =p,xp, -Achse erganze in der Aquatorebene, welche
die durch p, und p, aufgespannte Ebene ist, das System. Als Polarkoordinaten werde die Rek-

taszension o in der Aquatorebene vom Friihlingspunkt rechtslaufig, die Deklination & positiv
vom Aquator zum Nordpol, negativ zum Siidpol (—90° < & < 90°) gezahlt. r ist der geozentri-

sche Radius des beobachteten Objektes. Der Ortsvektor eines Punktes in diesem System hat
dann die Vektorsdarstellung

r=r(p,cosacosd + p,sinacosd + p,sind ) =rr, , (|r|=1) . (2.1)

Der entsprechende Geschwindigkeitsvektor lautet
F=Ffry+rf, (mit ry-r, =0). (2.2)

Da r, senkrecht auf dem Ortsrichtungsvektor r, steht, entspricht diese Darstellung des Ge-

schwindigkeitsvektors einer Zerlegung in einen radialen und einen in der Bahnebene liegen-
den transversalen Anteil der Geschwindigkeit. Hier ist V. :=1 die radiale Geschwindigkeit

und V; =r|i,| die transversale Geschwindigkeit. Sei q, der Einheitsvektor in transversaler
Richtung, so kann der (absolute) Geschwindigkeitsvektor auch in der Form

! Die scheinbaren Orter der Fundamentalsterne werden jahrlich vom astronomischen Rechenzentrum in Heidel-
berg veréffentlicht. Es enthalt die mittleren und scheinbaren Orter von 1535 Sternen des FK5 (siehe AA 1984, p.
1X)

2 WALTER, H. G. AND SOVERS, O.S. (2000), inshesondere auf Seite 104
% true of date [TOD], mean of date [MOD], true of epoch [TOE], mean of epoch [MOE], usw.

* der Punkt zwischen den Vektoren Iy, I"O bedeutet skalares Produkt, &; ist der Kronecker Tensor



14

F=V,r,+V; q, (2.3)

geschrieben werden.
Die Variation des radialen Richtungsvektors lautet in dquatorialen Koordinaten

i, = c(-sinap, +cosa p,)coss+5[—(cosa p, +sina p,) sins+coss p, | + (2.4)

+pP, COSx COSS +P, Sinex COSS +P, Sind
Hier beschreiben die Vektoren p, die Eigenbewegung des p, —Systems gegentiber einem
Inertialsystem. Ist dieses System inertial, verschwinden somit diese Vektoren identisch:

p.=0 . (2.5)

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werde das Basis-Aquatorsystem als p, — System be-
zeichnet. Jedes andere darauf zu beziehende System werde als q; —System bezeichnet. Es

muss darauf hingewiesen werden, dass ein System nur mathematisch als inertial definiert
werden kann. Ob es auch physikalisch gesehen als inertial angesehen werden kann, muss
durch immer mehr verbesserte Beobachtungen nachgewiesen werden'.

Statt der Polarkoordinaten in Formel (2.1) kann der Ortsvektor durch kartesische Koordinaten
x' ausgedriickt werden?:

3 .
r=xp=xp . (2.6)
i=1
Der zugehorige Geschwindigkeitsvektor ist
r=xp, +Xp, . (2.7)

Hier kann 1, = x'p, als der relative Geschwindigkeitsvektor bei Bezug auf das p, — Basissys-

tem bezeichnet werden. Dagegen schlielt 1 die Eigenbewegung des p, — Basissystems ein

und kann deshalb als der absolute Geschwindigkeitsvektor des bewegten Objektes bezeichnet
werden. Wenn das p, — System inertial ist, so dass p, =0 angesetzt werden kann, ist der rela-

tive Geschwindigkeitsvektor dem absoluten gleich:
p,=0 = rF=r, . (2.8)

p

Dies ist eine notwendige aber, wie wir im Zusammenhang mit dem Hansen-System sehen
werden, keine hinreichende Bedingung. Denn eine charakteristische Eigenschaft von Hansen-
Systemen ist, dass in ihnen absoluter und relativer Geschwindigkeitsvektor identisch sind
(siehe in Formel (2.81) auf Seite 32 und Satz H1).

2.1.2 Der absolute Eigenbewegungsvektor eines Koordinatensystems

Die Variationen g einer beliebigen orthonormierten Basis q; lassen sich wie jeder andere
Vektor eines linearen Vektorraumes V, Ublicherweise als eine Linearkombination bezogen
auf das g -Basissystem mit Komponenten qji schreiben

! siehe etwa in WALTER, H. G. AND SOVERS, O.S. (2000)

3
2 in der vorliegenden Arbeit wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet: X'p; = z XiP;
i=1
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q; = qjiqi (:iqjiqij , (2.9)

wobei wegen Orthonormie q;-q;=0¢; und daher ¢;,-q;+q;-q;=0 , so dass die

Koeffizientenmatrix (q; ') antisymmetrisch ist:

a9, = —0; - (2.10)
Mit den Abkilirzungen
Dy=0y; , Dg=0y , Dg=0a, (2.11)
folgt
a, = Dgs0, — Dy, 05 = G292 — 03,05
4, = —Dg0, +Dyds = —0 0 +050, (2.12)
d; = Dg0,—-Dy0, = O 0;-0x309;

Diese Darstellungen gelten fur die Variation jedes beliebigen orthonormierten Basissystems
und konnen als die Variationsgleichungen eines orthonormierten Basissystems bei dessen
Variation bezeichnet werden®. Diese Variationsgleichungen kénnen genauer als die ,,absolu-
ten Variationsgleichungen® bezeichnet werden, da sie die Variationen des Systems sich selbst
gegeniber und nicht relativ zu einem anderen System beschreiben.

Die Parameter D, werden als die Koeffizienten eines Vektors

D,:=D,q, (2.13)
aufgefasst. Mit Hilfe dieses Vektors kénnen die Variationsgleichungen (2.12) in der bekann-
ten Darstellung

d,=D,xq, (2.14)
zusammengefasst werden. Die Differentiation der Basisvektoren ¢; nach der unabhangigen
Variablen kdnnen als Drehung um den Vektor D, gedeutet werden kann, wobei die Drehung

die Winkelgeschwindigkeit |D,| hat. Es ist daher iblich, diesen Vektor als ,Rotationsvektor"

eines Systems zu bezeichnen. Im Zusammenhang mit den hier vorliegenden Untersuchungen
soll dieser Vektor als ,,Eigenbewegungsvektor” eines Systems bezeichnet werden, da er die
Eigenbewegung dieses Systems beschreibt® und auf die Bewegung des untersuchten Objektes

! Diese Formeln konnen eventuell auch als allgemeine Frenetsche Formeln dieses Systems im Anklang an die
Frenetschen Formeln der Kurventheorie bezeichnet werden. Sie sind im Rahmen astrodynamischer Untersu-
chungen von groRer Wichtigkeit

2 Eine Verwechslung des Begriffes ,,System-Eigenbewegungs-Vektor* mit der in der Astrometrie untersuchten
,»Eigenbewegung” stellarer Objekte sollte vor dem Hintergrund der hier durchgefiihrten Untersuchungen nicht
mdoglich sein: Der Begriff ,,Eigenbewegungs-Vektor eines stellaren Objektes” bezieht sich auf den relativen
Geschwindigkeitsvektor, den ersten Teil der Darstellung (2.4), der Begriff ,,Eigenbewegungs-Vektor eines

Systems* auf den zweiten Teil von (2.4) mit den Variationen der Basisvektoren. Der Vektor Dq beschreibt die

»eigene Bewegung“ eines Bezugssystems, eine Verwechslung mit dem Begriff Eigenvektor, der eine Rolle bei
linearen Abbildungen spielt, sollte hier also ausgeschlossen sein.
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bezogen ist. Daher ist der Begriff ,,Rotation des Systems in diesem Zusammenhang irrefih-
rend. Im Hinblick auf die entsprechenden Bezeichnungen der Kurventheorie kdnnte dieser
Vektor auch als allgemeiner Darbouxscher Vektor bezeichnet werden. Der Ausdruck (2.14)
erlaubt folgende generelle Aussage':

D,=0 < p;=0 < Systemist inertial (2.15)
» Wenn der Eigenbewegungsvektor eines Systems verschwindet, ist dieses System ein iner-
tiales.
Ferner ergibt sich aus Beziehung (2.14) ganz allgemein:
P Es gibt (im dreidimensionalen Raum) zu jedem variablen Einheitsvektor e einen Vektor E,
so dass die Variation dieses Einheitsvektors als Rotation um E gedeutet werden kann:
é = Exe (2.16)

Fur die Variation des Systemeigenbewegungsvektors ergibt sich ganz allgemein eine sehr
wichtige Aussage. Es ist

D, = D,'q,+D,q, (2.17)

qa

und mit Formel (2.14)
D, = D/q,+D,/D,xq,
wobei der zweite Anteil wegen Definition (2.13) verschwindet:
D, D, xq;=D,xD,'q;=D,xD, =0
Es bleibt also (da in der Zerlegung (2.17) der Anteil mit g, , der die eigene Bewegung des
g, — Systems enthalt, fir jeden Eigenbewegungsvektor notwendig verschwindet):

D, = D/g; . (2.18)

q

> Die Variation eines Systemeigenbewegungsvektors (Rotationsvektors, allgemeinen
Darboux-Vektors) ist invariant gegeniber jeder Variation seines Basissystems.

Im q, -System seien die kartesischen Koordinaten y! gegeben. Orts- und absoluter Geschwin-
digkeitsvektor lauten dann

r:yjqj ) r:yjqj+ijj : (2.19)
Als relativer Geschwindigkeitsvektor werde der Ausdruck
ry = yjqj (2.20)

bezeichnet. Mit Beziehung (2.14) kann der absolute Geschwindigkeitsvektor dann auch in der
(altbekannten) Form

F=F, + D, xr (2.21)

! Hier muss beachtet werden, dass inertiale Systeme durchaus eine eigene Bewegung durchfiihren kénnen, ndm-
lich, die gleichférmig geradlinig ist. Der Eigenbewegungsvektor charakterisiert somit eine Bewegung, die von
dieser gleichférmig geradlinigen Bewegung abweicht.
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geschrieben werden. Damit wurde gezeigt, dass sich der absolute Geschwindigkeitsvektor aus
einem zu dem q; —Basissystem relativen translatorischen Anteil und einem rotatorischen

Anteil zusammensetzt, der von der Eigenbewegung dieses Basissystems abhéangt. Es gibt nur
zwei Koordinatensysteme, in denen dieser Eigenbewegungsanteil verschwindet: erstens in
einem inertialen System, dessen Eigenbewegungsvektor identisch verschwindet, da es nur
eine gleichférmig geradlinige Bewegung ausfiihrt. Zweitens in einem Hansen-System, das
Gegenstand dieses Berichtes ist (siehe Satz H1 in Abschnitt 2.3.3 ab Seite 33).

2.1.3 Der relative Eigenbewegungsvektor eines Koordinatensystems
p

3

90°+(a-A)

Bild 2-2: Drehung des P; — Systems (blaue Basisebene E;, ,,Aquator®) in das g; — System (griine Basisebene

E,, ,,.Bahnebene*) um die Eulerwinkel A (,,Knotenlange*), B (,,Inklination*), C (,,L&nge des Ursprungs in der
Bahnebene®). ki, k, — Knotensystem in der E,-Ebene, h,-Vektor ein Hilfsvektor zur Drehung der E;-Ebene um
den aufsteigenden Knoten k; in die Ebene E, nach ko= gsxk;. Eine Sichtrichtung P (Stern, Satellit) hat im p; —
System die Richtungswinkel a, bezogen auf p;, und b (Breite), im g; — System die Richtungswinkel c, bezogen

auf q; (zunéachst willklrlicher Anfangspunkt mit Abstand C vom aufsteigenden Knoten, und d (Breite). Die
Umrechnung dieser Winkel erfolgt im ,,Poldreieck” (P, ps, q3).

Um die Bewegung eines Koordinatesystems relativ zu einem anderen darstellen zu kénnen,
muss die Koordinatentransformation zwischen diesen Systemen bekannt sein. Handelt es sich
um orthonormierte Systeme, wird blicherweise eine orthonormale Transformation durchge-
fiihrt. Eine solche wird im Folgenden kurz allgemeingtiltig dargestellt.

Gegeben sei ein Koordinatensystem im euklidischen Raum mit orthonormierter Basis p;. Eine
Drehung um die p,- Achse mit dem Winkel A fihrt entsprechend Bild 2-2 in den Richtungs-
vektor k, (Knotenvektor) uber, Drehung um k, um den Winkel B ergibt eine neue Basisebene
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mit Normalenvektor qg,, Drehung um g, mit Winkel C fuhrt k, in den neuen Richtungsvektor
g, Uber.

4, = Q3xQ,
erganzt g, und g, zur neuen orthonormierten g;- Basis.

Die drei Drehwinkel A B, C werden in diesem Zusammenhang vollig allgemeingultig ver-
standen. In der Transformation

q, = a,'p, (2.22)
lauten somit die Koeffizienten der Transformationsmatrix
a,, = —cosBsinCsinA+cosCcosA
a, = CcosBsinCcosA+cosCsinA
a,, = sinBsinC
a,, = —cosBcosCsin A-sinCcosA
a,, = cosBcosCcosA—-sinCsin A (2.23)
A,y = sinBcosC
a; = sin Bsin A
a,, = —sSinBcosA
gy = cosB

Wegen Orthonormie der beiden Systeme lautet die Umkehrabbildung (mit der zu (aji)

transponierten Matrix (aji))

Pi = ajiqj' ,  (wenn p;-p; = ;) . (2.24)
Die zugehdrigen Variationen sind

g; = &'p+a/'p . B = dha;+alg; . (2.25)

Sie bendtigen die Variation der Transformationsmatrix
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a, = Ba,sinC+Ca, -Aa,

a,, = Ba,sinC+Ca, +Aa,

d,, = Ba,sinC+Ca,,

d, = Ba,cosC-Ca,-Aa,

d,, = Ba,cosC-Ca,+Aa, (2.26)
d,, = Ba,cosC-Ca,

d, = Ba,sinA-Aa,

d,, = —-Ba,cosA+Aa,

d,, = —BsinB

Werden hier die a;; aus (2.23) eingesetzt, folgen diese Variationen ausfihrlich zu

a, = BsinAsinBsinC -
—C(cosBcosCsin A+sinCcosA) -
— A(cosBsinC cos A+cosCsin A)

a, = -BcosAsinBsinC+
+C(cosBcosC cos A—sinCsin A) +
+ A(-cosBsinCsin A+cosC cos A)

4, = BcosBsinC+CsinB cosC

4, = BsinAsinBcosC -
—C (- cosBsinCsin A+cosC cos A) -
— A (cosBcosC cos A—sinCsin A)

4, = —BcosAsinBcosC-—
—C (cosBsinCcos A+cosCsin A) -
— A (cosBcosCsin A+sinCcos A)

4,, = BcosB cosC-CsinBsinC

4, = BsinAcosB + AcosAsinB 2.27)
4, = —BcosA cosB+ AsinAsinB

a,, = —BsinB

Analog dem Ansatz fur das g; —System kann auch fir das (nicht notwendig als inertial ange-
nommene) p, — System fur die Variationen dieser Basis die Darstellung
pi = pikpk (2-28)

gewéhlt werden. Wird dies in die ersten der Gleichungen (2.25) eingesetzt und noch die
Transformation (2.22) bericksichtigt, ergibt sich

4;=a,"p,+a;' PP, =0a"p, (2.29)

somit durch Koeffizientenvergleich die Beziehung
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ajk :qjiaik_ajipik - (2.30)

Uber die Variationsgleichungen (2.27) kdnnen dann auch die Variationen der Rotationswinkel
A, B, C auf die Variationsparameter (p,’) und (q;’) zuriickgefiihrt werden. Im Fall von Or-

thonormalsystemen p; , q; lauten die Variationsausdriicke
B =—0;,SiNC+0,C0sC — p,;Sin A — p,CosA

AsinB = g,,cosC +0,,sinC — p,, sin B—(p,, cos A— p,,sin A)cos B (2.31)

CsinB = p,, cos A— p,,sin A+q,, sinB—(q,,cosC +0,,sinC)cosB .
Da die Variationsparameter (p,’) und (q;’) analog den Formeln (2.11) zugleich die Kompo-
nenten des jeweiligen Eigenbewegungsvektors

D,=D/q, , D,=D/p; . (2.32)

sind, gilt

Py = Dpl v P = Dp2 v P = Dp3 '

(2.33)
O3 = Dql y Oa1 = qu v G = Dqs

Die Variationen der Drehwinkel A, B, C kdnnen bei einer Rotation orthonormierter Systeme
daher auch in der Form geschrieben werden

B = D,cosC-D,,sinC-D,cosA-D_,sin A
AsinB = D,sinC+D,,cosC+D, cosBsinA-D_ ,cosB cosA-D ,sinB  (2.34)
CsinB = —-D,,sinA+D,,cos A-D, cosB sinC-D,,cosB cosC+D,;sinB .

Nach Bild 2-2 ergeben sich ferner flr das Knotensystem (mit k; als Vektor des aufsteigenden
Knotens, ks=Co, ko=k3xk;) die Beziehungen

k, = p,COSA+p,sin A = ¢g,cosC —q,sinC
k, =—p,cosBsinA + p,cosBcosA+p,sinB = q,sinC + q,cosC (2.35)
h, = —p,sinA+p,cosA = ¢,cosBsinC+q,cosBcosC—-q,sinB .

Die relativen Eigenbewegungsvektoren eines Systems in Bezug auf ein anderes werden defi-
niert durch die Beziehungen

D,=D,-D,=D,'p; ., D,=D,-D,=D,'q, (2.36)

Die Variationen der Drehwinkel aus dem System (2.34) kénnen dann auch mit dem relativen
Eigenbewegungsvektor D, des g Systems bei Bezug auf das p; — System geschrieben wer-

den:

AsinB = (D,-D,)-k, = Dk, (2.37)
CsinB = —(D,-D,)-h, =-D
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Umgekehrt konnen die Komponenten des relativen Eigenbewegungsvektors des g- Systems
bei Bezug auf das p, — System berechnet werden. Um diese Beziehungen herzuleiten, werde
die erste der Beziehungen (2.25) im g;-System dargestellt:

q,=4a,/aq,+a/'p'aq.=qq, . (2.38)
Es besteht also die allgemeingtiltige Beziehung im Fall von Orthonormie
q =a/'a‘+a/'p'a’ . pip;=d,0,-0;=4 (2:39)
sowie umgekehrt

pij:a':<e"|<j+aliq|kakj ' pi-pj=5“-,

o} .qj =0. . (2.40)

ij

Der Variationsvektor ¢; des neuen Systems enthalt zwei véllig getrennte Anteile

qj' = qjqu = (qquk+q(0)jk)qk . (2.41)

Der erste Anteil kommt von der Rotation des neuen q; —Systems gegentber dem alten
p; —System her

O = &2 . (2.42)
Dies entspricht dem relativen EigenbewegungsvektorD,, = D,-D, = qu"qj , der die
Eigenbewegung des q; —Systems in Bezug auf das p; —System beschreibt. Werden im System
(2.42) die entsprechenden Werte fur die b, = a,; und &;, aus den Formelsystemen (2.23) und

(2.27) eingesetzt, ergeben sich fur die Variationsparameter des neuen Systems somit die aus
der Rotation in Bezug auf das alte System stammenden Anteile aus

Dypi =0Ugpzs = &, 85 = BcosC+AsinBsinC
Dyys =Uga = 85 a; = —BsinC+AsinBcosC (2.43)
Dyps =0gz = &,'3,; = AcosB+C

Fur die Umkehrung, also die Drehung vom p; —System in das q; —System mit der Transfor-
mation p, =a’ q;, wird in analoger Weise der relative Eigenbewegungsvektor

D,=D,-D,= qu‘ p; verwendet. Dieser beschreibt die Eigenbewegung des p; —Systems in
Bezug auf das q; —System. Es ist (siehe auch die Definitionsgleichungen (2.36))

D, =-D (2.44)

pa qap
und die Variationsgleichungen (2.37) lauten in diesem Fall
B =-D,k
AsinB = -D -k, (2.45)
CsinB = D,-h, .

Entsprechend hat der relative Eigenbewegungsvektor D ,, die Komponenten
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D,, = —BcosA-CsinB sin A
D,,, = —BsinA+CsinB cos A (2.46)
D,,; = —A-CcosB

Die Gleichungen (2.43) bzw. (2.46) werden in der Literatur gelegentlich als ,,Eulersche kine-

matische Gleichungen* bezeichnet'. Allerdings findet sich in der Literatur tblicherweise nur
einer dieser beiden Gleichungssatze.

2.1.4 Das Leibnizsystem

@ _
4,=c, p.

©_
q95,=4d,
>

Bild 2-3: Zur Herleitung der Beziehungen zwischen dem (rD,qO, Co) - Leibniz- System (rot) und dem Friihlings-

punkbezogenen Aquatorsystem (pl, P, p3) — (,,Newton“-) System (blau), das als inertiales Be-
zugssystem angesehen werden soll

Das von G. W. Leibniz? eingeflihrte mitbewegte Bahnsystem?® ist an die Bahnbewegung des
betrachteten Kdrpers gebunden. Es schliel3t somit die inertiale Eigenbewegung dieses Korpers
wie alle zugehdrenden Scheinbeschleunigungen ein. Dieses System wird in satellitentechni-
schem Zusammenhang bisweilen als HCL-System bezeichnet, dessen H-Komponente
(‘Height’) in Richtung des Radiusvektors weist, die L-Komponente (‘Long’-) in transversaler
Richtung und die C-Komponente (‘Cross’-) in Richtung der Bahnnormalen weist. Allerdings
wird in der Literatur die L-Komponente hdufig entlang der Bahn also in tangentialer Richtung
angesetzt. Dann steht die L-Komponente nicht senkrecht auf dem Radiusvektor und in diesem
Fall muss das Tangenten-bezogene System zur Anwendung kommen. Zur Untersuchung des
Bewegungsverhaltens von Raumflugkorpern wird blicherweise eine Menge von unterschied-
lichen mitgefiihrten Koordinatensystemen mit unterschiedlicher Aufgabenstellung bendtigt.

! etwa in V. BRUMBERG (1995), p.73
2 LEIBNIZ, G. W. (1689), auch E. J. AIToN (1960) und E. J. AITON (1965)

% In der Satellitentechnik auch als ,Orbitsystem* bezeichnet
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Um eine eindeutige Begriffsbildung zu erlauben, soll daher im Zusammenhang mit der vor-
liegenden Arbeit der Begriff Leibnizsystem verwendet werden. Dieses System wird wie folgt
definiert.

Hat der beobachtete Korper in Bezug auf einen Ursprung M den Zustandsvektor r,r, ist das

mitbewegte System als ein orthonormiertes System durch das begleitende Dreibein
Iy, 0o, C, N radialer , normaler und transversaler Richtung eindeutig definiert:

r rxr
H , Co = —— do = Coxly . (2.47)

fo = “ e

Wird die Basis des mitbewegten Leibniz-System einheitlich mit

q”=r,, g =q,, 9 =c, (2.48)

bezeichnet, kann fiir die Transformation vom Leibniz-System in das Fruhlingspunkt - bezoge-
ne Aquatorsystem (eventuell als ein inertiales (Newton-) System aufgefasst)

qi’ = a;'p, (2.49)

geschrieben werden. Die Koeffizienten der Transformationsmatrix kdnnen aus der Transfor-
mationsmatrix (2.23) mit den Zuordnungen A — Q (Rektaszension des aufsteigenden Kno-
tens), B — 1 (Inklination der Bahnebene) und C — u (Argument der Breite) berechnet wer-

den. Damit haben der radiale, der transversale, sowie der normale Richtungsvektor in dquato-
rialen Koordinaten die Darstellung

I, =a,' p,= P, (—cosisinusinQ+cosucosQ)+p, (cosisinucosQ-+cosusin ) +p,sinisinu
d, =2, P; = P, (—cosi cosusinQ—sinucosQ) +p, (cosi cosucosQ—sinusinQ)+p,sinicosu (2.50)
C,=a,' P, = p, SinisinQ —p, sinicosQ +p, cosi

Der Eigenbewegungsvektor des mitbewegten Bahnsystems kann auf das dquatoriale Basissys-
tem bezogen werden mit dem relativen Eigenbewegungsvektor

D, = D}, a{ =D, ~-D, = Dj,d -~ D,p, = (qu(L)—DLaji)q(jL) . (2.51)

qt

Mit den Formeln (2.43) konnen die Komponenten des relativen Eigenbewegungsvektors be-
rechnet werden:

D, . = (i) cosu+Qsinisinu
qp1

Doy = —(i) 'sinu + Qsini cosu (2.52)
(s = S2C0ST U

Umgekehrt kann der relative Eigenbewegungsvektor des dquatorialen Basissystems in Bezug
auf das mitbewegte Bahnsystem berechnet werden aus

D w=D,-Dy =D up (2.53)

Pq

mit den Komponenten (siehe die Formeln (2.46))
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W — (i)  cosQ —u sini sinQ

2 — (i)  sinQ + u sini cosQ (2.54)

U3 = —Q —U cosi

Werden n Transformationen mit dem jeweiligen relativen Eigenbewegungsvektor D,y (i
= 1,2, ..., n) nacheinander durchgefuhrt, lautet nach n Transformationen der (Gesamt-) Ei-

genbewegungsvektor, wenn
D =D

p a(0)

und D,=Dyn (2.55)

gesetzt wird,

n
D, = D, + Dyuyp +Dyyqy+ Dagany =Dp+ 2 Dytryauy - (2.56)

v=l

Werden mehrere Transformationen nacheinander durchgefuhrt, kann der absolute Eigenbe-
wegungsvektor Dy somit nur bei Kenntnis aller ,,alten” Eigenbewegungsvektoren berechnet
werden. Wenn es nicht auf irgendeine physikalische Weise gelingt, die Variationsvektoren ¢,

eines Koordinatensystems unabhangig von Transformationen auf andere Bezugssysteme zu
bestimmen, muss die Folge von Ricktransformationen so lange durchgefiihrt werden, bis je-
nes System gefunden ist, dessen Variationsvektoren p, mit zugehtrendem Eigenbewegungs-

vektor D, bekannt sind".

2.2 Himmelsmechanische Grundlagen

2.2.1 Keplerbewegung und Leibnizgleichung

J. Kepler hatte mit seinen drei Gesetzen der Planetenbewegung?® die Bewegungen in einem
relativen Zweikorpersystem (Sonne-Planet) beschreiben kénnen.

Das erste Gesetz beschreibt die Bahnform dieser Bewegung auf einem Kegelschnitt, etwa
durch die Polargleichung

r=— P (2.57)
1+ecosv

Hier bedeuten r den Radius, d.h. den relativen Abstand der beiden Korper, e die numerische
Exzentrizitat, p den Parameter des Kegelschnitts (im Fall elliptischer Bewegung p=a(1-e?) mit
a als grofRer Bahnhalbachse), v der wahren Anomalie als zentrischem Winkel zwischen dem
der Masse m; nachsten Punkt und dem Ort der Masse m, (“Planet”), wenn my (“Sonne®) in
einem Brennpunkt des Kegelschnitts angenommen wird. Eine (naturliche, d.h. nicht durch
kinstliche Beschleunigungen beeinflusste) Bewegung erfolgt nur im Fall einer Zweikdrper-
bewegung auf einem Kegelschnitt. Bei den hier erfolgenden himmelsmechanischen Betrach-
tungen wird stets angenommen, dass die beiden Korper Punktmassen seien, bzw. kugelsym-
metrisch aufgebaute Korper mit gleichméliger Massenverteilung. Abweichungen davon, d.h.

! Diese Betrachtungen werden in Abschnitt 2.4.11 auf Seite 62 im Rahmen des Additionstheorems fiir raumliche
Drehungen in Bezug auf die Addition von Winkelgeschwindigkeiten erganzt

2 2.B. in K. STUMPFF (1959)
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Abweichungen von einer reinen Zweikdrperbewegung, missen dann im Rahmen einer ,,Sto-
rungsrechnung“ bertcksichtigt werden.

T

Bild 2-4: Relative Keplerbewegung einer Masse m, um die Masse m; im zentrischen Abstand r, bezogen auf das
Perizentrum P im Abstand rp, mit wahrer Anomalie v und Parameter p des Kegelschnittes

Das zweite Keplersche Gesetz ist der Flachensatz, der in skalarer Form
r‘v=G (2.58)

lautet. G ist die Flachenkonstante. Der Flachensatz kann fiir jede Bewegung hergeleitet wer-
den. Im allgemeinen Fall darf jedoch nicht die wahre Anomalie v als Bahnwinkel verwendet
werden und G ist im allgemeinen Fall keine Konstante. In der hier gegebenen Form ist der
Flachensatz nur im Rahmen einer Zweikorperbewegung gultig.

I

Bild 2-5: Der Flachensatz in den Apsiden als Beispiel fir den Flachensatz einer Bewegung auf einem Kegel-
schnitt (® — Sonne, IT - Perihel, M — Mittelpunkt der Ellipse, F — Antifocus, rp- Periheldistanz, ra — Aphel-
distanz, TTP und AB — Bahnbogen des Planeten im jeweils gleichen Zeitintervall)
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Das dritte Keplersche Gesetz in seiner originalen Form ist nur im Rahmen elliptischer Kep-
lerbewegung gultig. Es gibt den Zusammenhang zwischen der Umlaufzeit P (von Perizentrum
zu Perizentrum) und der grofRen Bahnhalbachse a
2
pr = A7 (2.59)
il

Mit der mittleren Bewegung n:=27z/P kann dieses Gesetz auch in der blichen Form

n = n‘a® . (2.60)

geschrieben werden. Allerdings ist auch diese Schreibweise an die elliptische Keplerbewe-
gung gebunden. Eine mehr allgemeingultige und erweiterbare Form stellt das Gesetz in der
Form

up = G (2.61)

dar. Diese ist eine Verknipfung der Parameter des ersten und des zweiten Gesetzes, wobei
der Proportionalitatsfaktor durch das Newtonsche Attraktionsgesetz gedeutet wird. Er lautet
im Rahmen des Zweikdrperproblems

u = Gy (m+m,) (2.62)

mit der Newtonschen Gravitationskonstante Gy.

Bereits Kepler vermutete, dass die Bewegung der Planeten durch eine ,,bewegende Kraft*
gesteuert wiirde, die mit dem Quadrat der Entfernung von der Sonne abnehme'. Eine mathe-
matische Formulierung fehlt bei Kepler, dem der Newton’sche Kraftbegriff noch nicht be-
kannt sein konnte. Dagegen haben I. Newton und von diesem unabh&ngig G.W. Leibniz For-
mulierungen fiir die Beschleunigung eines bewegten Objektes auf Basis des 1/r* — Gesetzes
gefunden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist die Leibniz-Gleichung? zur Beschreibung
der radialen Beschleunigung von zentraler Bedeutung. Leibniz hat sie fir die elliptische Kep-
lerbewegung hergeleitet, sie gilt jedoch in dieser Form fir jede Kegelschnittbewegung:

P2 - (2.63)

Im Fall einer Kreisbewegung (r=p=a) verschwindet die radiale Beschleunigung. Die Leibniz-
sche Formulierung kommt ohne die Newtonsche Dynamik aus. Ein Zusammenhang mit dieser
kann mit Hilfe der alternativen Formulierung (2.61) des dritten Keplerschen Gesetzes herge-
stellt werden. Dann lautet im Rahmen einer Zweikdrperbewegung die Beschleunigung auf ein
bewegtes Objekt, die wir als Keplersche Beschleunigung bezeichnen wollen,

u_G*

bRK ::F:F_r . (264)

! Epitome 1V,2, KGW Bd. VII, p.304, auch: Brief vom 1. Okt. 1602, KGW XIV,280, Zeile 653-657, Siehe
auch U. HoYER (1976), p.199, U. HOYER (1979), p.71, V. BIALAS (2004) p. 91

2 Der Begriff ,,Leibniz-Gleichung” geht auf einen Vorschlag von E. J. AITON (1960) zuriick



27

2.2.2 Klassische Storungsrechnung zur Losung der Planetengleichungen

Schon Newton hatte aus der Existenz seines Attraktionsgesetzes, das die Kraft zwischen zwei
Massen m; und m, im Abstand r beschreibt

F = -G, ro, (2.65)
Geschlossen, dass eine solche Kraft zwischen allen Kérpern des Sonnensystems wirken muss.
Dieses System l&sst sich also bereits nicht als Zweikdrperproblem beschreiben, die Kepler-
schen Gesetze haben dann keine Gultigkeit mehr. L. Euler, der die Entwicklung des Zweikor-
perproblems abgeschlossen hatte, hatte erkannt, dass Drei- und Mehrkorperprobleme nicht
geschlossen l6sbar sind. Er schlug vor, ausgehend von der Losung eines Zweikdrperproblems
durch Variation dessen Parameter eine beliebige Bewegung anzunéhern. Die Keplersche
Bahnellipse dient damit zur Anpassung einer beliebigen Bewegung, wobei die sechs Parame-
ter der Keplerbewegung jetzt als zeitabhangige Funktionen dargestellt werden. In der Folge-
zeit wurden andere Bahnkurven zur Anpassung bestimmter Bewegungen vorgeschlagen. Die-
se Kurven werden als intermedidre Bahnen bezeichnet. Ihre Definition ist nicht einheitlich.
Ublicherweise handelt es sich dabei um Kurven, die mit einem Teil eines Stérproblems
(=mathematische Zusammenfassung aller physikalischen Einfliisse auf eine Bewegung) ana-
lytisch geldst werden kénnen. Ausgehend von dieser analytischen Lésung wird dann das rest-
liche Storproblem numerisch bearbeitet. Basierend auf einer elliptischen Keplerbewegung
wurden die Variationsgleichungen der Bahnelemente von J. L. Lagrange aufgestellt, eine
Erweiterung und Verallgemeinerung geht auf C. F. GauR zuriick®.

Als Bewegungsgleichung wird ganz allgemein eine vektorielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung bezeichnet, deren Losung somit sechs Integrationskonstanten umfasst. In einem
Leibnizsystem (als einem mitrotierenden System mit all seinen bekannten Scheinbeschleuni-
gungen) hat die Bewegungsgleichung die Darstellung

I =bsr,+bq,+b,c, ., (2.66)

wobei die Koeffizienten die Beschleunigungen in radialer (bg), transversaler (bt) und norma-
ler (bn) Richtung sind. Gaul’ bezog seine allgemein (d.h. fir konservative und nichtkonserva-
tive Beschleunigungen) glltigen Variationsgleichungen? (2.67) auf das Leibniz-System. Hier
sind v die wahre Anomalie, u das Argument der Breite, n die mittlere Bewegung, @ = o+Q

mit dem Argument des Perizentrums o, L, = M,+® + Q die mittlere Epochelange®. Ein

Stérmodell kann durch Vorgabe der Beschleunigungen bg, br, by gegeben sein. Ein Bewe-
gungsproblem wird blicherweise gelost durch numerische Integration der Bewegungsglei-
chung (2.66) oder durch Integration der Gauf3’schen Variationsgleichungen und Einsetzen der
Ergebnisse a=a(t), e=e(t), usw. in die entsprechenden Formeln der Zweikdrperbewegung.

! C.F. Gauss (1810)

2 Etwa nach R.H. BATTIN (1987), pp. 488-490. Der Begriff ,,VVariationsgleichungen* geht auf den in der Him-
melsmechanik seit L. Euler tblichen Begriff der ,,Variation der Parameter” zuriick. Er darf also nicht mit der
»,Variationsrechnung“ als einer Methode zur Bestimmung von Funktionen mit extremalen Eigenschaften ver-
wechselt werden. Diese Variationsgleichungen werden in der Himmelsmehcanik auch als ,,Planetengleichun-
gen“ bezeichnet

% in BROUWER AND CLEMENCE (1961) p.282 mit € bezeichnet.
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Die Bewegungsgleichung (2.66) erlaubt noch vertiefte Einsichten in ein Bewegungsproblem.
Ausgehend von Orts- und Geschwindigkeitsvektor in den Darstellungen (2.1), (2.2) und Ver-
wendung der Basisvektoren r,,q,,c, des Leibnizsystems ergibt

r=rr,
F=rr+ri=rr+rdq, , mit ¢:=|i (2.68)
F=fr+2rlq,+rlq,+rédq,

Der Geschwindigkeitsvektor wird in dieser Darstellung in einen radialen (r) und transversa-

len (rg“) Anteil zerlegt:

Vo=t , V,=rl . (2.69)
Zur Untersuchung des Beschleunigungsvektors kann folgendermafRen vorangegangen werden:
Da die Basisvektoren r,,q,,c, Einheitsvektoren sind, kann etwa ¢, nur Komponenten in der
von den r,undc, aufgespannten Ebene haben. Wir wollen die entsprechenden Komponenten

mit & und 7 bezeichnen. Es werden hier die Variationen von Parametern £ und 7 angenom-

men, da es sich hier um Variationen handelt, so dass die Dimensionen gewahrt bleiben kon-
nen. Dann sei

qp = E+7iC, . (2.70)
Es folgen fur die Beschleunigungen in Bezug auf das Leibniz-System die Beziehungen
by =F+rlE , b =2¢C+rl , by =rln . (2.71)

Der Normalenvektor der (“oskulierenden®, d.h. momentanen) Bahnebene, in der die Bewe-
gung erfolgt, lautet mit dem Zustandsvektor r,r aus den Ausdriicken (2.68)

c=rxi=r’fc,=Gc, , Gi=[c] . (2.72)
Die Beziehung
G=r¢ (2.73)
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ahnelt der skalaren Form (2.58) des zweiten Keplerschen Gesetzes (im zweiten Keplerschen
Gesetz ist allerdings der Flachenparameter G konstant). Es liegt daher nahe, die Grole

§:§O+jédt=§0+j|r0|dt (2.74)
fo t

analog der im zweiten Keplerschen Gesetz vorkommenden wahren Anomalie v als einen
Winkel zu interpretieren.

Wie konnte dieser Winkel eingeordnet werden? Er liegt sicherlich in der durch den Zustands-
vektor r,r aufgespannten Bahnebene. Somit kann er auf ein in dieser Bahnebene angenom-

menes zunéchst allgemein zu definierendes Koordinatensystem bezogen werden. Dieses Sys-
tem* sei durch die orthonormierte Basis q‘” definiert mit q{® -q‘” = &;. Die beiden Basis-

vektoren g{®,q{® koénnen in der Bahnebene liegend angenommen werden, wenn fiir die

Bahnnormale ¢, =q{¥ =q{® xq® gesetzt wird. In Bezug auf dieses System hat der radiale
Ortsvektor die Darstellung

r,=q®cos¢ +qPsing . (2.75)

Die Richtung von g{® ist dann entsprechend dem Integral (2.74) durch den Anfangswert o

fir eine Anfangszeit (,,Epoche®) festgelegt. Im Allgemeinen gibt es keine Aussage, ob dieser
Anfangswert fest ist, oder in irgendeiner Weise an die Bewegung des betrachteten Objektes
gekoppelt ist (nicht notwendig mitbewegt!).

Ein solches System kdnnte das Perizentrums-bezogene anomalistische System q(j") sein mit

der auf das Perizentrum in Richtung von g{”’ bezogenen wahren Anomalie v als Bahnwinkel

(Bild 2-6 links). Ein anderes derartiges System, dessen Basisebene ebenfalls mit der Bahn-
ebene zusammenfallt, ist das drakonitische System g'”, dessen q{”’ — Achse auf den aufstei-

genden Knoten der Bahn orientiert ist. Als Bahnwinkel wird hier das Argument der Breite u,
der Zwischenwinkel zwischen dem aufsteigenden Knoten und dem Ortsvektor (Bild 2-6
rechts).

Diese beiden Systeme werden in der klassischen Himmelsmechanik haufig verwendet und
haben hier ihre besondere Bedeutung. Aber es wird in den folgenden Kapiteln gezeigt, dass
diese Systeme nicht der allgemeinen Bedingung (2.73) gentigen und dass die wahre (oder eine
andere, etwa die exzentrische oder die mittlere) Anomalie oder das Argument der Breite oder
irgendein anderer Winkel nicht als véllig unabhéngige Variable in der Beschreibung einer
Bahnbewegung angenommen werden konnen. Dies ist ausschlieBlich mit dem allgemeinen
Bahnwinkel £ mdglich, fir den Integralbeziehung (2.74) gliltig ist.

Die in diesem Abschnitt durchgefiihrte Betrachtung ist im Sinne von G. W. Leibniz, J. Her-
mann? und Nachfolgern rein kinematisch. Wodurch diese Beschleunigungen (2.71) verursacht
werden, etwa durch Kréfte im Sinne I. Newtons und wie es nach ihm durch L. Euler, J. L.

L In Abschnitt 2.1.2 wurde ein allgemeines nicht-inertiales System mit Q; bezeichnet. Ab diesem Abschnitt

werden die einzelnen in bahnmechanischem Zusammenhang benétigten Systeme mit Hochindex q(jB) usw.
charakterisiert
2 HERMANN, J. (1710)
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Lagrange und andere impliziert wurde, ist im Zusammenhang mit den Uberlegungen in die-
sem Kapitel uninteressant.

Bild 2-6 (linkes Bild): Das Apsidensystem: qip) weist zum Perizentrum, qu) ist der Bahnnormalenvektor,

gp) = gp) X qip) erganzt das System zu einem Rechtssystem, (rechtes Bild): Das Knotensys-

tem: qED) weist zum aufsteigenden Knoten der Bahn in Bezug auf die P, , P, - Basisebene, qu) ist

der Bahnnormalenvektor, q(ZD) = qu) X qiD) erganzt das System zu einem Rechtssystem. Die Ba-

sisvektoren K,, K, ,h, des Knotensystems sind in den Formeln (2.35) erklart

Mit dem auch in der allgemeinen Formulierung (2.73) naheliegenderweise so genannten Fl&-
chenparameter G kdnnen die Beschleunigungsausdriicke (2.71) umgeschrieben werden:
bR=r+9§ , ng : sz9;7 : (2.76)
r r r
In der klassischen Himmelsmechanik findet sich keine Antwort, wie die GréRen &, 7, ¢ bzw.
ihre Differentialquotienten £,7,¢, die hier relativ willkirlich eingefiihrt erscheinen, tiefer
gedeutet werden konnen. Darlber hinaus ergibt sich die Frage, ob mit einer gewissen Deu-
tung dieser GroRen weitere interessante Aussagen fir eine allgemeine Bewegungslehre (und
damit insbesondere auch der Astrodynamik) ermdglicht werden kénnen. Antworten kénnen
im Rahmen der Hansen-Systeme gefunden werden und sind daher ein wesentlicher Gegens-
tand dieser Arbeit.

2.3 Definition und grundlegende Eigenschaften der Hansen-Systeme

2.3.1 Die allgemeine Definition eines Hansen-Systems

Hansen bezieht seine ,,idealen”“ Koordinaten auf die oskulierende Bahnebene, wie dies im

vorhergehenden Abschnitt flr das allgemeine q‘jB) — System durchgefiihrt wurde!. Unter einer

oskulierenden Ebene wird eine Ebene verstanden, welche zu jedem Zeitpunkt durch den Zu-

! im Zusammenhang mit Beziehung (2.75)
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standsvektor r,r aufgespannt wird. Der Ursprung dieses Systems als Bezugspunkt der Bewe-
gung sei zun&chst vollig willkurlich angenommen. Er kann bei heliozentrischen Bewegungen
der Sonnenmittelpunkt oder das Baryzentrum (d.h. der Schwerpunkt) des Sonnensystems
sein, bei Erdsatelliten zum Beispiel - aber nicht unbedingt notwendig - der Mittelpunkt der
Erde als Gravitationszentrum. In der Bahnebene sei ein orthonormiertes Koordinatensystem
mit den Richtungsvektoren q(j')(j =1,2,3) gegeben, die von diesem Ursprung ausgehen.
Orts- und Geschwindigkeitsvektor eines Objektes, dessen Bewegungsvorgang untersucht wer-

den soll, haben mit den kartesischen Koordinaten y; bei Bezug auf die Zeit als unabhangiger
Variable die Darstellung®

r=y'q!V , r=ylq{"+ylg" . (2.77)

J J

C0: q(gl) p3

Bild 2-7: Zur Definition des ,,idealen Koordinatensystems™: p ,p,,p, - bewegungs-unabhéngiges Inertialsystem

OO O
3

(Newton-System, blau), r,,d,,C, —mitbewegtes System (Leibniz-System, rot), 4, *,q, ', bewegungs-

bezogenes Koordinatensystem (,,ideales” Hansen-System, griin), kl, k2,00 — Knoten-bezogenes Koordinaten-
system, do,fo,c0 — Apsiden-bezogenes Koordinatensystem, Y - Friithlingspunkt, O Bezugspunkt des bewe-

gungsbezogenen Systems (,,departure point** des Hansen-Systems), S Ort des bewegten Objektes, 2 - aufstei-

gender Knoten, P- Perizentrum (Perihel, Perigdum), Q Rektaszension (Lange) des aufsteigenden Knotens, i -
Inklination, o -L&nge in der Bahn des aufsteigenden Knotens, £ - Bahnwinkel (erster Hansen Winkel), o - Ar-
gument des Perizentrums, v - wahre Anomalie

as g'" — System ist an die Bewegung des Objektes gebunden und daher ein bewegungsbe-
D (J')S i die B des Objek bund d daher ein b b

zogenes System (wie jedes der oben definierten q‘jB) — Systeme). Es kann ohne Einschrankung

angenommen werden, dass die Basisvektoren g, q!" die oskulierende Bahnebene aufspan-

! Im Unterschied zu dem in der Regel als inertial angenommen Fundamentalsystem mit kartesischen Koordina-
ten x; werden die kartesischen Koordinaten in Bezug auf ein beliebiges Bahnsystem mit y; bezeichnet
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nen, so dass flr alle folgenden Betrachtungen die Komponente senkrecht zur Bahnebene als
verschwindend gesetzt werden kann':

y,=0 . (2.78)

Die g!" — Achse ist durch einen Anfangswert £ festgelegt, der iiber das Integral (2.74) einer

Epoche to zugeordnet ist. Wenn nun der Winkel C als unabhéngige Variable (,,Bahnwinkel*)
angenommen werden soll, muss diese Anfangsrichtung fest in der Bahnebene liegen. Umge-
kehrt: Wenn es gelingt nachzuweisen, dass diese Anfangsrichtung fiir ein bestimmtes System
fest in der (oskulierenden!) Bahnebene liegt und nicht an die Bewegung in der Bahnebene
gekoppelt ist, dann kann ¢ als unabhéngige Variable verwendet werden. Es wird in den fol-
genden Abschnitten gezeigt, dass das Hansen-System diese Bedingungen erfullt und dass es
im allgemeinen Fall das einzige System mit dieser Eigenschaft ist, also ein System mit her-
ausragender Bedeutung ist.

Nach Hansen (vgl. die Definitionen in Bild 1-2 auf Seite 5) ist das q(j” — System genau dann

ein ,ideales”, wenn die Darstellung des Geschwindigkeitsvektors im ,,gestorten” wie im ,,un-
gestorten* Fall formal dieselbe ist. Praziser ausgedriickt bedeutet das, die Eigenbewegung des
Basissystems macht sich im Geschwindigkeitsvektor nicht bemerkbar. Dazu gibt es zwei
Madglichkeiten:

Die Variationen q(j')der Basisvektoren, welche die Eigenbewegung dieses Systems beschrei-

ben, verschwinden identisch. Dann gibt es keinen ,,stdrenden* Einfluss auf dieses System, es
ist fest, d.h. es ist ein inertiales System. Das kann nach Hansen nicht gemeint sein, denn das

bewegungsbezogene q(j') — System wird als oskulierend angenommen, unterliegt also allen

maoglichen ,,Stor-,, Einflissen, d.h. Beschleunigungen, welche auf die Bewegung des betrach-
teten Objektes einwirken. Es bleibt also nur die zweite Mdglichkeit:

g =0 mit g = 0
a . _ R . _ _ _ (2.79)
< vy, g mit r = ylg{” bildenein Hansen-idealesSystem

Werden die Koordinaten y' auf ein q(j') —Hansen-System bezogen, sind sie fest mit diesem

System verbunden. Sie machen jede Eigenbewegung dieses Systems mit, ohne dass diese Ei-
genbewegung in den Koordinaten zum Ausdruck kommt. In diesem Fall ist die Bedingung

(2.79) fur die feste Zuordnung der Koordinaten y' zum Basissystem q(j') notwendig und hin-

reichend. Diese Koordinaten sind also stets Hansen-Koordinaten (bilden ein ,,Hansen-ideales
System*). Werde der (zum q(j') — System) relative Geschwindigkeitsvektor durch

i, =yl (2.80)

definiert, gilt fur die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors im q‘j') — System, das ein
Hansen-System ist,

=y’ =5 , (wenn y'¢” = 0 und r = yig) . (2.81)

Somit kann ein erster direkt auf Hansen zuriickgehender Satz formuliert werden*:

1 K. STUMPFF (1974), p.169
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Satz H1: In Hansen-Systemen ist der relative Geschwindigkeitsvektor gleich dem absoluten
Geschwindigkeitsvektor.

Es ergibt sich nun folgende Fragestellung: Ist ein derart definiertes System ein erzwungenes
System, wie es Hansen auf die Stérungsrechung anwandte um auf mdéglichst elegante Weise
oder Uberhaupt die Probleme bei der Berechnung der Bewegung des Mondes und der Kleinen
Planeten bearbeiten zu kénnen? Oder ist dieses System ein generelles System, das ein natdrli-
cher d.h. notwendiger Bestandteil bei der Darstellung von beliebigen Bewegungen ist? Das
wirde bedeuten, dass Hansen dieses System (zuféllig?) entdeckte, aber durch die sofortige
Anwendung auf seine aktuellen Aufgaben dessen generelle Bedeutung nicht erkannte, auch
alle seine Nachfolger nicht. Diese — zugegeben elitdre — Fragestellung hat sich im Laufe der
vorliegenden Arbeiten als zwingend ergeben und ist daher zum Leitfaden dieser Arbeit ge-
worden. Ein erster Problemkreis kann aus der bekannten Literatur beantwortet werden: es gibt
derartige Systeme. Dies wird im n&chsten Abschnitt kurz zusammengestellt bevor eine Ver-
allgemeinerung in Angriff genommen werden kann.

S Die Existenz von Hansen-Systemen

In Formel (2.18) wurde eine wesentliche allgemeingultige Aussage Uber den Eigenbewe-
gungsvektor beliebiger eine Bewegung beschreibender Systeme gefunden: die Variation des
Eigenbewegungsvektors D, in Bezug auf ein nichtinertiales Basissystems enthalt keinen rota-

torischen Anteil, wie er in Formel (2.21) fur beliebige nichtinertiale Systeme notwendig ist.
Mit der im Ausdruck (2.79) gegebenen Definition fiir Hansen-Systeme ist die vorstehende
Aussage zu folgender daquivalent:

Satz H2: Ein Systemeigenbewegungsvektor (Rotationsvektor, allgemeiner Darboux-Vektor)
bildet mit seinem zugehdrigen Basissystem ein Hansen-System.

Diese sehr einfache aber fundamentale Aussage ist im Zusammenhang mit der Untersuchung
von Hansen-Systemen von eminenter Bedeutung:

» Es gibt Hansen-Systeme und sie sind ein wesentlicher, elementarer, notwendiger und da-
mit natlrlicher Bestandteil jeder mathematischen Beschreibung von Bewegungen.

3.1.1 Einige Charakteristiken von Hansen-idealen Systemen

Uber Hansen-Systeme sind folgende mathematische Aussagen von Bedeutung im Zusam-
menhang mit der Untersuchung physikalischer Bewegungen?:

e Satz H3: Die Koordinaten des skalaren Feldes f(r) sind Hansen Koordinaten, wenn der
Ortsvektor r =y’ q{" mit seiner Basis g'"’ ein Hansen-System bildet.

BEWEIS: Da r zu einem Hansen—System gehort, gilt
Fo=ya .y =0

und es ist flr die Funktion f(r), welche das skalare Feld beschreibt,

1P A. HANSEN (1857)
2 Siehe in K. STUMPFF (1974), p. 173
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df (r) _Of . i of
= 237 _ vy - yvf = yigh Z—q" =
dt or 4 oy a

i of
Ay’

Die Variation des skalaren Feldes eines Hansen-Systems hangt nur von den Variationen der Koeffi-
zienten des (einem Hansen-System angehorigen) Ortsvektors des Feldes, nicht von einer Variation des

Basissystems ab. Bildet dagegen ein beliebiger Ortsvektor r = y! q; mit seiner Basis kein Hansen-
ideales System, wird im dreidimensionalen Raum (entsprechendes bei htheren Dimensionen)

f = y'é?_fI + [ylﬂ_yzﬂquq2+
ox oy, oy,
+ (yz . —Y; a jqzqs"'
Ay, T OY,
+ (ysﬁ_ylﬁ]chql O
Yy T OY,

(2) Die Einfuhrung des Systemeigenbewegungsvektors erlaubt einen tieferen Einblick in das
Wesen von Hansen-Systemen. Ist ein Zustandsvektor in der Form (2.77) flr das bewegte

orthonormierte q; —System (mitq;-q; = ;) gegeben, dessen Systemeigenbewe-
gungsvektor Dq sei mit ¢; = D, xq; , sowird
y'q, = Dyxr . (2.82)

Fur (nichtfeste, nicht inertiale, mit ¢! = 0) dreidimensionale Hansen-Systeme y’¢{” =0 ist

also notwendig und hinreichend (der Systemeigenbewegungsvektor des Hansen-Systems wer-
de mit Do bezeichnet)

D.,xr =0 <« SystemHansen-ideal . (2.83)

q(l)

Dieser Sachverhalt lasst sich in folgender auf Hansen' direkt zuriickgehenden Aussage formu-
lieren:

Satz H4: Ein Vektor im dreidimensionalen Vektorraum bildet mit seiner Basis genau dann
ein Hansen-System, wenn seine Richtung stets in Richtung des eine Drehung be-
schreibenden Eigenbewegungsvektors dieses Systems zeigt.

(3) Die Variationen der Basis eines beliebigen g; —Systems haben nach Definitionsgleichung
(2.9) die Darstellung ¢; = qjqu. Hierfiir gilt folgender?

Satz H5: Ein Ortsvektor r=y’ q; bildet mit seiner Basis genau dann ein Hansen-ideales Sys-
tem, wenn die Komponenten der Variationsmatrix (qjk) dieses Systems die Bedin-
gung

1p. A HANSEN (1857), p. 67, siehe Kopie in Bild 1-3 auf Seite 5
2 etwa nach K. STUMPFF (1974)
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ylg=0  (k=1273) (2.84)

erfullen.
BEWEIS: rzy"qj bildet mit den g; genau dann ein Hansen-ideales System, wenn y’qj = 0.
Fur die Variationsparameter (q;*) des g;— Systems gilt somit y’q/*q, =0 . Da die g; als

eine Basis linear unabhéngig sind, mussen die Koeffizienten die Bedingung yjqj" =0 fur
k=1,2,3 erfillen. [

(4) Eine wichtige Aussage Uber die Méchtigkeit von Hansen-idealen Systemen kann direkt
aus Formel (2.84) erhalten werden. Es ist

qzsyz_q31y1:0 1 0o Ys — 012 Y2 =0, I yl_q23y3:O . (2-85)

Es sind also nur zwei Komponenten y; aus der Bedingung von Hansen-idealen Systemen be-
stimmbar, wihrend die dritte Komponente willkirlich gewahlt werden kann. Somit gilt!

Satz H6: Zu jeder Bewegung kénnen unendlich viele Hansen-ideale Systeme konstruiert wer-
den.

(5) Die Bedingung (2.84) kann zur Konstruktion eines Hansen-Systems genutzt werden.
Nach (willklrlicher) Vorgabe eines der drei wesentlichen Koeffizienten der Frenet-Matrix

(q jk) kdnnen seine anderen beiden Koeffizienten aus dem System (2.84) berechnet werden.

Nach P. A. Hansen werden im bahnmechanischen Zusammenhang nur Systeme mit y, =0
betrachtet®.

(6) In Erganzung zu den vorherigen Aussagen kdnnen die beiden Satze formuliert wer-
den:

Satz H7: Ausschlaggebend flr einen Vektor mit einer Basis ein Hansen-System zu bilden, ist
ausschlie3lich seine Richtung, nicht sein Betrag. Nicht die physikalischen Koor-

dinaten y; eines Vektors r = y"qj , sondern nur die Koordinaten seines Richtungs-

vektors kdnnen in Bezug auf eine gewisse Basis als Hansen-Koordinaten bezeich-
net werden.

Satz H8: Die Eigenschaft eines Vektors mit seiner Basis ein Hansen-System zu bilden, ist an
den Ortsvektor somit an die Bewegung des zugehdrigen Ortes (Korpers) gebun-
den. Wenn es gelingt, ein Hansen-System zu konstruieren, kann dies nur im Zu-
sammenhang mit einem auf die Bewegung des betreffenden Korpers bezogenen
System geschehen.

2.3.2 Bezug des Hansen-Systems auf das Basis- Aquatorsystem

Eine Bewegung (insbesondere jede Satellitenbewegung) wird tblicherweise in einem als iner-
tial angenommenen Basissystem berechnet. Somit muss jedes bewegungsbezogene System,
insbesondere auch ein Hansen-System auf dieses Basissystem bezogen werden. Als ,.inertia-
les“ Basissystem wird tblicherweise das Friihlingspunkt-bezogene Aquatorsystem gewdhlt.

! etwa nach K. STUMPFF (1974)

2 Den in der Originalarbeit von HANSEN (1857) verwendeten Parametern A, B, C entsprechen in diesem Bericht
die Komponenten D; des Darbouxschen Vektors: A= D3, B=D,, C =D,
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Die Umrechnungen erfolgen unter Verwendung der Transformationsmatrix (aij) im System

(2.23) mit den Zuordnungen A— Q,B —i,C — —o . Hier bedeuten Q die Rektaszension des

aufsteigenden Knotens, i die Inklination der Bahnebene beziiglich der Aquatorebene, o die
Lange des aufsteigenden Knotens bezlglich des Anfangspunktes O (der in der englischen
Literatur als ,,departure point* bezeichnet wird" )in der Bahnebene. Dieser Punkt ist durch den

ersten Basisvektor qg') des Hansen-Systems ausgezeichnet, der fiir " = r,(¢=¢,) festge-
legt ist.

Bild 2-8: Das bewegungsbezogene q(j') — Bahnsystem (Hansen-System, griin), in Bezug auf das Knotensystem

(kl, kz,qg')) und das p; — Aquatorsystem (,,Newton-System*, blau)

Der relative Systemeigenbewegungsvektor des Hansen-Systems beziiglich des Aquatorsys-
tems, der in Analogie zur Definition (2.51) und mit Hilfe der Transformation (2.24) gegeben
sei durch

D ()

q’p

=D/, aj’ =D, -D,=DJ,a}’ -D;p,=D),qf’ - D, a’; o . (2:80)
hat mit den Formeln (2.52) die Koeffizienten

Dy, =0 = &, a, = (i) coso —Q sini sino

D, == aa, = (i) sino+Qsini coso (2.87)

. J - .
Dq(l)p3 =0, =3 a, =Qcosi-c

! hach A. CAYLEY (1857)
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Der absolute Systemeigenbewegungsvektor des dquatorialen Basissystems lautet in Bezug auf
das Hansen-System

Dp = D:) P; = D:g ajiq(jl) ) Dpl = Py s Dp2 = Ps Dp3 = Py - (2'88)

Damit kdnnen die Variationsgleichungen der rdumlichen Orientierungswinkel einer Bewe-
gung aus der Beziehung (2.86) direkt hergeleitet werden:

(i) =080+, 080 — Py, SINQ — P,, COSQ
Qsini = Q,,C0So —0,,SiNo — P, SiNi—( Py, COSQ - p,, SINQ) COSi (2.89)
G Sini = — Py COSQ+ P SINQ +(0y; COST — 0, SiNG)COSI

Mit den obigen Parametern lauten die Variationsgleichungen:

(i) = 5cos(&—o)— p;,sSinQ — p,cosQ
Qsini = 7sin(¢—o) — py, Sini—(p;, COSQ— P, SiN Q) cosi (2.90)

gsini = 7 sin({ —o)cosi — py, COSQ+ P, SINQ

(Anmerkung: hier wurde wieder die Mdglichkeit offen gelassen, ob das Basis-p, — System
inertial ist (dann sind die p; =0) oder nicht).

2.4 Weiterfuhrende Eigenschaften der Hansen-Systeme

a3 =c,
q, /

¢ .
T q,
° N :

L U}

q,

Bild 2-9: Das mitgefihrte ry, qo, Co — Leibniz-Bahnsystem (rotes System) und der Bahnwinkel ¢ sowie das be-
wegungsbezogene Hansen-ideale qg'), q(z'), qg')- System (griines System)

Im letzten Abschnitt wurden die bisher bekannten Eigenschaften der Hansen-Systeme und ihr
Bezug zu einem Leibniz-System sowie zu einem als Newton-System deklarierbaren Aquator-
(oder Ekliptik) —System, das als inertial angenommen werden kann (aber nicht notwendig
inertial sein muss), zusammengestellt. Wéhrend das mitbewegte Leibniz-System an die Be-
wegung des betrachteten Objektes gekoppelt ist und damit im Schwerpunkt dieses Objektes
seinen Bezugspunkt hat, sind das Newton- und das Hansen-System auf einen grundsétzlich
willkirlichen festen Bezugspunkt auBerhalb der Bahnkurve bezogen. Newton - und Hansen-
Systeme haben formal &hnliche Eigenschaften, die auf der formalen Behandlung von inertia-
len Systemen beruhen. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass Newton-Systeme uni-
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versell sind unabhangig von jedweder Bewegung, wahrend Hansen-Systeme an die oskulie-
rende Bahnebene gekoppelt sind. Die besonderen Eigenschaften von Hansen-Systemen, wel-
che diese Systeme vor allen anderen Systemen auszeichnen sollen in den folgenden Abschnit-
ten mit einigen mathematischen Satzen (die in der bisherigen Literatur zu diesem Thema nicht
zu finden sind) herausgearbeitet werden.

Die Verknlpfung zwischen einem Leibniz-System mit den Basisvektoren r,,q,,c, und einem
q‘j') — Hansen-System ist in Analogie zu Formel (2.75) und nach Bild 2-9 gegeben durch

r,= q”cos¢ +ql’sing
q, =—a{"sin¢ +q" cos¢ (2.91)
Co = qél)

Hier ist ¢ der mit dem Integralausdruck (2.74) erhaltene Bahnwinkel. Seine besondere Aus-
zeichnung wird im Folgenden hergeleitet.

2.4.1 Die Kernaussage tUber Hansen-Systeme
Als zentrale Eigenschaft von Hansen-Systemen angesehen werden kann der folgende

Satz H9": Wird der Betrag der Variation des radialen Einheitsvektors einer Bewegung als
Differentialquotient eines Winkels verstanden, so ist dieser Winkel (notwendig und
hinreichend) die Winkelkoordinate eines Hansen-Koordinatensystems.

Beweis: In mathematischer Formulierung lautet die Aussage dieses Satzes: wenn
iy =¢dy (a0’ =1¢=l) (2.92)

ist £ die Winkelkoordinate eines Hansen-Systems (vgl. Bild 2-9). Um dies zu beweisen, wer-
den die q; —Basisvektoren dieses Systems so gewahlt, dass sich der radiale und der transver-

sale Richtungsvektor mit Hilfe des Winkels C beschreiben lassen. Es gilt dann entsprechend
fur die Basis des bewegungsbezogenen q; — Systems

0, = oS¢ —q,sing

q, = r,sin +qg,cos¢ . (2.93)
Dann ist
@, = F,c0s¢ — (,sing — O;Siné' —qog'.cosg” (2.00
g, = f,sind +q,cosd +r,4cos¢ —q,4sing .
Mit den Koordinaten
y, = rcosg , y, =rsing (2.95)
und wegen der Definition (2.92) wird daher
%yiqj —f - g = 0 . (2.96)

13, Mai 2005
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Das Uber ¢ = ||"0| definierte q; —Koordinatensystem ist somit im Hansenschen Sinne not-
wendig ideal und es kann q; =q!" gesetzt werden.

Diese Eigenschaft ist auch hinreichend: Wenn namlich firr das bewegungsbezogene q'" -
Koordinatensystem mit den Koordinaten (2.95) die Bedingung fur Hansen-Systeme

y'qf" = r(g" cos¢ +¢sing) = 0 (2.97)
erfullt ist, ist auch
P cos¢ +qgsing =0 . (2.98)
Mit den Beziehungen (2.91) wird somit
i, = £(—q{"sing + gy’ cos¢) + (af” cos¢ + g sing) = ¢ g,
Die Hansen-Bedingung (2.92) ist somit erfullt.m

Dieser Satz ist von groRer Wichtigkeit, da er erlaubt zu jeder Bewegung ein Hansen-ideales
Bezugssystem zu konstruieren. Es gibt sogar in jedem Fall unendlich viele solcher ,,idealen*

Systeme, da die Integration von ¢ = |f0| noch eine frei wahlbare Integrationskonstante (o ent-
halt, wie bereits in Satz H6 festgestellt worden ist.

2.4.2 Himmelsmechanische Folgerungen

In bahnmechanischem Zusammenhang kann an die Kernaussage H9 sofort ein zweiter grund-
legender Satz angeschlossen werden, welcher die fundamentale Bedeutung des von P. A.
Hansen entdeckten Koordinatensystems flr die gesamte Himmelsmechanik beleuchtet.

Satz H10": Die in der skalaren Form des Flachensatzes vorkommende Variation eines Bahn-
winkels fuhrt im Fall elliptischer Bewegung auch bei variablem Flachenparame-
ter notwendig auf ein Hansen-Koordinatensystem, wenn das Basissystem, auf
das die Bewegung bezogen wird, ein inertiales System ist.

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, werde nach Bild 2-7 auf Seite 31 die Bahnebene, wel-
che durch die Basisvektoren r,,q, aufgespannt wird, auf die p,,p,- Basisebene, tiblicherwei-

se das Aquatorsystem, bezogen. Der p, —Vektor weist zum Frihlingspunkt . Dieses Sys-
tem werde als ein inertiales System mit p, = 0 verstanden. Der aufsteigende Knoten §? hat

vom Frihlingspunkt die Rektaszension Q, Drehung um den Knotenvektor k; mit Inklination i
fihrt in die Bahnebene, in welcher der betrachtete Himmelskdrper den radialen Richtungs-
vektor ro hat., dy ist der Perizentrumsvektor, von dem ry den Winkelabstand v hat, die wahre
Anomalie, und der vom aufsteigenden Knoten der Bahn um das Argument des Perizentrums
o entfernt ist. fo in der Bahnebene mit v=90° ist der so genannte Parametervektor (in seiner
Richtung hat der Bahnradius als Lange genau den Kegelschnittparameter p). Es ist

r, = d,cosv + f sinv (2.99)
und der transversale Richtungsvektor lautet auch hier

g, =—d, sinv + f,cosv . (2.100)

12, Mai 2005
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c, =d,x f, mit p, =0 ist der Normalenvektor der Bahnebene. In Bezug auf das p, — Inerti-
alsystem haben diese Vektoren nach Bild 2-7 die Darstellungen

d, = p, (—cosisinwsinQ + cosw cosQ) +p, (cosi sinw cosQ + cosw sinQ)+p,sini sinw
f, = p, (—cosi cosesinQ — sinw cosQ) +p, (cosi cose cosQ — sinw sinQ)+p,sini cosw (2.101)
C, = P,SinisinQ —p,sini cosQ+ p,cosi

Die Variationen sind

d, = [(i)'sina)—Qcoswsini] C, +[a')+Qcosi] f,

. , : : (2.102)
f, = [(i) cosw+ Qsinwsini|c, —[o+Qcosi|d, ,p =0
Die Variation des radialen Richtungsvektors (2.99) lautet dann
i, = 0q, +d, cosv +f,sino , p, =0 (2.103)

mit den Variationen (2.102) schlieBlich
i, = (0 + @+ Qecosi)q, + [ (i)'sinu—Qcosusinifc, , p, =0 . (2.104)

u= o+ o istdas Argument der Breite, das vom aufsteigenden Knoten der Bahn aus gezahit
wird. Wird fur den Zustandsvektor die Polardarstellung r = rr, , F = rr, + rr, verwen-

det, gilt fiir den Fl&chensatz
rxi=c=Gc, = r*(v+a+Qcosic, + r’[ (i) sinu - Qcosu sini | r,xc, ,(2.105)

es ist somit notwendig (der zweite Faktor steht senkrecht auf dem Normalenvektor, muss also
verschwinden)

(i) sinu = Qcosusini , p, =0 (2.106)
und es bleibt

G = r*(v+o+Qcosi) , p, =0 . (2.107)
Die Winkel-Variation mit der Definition

¢ = v+ o+ Qcosi , P, =0 (2.108)

in Gleichung (2.104) erflllt somit die Bedingung 1, = éqo in der Beziehung (2.92) als Vor-

aussetzung fir die Giiltigkeit von Satz H9. Die allgemeine himmelsmechanische Beschrei-
bung der Bewegung der Himmelskdrper, wie sie etwa aus der Variation der Parameter heraus
folgt, fihrt daher notwendig in jedem Fall auf ein Hansen-System (,,ideales Koordinatensys-
tem* im Sinne von Hansen). &

Durch Integration der Differentialgleichung (2.108) ergibt sich bis auf eine (willkirliche)
Integrationskonstante &, der Bahnwinkel

{ = j(o+@+§zcosi)dt +& (2.109)
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der auch als Lange in der Bahn bezeichnet wird". Da die Variation genau dieses Winkels stets
im Flachensatz r¢ =G vorkommt, wie die wahre Anomalie im ,,ungestorten” Fall, be-

zeichnet Hansen diesen Winkel zusammen mit dem Radius als ,,ideal”. Diese Aussage hat
mathematisch keine Bedeutung, es sei denn, es soll damit die Aussage getroffen werden, dass
der Bahnwinkel ¢ als unabhangige Variable gewahlt werden darf.

Fur den Winkel o zwischen dem Bahnknoten und dem Ursprung O des ,,idealen* bewegungs-
bezogenen q; —Systems (siehe in Bild 2-8 auf Seite 36) kann entsprechend die Bezeichnung

6 = Q cosi (2.110)

eingefuhrt werden. Mit o( als Integrationskonstante ergibt sich der entsprechende Winkel
vom Anfangspunkt O zum aufsteigenden Knoten §2 aus dem Integral

t
o = chosidt + o, (2.111)
%

(siehe Bild 2-8 auf Seite 36). Dieser Winkel, der sich quasi als Projektion der Rektaszension
des aufsteigenden Knotens in die Bahnebene darstellen lasst, kann auch als ,,Lange in der
Bahn des aufsteigenden Knotens* bezeichnet werden. Damit hat der (allgemeine!) Bahnwin-
kel (bis auf die Integrationskonstante, die aber im vorliegenden Zusammenhang keine Rolle
spielt) die Darstellung

{=v+w+0 . (2.112)
Es konnen an Satz H10 unmittelbar zwei Spezialisierungen angeschlossen werden:

(I) Wenn Argument des Perizentrums @ und Rektaszension des aufsteigenden Knotens (2
keine Variationen aufweisen, reduziert sich der Bahnwinkel auf die wahre Anomalie und das

hierdurch bestimmte bewegungsbezogene Bahnsystem ist das d,,f;(,c,)—Apsidensystem
(siehe Bild 2-6 auf Seite 30, links). In diesem (und nur in diesem) Zusammenhang hat das
Apsidensystem die Eigenschaft ,ideal” zu sein, d.h. dann ist seine Darstellung im Rahmen
des Zweikdrperproblems als Untermenge der hier vorgestellten allgemeinen Herleitung voll-
stdndig richtig. Die allgemeingultige von Hansen entdeckte ,,ideale* Eigenschaft des bewe-
gungsbezogenen Koordinatensystems enthalt (wie es auch sein muss) die ,ideale” Eigen-
schaft des Apsidensystems im Fall, dass Apsiden und Knoten ,,ungestért” sind.

(1) In gleicher Weise trifft diese Eigenschaft fir das Knotensystem (siehe Bild 2-6 auf
Seite 30, rechts) zu, wenn zwar die Apside gestort, aber nicht der Knoten gestort sind. Dann

ist & = v+ o, (Q = O) und das Knotensystem ist in diesem (und nur in diesem) Fall ein
nideales” System. l

Als néchster Schritt zur Untersuchung der notwendigen Eigenschaften eines Hansen-idealen
Systems soll jetzt auch eine eventuelle Eigenbewegung des p, —Basissystems einbezogen
werden. Es werde jetzt also zugelassen, dass das p, —Basissystems als nicht inertial ange-

nommen werden kann. Nach Bild 2-8 auf Seite 36 haben die Vektoren des mitgefihrten
Bahnsystems im p, — Basissystem die Darstellungen

Yin der Originalarbeit von HANSEN (1857) ist diesem Winkel der Buchstabe v zugewiesen
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r, =p,(—cosi sinu sinQ + cosu cosQ)+p, (cosi sinu cosQ + cosu sinQ)+p,sini sinu
0, =P, (—cosi cosu sinQ — sinu cosQ)+p, (cosi cosu cosQ — sinu sinQ)+p,sini cosu (2.113)
C, =P, Sini sinQ —p, sini cosQ +p, cosi
Der radiale Ortsvektor hat somit in aller Allgemeinheit die Variation
f, =P, (—cosi sinu sinQ + cosu cosQ)+p, (cosi sinu cosQ + cosu sinQ)+p,sini sinu +
+p, [ (i) sini sinu sinQ-+u (—cosi cosu sinQ — sinu cosQ) +
+ Q (—cosi sinu cosQ — cosu sinQ)] + .10
+p, [ —(i) sini sinu cosQ + U ( cosi cosu cosQ — sinu sinQ) + '
+ Q (—cosi sinu sinQ + cosu cosQ) | +
+p, [ (i) cosi sinu + u sini cosu |

Werden jetzt die Variationsgleichungen (2.12) mit den Zuordnungen (2.11) eingeftihrt und die
Basisdarstellungen (2.113) verwendet, ergibt sich, wenn

Cy = U+ @+ Qcosi (2.115)

gesetzt wird, wobei jetzt aber der Index B den Bezug auf das (nicht fundamentale) p, — Basis-
system andeuten soll,
t,=¢, d, +co[(i)'sinu — Q cosu sinQ] +0, (P, COSI + Pygsini sinQ + p;;sini cosQ) +
+ ¢, [— P, Sini cosu + p,,(cosicosucosQ—sinusinQ)+ (2.116)

+ P, (cosi cosu sinQ + sinu cosQ) |

Der Eigenbewegungsvektor des p, — Basissystems hat mit den Zuordnungen (2.11) in diesem

Basissystem die Komponentendarstellung (es ist nach Formel (2.10) p; = —p;;)
Dp = D;) Pi = PPy + Py Py + PPs - (2.117)
Die Variation des radialen Einheitsvektors lautet daher
fy = Go(&s + Dy Co) + G {[(I) sinu — Q cosu sini |- D, -qo} . (2.118)

Da f,=¢£q, nach den Beziehungen (2.47) in der momentanen Bahnebene liegt, ist sicher
I, -C, = 0 und es bleibt die notwendige Beziehung

iy = Ay (S5 +D,-C) = £ (2.119)
mit der Nebenbedingung
(i) sinu-Qecosusini = D,-q, . (2.120)
Auch hier erscheint die Variation des Bahnwinkels

4; = |r0| = é;B + Dp'co = éLB + é;p (2.121)
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in Bezug auf ein Hansen-ideales Koordinatensystem, wobei allerdings jetzt die Eigenbewe-
gung des Basissystems beriicksichtigt werden muss. Die bis hier durchgefiihrte Uberlegung
fihrt auf

Satz H11"%: Wird die Bewegung eines Himmelskorpers auf ein Basissystem bezogen, das kein
Inertialsystem ist, das also eine nicht zu vernachlassigende Eigenbewegung auf-
weist, so spiegelt sich diese Eigenbewegung des Basissystems in der Variation
des auf das Hansen-Koordinatensystem bezogenen Bahnwinkels wieder.

Die Folgerung aus diesem Satz ist Uberraschend: Wenn es gelingen sollte, die Variation des

auf das Hansen-ideale System bezogenen Bahnwinkels (aus ¢ = |r0| ), sowie die Variation

des auf das Basissystem bezogenen Winkels (aus g’B = U+ & + Q cosi) zu messen, konnte
auf die Eigenbewegung (mit dem Eigenbewegungsvektor D = Dpi p;) des Basissystems ge-
schlossen werden. Damit ware es moglich, auf relativ einfache Weise ein Inertialsystem zu
uberprifen bzw. nachzuweisen.

Anmerkungen:

1. Mit Satz H9 ist eine tiefere Bedeutung der GroRe ¢ gefunden, weil sie notwendig und
hinreichend mit einem Hansen-System verkn(pft ist.

2. Koordinatensysteme, welche mit der Zuordnung (2.92) die Bedingung (2.97) erftllen,
werden in der klassischen Literatur als ideale Systeme bezeichnet. Im Zusammenhang
mit der vorliegenden Arbeit sollen sie als Hansen-Systeme bezeichnet werden.

3. Die Basisvektoren von Hansen-Systemen sollen mit dem Index (I) gekennzeichnet
werden. Der erste Basisvektor qg!"” eines Hansen-System wird willkiirlich in der

Bahnebene angenommen. Ist er dort definiert, ist er unveranderlich fir alle Zeiten mit
dieser Bahnebene verkniipft:

qﬁ'),qg'):(rxr)/GZCo,q(z')=O|g')><q§'), G=|r><|"| , (2.122)

2.4.3 Die Bewegungsgleichung bei Bezug auf ein Hansen-System

Aussagen wie Satz H9 deuten auf eine enge Verknupfung zwischen Leibniz- und Hansen-
Systemen hin. Im absoluten Geschwindigkeitsvektor r = rr, +rr, verschwindet im allgemei-
nen Fall (kein inertiales System) sicherlich die Komponente mit der Variation der Systemba-
sisvektoren r,,q,,C, nicht identisch. Dies ware der Fall, wenn es sich um ein Hansen-System
handeln wiirde. Somit gilt folgender

P Satz H12: Das mitbewegte r,,q,,C,- Leibniz-System bildet kein Hansen-System.

Diese Aussage steht in scheinbarem Widerspruch zu der auf Hansen zurlickgefiihrten Darstel-
lung bei K. Stumpff?, wonach die Polarkoordinaten r und ¢ ,,Hansen Koordinaten* seien. Hier-
zu kann folgendes angemerkt werden: Nach Hansen sind — ganz im Denken der klassischen
Himmelsmechanik — alle die Groiien ,,ideal”, die ,,die Eigenschaft haben, dass nicht nur sie
selbst, sondern auch ihre ersten Differentiale in Bezug auf die Zeit in der gestorten Bewegung

! 16. Mai 2005
2 STUMPFF (1974) p. 178
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dieselbe Form haben wie in der ungestorten“t. Hier wollen wir ganz grundsatzlich als ,,St6-
rungen* die Beschleunigungen auffassen, welche eine Bewegung so beeinflussen, dass die
Bewegung nicht mehr auf der vorgegebenen Bahnkurve verlauft. Was den Bahnwinkel ¢ be-

trifft, so ist seine Variationsgleichung in Bezug auf die (absolute) Zeit rzi;:G tatséchlich
von allen solchen Beschleunigungen unabhéngig, was damit zusammenhéngt, dass ¢ auf das

ein Hansen-ideales System bildende q(j') — System bezogen ist. £ als die unabhéngige Laufva-

riable kann auch als eine absolute Groflie aufgefasst werden und steht damit aulRerhalb der
Diskussion ob Hansen-ideal oder nicht. Was nun aber den Radius r angeht, so musste bis jetzt
noch gar keine Aussage Uber r gemacht werden, da in der Bedingungsgleichung (2.83)
Dxr=0 der Radius r ohne Anderung der ,,idealen“ Eigenschaften eines Hansen-Systems
weggekirzt werden kann. Hierfir bedarf es also einer zusatzlichen Bedingung fiir die Varia-
tion des Radius 1, die sich als vorteilhaft aber keineswegs als zwingend erweisen wird. Diese
Bedingung wird im Fall einer vorgegebenen Kurve r =r({) unter dem Begriff Anpassungs-
gleichung, diese gilt hier als die Oskulationsbedingung, in Kapitel 3 ab Seite 64 ausfthrlich
behandelt.

Der transversale Richtungsvektor in einem Leibnizsystem hat im zugehdrigen Hansen-System
die Darstellung (siehe etwa Formel (2.93) oder Bild 2-9 auf Seite 37)

9, = —a"sin¢+q cos¢ . (2.123)

Seine Variation ist
q, = —g'“(qg')cosg“+q§')sin§)—q§')sing+qg')cos; . (2.124)

Wegen der Hansen Bedingung (2.98) sind die beiden Variationsvektoren ¢\",¢!" kollinear
und stehen daher senkrecht auf der (qg'),q(z'))—Ebene, sind also kollinear mit dem Norma-
lenvektor c,. Daher ist auch

a"

g\ )|sin¢ -

g, = -Cr, —( cos g) c, (2.125)

Vergleich mit dem (zunéchst willkirlich eingefiihrten) entsprechenden Ausdruck (2.70) auf
Seite 28 gibt als eine weitere notwendige Folge der Eigenschaft des q(j') — Systems mit dem

Ortsvektor r ein Hansen-System zu bilden die beiden Bedingungen

R

nc, = —Qq,’sing+q,’ cosg

Deshalb erhalt die allgemeine auf ein Leibniz-System bezogene Bewegungsgleichung (2.66)
mit den Beziehungen (2.70) (q, = éro +1¢,) und den Beschleunigungskomponenten in
(2.71) die Gestalt

P = (F=rg?)r+(2r¢ +1&)a,+1gic, (2.127)

1 HANSEN (1857) p. 66
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Der Bezug auf ein Hansen-ideales System zeigt sich in dieser Bewegungsgleichung in der
Verwendung des Bahnwinkels £, der auf den Ursprung qﬁ') eines Hansen-Systems als An-

fangsrichtung bezogen ist, wobei die Basisvektoren q(j') in Bezug auf den Radiusvektor des

bewegten Objektes ein Hansen-ideales System bilden. Ferner zeigt sich dieser Zusammen-
hang in der notwendigen Beziehung der Variablen & auf den Bahnwinkel £ nach der ersten
der Gleichungen (2.126). Hier kann nun wieder die grundlegende Beziehung (2.73) auf Seite
28, in der der Bahnwinkel £ wie wir inzwischen gelernt haben, notwendig auf ein Hansen-
System bezogen ist, verwendet werden. Somit hat die radiale Beschleunigung aus den For-
meln (2.76) die Gestalt

f=—tb, . (2.128)

Diese Beziehung war im Fall der (speziellen) Keplerbewegung' von G. W. Leibniz entdeckt
worden (vgl. Abschnitt 2.2.1), welche daher nach einem Vorschlag von E. J. Aiton® als Leib-
nizsche Gleichung benannt wurde. Diese Bezeichnung soll in der vorliegenden Arbeit aufge-
griffen werden, wobei als allgemeine oder kurz als Leibnizsche Gleichung der Ausdruck

GZ

b, =¥~
R r3

(2.129)

verwendet werden soll. Damit erhélt die Bewegungsgleichung im mitgefiihrten (Leibniz-
schen) Bahnsystem die Gestalt

, ;
= {'r‘—G—sjro+9qo+Eﬁco : (2.130)
r r r

Mit Hilfe der Beziehungen (2.91), welche das Leibniz - System auf das Hansen-System be-
ziehen, kann die Bewegungsgleichung (2.66) auch in Bezug auf ein Hansen-System geschrie-
ben werden:

=0 (bycos¢ —b;sing)+qy’ (bysing +b; cos¢) +a3” by (2.131)

oder ausfihrlich
2 3 2 >
i=ql" K'r‘—cr;—sjcos;—%sin g”}qg') H‘r’—%}sing@%cosg”}qg”%ﬁ .(2.132)

Zu den Herleitungen dieses Abschnitts kdnnen folgende Anmerkungen gemacht werden:

1. Die letzten Gleichungen, welche die Beschleunigungen im mitrotierenden Leibniz-
sowie im bewegungsbezogenen Hansen- System beschreiben und die einen bestimm-
ten Bewegungsvorgang charakterisieren, enthalten einen wesentlichen Anteil in nor-
maler Richtung. Ohne diesen konnte eine rdumliche Bewegung nicht beschrieben wer-
den: rb, =7G.

2. Der Bezug dieser Gleichungen zu einem Hansen — System wird mit den Entwicklun-
gen in Kapitel 3 deutlicher, wenn alle notwendigen Integrationen in Bezug auf das

! Unter spezieller Keplerbewegung soll eine Bewegung verstanden werden, welche durch die drei Keplerschen
Gesetze mit konstanten Parametern beschrieben werden kann

2 AITON, E. J. (1960)
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Hansen — System (unter Verwendung des Bahnwinkels C als unabhangiger Variable)
durchgefuhrt werden.

In diesem Abschnitt konnte eine (sehr einfache, aber keineswegs triviale) Deutung des
Parameters & in den Formeln (2.71) als eine notwendige Eigenschaft der Hansen-
Systeme gefunden werden.

Es ist selbstverstandlich, dass der Parameter & auch direkt aus der Eigenschaft der Ba-
sisvektoren r,,q,,c, des Leibniz-Systems héatte gefunden werden kénnen. Deren Vari-

ationen mussen, wie im allgemeinen Fall im Gleichungssystem (2.12) auf Seite 15
dargestellt ist, mit einer schiefsymmetrischen Koeffizientenmatrix g auf das Basissys-

tem bezogen werden. Demnach musste auf jeden Fall & =—¢ erwartet werden. Die

hier gegebene Herleitung fir diese Beziehung ist somit redundant und bestétigt die
Richtigkeit der Uberlegungen.

Die Bewegungsgleichungen, die hier in vektorieller Form dargestellt sind, kdnnen
auch in Hansen-Koordinaten y"7(j=1,2,3) geschrieben werden, was in Abschnitt

2.4.5 ausgefuhrt wird. Dadurch kénnen die Vorteile einer Verwendung von Hansen-
Systemen noch verdeutlicht werden. Um diese Gleichungen darstellen zu kdnnen,
werden zun&chst die Eigenbewegungsvektoren von Hansen-Systemen bendétigt, die im
folgenden Abschnitt hergeleitet werden.

Bei bahnanalytischen Untersuchungen interessiert tblicherweise die Bahnkurve als
Ganzes, nicht die Bewegung in der Bahn. Das bedeutet, dass der Flachensatz als zeit-
integral nicht ben6tigt wird. Zu diesem Zweck konnen alle bendtigten Variationsglei-
chungen auf den Hansenschen Bahnwinkel als unabhangiger Variable bezogen wer-
den. Auf diese Weise kann eine Integration eingespart werden. Im Fall der allgemei-
nen Leibnizgleichung kann mit den Formeln

2
i":G—3+bR , G=rb, , g"zgz

r r
dr _drdt f_ .- d6_rp
d¢ did¢ ¢ G ' d¢ G

dr _drr’ 2rdr rrdG _drdgr’ G adr dr dr 1dg (PP

427 dc G Gd; G’dl dtdt G Grdcdc dZGde

d’r . r* 2(dr r* . dr
==t o= __sz 'y
dg G dg G° dg
die Leibnizgleichung in Bezug auf den Hansenschen Bahnwinkel hergeleitet werden:
d’r dr r? ré
— —-r——b, =0 . 2.134
d¢c? [dgj G? bT G* " (2.134)

Die Leibnizgleichung in dieser Form hat einige Nachteile: die Form ist erheblich kom-
plizierter als in der urspriinglichen Form und es muss auch die tranversale Beschleuni-
gung berlcksichtigt werden, welche (ber die Variation des Flachenparameters
eingschleift wurde. Fir eine numerische Integration spielen diese Nachteile keine Rol-
le. Mit den im néchsten Kapitel entwickelten Uberlegungen wird eine Verfahren ge-
funden, um diese Nachteile auch fiir analytische Uberlegungen ausschalten zu kénnen.
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7. Es bleibt jetzt noch, auch den dritten Parameter, n, der mit der Definitionsgleichung
(2.70) eingeflhrt worden ist, zu deuten. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.

2.4.4 Die Eigenbewegungsvektoren der Leibniz- und Hansen — Systeme

Bild 2-10: Die Eigenbewegung eines Leibniz-Systems (ro, qo,co) in Bezug auf ein Hansen-System mit Ur-

sprung O. Zur geometrischen Deutung der zweiten Winkelkoordinate n, deren Wirkung deutlich wird, die aber
selber nicht erscheint (,,versteckter Winkel*)

In der Bewegungsgleichung (2.127) konnte der Parameter ¢ als eine geometrische GroRe
gedeutet werden. Damit ist auch £ eine geometrische Grolle, ndmlich der auf das Hansen-
System bezogene unabhéngige Bahnwinkel. Es ist zu erwarten, dass auch 7 und damit 7 ge-

ometrisch gedeutet werden konnen. Aus der Bedingung (2.98) fiir Hansen-ideale Systeme
kann mit der zweiten der Gleichungen (2.126)

qil) = —Copsing

" ' (2.135)
4, = €7 C0s¢

gesetzt werden. Werden hier die fur jedes orthogonale System giltigen Formeln (2.12) auf
Seite 15 berucksichtigt, werden die Vektoren f, in Formel (2.92) und in Formel (2.125) mit
(2.126) ergénzt durch den entsprechenden Ausdruck fiir ¢,. Dies fuihrt notwendig auf die Va-
riationsformeln des Leibniz-Systems. Diese Formeln kdénnten in Analogie zu der aus der Dif-
ferentialgeometrie bekannten Sprechweise als die ,,Frenetschen Formeln des Leibniz-
Systems* bezeichnet werden:

rh = :QO
QO = _é’ro +77Co (2-136)
Co = _ﬁQO

Dieses Gleichungssystem kann fir jedes Bewegungsproblem (im Rahmen der klassischen
Mechanik) aufgestellt werden. Bei astrodynamischen Untersuchungen koénnte das Leibniz-
System selbst auch als ,,das begleitende Dreibein der Astrodynamik* bezeichnet werden.
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Wie das begleitende Dreibein einer Raumkurve in Rahmen der Kurventheorie sind auch die
Vektoren r,,q,,C, des mitgefuhrten Bahnsystems von einer speziellen Koordinatendarstel-

lung der Bewegung unabhéngig. Der zugehorige System-Eigenbewegungsvektor ist

D =+ e, . (2.137)

Somit bestehen die Beziehungen

b, =Dyxr, , q, = Dq(L)qu , €, = Dq(L)xC0 : (2.138)

Wird ¢ als unabhéngige Variable an Stelle der Zeit eingefiihrt, wird

dry
dg

d d
diéf = -, + (2.139)

e, _ dn
dg dg

mit dem System-Eigenbewegungsvektor

d )
D, = £FO+CO , D,=¢(D, . (2.140)

Dann gilt:

dc,

dro D, xr, y % =D qu , E

4 = Dexn % ; = D,xc, . (2.141)

Fur das q(j') — Hansen-System lauten die Variationsformeln des bewegungsbezogenen Bahn-

systems mit den Formeln (2.135) und, da g\ = ¢, = q!" xq\" gilt,

~1795’sing
79" cos¢ (2.142)

;"
a;"
g = 7 (a"sin¢ -q}) cos¢)

Die zugehorige Variationsmatrix hat mit q(j') = qjkq(k') die Komponenten

011 =0y =0 =05, =033 =0
Oy =—0y =—77SINg (2.143)
Op=—05= 7C0S¢

und es gilt fir den Radiusvektor r= yjq(j') die Hansen-ideale Eigenschaft (mit y; = 0)

v q.P=0 (j=123) . (2.144)
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Der zugehorige Eigenbewegungsvektor des Hansen-Systems lautet mit dem radialen Rich-
tungsvektor nach Beziehung (2.91) auf Seite 38

D, =D}, q\) = ﬁ(qg')cosg +q)sin g“) =1, (2.145)

q

und es wird

) = D xq\ . (2.146)

Damit ist auch Formel (2.83) fir den Fall eines Hansen-Systems bestétigt:

D,xr, = 0 . (2.147)

0]

Bild 2-11: Der Eigenbewegungsvektor Dq(L) eines Leibniz-Systems in Bezug auf den Eigenbewegungsvektor

qu eines Hansen-System mit Ursprung O.

Die vorstehenden Untersuchungen kénnen zusammengefasst werden in:

Satz H13: Der (allgemeine) Eigenbewegungsvektor des bewegungsbezogenen (Hansen-
idealen) Bahnsystems zeigt stets in Richtung des Radiusvektors des bewegten Korpers. Er ist
somit an die Bewegung gekoppelt.*

Damit kann jetzt auch die GrolRe 77 geometrisch gedeutet werden:

Satz H14: n ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das bewegungsbezogene (Hansen-
ideale) Bahnsystem um seinen Eigenbewegungsvektor also den Ortsvektor des bewegten Ob-
jektes dreht. 7 ist ein Winkel, der diese Drehung beschreibt.

Nun kann auch eine Eigenschaft von Hansen-Systemen, die bei einer Anwendung in einer
Storungsrechnung wesentlich ist, quantitativ gefasst werden. Mit der dritten der Beziehungen
(2.76) b, =7 G/r ergibtsich

Satz H15: Die Variationsgleichungen des bewegungsbezogenen Hansen Bahnsystems enthal-
ten als einzige wesentliche Variation die Variation des Drehwinkels 7. Seine Variation ist

! vgl. Satz H4
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gleich dem Betrag des absoluten Eigenbewegungsvektors des Hansen-Systems. Eine Eigenva-
riation eines Hansen-Systems tritt ausschlieRlich bei normalen Beschleunigungen auf einen
Bewegungsvorgang auf.

Mit den Ausdriicken (2.137) und (2.145) gilt ferner:

Satz H16: Zwischen den Eigenbewegungsvektoren Dq(,) des Hansen- bewegungsbezogenen

und Dq(L) des mitbewegten Leibniz-Systems besteht die Beziehung:
Dq(L) = qu +5¢, (2.148)

Der Eigenbewegungsvektor Dq(.) und somit das ein Hansen-ideales System bildende

q(j') — System verandert seine Orientierung im Raum nur dann, wenn es eine (,,Stor-) Be-

schleunigung gibt, die eine Komponente senkrecht zur qi'),q(z') — Basisebene des q(j') — Sys-

tems hat. Dann gibt es ndmlich eine normale Beschleunigung by, die Uber die Beziehung
by =7G/r die Rotation 77 um den Radiusvektor beeinflusst und daher nach dem System

(2.142) die raumliche Orientierung des Hansen-Systems.

Beschleunigungen, die in der qﬁ'),q(z') — Ebene wirken, Uben somit keinen Einfluss auf das

q(j') — Hansen-System aus. Diese nur in der oskulierenden Bahnebene wirkenden Beschleuni-
gungen auf eine Bewegung werden im Kapitel 3 ndher untersucht.

2.4.5 Die Bewegungsgleichungen in Hansen Koordinaten
Als Hansen Koordinaten werden die kartesischen Koordinaten y(')j (j =1,2,3) bezeichnet,
welche einen Ortsvektor in Bezug auf ein Hansen-System q(j') darstellen lassen. Fir sie gilt
r=rr,=y"q" . (2.149)
Im Einzelnen (vgl. etwa die Beziehungen (2.91) auf Seite 38) ist
yW=rcos¢ , y=rsing , y"=0, (2.150)

wenn ¢ der Hansensche Bahnwinkel ist. Die wesentliche Hansen Eigenschaft zeigt sich im
Geschwindigkeitsvektor nach Beziehung (2.81) auf Seite 32

P=y"q . (2.151)
Der (absolute) Beschleunigungsvektor lautet dann
= -y(')J q(jl) n y(l)i q(,-"

und die Bewegungsgleichungen in den Hansen Koordinaten (also relativ zu dem Hansen-
System) kdnnen aus

y(|)jq(j|)=-r-_)-/(')iq(jl) (2.152)

berechnet werden. Hier kommen die Variationsgleichungen (2.142) zum Tragen: bei skalarer
Multiplikation der letzten Gleichung mit q{",(k =1,2,3), verschwinden alle Anteile des
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zweiten Terms auf der rechten Seite dieses Ausdrucks. Wird fur ¥ die Zerlegung (2.66) auf
Seite 27 in Anteile des Leibniz-Systems verwendet, bleibt

ygl): by I 'qil) +btq0 'qgl) +by Co 'qgl) '
mit den Beziehungen (2.91) schlieBlich

yi' =b, cos;—stin§=%(bR y" —b, yé')) (2.153)
und analog
y\') =b, sin¢ +b, cos¢ =%(bR y" + b, yf')) , (2.154)
sowie
ji'=0 . (2.155)

Diese Ausdricke sind (zumindest) von theoretischem Interesse: bei Bezug auf ein Hansen-
System sind die Bewegungsgleichungen von (maximal) der vierten Ordnung. Der normale
Beschleunigungsanteil bleibt aulRen vor, was eine der wesentlichen Eigenschaften der Han-
sen-Systeme seit ihrer Entdeckung ist. Dagegen sind die Bewegungsgleichungen bei Bezug
auf das (inertiale) Newton-System stets von der sechsten Ordnung. Allerdings muss der Bezug
einer Bewegung auf das Newton-System, der in jedem Fall prinzipiell erforderlich ist um eine
Bewegung im Raum endgtiltig beschreiben zu kdnnen, durch die zusatzliche Integration um
den raumlichen Rotationswinkel mit 77 =rb, /G hergestellt werden.

BEISPIEL: Wird die gestorte 2-Korperbewegung einem Bewegungsvorgang zugrunde gelegt,
lauten die Beschleunigungskomponenten® mit der Keplerschen Beschleunigung bx=-p/r?

bR:_ﬁ"'sz ) bT , bN

r.2
und die Beschleunigungsgleichungen in den Hansen Koordinaten

i+ £y — b, cos¢ by sing
J (2.156)

yy + %yé') =b,,sind +b, cosg

sind den Bewegungsgleichungen im Newtonschen Fall (zumindest im ungestorten Fall:
b,, =b. =b, =0) dquivalent*:

.I': +%r =bR2r0 + bT qo + bN Co . (2157)

=>» Eine Zweikorperbewegung verlauft vollig unabhangig von einem inertialen Bezugssystem.

Anmerkung: Die Bewegungsgleichungen (2.153), (2.154), welche die Bewegung in Hansen Koordi-
naten beschreiben, missen Uber der Zeit integriert werden. Dies hat sich in der Praxis als nachteilig
erwiesen®. Bei einer Verwendung von Hansen-Systemen ist es empfehlenswert, den Hansenschen

! Siehe hierzu die ausfuhrlichen Betrachtungen in Abschnitt 3.3 ab Seite 89
2\/gl. V. A. BRUMBERG (1995), p.72
3 Naheres hierzu in Abschnitt 2.4.8, insbesondere in Tabelle 2-1 auf Seite 57
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Bahnwinkel ¢ als unabhéngige Variable zu verwenden. Dadurch wird zunéchst nur die Bahn erhalten,
nicht die Bewegung in der Bahn. Dies wird in einem neuartigen Ansatz ausgehend von der allgemein-
gultigen Darstellung einer geradlinigen Bewegung in Kapitel 3 ab Seite 64 detailliert ausgefiihrt. Da-
mit kann das in einem Schritt als System zu lésende Bewegungsproblem auf ein System der maxima-
len Ordnung 3 zuriickgefiihrt werden. Der Bezug zur Zeit wird dann in einer unabhéangigen Integration
nach Losung aller sonstigen Bewegungsprobleme hergestellt, wenn also die Bahn als solche bekannt
ist. Der Bezug zum inertialen (Newtonschen) Basissystem wird (weitgehend) unabhéangig durch ein
System der dritten Ordnung mit den drei Eulerwinkeln oder der vierten Ordnung mit Euler-Rodriguez
Parametern erfolgen. Die Variationsgleichungen dieser Systeme sind jedoch untereinander redundant’.

2.4.6 Zur geometrischen Deutung des raumlichen Bahnwinkels®

Die Variationsformeln (2.136) des mitbewegten Bahnsystems haben Anlass gegeben neben
dem Bahnwinkel ¢ auch 7 geometrisch als einen Winkel zu deuten. £ erwies sich als ein Win-
kel in der r,,q, — Bahnebene, er kann daher als der ebene Bahnwinkel gedeutet werden, ¢ als
die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich diese Ebene, somit also auch die mit der Bewegung
mitbewegten Richtungsvektoren in der Bahnebene r,,q, , um die Bahnnormale c, dreht. Da

I, der radiale Einheitsvektor des bewegten Korpers ist, ist ¢ die Bahngeschwindigkeit, mit
der sich dieser Korper (im Gegenuhrzeigersinn) in der r,,q, — Ebene bewegt. 7 lasst sich, wie
schon angedeutet, als ein Winkel in der c,,q,— Ebene deuten, der also von ¢, zu q, gerich-
tet ist. n ist somit die Winkelgeschwindigkeit, mit der ¢, und damit auch g, um r, rotiert.
Das Minuszeichen in den Frenetschen Formeln (2.136) vor m besagt, dass die Rotation in
entgegengesetzter Richtung, also von q, zu c, hin verlauft.

Aus den Variationsformeln (2.136) des mitgefuhrten Bahnsystems kann formal nicht beurteilt
werden, welche der beiden Winkelkoordinaten £ und n die primdre ist. Dazu muss auf die
Definition des mitgefiihrten Bahnsystems zuriickgegriffen werden. Da die Bewegung definiti-
onsgemal in der r,,q,— Ebene erfolgt, muss auch der in dieser Ebene liegende Bahnwinkel

die primére GroRe sein, n als der rdumliche Bahnwinkel ist somit die sekundére. Dies bestati-
gen die zugehdrigen Variationsgleichungen (nach Formel (2.73)) ¢ =G/r? in der die zusétz-
lichen Bewegungseinfliisse by,b;,by nicht in Erscheinung treten. Dies ist dagegen in der

Variationsgleichung fir den Winkel n der Fall. Nach der dritten der Formeln (2.76) ist
n=rb,/G.

Die Variationsformeln fur £ und 7 beschreiben in einem gewissen Sinn die absolute Bewe-
gung eines Korpers, indem in Bezug auf die momentane Bewegungsorientierung eine Bewe-
gung formal vollstandig beschrieben wird. Dieser Gedanke wird uns in den folgenden Kapi-
teln wiederholt beschéftigen. Allerdings tauchen in der Berechnung des Radius r die radiale,
in der Berechnung des Flachenparameters G die transversale Beschleunigungskomponente
auf. In einem konkreten Bewegungsfall werden diese Beschleunigungskomponenten nur auf
gewisse von einem Bahnsystem unabhdngige Basissysteme modellmaRig dargestellt werden
kdnnen, so dass dann auch die Bewegung nur relativ zu diesen Systemen erfasst werden kann.

! Siehe hierzu die ausfihrlichen Untersuchungen von A. DEPRIT (1975) und V.A. BRUMBERG (1995), pp. 69-74
im Zusammenhang mit Hansen Koordinaten

2 Auf den geometrischen Zusammenhang wies R. A. STRUBLE (1960/1), (1960/2) hin, allerdings ohne den Zu-
sammenhang mit einem Hansen-System herzustellen. Implizit sind diese Formeln in der klassischen Himmels-
mechanik im Zusammenhang mit der Eigenbewegung der (,,gestérten”) Bahnebene bekannt, siehe dazu Ab-
schnitt 2.3.4, wieder allerdings ohne den Zusammenhang mit einem Hansen-System zu erkennen
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Die absolute Beschreibung einer Bewegung, wie sie durch die Frenetschen Formeln des Leib-
niz-Systems (,,begleitendes Dreibein der Astrodynamik®) erfolgen kann, wird im Rahmen der
allgemeinen mathematischen Anpassung einer Bewegung im n&chsten Kapitel n&her unter-
sucht.

Anmerkung: Wegen ihrer fundamentalen Bedeutung konnte der Bahnwinkel Jals erster Han-
sen-Winkel, sowie 7 als zweiter Hansen-Winkel bezeichnet werden.

2.4.7 Erganzende Betrachtungen zur Qualifizierung der Hansen-Systeme

Die bisherige Arbeit hatte als ein wesentliches Ergebnis die notwendige Zuordnung von Han-
sen-Systemen zu jedem Bewegungsvorgang herausarbeiten konnen. Dies ist eine Folge des
fundamentalen Satzes H9 (in Abschnitt 2.4.1 auf Seite 38): der Betrag der Variation eines
radialen Richtungsvektors ist der Differentialquotient eines Winkels, der notwendig und hin-
reichend auf ein Hansen-System orientiert ist.

Dieser Zusammenhang ist so selbstverstandlich, weil in willkurlicher Weise stets eine solche
Definition gegeben werden kann, so dass sich die Frage aufdrangt, ob dies wirklich eine be-
sonders auszeichnende Eigenschaft ist. Um diese Frage zu untersuchen, werde wieder von
einem mitbewegten Leibniz-System r,,q,,c, ausgegangen. Dieses werde auf ein beliebiges

bewegungsorientiertes System q(jB) bezogen, dessen zwei Basisvektoren in der (oskulieren-

den, d.h. durch den momentanen Zustandsvektor aufgespannten) Bahnebene liegen. Der Ur-
sprung dieses Systems habe vom Radiusvektor den Winkelabstand v, so dass gilt

r,= g cosy+q siny
q, =—q." siny +q% cosy (2.158)
¢ = dy =ai xq)” .
bzw.
q'® =r, cosy —q,si
V) =rycosy —qgsiny
q® =r,siny +q, cosy (2.159)
qu): Co =l xqp -

Wichtige Beispiele fir derartige Systeme in der Bahnmechanik sind das Apsidensystem (sie-
he Bild 2-6 links auf Seite 30) und das Knotensystem (siehe Bild 2-6 rechts). Mit den Frenet-
schen Formeln (2.136) des Leibniz-Systems lauten die Variationen dieses bewegungsbezoge-
nen Systems

g = (&-w)a +7 af siny
45 = (¢ —v)ar” +17 a3 cosy (2.160)
¢ = (ot siny - cosy )

Im Fall, dass das bewegungsbezogene System ein Hansen-System ist (dann gelten die For-
meln (2.142)), wird y=¢. Somit gilt

Satz H17: Ein bewegungsbezogenes Bahnsystem ist dann und nur dann ein Hansen-System,
wenn die Variationen der beiden in der Bewegungsebene liegenden Basisvektoren senkrecht
zu dieser Ebene orientiert sind.
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Der Eigenbewegungsvektor des q(jB) -Systems hat mit dem Ansatz

D, = D) g (2.161)

q
die Komponenten
Dq(B)l =7CoSy Dq<B>2 =nsiny Dq<s>3 = é’_‘// . (2.162)

Der Eigenbewegungsvektor dieses allgemeinen bewegungsorientierten Bahnsystems lautet
daher

D =7 (0 cosy + Y siny )+ (¢ — 7)o . (2.163)
Mit den Basisvektoren des Leibniz-Systems gilt auch (vgl. die Beziehungen (2.158))
Do) =7 o+ (&-v)c, - (2.164)

Damit aquivalent ist wegen =y im Fall von Hansen-Systemen

Satz H18: Ein bewegungsbezogenes Bahnsystem ist dann und nur dann ein Hansen-System,
wenn sein Eigenbewegungsvektor stets in Richtung des Ortsvektors der Bewegung weist.

Dieser Satz bestétigt auch die im vorhergehenden Abschnitt gegebene Bemerkung, dass der
versteckte Winkel n als zweiter Hansen-Winkel bezeichnet werden koénnte. Er ist eng an das
Hansen-System gekoppelt und nur im Zusammenhang mit einem solchen erklarbar. Ferner
zeigt sich in diesem Zusammenhang deutlich die besondere Bedeutung des ersten Hansen-
Winkels C als (in nattrlicher Weise) eigentlich unabh&ngigem Bahnparameter.

Die vorstehenden Uberlegungen erlauben eine weitere fundamentale Aussage (iber Hansen-
Systeme zu formulieren:

Satz H19: Ein Hansen-System ist das einzige in einer oskulierenden Bahnebene liegende Sys-
tem, das fest mit der Bahnebene verkniipft ist und sich nicht in der Bahnebene bewegt.

Der Beweis kann mit den Variationsgleichungen (2.160) geflihrt werden: Wenn das System
ein Hansen-System ist, ist £ = und die in der Bahnebene liegenden Basisvektoren g{",q!"

werden nur durch rdumliche Einfllsse (by), nicht aber durch Einflusse in der Bahnebene ver-
andert. Die Umkehrung kann indirekt erfolgen: Wenn ein System kein Hansen-System ist,

muss der Bahnwinkel y dieses Systems die Bedingung ¢ =y erfiillen. Dann haben aber nach
den Variationsgleichungen (2.160) die beiden Basisvektoren g{®,q® einen Bewegungsanteil
in der Basisebene, dieses System hat also eine Eigenbewegung beziiglich der Bahnebene. m

Die Uberlegungen in diesem Abschnitt werden an zwei bekannten Beispielen aus der Bahn-
mechanik erléutert:

BEISPIEL 1: Das Apsidensystem hat als Bahnwinkel die wahre Anomalie v. Seine Frenet-
schen Formeln sind

i = (&-0)ad +7 o sinv
qv) = —(cf—z))qu) +7 g\ cosv (2.165)
q) = ﬁ(qﬁp)sinu—qu) cosv)

und der zugehorige Eigenbewegungsvektor lautet
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D, =17 (qu) cosv + gy sin u)+(§'—z))q(:) , (2.166)

q

bei Bezug auf das Leibniz-System
D =1 r0+(g'—o)c0 . (2.167)

In bahnmechanischem Zusammenhang ist (vgl. die Formeln (2.115) und (2.110)) bei Bezug
auf ein inertiales Basissystem
-0=0+Qcosi=d+6 . (2.168)

Die Grofen o, i, Q bzw. o sind ,,langsame* Parameter, d.h. sie sind konstant im Rahmen der
speziellen Keplerbewegung (also ohne Berlicksichtigung von ,,Stérungen®). Das Apsidensys-
tem ist daher stets von einem ,,Stormodell* abhé&ngig, das eine bestimmte Bewegung charak-
terisiert. Die wahre Anomalie wird also im Gegensatz zum Hansenschen Bahnwinkel ¢ von
den ,,Stérungen* beeinflusst. Dies lasst sich aus der Variationsgleichung der wahren Anoma-
lie erkennen, die (iber die Relation

O = —M+—¢ (2.169)

mit den Formeln des Zweikdrperproblems die Beziehung

v = M (Ejzx/l—ez +e(3+ L zjsinu (2.170)

r r l-e

annimmt. Mit der mittleren Anomalie M =M, +n(t—t,), wobei n die mittlere Bewegung
bedeutet, kann die Variationsgleichung fir M, aus der Variationsgleichung flr die mittlere
Lange L, aus den Gaullschen Variationsgleichungen (2.67) verwendet werden, ebenso wie

die Variationsgleichung fur die numerische Exzentrizitat e. Dies zeigt die unmittelbare Ab-
hangigkeit der wahren Anomalie von den Beschleunigungen in radialer, transversaler und
normaler Richtung.m

BEISPIEL 2: Das Knotensystem hat als Bahnwinkel das Argument der Breite u. Seine Fre-
netschen Formeln sind

4 = (f—U)q(zD)H? q” sinu
4 =—(¢-u)at” +7 g2 cosu (2.171)
gy = ﬁ(q&D) sinu—q.” cosu)
und der zugehorige absolute Eigenbewegungsvektor lautet
D, =1 (0l cosu + o sinu)+ (¢ - u)o” @17

und bei Bezug auf das Leibniz-System
Do =7 fp+ (& —U)e, (2.173)

Ahnlich wie im Fall des vorstehenden Apsidensystems ist in bahnmechanischem Zusammen-
hang (vgl. die Formeln (2.115) und (2.110)) bei Bezug auf ein inertiales Basissystem

C-u=Qcosi=6 . (2.174)
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Die GroRen i, Q bzw. o sind ,langsame* Parameter, d.h. sie sind konstant im Rahmen der
speziellen Keplerbewegung (also ohne Berucksichtigung von ,,Stérungen®). Auch das Kno-
tensystem ist daher stets von einem ,,Stormodell* abhangig. Dies zeigt sich im Argument der
Breite u=¢ -0 =w+uv, welches wie die wahre Anomalie v von einem Bewegungsmodell

(,,Stérmodell*) abhangt.®

2.4.8 Transformationen der Zeit

Nach dem ,,natlrlichen* Verstandnis vom Ablauf einer Bewegung ist die Zeit die ,,naturliche*
unabhéngige Variable um einen Bewegungsvorgang zu beschreiben. Unter der Annahme ei-
ner Kreisbewegung als Referenzbewegung kann ein Zeitintervall At=t-t;, direkt einem

Bahnwinkel, der mittleren Anomalie M =nAt, zugeordnet werden. Zweifel an dieser direk-

ten Zuordnung waren bald in der Antike aufgekommen, als es notwendig wurde einen Kor-
rekturterm einzufthren, den wir heute als Mittelpunktsgleichung bezeichnen. Da an der Figur
des Kreises als Referenzkurve festgehalten wurde, wurden die jetzt notwendig gewordenen
Bahnwinkel exzentrische E bzw. wahre Anomalie v eingefuhrt, deren prazise unterscheidende
Definition allerdings erst im Rahmen der Keplerbewegung moglich wurde. Damit wurde die
Zeit als unabhangige Variable zur Beschreibung einer himmelsmechanischen Bahnbewegung
von einem Bahnwinkel abgeldst, der in einer separaten Relation der Zeit zugeordnet werden
musste. Handelt es sich um die exzentrische Anomalie, so ist diese Beziehung die transzen-
dente Keplergleichung, deren elegante Losung Generationen von Mathematikern Kopfzerbre-
chen bereitet hat. Im Fall der wahren Anomalie als unabhéngiger Variable kann Gber die Mit-
telpunktsgleichung v-M der Bezug zur mittleren Anomalie M und damit zur Zeit t hergestellt
werden. Diese und andere verwandte Winkel erlaubten erst im Rahmen der Stérungsrechnung
eine sinnvolle Bearbeitung der Bewegungsprobleme.

Die Transformation der Zeit auf einen anderen Parameter als unabhangige Variable erfolgt in
allen bekannten Féllen mit einer Differentialbeziehung der Form

dr=Fdt . (2.175)

Hier stehe t fUr die neue Variable, F sei eine beliebige Funktion, die jede Menge an Parame-
tern und Abhangigkeiten enthalten kann.

Eine Ubersicht tiber verschiedene Variable, welche die Zeit als unabhangige Variable erset-
zen konnen, ist in Tabelle 2-1 zusammengestellt. Basierend auf den in Abschnitt 2.2.2 zu-
sammengestellten Variationsgleichungen kann man feststellen, dass die Grofen mittlere
Anomalie M, wahre Anomalie v, Argument der Breite u, wahre L&nge in der Bahn | und ex-
zentrische Anomalie E grundsétzlich nicht als unabhangige Variable in Frage kommen. Sie
sind alle von einem Bewegungsproblem abhangig, wie die Abhdngigkeit von einer oder meh-
reren der Beschleunigungen b, b, ,b, zeigt. Interessant ist die von K. Sundmann (und von K.

Stumpff* unabhangig gefundene) regularisierende Variable z mit der Beziehung dz =dt/r.
Im Fall einer ungestorten (Kepler-) Bewegung ist sie proportional zur exzentrischen Anoma-
lie E. Daher wurde bisweilen die Verwendung der exzentrischen Anomalie auch als eine
durch Kepler eingefuihrte Regularisierung verstanden.

Hingewiesen sei auf eine Art Regularisierung im Fall einer geradlinigen Zweikdrperbewe-
gung, in der es im Moment des Zusammenstof3es (bzw. eines Auswurfs, Ejektion) zu einer
Singularitat in der Berechnung des Abstandes zwischen den beiden Kdérpern kommen kann.
Diese Singularitat kann durch eine Regularisierung mit der Variablen @ umgangen werden.

1 K. Stumpff (1959), p. 638
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Von besonderem Interesse ist im Rahmen der Kurventheorie die Einfiihrung der Bogenlange s
(mit der Dimension einer Lange). Man konnte vorschlagen, diese als unabhéngige Variable
zur Beschreibung einer Bewegung langs einer Kurve zu verwenden. Dazu musste sie auf ei-
nen Anfangspunkt bezogen werden konnen, der fest in der (oskulierenden) Bahnebene liegt.
Ein solcher Punkt und das mit ihm verkniipfte System ist aber nach Satz H19 notwendig und
hinreichend ein Hansen-System. Ein Hansen-System hat aber nach Satz H9 als unabhéangige
Bahnvariable eine GrolRe, die aus der Integration der Variation des radialen Richtungsvektors
gebildet wird. Zur Berechnung der Bogenldnge wird jedoch der Betrag des Geschwindig-
keitsvektors integriert. Daher ist es auch nicht sinnvoll, die Bogenlange als unabhangige Va-
riable zu verwenden. Als einzige wirklich unabhdngige Variable bleibt also der Hansensche
Bahnwinkel C.

Bezeichnung Differentielle Beziehung
Mittlere Anomalie 2
dM = {\/g_eeﬁ {bm (z—z)e—cowj+ b, (1+%)sin u}}dt
H H
M = n(t—t0)=\/; (t—t,)
Wahre Anomalie v G _ r
dv= —2 bRZCOSU—bTSInU(1+—j dt
e p
Argument der Breite
g du:[gz— X rsmucosqdt
u=vtw r Gsini
wahre Lénge in der Bahn G rsinu [
|:U+(()+Q =|:r—2+bN tanE dt

Exzentrische Anomalie E
dE={1\/Z+\/§[bR2(COSU—1J by [1+ js'””}} t
rya Y7,

Sundmann-Stumpffsche re- dr = 1 dt
gularisierende Variable 7 Ty
Regularisierende Variable
O bei geradliniger Zwei-
kdrperbewegung Vo do=+2kdt
Bogenlange s ds =/F2 dt=V dt
Bahnwinkel im Hansen- 24 G
SySterm ¢ d¢ =2 dt =t

Tabelle 2-1: Einige Beispiele zum Ersetzen der Zeit durch eine andere Variable

2.4.9 Der relative Eigenbewegungsvektor des Hansen-Systems

Die Transformation von einem als inertial angenommenen Friihlingspunkt-orientierten Aqua-
torsystem auf das bewegungsbezogene Hansen-ideale Bahnsystem ist durch die Beziehung

q\ =a,'p, (2.176)
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mit der Transformationsmatrix  (2.23) unter Anwendung der  Zuordnungen
A— Q,B—i,C — —o bekannt. Neben den allgemeingiiltigen Variationsgleichungen (2.37)
flr die Bahnparameter i und Q zur Bahnorientierung im Raum muss noch die Variationsglei-
chung fur die Lange o des aufsteigenden Knotens in der Bahn untersucht werden.

Zur Berechnung der Variationen der Basisvektoren des Hansen-Systems in Bezug auf das
Aquatorsystem wird der relative Eigenbewegungsvektors dieses Systems in Bezug auf das
Frihlingspunkt-orientierte Aquatorsystem verwendet:

Dy, =D,/ al (2.177)

ap

Die Variationsgleichungen (2.12) lauten in diesem Fall unter Berlcksichtigung des absoluten
Eigenbewegungsvektors Dp' = DpI p, des Aquatorsystems

qgl) = Dq<l>p3 q(zl) - Dq<l)p2 qgl) +(Dpl 8y + Dp2 8y + Dp3 a33)q(2|) _(Dpl 8y + DpZ 8y + Dp3 a23)q(3|)
q(zl) =~ Dq(u)p3 q(zl) + qupl q(al) _(Dpl Ay + Dp2 8y + Dp3 aaa)qgl) +(Dpl a,; + DpZ a,+ Dp3 a'la)q(al) (2'178)
q(sl) = Dq(l)pz qgl) - Dq(lJpl q(zl) +(Dp1 ay + Dpz ayt Dp3 a23)qgl) _(Dpl ay, + DP2 8, + DD3 a”13)q(zl) )

Fur die Koeffizienten des relativen Eigenbewegungsvektors des Hansen-Systems liefert eine
Anwendung der Formeln (2.43)
Dy = (i) coso—Qsinisino

D, = (i) sinc+Qsinicoso (2.179)

Qcosi —6

q(')pg
Damit folgen die beiden Ausdriicke
g = (-o+Qcosi)qy’ - [(i)‘sina+Qsinic030]qg” +
+ 03[ D,;c0si+D,,sinisinQ-D,,sinicosQ | —
— 03[ D,5sini coso +D,, (~cosicososinQ+sin o cos Q) +
+D,, (cosicoscosQ+sinosinQ) | (2.180)
a) = (6—Cacosi)ql + [(i)'COSU—Qsinisina}qg” - |
— 03[ D,,cosi+DysinisinQ-D,,sinicosQ | +
n qg')[—Dpssini sino +D,, (cosisinosinQ+cosocosQ) +

+D,, (~cosisinocosQ+cososinQ) |
Zunachst gilt fir den absoluten Eigenbewegungsvektor des Aquatorsystems
D, qy'=D,-c,=D}a,, . (2.181)
Aus der ersten der Beziehungen (2.180) folgt durch skalare Multiplikation mit q(z')

" -ay) = (-6 +CQcosi) + (D,;cosi+D,,sinisinQ-D,sinicosQ) . (2.182)
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Nach der Hansen Bedingung (2.98) (q§') cos¢ + ¢y )sin¢ = O) sind die beiden Variationsvek-
toren q§'>,q(2'> antiparallel. Es folgt daher unmittelbar die allgemeingultige Variationsglei-
chung

6 —Qcosi = D¢, . (2.183)

Mit den Basisvektoren K, ,k,in der Hauptebene des Knotensystems und dem Rotationswinkel

n um den Radiusvektor des bewegten Objektes kdnnen die Variationsgleichungen des mitge-
fiihrten Bahnsystems in Ubersichtlicher Weise aus den in System (2.37) hergeleiteten allge-
meinen Formeln erhalten werden. Nach Formel (2.145) auf Seite 48 hat das Hansen-ideale
bewegungshezogene g; — Bahnsystem den Eigenbewegungsvektor

D, = nr, . (2.184)
Damit wird
(i)' = 11K, - Dp'kl
Qsini = 75 r,-k, - D, -k, (2.185)
gsini = nry-h, =D, -h,
Die k,, k, und h, haben im bewegungsbezogenen Hansen-System mit der Lange des Kno-
tens o die Darstellung

k, = p,cosQ + p,sinQ = q"coso +q{"sinc
k, =—p,cosisinQ + p,cosi cosQ+p,sini = —q{"sinc + q!" coso
h, = —p,sinQ+p,cosQ = —q!" cosi sina+q!" cosi cosa—q"’ sini .

Da das Argument der Breite aus u = {—o bekannt ist, und da offenbar r,-h, = cosisinu,
folgt schlieRlich

(i) =7 cosu - D, -k,
Qsini =7 sinu - D, -k, (2.186)
gsini =nsinucosi — D, -h,
Anmerkungen:

1. Es konnte zun&chst nicht als direkt folgerichtig angesehen werden, dass die Variati-
onsgleichung (2.183) fur die L&nge des Knotens in der Bahn, die im Rahmen der Be-
wegungsgleichungen des bewegten Objektes auftritt, vollig Ubereinstimmt mit der
dritten Komponente der Gleichungen (2.43) fir die Komponenten des Eigenbewe-
gungsvektors des Hansen-Systems. Nach Gleichung (2.184) verschwindet im Hansen-
System stets die dritte Komponente des absoluten Systemeigenbewegungsvektors:
D,s =0. Damit lassen sich die beiden Ausdriicke (2.43) (mit A— Q,B —i,C - -0o)

und (2.183) sofort aufeinander zurtickfiihren (siehe auch Bild 2-8 auf Seite 36). Es
zeigt sich, dass im Fall von Hansen-Systemen die dritte der Variationsgleichungen nur
die Bewegung der Bahnebene aber nicht die Bewegung des bewegten Objektes in der
Bahnebene betrifft. In den beiden anderen Gleichungen kommt die Bewegung des Ob-
jektes durch den explizit enthaltenen Bahnwinkel C bzw. das Argument der Breite u
direkt vor. Das bedeutet, dass in den Gleichungen (2.186) nur zwei unabhangig sind,
wahrend als dritte unabhéngige die Variationsgleichung (2.43) separat nach Abschluss
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der anderen Integrationen geltst werden kann. Im Fall der dritten der Gleichungen
(2.45) auf Seite 21 muss berticksichtigt werden, dass hier im p, — Basissystem gerech-

net werden muss. Damit ist dann auch diese Beziehung nachzuvollziehen.

In der vorliegenden Arbeit wird in konsequenter Weise eine mogliche Eigenbewegung
des pi-Basis-Bezugssystems beriicksichtigt. Hierzu ist eine grundsétzliche Uberlegung
notig: Eine Transformation mit Eulerwinkeln (bzw. Rodrigues Parametern) wurde fur
die Drehung eines festen Korpers entwickelt. Die selben Formeln werden auch ver-
wendet fur die Transformation zwischen zwei Koordinatensystemen. Jedoch handelt
es sich in den beiden Féllen um grundsétzlich unterschiedliche VVorgénge. Die Dre-
hung eines festen Kdrpers ist nicht notwendig mit der Eigenbewegung der verwende-
ten Bezugssysteme gekoppelt. Bei einer Transformation von Bezugskoordinaten muss
jedoch grundsatzlich die Eigenbewegung der verwendeten Systeme auf Grund ihres
physikalischen Bezugs berticksichtigt werden. Hier klingt auch die Aussage von Satz
H11 an, dass bei einer unabh&ngigen Beobachtung einer Bewegung in einem Hansen
System ein Ruckschluss auf eine inertiale Bewegung mdglich sein sollte.

Der Knoten einer Bahn ist fur dquatoriale Bahnen nicht definiert. Dies flihrt auf die
bekannte Singularitat, wie sie etwa in den Variationsgleichungen (2.186) fir die Pa-
rameter 2 und o auftritt. Nach einem Vorschlag von J. L. Lagrange' kann diese Sin-
gularitat durch Einfuhrung von nichtsinguldren Elementen umgangen werden. Im Fall
von Hansen-Systemen koénnen in Abanderung eines Vorschlags von J. Van der Ha?
und in Erweiterung der von F.R. Hoots® eingefiihrten ,,Positionselemente” zum Bei-
spiel folgende Parameter verwendet werden:

jy=sinicosc , j,:=sinisinc (2.187)

Durch Einfuhrung des ,,retrograden® Faktors (das positive VVorzeichen gilt fir recht-
laufige Bahnen (0°<i<90°), das negative Vorzeichen fur ricklaufige Bahnen
(90°<i<180°))

o, '=sgn(cosi) (2.188)
folgt zur eindeutigen Berechnung der Inklination i

cosi = sign(cosi)y1-j -7 . (2.189)

Die zugehdrigen Variationsgleichungen sind singularitatenfrei
(j,) =ncosicosg , (j,) =ncosising . (2.190)

Bei Bezug der Variation auf den Bahnwinkel C ergibt sich das Differentialgleichungs-

system
DA cose
d_‘: déy (2.191)
ﬁziﬁx/l— i jZ sin¢

! Siehe zum Beispiel in: M.C. ECKSTEIN (1973)
2 Aus: J. VAN DER HA (1985)
¥ HoorTs, F. R. (1979)
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Nach Losung dieses Systems konnen die Winkel i und o berechnet werden. Damit ist
es dann auch moglich, die Rektaszension (2 des aufsteigenden Knotens mit Hilfe der
Variationsgleichung (2.183) zu erhalten. Das bedeutet, dass mit den GroRen (2.187)
singularitatenfrei gerechnet werden kann. Im Fall von geostationdren Bahnen werden
die GroRen (2.187) oder vergleichbar ahnliche gelegentlich als die Komponenten eines
,.Inklinationsvektors* bezeichnet.

4.  Eine Alternative zur Verwendung der Eulerwinkel Q, i , o ist die Einfihrung von
Rodriguesparametern (gelegentlich auch als GauR-Rodrigues Parameter oder als Euler
Parameter oder als Einer-Quaternionen bezeichnet)'. Davon wird in der vorliegenden
Arbeit kein Gebrauch gemacht.

2.4.10 Heuristische Herleitung der Variationsgleichungen der raumlichen Bewe-
gung

Bild 2-12: Zur heuristischen Herleitung der Variationsgleichungen der raumlichen Bewegung. A -
Basisebene, B; - Bahnebene ohne Variation, B, - Bahnebene mit Variation, An=n-0°, der rdumliche
Drehwinkel

Als eine einfache Anwendung der Grundformeln der sphérischen Trigonometrie sollen die
Variationsgleichungen, die im vorhergehenden Abschnitt vollstdndig allgemein analytisch
hergeleitet wurden, in heuristisch anschaulicher Weise aufgestellt werden. Auf diese Weise
wird dann auch die geometrische Deutung des ,,versteckten* zweiten Bahnwinkels n elemen-
tar bestatigt. In Bild 2-12 seien S der Ort des bewegten Himmelskorpers (Satellit) mit Rich-
tungsvektor r,, 21 der Knoten der Bahnebene ohne Variation der Bahnebene, §2 » mit Be-
ricksichtigung einer Variation der Knotenlange 2 um den Winkel AQ, i die Neigung ohne,
I+Ai mit Variation, u das Argument der Breite ohne und u+Au mit Variation und An der Win-
kel, um den die Bahnebene um den Radiusvektor auf Grund der Variation gedreht wird. Dann
gelten im Dreieck §2 1, §2 2, S die folgenden Beziehungen:

1. Der Sinussatz gibt
sinu sin AQ

sin(i+Ai)  sinAn
also wegen der (angenommenen!) Kleinheit der Winkel Ai, An, AQ in erster Naherung

! Erstmals eingefiihrt in P. MUSEN (1958), dann auch bei A. DEPRIT (1975) und V. BRUMBERG (1995)
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AQ ~ an2Y
sini
und im Grenzubergang

&= 775|_nL.J by, 92 _d7 sm(ijJ)
sini d¢ dg  sini

d.h. die zweite der Variationsgleichungen (2.186), allerdings ohne Berucksichtigung einer

eventuellen Eigenbewegung des dquatorialen Basissystems.

2. Der Kosinussatz der Winkel gibt
cos| 180° — (i+ Ai) | =cosu sin Az sini —cos Az cosi
somit in erster Naherung Ai ~ Ancosu und im Grenziibergang

(i) =ncosu  bzw. ﬂ:Ol—ncos(g—a) :

also die erste der Variationsgleichungen (2.186) der raumlichen Bewegung.

Die in Abschnitt 2.4.5 besprochene geometrische Deutung von n als einem Winkel, der die
Drehung der Bahnebene um den Radiusvektor beschreibt, wird durch die heuristische Herlei-
tung dieser Formeln bestétigt. Die hier durchgefuhrte Herleitung der Variationsgleichungen
gilt  nur bei (undefinierter!)  Kleinheit der beteiligten  AnderungsgroRen

Ai, AQ, An, Au :A(g“—a) und l&sst auch nicht die notwendige Einbeziehung einer Eigen-

bewegung des Basissystems erkennen, die in den allgemeingiltigen Formeln (2.186) enthal-
ten ist. Ein Bezug zu einem Hansen-System wird dadurch hergestellt, dass als unabhéngige
Variable nicht die Zeit, sondern der Hansen’sche Bahnwinkel £ verwendet wird.®

2.4.11 Das Additionstheorem fur die raumliche Drehung eines Hansen-Systems
Der Eigenbewegungsvektor (2.145) auf Seite 48 des bewegungsbezogenen Bahnsystems

Dq =7,
ist eine absolute GroRe, die mit der Variation 7 des Drehwinkels n auf das inertiale System

des Weltalls bezogen ist. In 7 spiegeln sich also alle Einflusse, die nur moglich sind, auf die
beobachtete Bewegung wieder. 7 wird in der Praxis aus mehreren Teilvariationen 7, zu-

sammengesetzt

= Zl:fy(v) . (2.192)

Hier bewirkt 7, eine Transformation von einem (v-1)-ten System in ein (v)-tes System, ist

somit als eine relative GroRe aufzufassen. Dies kann durch willkirliche Zuweisung eines Ei-
genbewegungsvektors

Dyo = Dy = 0 (2.193)

zum inertialen (Basis-) System geschehen. Dann ist flr das erste System, das aus dem inertia-
len System durch Transformation hervorgeht

Dyw = Doy * Do = Doyey = Ny o - (2.194)

und mit D, = D, die Beziehung
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Dy = Pyyaw * Do = [ﬁ(z) + ﬁ(l)]ro , (2.195)
wenn mit

Dowyaw-n = T Yo (2.196)

die Drehung des (v)-ten System bezlglich des (v-1)-ten Systems bezeichnet wird. Bei n
Transformationen gilt somit das Additionstheorem

Dy = Dy = Z_;Dq(v)q(v—l) = roz_;,ﬁ(v) =nr . (2.197)

Wenn mit der dritten der Beziehungen (2.76) die normale Beschleunigungskomponente ein-
geflhrt wird, ist bei einer Zerlegung in Teilkomponenten
r

Ny = gbw , v=123..,n, (2.198)

so wird die (v)-te Teilintegration einen Wert fiir den Drehwinkel n liefern, der als Anfangs-
wert fur die (v+1)-te Integration dienen wird. Dieser Integrationsprozess ist daher wesentlich
einfacher als der im folgenden Kapitel hergeleitete Prozess zur Bestimmung der anderen vier
Bahnparameter.
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3 Die mathematische Anpassung beliebiger Bewegungen

In der oskulierenden Bahnebene auf der Basis von Han-
sen-Systemen

In diesem Abschnitt wird die Bewegung eines bewegten Objektes in der oskulierenden (also
durch den momentanen Zustandsvektor aufgespannten) Bahnebene untersucht. Als Basisbe-
wegung wird die geradlinig gleichformige Bewegung vorgeschlagen. Sie unterliegt keinen
aulleren Beschleunigungseinflissen und entspricht daher dem Bewegungsmuster inertialer
Raume. Auf Grund der formalen Ubereinstimmung von inertialen Raumen und Hansen-
Systemen kann die Darstellung einer geradlinigen Bewegung auf ein Hansen-System bezogen
werden. Auch alle in der oskulierenden Bahnebene erfolgenden Bewegungsvorgange (als
Beispiele werden Kegelschnitt- und Spiralbewegungen vorgestellt) konnen einheitlich in
Hansen-Systemen behandelt werden. Basierend auf den hier vorgestellten Uberlegungen wird
ein Anpassungsprozess zur Beschreibung beliebiger Bewegungsvorgénge vorgeschlagen.
Dazu werden die Parameter einer beliebigen Ausgangskurve durch schrittweise Hinzunahme
von Einzelbeschleunigungen so lange variiert, bis alle bekannten Beschleunigungseinfliisse
auf einen bestimmten Bewegungsvorgang bertcksichtigt sind. Umgekehrt kdnnen aus einer
beobachteten Bewegung die Beschleunigungseinfliisse in Bezug auf eine geradlinige Bewe-
gung eindeutig herausgearbeitet werden.

3.1 Die Variationsgleichungen einer allgemeinen Bewegung
im Newton- bzw. im Leibniz-System

P>

Y pl

Bild 3-1:Das Friihlingspunkt orientierte p,,P,,P; — Aquatorsystem (,,Newton-System*“, in Zeichnung blau)
bezogen auf den Ursprung M zur numerischen Integration der Bewegungsgleichungen fiir das bewegte Objekt S
auf einer Bahn B mit Ortsvektor r und Geschwindigkeitsvektor I, sowie das mitgefthrte I, q,,C, — Leibniz-

System (rotes System) als ein begleitendes Dreibein zur analytischen Untersuchung eines Bewegungsvorganges.
I, spannen zu jedem Zeitpunkt die oskulierende Bahnebene mit Normalenvektor ¥ X I auf.

Zur Beschreibung einer Bewegung gibt es prinzipiell zwei Mdglichkeiten:

1. Zum einen kann die Bewegungsgleichung numerisch integriert werden. Ublicherweise
erfolgt diese Integration in Bezug auf ein als inertial angenommenes Basissystem. In
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der Bahnmechanik von Raumflugkdrpern ist dies tblicherweise das Frihlingspunkt-
bezogene Aquatorsystem, dessen p, —Achse zum Friihlingspunkt "y gerichtet ist (sie-

he Bild 3-1), p,—Achse zum Nordpol des Aquatorsystems, sowie p, =p,xp,. Die
Basisvektoren p,,p, spannen die Basisebene dieses Systems auf, die als Aquatorebe-
ne bezeichnet wird.

Der Gebrauch dieses Systems zur Beschreibung von Bewegungen kann z.B. auf I.
Newton zuriickgefuhrt werden. Der Ursprung M eines solchen Systems liegt nicht
notwendig fest. Bei interplanetaren Bahnen kann dies das Baryzentrum des Sonnen-
systems sein, haufig auch der Sonnenmittelpunkt, womit dann aber dieses System
nicht mehr als inertial angenommen werden kann. Bei Erdsatelliten ist der Bezugs-
punkt tblicherweise der Erdmittelpunkt. Der allgemeine Ansatz einer solchen Bewe-
gungsgleichung lautet

F=bp, (3.1)

Hier bezeichnen die Parameter b die Beschleunigungen langs der drei durch die p,
gegebenen Achsen des Basissystems. Ein Beispiel fir eine Bewegungsgleichung in ei-
nem inertialen System (,,Newton-System*) ist die aus dem Newtonschen Gravitations-
gesetz (2.65) im Fall konstanter Massen (mz des Zentralkorpers, m des bewegten Ob-
jektes) hergeleitete Bewegungsgleichung

i'=:t)iF)i = _ﬁr:_%xipi . (3:2)

r3

Hier wird die zentrische Gravitationskonstante x:=G(m, +m) mit der Newton-

schen Gravitationskonstante Gy, der Masse mz des Zentralkérpers und der Masse m
des bewegten Korpers verwendet. Die allgemeine Bewegungsgleichung (3.1) kann
numerisch in voller Allgemeinheit integriert werden und somit das Bewegungsprob-
lem vollstandig gel6st werden, sofern nur die Teilbeschleunigungen by, byo, bxs be-
kannt sind. Die numerische Integration hat die bekannten Nachteile, etwa

o keine uberblickméaRige, langfristig giiltige Bahninformation maglich,
o Gultigkeitsdauer des Ergebnisses nur fur recht beschrankten Zeitraum.

Auf C.F. GauB geht in diesem Zusammenhang der Begriff ,,spezielle Stérungen® zu-
rick. Hierunter versteht er die numerische sukzessive Berechnung der Stérungen mit
Losung der Bewegungsgleichungen durch « mechanische » Quadratur'. Die in der
Bahnmechanik Ublicherweise verwendeten numerischen Verfahren sind ein Runge-
Kutta-Fehlberg Verfahren oder einem Differenzenverfahren (Mehrfachschrittverfah-
ren)>

2. GauB unterschied von den ,,speziellen Stérungen die ,,allgemeinen Stérungen®. Die-
ser Begriff steht fur Untersuchungen mit analytischen Hilfsmitteln insbesondere Rei-
henentwicklungen um einen allgemeinen Einblick in die Bewegungsmechanismen zu
erhalten, wobei die Stérungsfunktion durch explizite Formeln fur alle Zeiten darge-
stellt wird. Analytische Integrationen sind wie die numerischen zur Untersuchung von
Bewegungsvorgéangen unentbehrlich. So ist es flr bahnanalytische Zwecke, fur Unter-

! siehe in O. VOLK (1957), pp.211-212
2 Siehe etwa in K Stumpff (1965), pp. 296-368, J. STOER UND R. BULIRSCH (1973), pp.95-150
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suchungen des langfristigen Bahnverhaltens, aber auch fiir manchen operationellen
Einsatz sinnvoll, analytische Lésungen anzustreben. Um diese zu erhalten ist die von
L. Euler geschaffene Methode der Variation der Parameter nach wie vor das wir-
kungsvollste Instrumentarium, wenn von einer beliebigen analytischen Darstellung
ausgegangen werden und wenn die Rechnung in einem geeigneten bewegungsbezoge-
nen Koordinatensystem erfolgen kann. Als ein fir die analytische Integration geeigne-
tes Koordinatensystem kann das mitgefiihrte Leibniz-System angesehen werden, was
auf die Bewegungsgleichung in der Form (2.66) hinauslauft:

Fo= ber+brq,+byc, (3.3)

Dies zeigte sich schon in der Aufstellung der Variationsgleichungen in der
Gaul’schen Form (2.67) durch Aufsplittung der eine Bewegung préagenden Beschleu-
nigungen in einen radialen (bg), transversalen (br) und normalen (by) Anteil*. Die en-
ge Verwandtschaft der Leibniz-Systeme mit den Hansen-Systemen, worauf in Ab-
schnitt 2.4.3 hingewiesen wurde, legt nahe, diese analytische Integration in einem
Hansen-System durchzufiihren. Der Vorteil einer Verwendung der Hansen-Systeme
liegt

e zum ersten in der spezifischen Eigenschaft der Hansen-Koordinaten als einem
bewegungsbezogenen System mit der Einflihrung des allgemeinen Bahnwinkels
als unabhéangiger Variable, der sich in notwendiger Weise als Integral des Betra-
ges der Variation des radialen Richtungsvektors ergibt (siehe Satz H9 in Ab-
schnitt 2.4.1 ab Seite 38),

e zum zweiten in der Eigenschaft des Hansen-Systems das einzige fest mit einer
oskulierenden Bahnebene gekoppelte (orthonormierte) Koordinatensystem zu sein
(Satz H19 in Abschnitt 2.4.7 ab Seite 53),

e zum dritten mit ihrer Trennung von Bewegungseinflissen auf die Bahnebene und
Bewegungseinflissen auf die Bewegung des Himmelskorpers in der oskulieren-
den Bahnebene (siehe etwa die folgenden Variationsgleichungen (3.6) - (3.8)).

Die Untersuchung der Bewegungseinfliisse in der oskulierenden Bahnebene soll Ge-
genstand dieses Kapitels sein. Die Aufstellung der dazu benétigten Variationsglei-
chungen wird im folgenden Abschnitt in vollstandiger Allgemeinheit und insbesonde-
re gegeniber der bekannten Keplerlésung der Himmelsmechanik verallgemeinert na-
her untersucht. Auf diese Weise zeigt dieses Kapitel bereits eine wichtige Anwendung
der Hansen-Systeme, zundchst flr beliebige Bewegungen, dann in der Astrodynamik.

Der Beschleunigungsvektor (3.3) lasst sich in einem (r,,q,,c,) Leibniz-System bei Bezug

der Bewegung auf ein Hansen-System (da die GroRen ¢,7 nur in einem solchen erklart wer-
den koénnen) entsprechend Formel (2.127) von Seite 44 in der Form

P = (F-rl)r,+Q2ri+rd)q,+rénce, (3.4)

darstellen. Mit der Variation des Bahnwinkels ¢ nach Formel (2.73) kann in vollstandiger
Allgemeinheit entsprechend Formel (2.130) auch geschrieben werden:

! Anstelle des Begriffs ,,transversal® findet sich in der Literatur gelegentlich auch der Begriff ,,zirkular* (so etwa
bei K. STUMPFF (1959)). G.W. LEIBNIZ (1689) verwendete den Begriff ,,transradial*
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) )
P = ('r’—(:—s]rﬁ%qﬁ%ﬁco ) (3.5)

Vergleich mit den Beschleunigungskomponenten in der allgemeinen Bewegungsgleichung
(3.3) fiihrt als erste Variationsgleichung auf die (allgemeine) Leibnizgleichung!, welche die
radiale Beschleunigung beschreibt, somit nur vom radialen Anteil der Beschleunigung ab-
hangt,

F = — +b, (3.6)

sowie die weiteren Variationsgleichungen fur die Variation des Flachenparameters (gleich-
wertig einer Variation des Betrags des Drehimpulses), die nur vom transversalen Anteil der
Beschleunigung abhéngt,

G = rb (3.7)

und der rdumlichen Drehung des Systems um den Radiusvektor , die nur vom normalen An-
teil der Beschleunigung abhéngt,

. r
h= g (3.8)

Wird die letzte dieser Variationsgleichungen in die dritte der Variations- Formeln des mitge-
fuhrten Bahnsystems (,,Frenetsche Formeln des mitgefuhrten Bahnsystems®) (2.136) auf Seite
47 eingesetzt, folgt die Variationsgleichung fiir die Orientierung der q&'), q(z') — Basisebene im
Raum als Folge einer Rotation des Normalenvektors

. r .
C = _EbN Qo =-1nq, - (3.9)

Da c, ein Einheitsvektor ist, kdnnen aus der letzten Gleichung nur zwei Parameter bestimmt

werden. Dazu kénnen die beiden Winkel Inklination i und Léange des Knotens Q gewéhlt wer-
den, wie mit den Formeln (2.186) gezeigt wurde.

Die allgemeinen Variationsgleichungen werden ergénzt durch die Variationsgleichung flr den
Bahnwinkel £ aus Formel (2.73)

= = . (3.10)

Die Variationsgleichungen fiir ¥, G, 77, £ werden durch finf Integrationen und nach Lésung
der zwei zusatzlichen Variationsgleichungen der rdumlichen Bewegung in Inklination i und
Lange des Knotens Q das allgemeine Bewegungsproblem vollstandig gelést. Wird der Bahn-
winkel £ als unabhdngige Variable gewéhlt, brauchen zun&chst interessanterweise nur vier
Variationsgleichungen geldst zu werden, anschliefend die Variationsgleichungen fir i und Q
und zum Abschluss das Zeitintegral ¢ . Bemerkenswert an diesen allgemeinen Variations-
gleichungen ist, dass die transversale Beschleunigungskomponente ausschlielich auf den
Flachenparameter G, dass die normale Beschleunigungskomponente ausschlieBlich auf die

L Wir wollen hier die von A. J. AITON(1960), p.67 vorgeschlagene Bezeichnung (,,Leibniz’s equation**) auch fir
den allgemeinen in der vorliegenden Arbeit bendtigten Fall der radialen Beschleunigung verwenden und zwar
auch ohne den Zusatz ,,allgemeine*
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Orientierungswinkel der Bahn im Raum wirken und dass die sechste der Variationsgleichun-
gen fur den Bahnwinkel als (schneller bzw. eigentlich unabhangiger) Variable die ,,Stor* -
Beschleunigungen b, b;, by nicht explizit enthalt.

P. A. Hansen nutzte diese Eigenschaft in seiner Storungstheorie' zu einer weitgehend unab-
hangigen Behandlung des in der momentanen Bahnebene liegenden Beschleunigungsanteils
(= ,,Storanteils”) und des die Bahnebene beeinflussenden aulRerhalb der Bahnebene befindli-
chen Beschleunigungsanteils (= ,,Storanteils*). Wir wollen in der vorliegenden Untersuchung
auch untersuchen, inwieweit diese Eigenschaft vorteilhaft zur Losung verschiedener weiter-
gehender Aufgabenstellungen der Himmelsmechanik und Bahnanalyse verwendet werden
kann.

3.2 Allgemeine mathematische Beschreibung von Bewegungen

Einer der drei Schwerpunkte der vorliegenden Arbeit ist der Bezug jeder Bewegung auf die
geradlinig gleichformige Bewegung als ,,Urmutter” aller Bewegungen. Dies hat folgende
Vorteile:

1. mathematisch: einfacher und tibersichtlicher Formalismus

2. physikalisch: durch Ruckgriff auf die inertiale Bewegung kann der Einfluss einzelner ei-
ne Bewegung pragender Beschleunigungen in ubersichtlicher Weise analysiert werden

3. ein Hansen-System ist das einzige bewegungsorientierte Koordinatensystem, das diesel-
ben formalen Eigenschaften wie ein inertiales System hat, namlich die Identitat von abso-
lutem und relativem Geschwindigkeitsvektor. Hansen formulierte so, dass die ersten Ab-
leitungen auf dieses System bezogener bahnmechanischer Grélien im gestorten wie im
ungestorten Fall identisch sind. Deshalb ist es naheliegend, ausgehend von einer geradli-
nigen Bewegung alle weiteren Bewegungsvorgange in einem Hansen-System zu untersu-
chen.

In diesem Abschnitt wird zunéchst der Formalismus der geradlinig gleichformigen Bewegung
(also einer inertialen Bewegung) hergeleitet. Dies geschieht zunéchst durch Integration Uber
die Zeit. AnschlieBend werden die erhaltenen Formeln durch Einfuhrung des Bahnwinkel £
entsprechend Beziehung (3.10) notwendig auf ein Hansen-System bezogen. Dieser Bezug
ermoglicht einen eleganten und fiir weitere Anwendungen vorteilhaften Formalismus zur Be-
schreibung beliebiger Bewegungen. Die hier vorgestellte Herleitung zeigt nicht, dass ein
Hansen-System zu einer solchen Darstellung bendtigt wird, sondern dass sie im Fall einer
geradlinigen Bewegung notwendig auf ein Hansen-System flhrt. Dies wird der Gegenstand
der folgenden Abschnitte dieser Arbeit sein.

3.2.1 Die geradlinige Bewegung

(1) Ansatz im (inertialen) Newton-System

Die Beschreibung einer beliebigen Bewegung wird im Grunde genommen seit den Uberle-
gungen Keplers, ndmlich durch die Verwendung des zweiten Keplerschen Gesetzes in seiner
Deutung als Vektorprodukt aus Orts- und Geschwindigkeitsvektor, so durchgefuhrt, dass der
Ausgangspunkt aller Berechnungen stets eine geradlinige Bewegung ist (vergleiche Bild 3-2).
Der Geschwindigkeitsvektor definiert ja eine Gerade durch einen Punkt, der durch den Orts-
vektor festgelegt wird. Diese Betrachtungsweise wird in der vertrauten Praxis deshalb nicht

! vgl. HANSEN (1857), STUMPFF (1974) pp.163-229, TISSERAND, F. (1889-1896): Traité de Mécanigue Céleste,
Tome |, pp.461-474 and Tome 111, pp.299-369
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wahrgenommen, da erfahrungsgemal? der Zustandsvektor den momentanen Zustand eines
Bewegungsvorganges vollstandig beschreibt, indem er sich in die Parameter der oskulieren-
den Bahnkurve, welche auch immer diese seien, transformieren l&sst. Diesen Zusammenhang
wollen wir in diesem Abschnitt vertieft hinterfragen.

I:

M

Bild 3-2: Beschreibung einer beliebigen Bewegung durch Anpassung mit einer geradlinigen Bewegung im be-
wegten Objekt S. Die geradlinige Bewegung wird langs der Tangente an die Bahnkurve angenommen, welche

durch den Geschwindigkeitsvektor I vorgegeben ist. Der Ursprung O des Systems ist willkiirlich angenommen

Die physikalische Grundlage fiir die folgenden Uberlegungen sei das erste Newtonsche Axiom
(lex prima):

» Ein Koérper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichformig geradlinigen Bewe-
gung, sofern er nicht durch einwirkende Beschleunigungen gezwungen wird, diesen
Zustand zu andern.

Basierend auf diesem Axiom ,,gibt es Bezugssysteme, die als Inertialsysteme bezeichnet wer-

den, in denen sich ein frei bewegender Korper, der also keinen &ulReren Kraften unterliegt,
konstante Geschwindigkeit besitzt. ... Es gibt beliebig viele Inertialsysteme, die sich alle rela-
tiv zueinander geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit bewegen*!. Dieser Satz wird
auch als Tragheitssatz bezeichnet. Wir wollen im Folgenden als Grundbewegung von der
durch den Tragheitssatz beschriebenen geradlinigen und gleichférmigen Bewegung ausgehen.
Diese wird verandert, sofern eine von aullen einwirkende Kraft eine Veradnderung erzwingt.
Dies ist die Aussage des zweiten Newtonschen Axioms:

» Die Kraft, die auf einen Kérper von auf3en einwirkt, verandert seine BewegungsgroRe.

Wir kénnen auch formulieren: die einwirkende Kraft ,,stért“ die vorgegebene, d.h. ,natirli-
che* Bewegung, welche im Rahmen der klassischen Bewegungslehre durch die Bewegungs-
groRe (in der Physik auch als ,,Impuls* bezeichnet) beschrieben werden kann. Es handelt sich
hier um das Produkt aus der Masse m des bewegten Korpers und seiner Geschwindigkeit V,
in vektorieller Schreibweise

l'=mr . (3.11)
Um eine derart ,,gestorte* Bewegung beschreiben zu kdnnen, mussen wir zunéchst die ,,unge-
storte”, also die gleichférmig geradlinige Bewegung darstellen. Wir wollen dies in dem q(j" -

Hansen-idealen System, also einem bewegungsbezogenen System durchfiihren. Dies kann
zugleich als ein Beispiel, allerdings auch hdchst bedeutsames Beispiel, der in den vorstehen-
den Abschnitten dargestellten allgemeinen Bewegungslehre verstanden werden.

! Formulierung aus: LANDAU, L. D. UND LIFSCHITZ, E. M. (1992)



70

Im ,,storfreien” Fall, wenn also keine Beschleunigungen auf das bewegte Objekt einwirken,
verschwinden in der allgemeinen Bewegungsgleichung (3.3) alle Teilbeschleunigungen

by = b =b, =0 . (3.12)

Damit vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (3.3) auf den Ausdruck ¥ =0. Zweimalige
Integration ergibt in diesem Fall den Tréagheitssatz

r = ct+c, (3.13)

mit den Integrationskonstanten ¢, und c,. Damit ist zu jedem Zeitpunkt t der Ort r bekannt.
Der Geschwindigkeitsvektor ist

r = c¢ = const

Die durch diese Gleichungen beschriebene Bewegung ist also gleichformig.
(2) Ansatz im Leibniz-System

Die Bewegung kann im Sinne des mitbewegten Leibniz-Systems beschrieben werden, d.h. in
Polarkoordinaten. Dazu werden die Variationsgleichungen (3.6)-(3.10) herangezogen. Mit
b, =0 liefert Gleichung (3.9) fur den Normalenvektor c, = const.. Die ,,Bahnebene®, das ist
hier die Ebene, welche durch die (geradlinige) Bahn und den Ursprung O aufgespannt wird,
ist somit raumfest. Wegen br=0 folgt aus Gleichung (3.9) auch G = 0 und daher G = const.,
d.h. der ,,Flachenparameter* ist in diesem Fall konstant. Die Variationsgleichung (3.6) fiir den
Radius r lautet im Fall der unbeeinflussten (= ,,ungestorten*) Bewegung

GZ

Fo= (b, =0) . (3.14)

Ein erstes Integral (nach Multiplikation mit ¥ auf beiden Seiten) ist

2
r = +,|C? —G—Z (3.15)
r
Hier ist C/ die Integrationskonstante, welche offenbar die Bedingung
r > s > 0 (3.16)
Cl

erfillen muss. Da G nicht negativ ist, muss also C, eine positive GroRe sein:

C, >0 . (3.17)

Die GroRe G/C; definiert den kleinsten mdglichen Wert fur den Radius r. Nach Bild 3-3 auf
Seite 71 kann dies nur der Perizentrumsabstand in Bezug auf den Ursprung O sein:

h=g (3.18)
1
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Zur nachsten Integration fiihren wir die Hilfsgrofie

g = Jr’ci-G?* (3.19)

ein, die nach Bild 3-3 geometrisch gedeutet werden kann: s=g/ C, ist die Bogenlange auf

der (geraden) Bahn zwischen dem zum Ursprung nachsten Bahnpunkt (dem Perizentrum P)
und dem Bahnpunkt r.

1%
Ole
-

0l®

-

"M

Bild 3-3: Zur Beschreibung der geradlinigen Bewegung, Die ,,Bahnebene* wird durch die Gerade und den
(willkdrlichen!) Bezugspunkt M aufgespannt

Die Hilfsgrole g erfullt die Bedingung
gg = Clrr (3.20)
und mit der Differentialgleichung (3.15) auch
ri = Jr’c2-6? =g (3.21)
somit
g = C2 . (3.22)
Das gesuchte Integral ist
g = C/t+C, (3.23)

mit der neuen Integrationskonstanten C,. Der Radius kann mit Gleichung (3.19) berechnet
werden:

CZ+G?
2
1

r = \/Cft2+202t+ (3.24)

(3) Darstellung im Hansen-System

Wir wollen jetzt den Bezug zu einem Hansen-System herstellen. Dazu wird an Stelle der Zeit
t mit der allgemeingultigen Variationsgleichung (3.10) auf Seite 67 der Bahnwinkel ¢ einge-
flhrt. Dieser ist nach Satz H9 (in Abschnitt 2.4.1 ab Seite 38) notwendig und hinreichend auf
ein Hansen-System bezogen. Es wird dann
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dc = St - G dt (3.25)

2 2
C2t?42C, 1+ 2 TO0

2
1

mit dem Integral

t G 1
C-¢ :tJ;th=arctan[6(Cft+Cz)}

bzw., wenn ¢, := ¢ (t,) im Perizentrum P angenommen wird,

tan(¢ —¢,) = é(cfucz) - % - (3.26)

@) ‘ G)|PO ‘(Q

=

Bild 3-4: Zur Verkniipfung der Parameter ¢, und C, der geradlinigen Bewegung. O — Anfangspunkt eines

Hansen-Systems mit Anfangsvektor qi')

Mit der Definition der Variablen g aus Gleichung (3.19) gilt auch

tan(¢ —¢,) = é,/cf Tl (3.27)

Die neue Integrationskonstante £, hat mit der Integrationskonstanten C, den Zusammenhang

C
tan[{(t=0)-¢,] = EZ LG o= L=t (3.28)
Bild 3-4 zeigt diesen Zusammenhang geometrisch. Gleichung (3.26) gibt den Zusammenhang
zwischen Zeit t und Bahnwinkel C. Wird £ vorgegeben, kann die Zeit t aus

t = é [Gtan(C — )~ C,] (3.29)

berechnet werden. Diese Beziehung ist immer erklart, da nach der Beziehung (3.17) auf Seite
70 stets C; > 0 angenommen werden muss. Die Konstante C, tritt bei Darstellung der Bewe-
gung bei expliziter Abhangigkeit von der Zeit auf, hat also etwas mit einer Anfangszeit t, zu

tun. Nehmen wir
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o= 1) = — (3.30)

c, = -Ct, . (3.31)

Auflésung von Gleichung (3.27) ergibt die Darstellung des Radius in Abhéngigkeit vom
Bahnwinkel &

- & (3.32)

Cl COS(C - élp)

Bild 3-5: Zur geometrischen Veranschaulichung der mathematischen Beschreibung einer geradlinigen Bewe-
gung: S — Ort des langs der Geraden OS bewegten Objektes mit Ortsvektor r und Radius r in Bezug auf einen

(willkiirlichen) Ursprung M, mit Geschwindigkeitsvektor I, P — Perizentrum, O — Anfangspunkt eines Hansen-
Systems mit Anfangsrichtung qi') , § Hansenscher Bahnwinkel, Cp - Hansenscher Perizentrumswinkel, s=g/C,
Bogenlénge als Abstand des Ortes S vom Perizentrum P

Da G>0 undC, >0 muss auch cos(¢ —¢5)> 0 sein, der Zwischenwinkel £ —¢, kommt
also nur im Bereich

-90° < ¢-¢, < 90° (3.33)
vor, die Singularitét |§—§P|: 90° kann, wie auch geometrisch einsichtig ist, nie erreicht

werden, sofern nur G/C, gesetzt werden kann. Die Variation des Radius (also die radiale
Geschwindigkeit) folgt aus Gleichung (3.15)

r = Csin(¢-¢,) . (3.34)
Die geometrischen Verhéltnisse dieser Darstellung der geradlinigen Bewegung zeigt Bild 3-5.
Der kirzeste Abstand des bewegten Kdrpers zum Ursprung O wird in der hier gewéhlten Dar-
stellung durch den Ausdruck (3.30) (vgl. Beziehung (3.18))
G
h = r(é/:é},) = El
gegeben.

Von gelegentlichem Interesse ist die aus den Gleichungen (3.21) und (3.23) folgende Bezie-
hung
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re = Gtan(¢-¢,) . (3.35)

Bei expliziter Abhangigkeit von der Zeit lautet sie wegen Gleichung (3.24) auch

ri = CZt+C, (3.36)

und daher wegen der Beziehung (3.31) auch
re = C2(t-t,) . (3.37)
Fur manche Uberpriifungen ist es niitzlich, die Dimensionen der beiden Konstanten C; und C,

zu notieren:
2
C, [k—m} .G, {km } . (3.38)
s s

3.2.2 Die Integrationskonstanten der geradlinigen Bewegung

Der momentane Bewegungszustand wird auch in der geradlinigen Bewegung wie ublich
durch den Ortsvektor r = rr, und den Geschwindigkeitsvektor (vgl. die Formeln (2.68))

r =rr,+ rcho beschrieben. Aus der Variationsgleichung (2.73) (rzg' = G) folgt mit Be-
ziehung (3.32) fir die transversale Geschwindigkeit in der geradlinigen Bewegung

¢ = 3 - ceos¢-¢) (3:39)

Fur den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich also, wenn noch die Gleichung (3.34) fur die ra-
diale Geschwindigkeit r herangezogen wird,

r =0 [rOSin(g_gp)+qOCOS(§_§P)]
Da r, -q, = 0 folgt daraus insbesondere, wenn V = |r| die absolute Geschwindigkeit der Be-
wegung ist,
i =Vv?=0C (3.40)

Oder, da nach der Beziehung (3.17) auf Seite 70 stets C;>0 angenommen werden kann,
C, =V . (3.41)
» Die erste Integrationskonstante C, der geradlinigen Bewegung ist die Geschwindig-
keit V des bewegten Objektes.

Wir erhalten flr den Zustandsvektor (im Rahmen der geradlinigen Bewegung) somit die all-
gemeingultige Darstellung

G
r= ————,

V cos(¢ ~ <) (3.42)
V [r,sin(¢ —¢5) +d,c08(¢ — )]

r

sowie flr Radius, radiale und transversale Geschwindigkeitskomponente
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.- G
V cos(¢ ~ <)
f o= Vsin(¢-¢,) (3.43)
ré = Veos(d —¢,)
und auBerdem
re = Vi(t-t,) = Gtan(¢-¢.) . (3.44)

Die zweite Integrationskonstante C, kann dem Perizentrumswinkel Cp zugeordnet werden.
Aus den Beziehungen (3.28) und (3.31) folgt

¢ =¢(t,) =< (t,)+arctan (%) , mit t, = —\% : (3.45)

Die Geschwindigkeit zeigt sich im Zusammenhang mit der geradlinigen Bewegung als ein
Parameter, der so lange als konstant angesehen werden kann, wie keine weitere Beschleuni-
gung (,,Storbeschleunigung®) diese Bewegung verdndert. Das ist im Zusammenhang mit
bahnmechanischen Untersuchungen deshalb bemerkenswert, da man dort gewohnt ist, die
Geschwindigkeit als eine schnelle Variable aufzufassen. Es gilt also, den Begriff Parameter
im Zusammenhang mit diesem Bericht, der sich von der Zweik6rperbewegung als Basisbe-
wegung der Astrodynamik I6sen méchte, neu zu bedenken.

3.2.3 Der Flachensatz in der geradlinigen Bewegung

M

Bild 3-6: Der Flachensatz im Fall der gleichférmig geradlinigen Bewegung

Der von J. Kepler im Rahmen der Zweikdrperbewegung gefundene Flachensatz (siehe in Ab-
schnitt 2.2.1), den er in seinem zweiten Gesetz der Planetenbewegung formulierte, ist eine
Folge der Tatsache, dass jede ebene Bewegung einen Normalenvektor mit fester Richtung
(aber nicht notwendig mit festem Betrag) hat. Dieser Sachverhalt kann durch die Beziehung

rxr =c=Ggcg, , C, = const.

ausgedriickt werden. Der Flachensatz ist also keine spezielle charakterisierende Eigenschaft
der so genannten Keplerbewegung, sondern ihm geniigt die Keplerbewegung wie jede andere
ebene Bewegung auch, wenn nur ¢, =const. ist. Im Fall der Keplerbewegung ist dartiber hin-

aus wie bei jeder Zentralbewegung mit r xi =0 auch der Betrag des Flachenparameters kon-
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stant: G = const., ¢ =const.. Der Fladchensatz ist somit eine allgemeine geometrische Eigen-
schaft einer Bewegung, die von einem Bezugssystem unabhéngig sein muss.

Wir wollen den Flachensatz als Beispiel zu dieser Aussage im Fall der gleichférmig geradli-
nigen Bewegung untersuchen. Da in diesem Fall die Geschwindigkeit konstant ist,
V = const., wird in gleichen Zeitintervallen At auch stets dieselbe Distanz

d = VAt (3.46)
durchlaufen. In Bild 3-6 soll die Flache Fp, die aus dem Dreieck MSP gebildet wird, wobei P
das Perizentrum und M ein (willkdrlicher) Ursprung ist, mit der Flache F eines Dreiecks OCD
zu einem beliebigen Zeitpunkt t verglichen werden. Wenn r, = MP die Perizentrumsdistanz
ist, hat das Dreieck MSP in Bezug auf die in der Zeiteinheit durchlaufene Distanz d die Flache

1
FP zzl’pd

Hier kann r, als Hohe des Dreiecks aufgefasst werden, die konstante Distanz d als dessen

Basis. Somit hat das zu irgendeinem beliebigen Zeitpunkt gebildete Dreieck MCD wegen der
Beziehung (3.46) dieselbe Basis und wegen der geradlinigen Bewegung dieselbe Hoéhe r,,

also auch dieselbe Flache F = F, . Dies bestatigt fir den Fall der geradlinigen Bewegung den
allgemeinen

Satz: Der Radiusvektor einer ebenen Bewegung mit konstantem Flachenparameter tber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Dem Flachensatz in dieser allgemeinen Form entspricht das ebenfalls von J. Kepler gefunde-
ne allerdings wesentlich allgemeiner gultige Abstandsgesetz. Da die transversale Geschwin-

digkeit (vgl. die Darstellung (2.3)) durch V; = r¢ bekannt ist (etwa aus den Beziehungen
(2.69)) und der ,,Flachensatz* in der Form r?¢ = G allgemeingiiltig (d.h. fiir jede Bewegung
gliltig) formuliert werden kann, ist r& = G/r, also

V, = — . (3.47)

Waéhrend der Flachensatz in der oben formulierten Form fir alle Bewegungen mit konstantem
Normalenvektor (und damit konstantem Flachenparameter G) gilt, ist das Abstandsgesetz fur
jede beliebige Bewegung gultig, also eine rein kinematische Aussage:

Satz: Der Abstand eines bewegten Korpers von einem Ursprung ist umgekehrt proportional
zur transversalen auf diesen Ursprung bezogenen Geschwindigkeit.

Diese Aussage ist zumindest aus historischen Griinden interessant, da J. Kepler zunéchst das
Abstandsgesetz gefunden hatte, bevor er erkannte, dass dieses nur in den Apsiden giiltig ist,
wenn er die gesamte Geschwindigkeit betrachtet. Weiteres Suchen fuhrte Kepler dann auf den
Flachensatz.

3.2.4 Die Basisvektoren der geradlinigen Bewegung

Das bewegungsbezogene q(j') — Hansen-System wird aus dem mitgefuhrten r,,q,,c,- System

durch Drehung um den Hansenschen Bahnwinkel ¢ erhalten. Fir den radialen, transversalen
und den normalen Richtungsvektor gilt nach den Formeln (2.93)
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r,=q\" cos¢ +q))sin¢
9, =—q\"sin¢ +q)) cos¢ (3.48)
Co=Fx0, =0y’ =qi" xq}) .

Die Richtungen ro und qo sind im Verlauf auch der (ungestorten) geradlinigen Bewegung
sicherlich nicht konstant. qﬁ') hat als Richtung die Anfangsrichtung fiir =0°, vgl. Bild 3-7.
Fur Orts- und Geschwindigkeitsvektor vergleichen wir die allgemeingltigen Darstellungen

r=rr, , f = fr+rfq,
mit der Losung (3.13) im Falle der geradlinigen Bewegung

r = ct+c, , r = ¢

Bild 3-7: Die Basisvektoren des q(j') — Hansen-Systems (griin) bei geradliniger Bewegung, die durch den Zu-
standsvektor I', [ definiert ist, und durch das mitgefiihrte I, , — Leibnizsystem (rot) charakterisiert wird. Der

Normalenvektor C, = qg') flihrt aus der Papierebene heraus

Aus den vorstehenden Formeln ergeben sich die Beziehungen zwischen den Integrationskon-
stanten c;, ¢, und den Basisvektoren q(j') des bewegungsbezogenen Hansen-Systems. Zu-
nachst ist

¢, = V(-qi"sing, +q}coss,) (3.49)
Fur ¢, folgt

c, = g\ (rcos¢ +tvsing,)+ql) (rsing —tV cos¢,)

Da c; = const. kann etwa t =t, = const. gesetzt werden. Dann ist nach der ersten der Gleichun-
gen (3.43) auf Seite 75 mit £, = (t,)

G
und es wird mit
C, = -t V?
aus der Beziehung (3.31) auf Seite 73
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c, = qi')(gcosgp—%singp)+q(z')[Ssingp+%cosgp) . (3.51)

Die Konstanten konnen daher entsprechend Bild 3-8 geometrisch gedeutet werden.

Die Basisvektoren q(j') des Hansen-Systems lassen sich auf die Integrationskonstanten cy, c;
der geradlinigen Bewegung zuruckfihren:

1. C V
qgl) = —Cl(VSIn§P+\ﬁCOS§P]+CZECOSé/p
1 C, . vV .
q)) = cl(vcosgp—\ﬁsmgp}tczasmg”P (3.52)
1
q(al) = ECZXCl

Bild 3-8: Geometrische Deutung der Integrationskonstanten der geradlinigen Bewegung. C,,C, sind konstante
Hilfsvektoren

Im Fall der (,,ungestorten*) gleichférmig geradlinigen Bewegung mit den Parametern G =
const., ¢ = const., ¢, = const. bzw. V = const., ¢, = const., sind die g; konstant und daher

) = 0 (r=const) . (3.53)

]

Der zugehorige (absolute) Systemeigenbewegungsvektor (Darbouxsche Vektor) lautet daher
mit Formel (2.145) auf Seite 48 (auch da sicherlich 77 =0)

Dies bedeutet:

> In der gleichférmig geradlinigen Bewegung ist der Systemeigenbewegungsvektor der
Nullvektor, es findet keine Bewegung des Basis-Hansen-Systems statt.

Die Frenetschen Formeln des mitgefiihrten Bahnsystems lauten in diesem Fall mit den Glei-
chungen (2.136) auf Seite 47
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G
fhy = qu
. G .
d = — 3T, (F = const.) (3.54)
¢, = 0

Diese Gleichungen lassen sich noch betréchtlich vereinfachen, wenn der Bahnwinkel £ als
unabhéngige Variable verwendet wird:

o
d¢ 0

dq, )

—2 = —r I = const. 3.55
i 0 ( ) (3.55)
dy _

dg

Die Variationsmatrix f,' der Variation des mitgefiihrten Bahnsystems lautet in diesem Fall,
wenn der Ubersichtlichkeit halber g, =r,, g, =0, , g, == C, gesetzt wird,

; 0 10
g :=d—9i= flg, ., mit (f)=|-10 0f. (3.56)
d 0 00

Diese Beziehung wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verwendet.

3.2.5 Verfahren der Anpassung einer beliebigen Bewegung durch Kurven erster
Ordnung

Bild 3-9: Zur Anpassung einer beliebigen Kurve durch eine Gerade: die Gerade kann als Tangente im Ort S des
bewegten Objektes an die gegebene Kurve B gedeutet werden

Die Anpassung einer beliebigen Bewegung durch eine Kurve erster Ordnung ist ein besonders
interessantes Beispiel uber die Arbeitsweise des Verfahrens der Variation der Parameter bei
Bezug auf ein Hansen-System. Die Bewegung werde durch Beschleunigungen beeinflusst.
Wir konnen also annehmen, dass nicht alle der Beschleunigungskomponenten bg, br, by in
Richtung der drei Achsen des r,,q,,c, Leibniz-Systems verschwinden. Kurven erster Ord-

nung sind Gerade, die ohne Einschrankung in der Form (3.24) auf Seite 71 bei expliziter Ab-
hangigkeit von der Zeit oder (3.43) auf Seite 75 bei expliziter Abhé&ngigkeit vom Bahnwinkel
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¢ dargestellt werden konnen. Die hier vorkommenden Parameter V und C; bzw. ta bzw. &,

mussen jetzt als variabel zugelassen werden. Gesucht sind dann die Variationsgleichungen fir
diese Parameter.

Das in diesem Bericht behandelte Verfahren ist in gewissem Sinn eine Erweiterung der in der
klassischen Mechanik verwendeten Verfahren zur Anpassung kegelschnittnaher Bewegungen.
Aus diesem Grund muss sich das klassische Verfahren als eine Untermenge des hier behan-
delten allgemeineren Verfahrens darstellen lassen. Allerdings missen sich manche Begriffs-
bildungen in diesem Zusammenhang neu hinterfragen lassen bzw. in einem neuen Licht be-
trachten. Wer etwa mit der in der Himmelsmechanik seit J. Kepler tblichen Anpassung der
Planetenbahnen mit einer Kurve 2. Ordnung vertraut ist, wird tber die im Zusammenhang mit
der Anpassung durch eine Kurve 1. Ordnung nétige Verwendung der Geschwindigkeit als
einem Bahnparameter, der den Anpassungsvorgang wesentlich beschreibt, verwundert sein.
Doch gerade darin zeigt sich das Wesen des Anpassungsvorganges einer Bewegung mit einer
bestimmten mathematischen Kurve (und der bekannten Bewegung auf dieser Kurve) und der
daraus sich ergebenden Herleitung der Variationsgleichungen fur diese Parameter: Wir gehen
aus von einer bekannten Kurve und der bekannten Bewegung auf dieser Kurve, auch wenn
diese Kurve und die Bewegung auf dieser Kurve mit der zu beschreibenden Bewegung wenig
oder vielleicht gar nichts zu tun hat. Diese Uberlegung betrifft einen Kernpunkt der vorlie-
genden Arbeit: im Klassischen Fall wird von einer recht guten Naherung (,intermediare
Bahn*) ausgegangen, deren Parameter durch kleine Anderungen so angepasst werden, dass
die wahre Bewegung so gut wie mdglich angepasst wird.

Im vorliegenden wesentlich allgemeineren Fall wird von einer beliebigen Kurve ausgegangen,
die mit der endguiltig zu beschreibenden Bewegung nicht unbedingt etwas zu tun haben muss.
Ein einfaches Beispiel ist die Gerade, die von einer Ellipse wesentlich abweicht. Die Parame-
ter, welche diese bekannte Bewegung wesentlich charakterisieren, werden zur Beschreibung
der interessierenden Bewegung so variiert, bis diese Bewegung mdglichst gut, d. h. im Rah-
men einer gefundenen Genauigkeit, angepasst wird. Ob dies, was bis jetzt nur als Idee formu-
liert wurde, allerdings tberhaupt moglich ist, muss im Beispiel gezeigt werden. Im Fall der
gleichférmig geradlinigen Bewegung jedenfalls ist der erste Bahnparameter C; der Ge-
schwindigkeit V identisch gleich. Also ist die Geschwindigkeit notwendig einer der Parame-
ter, die im Fall einer Anpassung variiert werden missen.

3.2.5.1 Die Zeit als unabhangige Variable, Bezug auf Leibniz-System

Betrachten wir zunéachst die Herleitung der Variationsgleichungen bei expliziter Abh&ngigkeit
von der Zeit t. Differentiation von Gleichung (3.24) auf S. 71 gibt

2 2
re = V'(Vtz—cz\;G j+C2(t+\?—§j+G\§;—2+V2t+Cz . (3.57)
Anpassung mit einer Kurve erster Ordnung soll nun bedeuten, dass zu jedem Zeitpunkt die
Bewegung durch eine geradlinige Bewegung angepasst wird, dass also die Geradendarstel-
lung (3.24) und die zugehdrige Variation des Radius also die Radialgeschwindigkeit ¥ in
Gleichung (3.43) auf S. 75 zu jedem Zeitpunkt gelten sollen:

re = Vit+C,

Vergleich mit dem obigen Ausdruck (3.57) fihrt notwendig auf die Bedingungsgleichung fir
die Variation der Parameter Geschwindigkeit, Flachenparameter und zweite Konstante der

geradlinigen Bewegung (V,C,,G):
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2 2
V'(Vtz—cz\;rgG j+C2(t+\%j+G\% =0 . (3.58)

Die Aufstellung genau dieser Bedingungsgleichung ist der Kernpunkt des ganzen Verfahrens,
denn an dieser und nur an dieser Stelle kommt die Bedingung der Anpassung der Bewegung
durch eine bestimmte Kurve zum Tragen. Wir konnen daher diese Bedingungsgleichung auch
als Anpassungsbedingung oder als Anpassungsgleichung bezeichnen. Mit dieser Anpassungs-
gleichung wird die Willkirlichkeit des Anpassungsvorganges sichtbar. Wir wissen nicht, wie
die wahre Bewegung aussieht. Wir haben keine Mdglichkeit, sie mathematisch greifbar zu
machen. Also gehen wir von irgendeiner bekannten Bewegung aus, im vorliegenden Fall von
der gleichférmig geradlinigen Bewegung, und variieren die Parameter der bekannten Bewe-
gung so, dass die wahre Bewegung bestmoglich angepasst wird. Es wird dadurch verstand-
lich, dass der eigentliche Aufwand zu einer Beschreibung eines Bewegungsvorganges in der
richtigen d. h. physikalisch adaquaten Modellierung der Stérbeschleunigungen bg, br, by

liegen wird, die ubrigens vollstdndig unabhdngig von der angepassten Bahnkurve erfolgen
muss. Der Vorteil einer geeigneten Anpassung mag in einer geschickten Integration der Vari-
ationsgleichungen liegen.

In der hier abgeleiteten Anpassungsgleichung (3.58) ist von den Parametern V, C,, G die Va-
riation des ,,Flachenparameters“ G durch die Variationsgleichung (3.7) auf S. 67 (G = ro;)

bekannt. Es gilt also, wie brigens bei der Anpassung mit jeder beliebigen Kurve, die Variati-
onsgleichungen fir nur zwei weitere Parameter zu finden. Im Fall der Anpassung mit einer
Kurve 1. Ordnung sind dies die Parameter V und C (bzw. ta). Dazu setzen wir zunachst G
aus Gleichung (3.7) in der Anpassungsgleichung (3.58) ein

2 2
C,(V4+C,) = -V (v?’tz—%]—rebr . (3.59)

Wegen der obigen Anpassungsgleichung bleibt fir die Variation des Radius die ,,ungestorte®
Darstellung erhalten

ro= %(\/2t+02) :

woraus durch Differentiation

2 22
i = Lovviec)« T (3.60)
r rr
erhalten wird. Aus Gleichung (3.15) auf S. 70 ist wegen V = C,

22 2 2
LI S (3.61)
r r r
bekannt, es bleibt also
2
Fo= l(2V\/’t+cz)+G—3 (3.62)
r r

Vergleich mit der allgemeingultigen Variationsgleichung (3.6) auf S. 67 fir die radiale Be-
schleunigung (hier zeigt sich die fundamentale Bedeutung der Leibnizschen Gleichung im
Rahmen eines Leibniz-Systems))
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ergibt somit im Fall einer Anpassung mit einer Kurve 1. Ordnung die zweite Beziehung zwi-
schen V und C,

2VVt+C, = rb, . (3.63)
Vergleich mit der Anpassungsgleichung (3.59) flihrt auf die gesuchten Variationsgleichungen
fur die Parameter V und C,
~ (V+C,)b, +Gb;
- \/(\/2t+C2)2 +G?
(C2+G*-V*?) b, —2V°Gh,
\/(\/2t+C2)2 +G?

Y
(3.64)
VC, =

Der Zusammenhang mit einer Anfangszeit ta kann aus Gleichung (3.31) auf S. 73

dt 1 . .
d—: = \F (2 CZV —V CZ)
berechnet werden:

yodte [(Vt+C,)" —G? |b +2G (V1 +C,) by | 369

dt JVt+C,)2 +G?

Als Losungen der Differentialgleichungen (3.64) zusammen mit der dritten Variationsglei-
chung fir den Flichenparameter G =rb, erhalt man die Parameter als explizite Funktionen

der Zeit: V (t),C,(t),G(t). Werden diese GroRen in die Differentialgleichung (3.65) einge-
setzt, kann schliel3lich auch t,(t) berechnet werden. Der Bahnwinkel £ ist schlieRlich aus der
Variationsgleichung (3.10) auf S. 67

t V?G

{ = §P+I(\/Zt+c2)2+ez dt (3.66)

tp

als Funktion der Zeit berechenbar.

3.2.5.2 Der Bahnwinkel als unabhéngige Variable, Bezug auf Hansen-System

In himmelsmechanischen Aufgabenstellungen ist eine Losung hdufig eleganter zu erhalten,
wenn an Stelle der Zeit t der Bahnwinkel ¢ als unabhéngige Variable verwendet wird. Wir
kdnnen diesen auch im vorliegenden Fall einfuhren und erhalten eine alternative Herleitung
der Variationsgleichungen bei Anpassung der Bewegung durch eine Kurve erster Ordnung.

Die erste der Gleichungen (3.43) auf Seite 75 erlaubt, den Radius in expliziter Abhangigkeit
vom Bahnwinkel € zu berechnen. Differentiation nach ¢ ergibt

o r

. Gsin(¢ - ¢,)
G

. G ) . )
[G _VV —rvsin(¢ -¢5) §P:|+VCOSZ(§—§P) 4
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Eine Anpassung mit einer Kurve 1. Ordnung verlangt fur die Variation des Radius den Aus-
druck (3.43) auf Seite 75

Fo= Vsin(¢-¢) . (3.67)

Dies fuhrt notwendig auf die Anpassungsgleichung
G —gv' —rvsin(¢-¢.)¢, = 0 . (3.68)

G st wieder aus der Variationsgleichung (3.7) auf Seite 67 bekannt. Wird Gleichung (3.67)
nach der Zeit differenziert, folgt unter Verwendung von V aus der letzten Gleichung

G®> Vsin(¢-¢,) . rv? .
—+ G- 3.69
- s o & (3.69)
und Vergleich mit der Variationsgleichung (3.6) auf Seite 67 liefert als zweite Bedingungs-
gleichung

P =

VGsin(¢ -¢,)-rv3%,-Gb, =0 . (3.70)
Damit ergibt sich unmittelbar die gesuchte Variationsgleichung fir den Parameter ¢,

Vé;P = —bycos(¢—gp)+brsin(d-&5) . (3.71)

Wird dieser Ausdruck in die Anpassungsgleichung (3.68) eingesetzt, erhalten wir die gesuch-
te Variationsgleichung fiir den ,,Parameter V

V= besin(¢ ~&p)+bycos(¢ ~¢p) (3.72)

Bild 3-10: Zur geometrischen Deutung der Beschleunigungen bei Anpassung der Bewegung mit einer Kurve
erster Ordnung: auf das bewegte Objekt wirken in der oskulierenden durch den Zustandsvektor I, aufge-

spannten Bahnebene Beschleunigungen in radialer (bg) und transversaler (by) Richtung

Diese beiden Variationsgleichungen ersetzen zusammen mit den Gleichungen (3.43) auf Seite
75 fur rund r in spezieller, da nur durch Anpassung mit einer vorgegebenen Kurve zustande

gekommenen, flr die Rechnung aber haufig vorteilhaften Weise die allgemeingultige Variati-
onsgleichung i in Formel (3.6) auf Seite 67 vollstandig. Sie kdnnen nach Bild 3-10 geomet-

risch gedeutet werden: V wirkt in Richtung der momentanen Bewegung, V ép quer zur Be-
wegungsrichtung. V ist also verantwortlich fiir eine Variation der Bewegung in Bewegungs-
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richtung, wahrend V gLP eine Rotation der Bewegung um den (willkarlichen!) Ursprung O
charakterisiert.

Mit ¢ als unabhéngiger Variable lauten die Variationsgleichungen

va& %[_bR COS(¢ — &p) +br sin(¢ =)

c;\(/ 2 (3.73)
r .
@ = a[ b sin(¢ — &) + by cos(¢ - ¢5)]

Nach Berechnung von V =V (<) und &, = £,(<) wird der Bezug zur Zeit mit der Variati-
onsgleichung (3.10) auf S. 67 aus

2

.
dt = —d
g9

bzw.

T G
. t°+g{v2co§(;—;p) i &

mit den konstanten Anfangswerten £, und t, hergestellt. Insbesondere ist

t, = t(¢=4) (3.75)

und der Parameter C, ergibt sich wegen der auch im Fall der Anpassung gltigen Formel
(3.31) auf Seite 73 aus

C, = -Vi, . (3.76)

Das Integral (3.74) ist das Analogon zur Keplergleichung in der klassischen Himmelsmecha-
nik.

Fur eine vollstandige Losung des Bewegungsproblems wird der Zustandsvektor r, i bendétigt.
In Abhangigkeit vom Bahnwinkel ¢ und bei Bezug auf das Hansen (- ideale) g — Bahnsys-
tem ist

r,= q”cos¢ +q{’sin¢

d,=-0a!"sin¢ +q{" cos¢ , 3.77)
auBerdem
= 3_2?_2 . (3.78)
Mit dem System
r =rr,
3—2 = g—éro +rGq, (3.79)

wird der Bewegungsvorgang somit vollstandig beschrieben.
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3.2.5.3 Zusammenfassung der Methode einer Anpassung mit geradliniger Bewegung

Wird eine beliebige Bewegung durch eine Kurve erster Ordnung also eine Gerade angepasst,
so gelten fir die Polarkoordinaten Radius r und Bahnwinkel ¢ die Beziehungen (3.32) und
(3.34) auf S. 73 sowie fir die Parameter dieser Beziehungen die Variationsgleichungen (3.73)
auf Seite 84. Wir kénnen ganz allgemein folgern: Wird eine Bewegung mit einer bestimmten
vorgegebenen Kurve angepasst, so ist dieses Anpassungssystem nur dann vollstandig be-
schrieben, wenn neben den beiden hierfiir zustandigen Variationsgleichungen auch die Aus-
driicke fir den Radius und die Variation des Radius (d. h. die Radialgeschwindigkeit) mit
angegeben werden. Im Fall der Anpassung durch eine Kurve erster Ordnung lautet dieses
System also:

___ G dr _ _
“Veos(¢-¢y) | dg rtan(¢—¢e) (3.80)

V, =f=Vsin(¢-¢), V. =r{=Veos(¢-¢p)

Die Parameter V und Cp werden berechnet aus dem System von Differentialgleichungen

Voclfp = L [becos(£ — &)+ sin(¢ —¢p)]
G (3.81)
v r? : |
o E[ besin(¢ =&, ) +br cos($ =)

Die unabhédngige Variable ist hier der auf das Hansen-System bezogene Bahnwinkel £. Dieses
System der Variationsgleichungen zur Losung eines Bewegungsproblems ist allerdings nur
dann vollstdndig, wenn auch die von einer Anpassung unabhangigen Variationsgleichungen

G, CO,('; aus den Gleichungen (3.7)—(3.10) auf Seite 67 mit einbezogen werden.

Einen Uberblick uber das grundsatzliche Verfahren zur Anpassung einer beliebigen Bewe-
gung durch eine geradlinige Bewegung ist in Bild 3-16 auf Seite 101 dargestellt.

Ein einfaches aber vollstandiges und in himmelsmechanischem Zusammenhang aber sehr
wichtiges Beispiel zur Anpassung einer bestimmten Bewegung mit einer Kurve erster Ord-
nung wird in Abschnitt 3.3.3 auf Seite 94 durchgerechnet.

3.2.5.4 Die Variationsgleichungen in tangentialen Koordinaten

Die Beschleunigungskomponenten V in Gleichung (3.72) bzw. V £, in (3.71) geben die Be-

schleunigungsanteile in tangentialer Richtung bzw. in Richtung der Hauptnormalen an. Der
Beschleunigungsanteil in tangentialer Richtung sei mit b, , in Hauptnormalenrichtung mit b,

bezeichnet (siehe hierzu in Bild 3-10 auf Seite 83):

=V
X : (3.82)
by =V
Damit ergeben sich die Umrechnungen fir die Beschleunigungskomponenten:
= bgsin(g - + b, cos(¢ —
b, RSIN(¢—¢p) + by cos($—C5) (383)

b, = —bycos(¢—¢p) +brsin(¢—¢5)
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bzw. umgekehrt
bR = bK/Sin(é/_é/P)_ bH COS(g_é/P)
b, = Q/COS(C_Q/P)"' by, Sin(é/_é/P)

Das Gleichungssystem (3.81) wird in diesem Fall ersetzt durch die Differentialgleichungen

(3.84)

av  r?
FIC
2
v 1ty
d¢ G
aG r’ .
fzg[h’ cos(¢ — ¢, )+bysin(¢—¢&p) | (3.85)
dc, re dn dp r®
—L2=——Db,Q,=—+ , bzw. —=—b
d¢ G? n do dgqo d¢ G2 N
._d¢ G
6= dt r
Sei
i
V, = — 3.86
0=y (3.86)
der Einheitsvektor in tangentialer Richtung,
h, = ¢c,xV, (3.87)

in Richtung der Hauptnormalen, kann die allgemeine Bewegungsgleichung (3.3) auch in der
Form

¢ =h, v, +b,h, +b,c, (3.88)

geschrieben werden. Zwischen den Einheitsvektoren bestehen die folgenden Beziehungen:

Vo = LSIn(¢-¢p) + dcos(¢ — &) (3.89)
h, = —rocos(g—gp)+%5in(§_§*°) |
und
r, = VOSin(f—é/p)_hoCOS(é/_é/P) (3.90)

0o = VoC0s(¢ &)+ hysin(¢—¢,)

3.2.5.5 Die Perizentrumsdistanz

Die Perizentrumsdistanz r, ist eine unmittelbar und stets erklarte geometrische Grolie, die

sich vorzugsweise in den Anwendungen als ein Bewegungsparameter anbietet. Etwa nach
Bild 3-11 ist sie durch die Beziehung (3.50)

o= — (3.91)

auf die bisher eingefuhrten Bahnparameter zurtickzufiihren. Ein Zusammenhang mit dem Ra-
dius in Formelsystem (3.43) ist durch
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r, = rcos(¢—¢5p) (3.92)

hergestellt. Die Variation dieses Parameters ist ausschlieflich durch eine Beschleunigung in
Richtung der Hauptnormalen gegeben, bei Zeitabh&ngigkeit durch

, r
i, = V—F’tan(g—gp)bH , (3.93)
in Abhdngigkeit vom (Hansenschen) Bahnwinkel ¢
dr, _ 5’ sin(¢=¢) (3.94)
d¢ V2 cos’(¢-¢&) "
g
r S Vv P
< . !

|
q{

Bild 3-11: Zur Verwendung der Perizentrumsdistanz als ein Parameter der geradlinigen Bewegung

3.2.6 Eine Modifikation der Formeln zur Anpassung einer beliebigen Bewegung
mit einer Geraden bei Bezug auf ein Hansen-System

In der Darstellung des Orts- und Geschwindigkeitsvektors im Leibniz-System
r = rr,
P = fr,+réq,

sind r und ¢ die auf eine momentane Bahnebene bezogenen Polarkoordinaten des bewegten
Objektes. Hier sind rcos¢ und rsingd die zugehorigen kartesischen Koordinaten im bewe-

gungsbezogenen q(j') — Hansen-idealen System:

(3.95)

r = r(q!"cos¢+q.)sin¢) . (3.96)

In den Variationsgleichungen (3.71) und (3.72) auf S. 83 fir V. und V £, kénnen V und $p

in analoger Weise als Polarkoordinaten gedeutet werden. Um den zugehoérigen Vektor und
seine kartesischen Koordinaten zu finden, sollen zundchst ausgehend etwa von der Darstel-
lung (3.43) des Radius die Parameter

g, = Vcosé, , 9, = Vsind, (3.97)

(wie héufig in der Himmelsmechanik seit J. L. Lagrange praktiziert) gesetzt werden. Damit
kénnen aus r, ¥ und r’=G im System (3.80) die auch im allgemeinen Fall giiltigen Dar-
stellungen erhalten werden




88

ré = 3 = Voos(E-¢) = 9,005 +g,sing
r = Vsin(g-¢&) = ¢,sind—g,cosg

Der Geschwindigkeitsvektor lautet dann wegen der zweiten der Gleichungen (3.95) und, da
Qo in Gleichung (3.77) in vollstandiger Allgemeinheit dargestellt wird,

(3.98)

i = -g,0' +g,q)) . (3.99)

Der gesuchte Vektor ist hier also nichts anderes als der Geschwindigkeitsvektor im bahnbe-
zogenen System und seine Komponenten im Wesentlichen die in Formel (3.97) vermuteten
GroRen. Differentiation dieses Vektors gibt

P o= —g,q"+g,a)-g,¢" +g,6" . (3.100)

Hier kommen die Eigenschaften des q‘j') — Systems als einem Hansen—idealen System zum

Tragen, wenn die Variationsgleichungen (allgemeinen Frenetschen Formeln) (2.142) auf Sei-
te 48 des q(j') — Hansen-Systems eingesetzt werden:

o= 0,0+ 8,0, +Vcos(C - &p)ay) (3-101)

Somit folgt der Zusammenhang mit der normalen Beschleunigungskomponente by

bzw.
by = 7n(g,cos¢ +g,sing) . (3.102)

Die Variationsgleichungen fir g;, g, folgen direkt aus dem System (3.97) mit V. und V fjp
aus den Gleichungen (3.71) und (3.72)

g, = bysind+b,cos¢

. . (3.103)
g, = —bycos¢+bsing
bzw. bei Variation nach dem Bahnwinkel
2
% = ra( b sing +b; cosg)
dg , (3.104)
9 _ T (p cos sin
ic = g (heeosgebysing)

Diese bemerkenswert einfachen Variationsgleichungen gelten in vollstandiger Allgemeinheit,
sofern eine Anpassung mit einer Kurve erster Ordnung erfolgt, was prinzipiell jederzeit mog-
lich ist.

Dieses System verbindet den Vorteil der Parameterdarstellung einer Bewegung, welche einen
allgemeineren Uberblick lber den Bewegungsvorgang erlaubt als die direkte (numerische)
Integration der allgemeinen Bewegungsgleichung, mit der einschrankungsfreien kartesischen
Darstellung einer Bewegung. Auf diese Weise lasst sich die — haufig naiv oder durch Suchen
— vorgenommene Einfuhrung von Parametern der Art g;, g2, wie sie in der Himmelsmechanik
bevorzugt verwendet werden, als notwendig begriinden. Vergleichbare Parameter hat wohl als
erster J. L. Lagrange eingeflihrt mit dem Zweck, die bekannten Singularitaten im Fall der
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Darstellung einer kreisnahen oder aquatornahen (bzw. bei Bezug auf die Ekliptik ekliptikna-
hen) Bewegung bei Anpassung der Bewegung durch eine Kurve zweiter Ordnung zu vermei-
den (siehe hierzu den n&chsten Abschnitt). Im vorliegenden Fall einer Anpassung mit einer
Kurve erster Ordnung aber zeigt sich, dass die Einfiihrung derartiger Parameter nicht notwen-
dig mit der Vermeidung von Singularitaten begriindet werden muss (wir kénnen annehmen,
dass die Geschwindigkeit nie verschwindet: V > 0), sondern zu einer besonders eleganten und
symmetrischen Darstellung der Variationsgleichungen fur die Bahnform fiihren kann.

Wir wollen schlieflich noch den Ortsvektor r in Abhdngigkeit der Parameter gi, g» also in
Bezug auf das Hansen-ideale q(j') — System explizit anschreiben. Dazu ergibt der Radius aus
Formel (3.43) auf Seite 75

r = G (3.105)

g,C0s¢ +g,sing

und mit r=rr, erhalt der Ortsvektor nach Formel (3.96) die merkwirdige aber allgemein-
gultige Darstellung

f -G ol cos¢ +qf)sing

g,Ccos¢ +9,s8Ing
Es fallt auf, dass im Rahmen einer Anpassung der Bewegung durch eine Kurve erster Ord-
nung im Geschwindigkeitsvektor (3.99) der Bahnwinkel £ nicht explizit auftaucht, sondern
durch den Anfangswinkel ¢, = ¢.(<) ersetzt wird. Dies ist aber nichts als eine Folge der

Anpassung mit einer Kurve, die im ,,ungestorten* Fall einen konstanten Geschwindigkeits-
vektor hat. Der Bahnwinkel { darf daher gar nicht explizit in dieser Darstellung des Ge-
schwindigkeitsvektors r auftauchen, denn sonst wiirde die Geschwindigkeit im Fall gleich-

férmig geradliniger Bewegung nicht konstant sein.

(3.106)

3.3 Anpassung einer Bewegung durch Kegelschnittbahnen

In den beiden bisherigen Abschnitten des dritten Kapitels wurde die Anpassung beliebiger
Bewegungen durch geradlinige Bahnen unter Bezug auf ein Hansen-System untersucht. Unter
Verwendung der mit Hansen-Systemen eng verknupften mitbewegten Leibniz-Systeme wurde
die Grundlage fiir eine analytische Bearbeitung eines Bewegungsproblems betrachtet. In der
klassischen Himmelsmechanik und damit der allgemeinen Bahnmechanik vor allem auch
kinstlicher Raumflugkdrper ist es ublich, fir die Anpassung einer solchen Bewegung von
einer elliptischen Bewegung auszugehen. In seltenen Fallen wie bei hochexzentrischer Kome-
tenbahnen wird auch eine parabolische Bewegung zugrunde gelegt. Im Fall von Swing-By
Manovern oder dem Absturz von Meteoren auf einen Planeten muss eine hyperbolische Be-
wegung betrachtet werden. In allen diesen Féllen handelt es sich somit um Kegelschnittbah-
nen. Im Zusammenhang mit den Uberlegungen des vorliegenden Berichtes miissen daher fol-
gende Fragen zur Konsistenz der Theorie untersucht werden:

1. Kann mit Hilfe einer Anpassung mit einer geradlinigen Bewegung eine Kegelschnittbe-
wegung beschrieben werden?

2. Kann umgekehrt durch Anpassung mit einem Kegelschnitt eine geradlinige Bewegung
erhalten werden?

3. Welche Bedingungen mussen erftllt sein, damit beliebige Bewegungen durch beliebige
Kurven angepasst werden kénnen?



90

4. Gibt es Kurven, welche nicht als Anpassungskurven verwendet werden kénnen?

5. Bringt es Vorteile fur die Darstellung beliebiger Bewegungen von einer geradlinigen Be-
wegung auszugehen?

6. Unterscheidet sich das hier vorgestellte Verfahren einer beliebigen Anpassung von den
bisweilen verwendeten intermedidren Bahnen (die auf analytischem Wege eine bestimm-
te Bewegung brauchbar anndhern)?

3.3.1 Bewegung auf einem Kegelschnitt

Eine Kurve zweiter Ordnung, die mathematisch allgemein in der Form

2,2
Ay X12+a11X1X2 +a, X22 Fa, X +3y X +3y = _Z(;Oai,j Xil ij =0 (3.107)

1,]=0,
gegeben werden kann, stellt bekanntlich einen Kegelschnitt oder ein Geradenpaar dar. Da die
Anpassung mit einer Geraden, also einer Kurve erster Ordnung, bereits in den vorstehenden
Abschnitten untersucht wurde, kénnen wir uns hier auf Kegelschnitte einschréanken. Da zur
Beschreibung einer Bewegung vorzugsweise Polarkoordinaten verwendet werden, wird wie

ublich in der Himmelsmechanik von der Kegelschnittgleichung

_ p
"= e (L) (3.108)

ausgegangen. Die Parameter sind in der vertrauten Sprechweise der Himmelsmechanik

p = Parameter des Kegelschnitts [km]
e = (numerische) Exzentrizitat
({—¢) = wahre Anomalie [Grad]

wahrend ¢ der (allgemeine) Bahnwinkel und &, ein (beliebiger) Anfangswinkel sind. Die

Anpassung der (beliebigen) Bewegung mit einem Kegelschnitt wird erreicht, wenn die Varia-
tion des Radius (die Radialgeschwindigkeit) in der Form beibehalten wird, die von der Varia-
tion der Parameter unabhéngig ist. Diese ist

pesin({—¢, )¢
[l+ecos(4”—{;K)]2

mit der Zeitgleichung r?¢ =G aus (3.10) auf Seite 67 auch

- %esin(;_gK) . (3.109)

Im Fall einer allgemeinen Bewegung sind alle Parameter variabel, aus der Kegelschnittglei-
chung (3.108) folgt also durch Differentiation nach allen Parametern

[ p[éCOS(g—gK)_eSin(é/_é/K)(é;_é;K)]
D [1+ecos(§—§,<)]2

Die Anpassung einer Bewegung mit einer Kurve 2. Ordnung hat somit notwendig die Anpas-
sungsgleichung
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6cos(¢ - & )+elesin( -4y ) = $ . (3.110)
Differentiation der Variation des Radius (3.109) ergibt

f = G Tesin(¢ -G ) pesin(¢ —g ) +e Zsin(¢ ¢, )-
.pG p. . P (3.111)
—chEecos((—g”K)+§EeCOS(§—CK)

Fur einen Vergleich mit der Variationsgleichung fir  in (3.6) auf S. 67 werde das letzte

Glied in der vorstehenden Gleichung betrachtet, welches die Variation der Polarkoordinate C,
aber nicht die eines der Parameter der Kurven zweiter Ordnung enthalt, deren Variation oh-
nehin auf einer exakten Kegelschnittkurve verschwindet. Es ist mit r aus Gleichung (3.108)

und ¢ aus Gleichung (3.10)

. G G? G* G
— —¢x) = =-[1 —e)7Y = Foop
¢ pecos(g“ &) ; p[ +ecos(¢ ¢y )-1] or

r
Es ist daher sinnvoll in Gleichung (3.6) von der radialen Beschleunigung bg den Term
—~G?/(pr?®) abzuspalten

(3.112)

2
= %+bR
by = Dby +bg, (3.113)
GZ
brx = _prz
und es bleibt
.1 . .G .G .
by, = Ggesm(g“—g“K)—pFesm(g—gK)JreEsm(;—(K)—
(3.114)

_é;K %ECOS(Q’—Q’K)

Damit erhalten wir folgendes Ergebnis':

» Die Beschleunigung, welche einen Kdrper zwingt, sich auf einem Kegelschnitt zu be-
wegen, ist —G*/(pr?). Sie wirkt ausschlieBlich in radialer Richtung.

Dieses Ergebnis ist deshalb bemerkenswert, weil es auf rein mathematischem Weg erhalten
wurde. Damit ist nicht ausgesagt, ob es in der physikalischen Realitét eine Kegelschnittbewe-
gung gibt. Wir wissen nur: wenn eine Kegelschnittbewegung beobachtet wird, dann wird sie
notwendig durch diese Beschleunigung verursacht, wenn keine weiteren Beschleunigungen
wirken. Wodurch dann eine solche Beschleunigung verursacht wird, wenn sie denn beobach-
tet wird, ist schlieBlich eine Fragestellung von dritter Ordnung.

Diese Bedingung ist aber nicht zugleich hinreichend. Denn wenn sich ein Korper auf einem
Kegelschnitt bewegt, bedeutet dies noch lange nicht, dass auf ihn die Beschleunigung

! G.W. LEBNIZ (1689)
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~G?*/ (pr?) wirkt, was namlich b,, =0 folgern misste. Vielmehr kénnen die ,,Storkompo-
nenten* by, # 0 und b, = 0 sein, sofern nur die Anpassungsgleichung (3.110) erfallt ist, was
auch far sehr komplizierte ,,Stérbeschleunigungen maglich ist.

Wir erhalten schliellich aus Gleichung (3.111) die zweite Bedingungsgleichung zur Berech-
nung der Variation der Kegelschnittparameter:

Py esinc—c[C_P) _ssin(e—c)-el .

GbR2 esin(¢ <) s = ésin({—¢)—edccos(&-¢) . (3.115)

Aus dieser und der Anpassungsgleichung (3.110) kénnen zwei Variationsgleichungen be-

rechnet werden, wenn noch mit Gleichung (3.7) G = rb, eingesetzt wird:

¢ = Elogsin(c-co-b Lan(c -6 -p S [evens(s <))}
(3.116)

ed, Ep{—bmcos(;—;K)+%sin(g”—§K){p%+erbT cos(g“—g”K)}}

Wird der Hansensche Bahnwinkel ¢ als unabhangige Variable aufgefasst, lauten die beiden

Variationsgleichungen

de _ pr
d¢ G2

{szsin(g—;K)—bT T o) 93 [ oon(s -, )]}
(3.117)

dge _ P ey tsin(e - p & -
o " G{ b, COS (¢ ;K)+psm(§ CK){pp%rbTCOS(C @)}}

Diese Darstellung vermittelt zwei wesentliche Einsichten:

1. Sie enthélt explizit die Variation des Kegelschnittparameters p , was noch véllig unbe-

friedigend ist. Denn dies zeigt, dass im Fall einer Anpassung einer Bewegung mit einer
Kurve zweiter Ordnung Anpassungsgleichung (3.110) und zweite Bedingungsgleichung
(3.115) nicht ausreichen, um die Variation der Bahnform vollstandig zu beschreiben. Die
Beziehung (3.112) zeigt, dass im Term mit der Variation des Bahnwinkels £ neben dem

Lungestorten Term G?/r® noch der aus der Radialbeschleunigung br abgespaltene also
~dynamische* Term —G*/ (pr?) benétigt wird. Dieser dynamische Term taucht nicht
mehr in den Variationsgleichungen fiir e und £, auf, ist also bereits durch die Anpassung

mit der Kurve zweiter Ordnung erledigt. Dies gibt einen bemerkenswerten Einblick in
den Mechanismus des Anpassungsvorganges: Eine Anpassung mit einer Kurve zweiter
Ordnung - zu erwarten ist bei einem Anpassungsvorgang mit einer jeden von einer Gera-
den abweichenden Kurve - ist kein mathematischer Vorgang zur kinematisch-
deskriptiven Darstellung einer Bewegung. Vielmehr wird jetzt eine physikalische Ge-
setzmaligkeit zusatzlich zu der in der Anpassungsgleichung gegebenen Bedingung bend-
tigt. Eine solche physikalische Bedingung flr die Anpassung einer Bewegung mit einer
Kurve zweiter Ordnung ist im Fall der exakten Keplerbewegung' das 3. Keplersche Ge-

L wir wollen als ,,exakte Keplerbewegung* die Bewegung nach den drei Keplergesetzen verstehen, wenn alle
Parameter (,,Elemente®) als konstant angenommen werden kénnen. Wenn die Parameter als zeitabhéngig bzw.
als bewegungs-abhéngig aufgefasst werden mussen, wollen wir von der ,,allgemeinen Keplerbewegung* spre-
chen
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setz in der Form G? = up. uist eine dynamische (also eine physikalische) GroRe, welche
die beiden kinematisch-geometrischen GréRen G und p verknipft. Weiter kdnnen wir fol-
gern: Eine Anpassung einer Bewegung mit einer Kurve héherer Ordnung ist nur dann
sinnvoll, wenn eine physikalische Bedingung existiert, welche genau eine Bewegung auf
dieser vorgegebenen Kurve erlaubt, so dass zur Betrachtung einer allgemeinen Bewegung
auch wirklich von dieser Kurve ausgegangen werden kann.

2. Die Variationsgleichung zur Berechnung des Anfangswinkels ¢, ist fur verschwindende

Exzentrizitaten e nicht erklart. Es erscheint bemerkenswert, dass die vergleichbare Varia-
tionsgleichung fiir den Anfangsbahnwinkel £, im Fall der Anpassung durch eine Kurve
erster Ordnung (vgl. Gleichung (3.80) auf S. 85) keine solche Singularitat aufweist. In
dieser Gleichung steht der Parameter V zwar im Nenner, ist aber nach Gleichung (3.15)
auf S. 70 als positiv angenommen: V > 0. In beiden Féllen einer Anpassung mit einer
Kurve erster oder zweiter Ordnung muss allerdings G =|r><r| >0 angenommen werden,

d.h. eine Bewegung durch den Ursprung, der hier allerdings willkirlich angenommen
wurde, muss ausgeschlossen bleiben.

Anmerkung: Der Fall einer Bewegung durch den Ursprung wird in den verschiedenen Me-
thoden der Regularisierung untersucht'. Im vorliegenden Fall wird der Ursprung aber nicht
physikalisch, etwa als ein bzw. das Gravitationszentrum, sondern mathematisch definiert, so
dass eine Singularitat in einem Ursprung stets vermieden werden kann. Es ist sinnvoll, den
Ursprung stets aulRerhalb der Bahn zu suchen.

3.3.2 Anpassung einer Bewegung mit einer Kegelschnittkurve bei Bezug auf ein
Hansen-System

Ahnlich wie im Abschnitt tiber die Anpassung mit einer Kurve 1. Ordnung bietet es sich an, e
und ¢, als Polarkoordinaten mit zugehdrigen kartesischen Koordinaten

k, = ecos¢y

. (3.118)
k, = esindy

aufzufassen. Dies fuhrt auf die — im Rahmen einer Anpassung einer Bewegung mit einer Kur-
ve zweiter Ordnung — allgemein gultigen und keineswegs eingeschrankt gultigen Variations-
gleichungen

k, = écos¢, —el, sin
N _ K é.VK “x (3.119)
k, = ésind, +ed, cosdy
und der zugehérigen Anpassungsgleichung
k,cos¢ +k,sing = $ . (3.120)

Unter direkter Herleitung aus den beiden Bedingungsgleichungen (3.110) und (3.115) wird

12B.in STIEFEL, E. AND SCHEIFELE, G. (1971)
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k, = gszsing—rbT%n;(klsincj—kzcosg)+%(k1+cosg“)

. (3.121)
k, = ﬁszcosgﬁLrbTLSg(klsing’—kzcosg”)jtﬁ(k2 +sind)
G G p
bzw. bei Bezug auf den Hansenschen Bahnwinkel &
2

G5 T [ pbysing —rb sing (ksing —k,cos¢)]+— <2 (k, +cos¢)

d¢ G pdd

. . L i (3.122)
d_gi - E[—przcosg“+ rb. cos¢ (k;sin¢ —k, COSC)]+BE(|<2 +sing)

Auch diese Variationsgleichungen weisen bemerkenswerte Symmetrien auf.

Um den Zustandsvektor r,r im bewegungsbezogenen q(j')—Hansen-System darzustellen,

werden zunachst Radius, radiale und transversale Geschwindigkeit mit den Parametern k; dar-
gestellt:

_ P
1+k cosg +k,sing

Vo = 1 = S(ksing—k,cos¢) (3.123)
p

V, ré E(1+k1cosg“+kzsin§)
p

Orts- und Geschwindigkeitsvektor folgen mit den bekannten Beziehungen

r=rr, , = rr+r{q,
und
r=0; cosg+qy’sing gy =-0;”sin¢ +q3’ cosg
r_ pGicosg+qf’sing
Gl+ k,cosg +k,sing (3.124)
f = [-kersing)al + (g +ooso)al ]

Im Gegensatz zur Anpassung mit einer Kurve 1. Ordnung taucht hier der Bahnwinkel ¢ ex-

plizit im Geschwindigkeitsvektor auf, da hier auch im ,ungestérten” Fall der Geschwindig-
keitsvektor nicht konstant sein kann.

3.3.3 Anpassung einer Kegelschnittbewegung durch eine geradlinige Bewegung

Der AnpassungsprozeR einer beliebigen Bewegung mit Hilfe einer bekannten Bewegung wird
mit den bisherigen Ergebnissen an zwei einfachen aber sehr instruktiven Beispielen in diesem
und dem ndchsten Unterabschnitt demonstriert.

Wir haben in den Gleichungen (3.113) auf S. 91 gesehen, dass die radiale Beschleunigung
GZ

2

pr

bRK:_
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notwendig flr eine Kegelschnittbewegung ist. Den mathematischen Zusammenhang der Ke-
gelschnittbewegung mit der geradlinigen Bewegung, d. h. wie die Kegelschnittbewegung auf
die geradlinige Bewegung zuruckgefiihrt werden kann, wollen wir in diesem Abschnitt disku-
tieren.

a;’

Bild 3-12: Anpassung einer Bewegung auf einer Ellipse durch eine Gerade g. Fest vorgegeben ist der Bezugs-
punkt E (Ursprung des Hansen-Systems) in einem Brennpunkt der Ellipse, die Perizentrumsdistanz ry« der
Ellipse, P das Perizentrum der Ellipse, A das Apozentrum der elliptischen Bahn, M der Mittelpunkt der Ellip-
se, a die grofe, b die kleine Halbachse, e die numerische Exzentrizitét. Py ist das Perizentrum der (Anpassungs)-
Geraden, rp die Perigdumsdistanz der Anpassungsgeraden, r der Radius des bewegten Objektes S.

Ausgehend von der geradlinigen Bewegung fassen wir bgrg als ,,Storbeschleunigung* auf und
nehmen

b, = by = Dby =0

an. Nach G = rb; ist G = const. Auch der Parameter p, Uber den wir an dieser Stelle nichts
Naheres aussagen konnen, sei als konstant angenommen. Die Parameter V und &, konnen
mit den Definitionen (3.97) auf S. 87 durch die Parameter

9, = Vcosg, , g, = Vsing,

ersetzt werden, welche den Variationsgleichungen (3.104) auf S. 88

99, _ g( by sing +b; cosg) 49, _ rEZ(—bRcos./;+stin§)

dg dg
geniigen. Mit den ,,Stérbeschleunigungen®
GZ
by = bg +bg, = b, =b =b, =0, G =const. , p = const.

_F

lauten sie im vorliegenden Fall
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dg, - _Esing , dg, = Ecos;’ (3.125)
dg p p

mit den Integralen
G G .
glzgl(g):glo(g): ECOSQ/"‘QM ) gz:gz(é/):gzo(g):ES|n§+gzl -(3-126)

010, 020 Sind die Integrationskonstanten. Flr diese werde

g9, = gloocong v Oy = glOOSingK (3.127)

mit neuen Konstanten g,,, =+/9; + 95, und ¢, gesetzt. Der Ausdruck (3.105) auf S. 89 fur

den Radius in der geradlinigen Bewegung liefert damit
ro= c . P (3.128)
g,cos¢ +g,sing 1+ecos(&—¢y)

in der Form der Kegelschnittgleichung, wofur

e = ggmo (3.129)

gesetzt wurde. Der Fall von Kreisbahnen (e = 0) ist, da stets p=0,G =0, nur fir g,,, =0
moglich, so dass in diesem Fall &, nicht erklart sein kann.

Aus der Definition der g;, die jetzt Funktionen des Bahnwinkels ¢ sind, erhalten wir den Zu-
sammenhang der Parameter V, £, der geradlinigen Bewegung mit den Parametern p, e, ¢

der Kegelschnittbewegung

0, = 0,(¢) = Veoss, = 9(congrecong)
g (3.130)
9, =0,(¢) = Vsing, = F(sin§+esin§K) ,
somit
Vv =Ep\/1+e2+2ecos(§—§K)=\/gf+g22 (3.131)
und ¢, =& (<) aus
coss, = COS< +€cos¢y _%(¢)
JL+e+2ecos(¢-¢)
_ _ (3.132)
sing, = sing +esin¢, _9%(¢)

JL+e+2ecos(¢-¢ )  V

Damit ist der Zusammenhang zwischen Kegelschnitt - und geradliniger Bewegung vollstan-
dig beschrieben. Im Fall von Kreisbewegung (e = 0) liefern diese Gleichungen

vV = G _ constt , <,=¢ , (e=0.0)
p
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Der im Fall der gleichférmig geradlinigen Bewegung konstante Parameter £, ist im Fall ei-
ner Anpassung einer Kreisbewegung nicht mehr konstant, sondern dem Bahnwinkel £ iden-
tisch gleich, also in der Sprechweise der modernen Storungstheorie ein ,,schneller* Parameter,
d.h. er veréndert sich tUber einen Umlauf (wéhrend ,,langsame® Parameter Periodizitaten tber
viele Umlaufe, Wochen oder gar Monate haben).

Numerisches BEISPIEL: Eine elliptische Bewegung werde durch eine geradlinige Bewegung ange-
passt (siehe die Veranschaulichung in Bild 3-12 auf Seite 95). Gegeben sei eine Ellipse mit der groRen

Halbachse a=10000km, der Exzentrizitdt e=0.2. Bezogen auf die (willkurlich gesetzte) qg') — Achse

des Hansen-Systems habe das Perizentrum P der Ellipse die Winkeldistanz £x=30°. Es werde ange-
nommen, dass sich ein Erdsatellit auf einer solchen Ellipse um die Erde bewege. Die geozentrische

Gravitationskonstante betragt 1, = 398600.440km’s™.

12000
757
71 11000
Wikmis) 8.57 rlkm) 100001
6_
9000 1
551
T T T T T T T T 8000 i T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 o 1 2 3 4 5 B
Zeta(deg) Zeta(rad)

Bild 3-13: Verlauf von Geschwindigkeit V() (linke Kurve) und von Radius r() (rechts, obere Kurve, griin) und
Perigdumsdistanz rp(C) (rechts untere Kurve, rot) ber einen Umlauf 1angs der Ellipse, gerechnet mit den For-
meln der geradlinigen Bewegung

109 3504 T
g 3001
5 2503
Dzeta(deg) 7 Dzeta(deg) fgo
03 1001
—2_ 50_
wE 0
0 20 40 60 80 100120140160180 0 50 100 150 200 250 300 350
Zeta(deq) Zeta(deq)

Bild 3-14: Verlauf des Differenzwinkels A = ¢ — ¢, detailliert Uber einen halben Umlauf (linke Kurve) und
den ganzen Umlauf (rechte Kurve)

Die Perigdumsdistanz zum Mittelpunkt der Erde betréagt r,, = a(l— e) =8000km, der Parameter der
Ellipse p= a(l—ez) =9600km . SchlieBlich wird noch der Flachenparameter bendtigt. Er betragt

G = us p =61859.223 km?®s™. Alle diese Parameter miissen als Konstante verwendet werden, um



98

die Parameter flr eine Anpassung mit einer geradlinigen Bewegung mit den Formeln dieses Abschnit-
tes herleiten zu konnen. Dazu liefern die Formeln (3.129) und (3.127)
km

glOO=e9=1'2887k_m ' 911=M=1'1161k_m ' 921=M=0.6444— .
P S COS ¢ S sin S

Die Parameter g;, g, der geradlinigen Bewegung als Funktionen des Bahnwinkels £ sind

0:=0,(¢)=1.1161+6.4437cos¢ , g, =0,(¢)=0.6444+6.4437sin¢

Damit kénnen dann die Geschwindigkeit langs der Geraden, der Radius r sowie der Perigdumswinkel
Ca bei Bezug auf das Hansen-System mit den Formeln (3.131), (3.132) sowie (3.128) berechnet
werden. Die Ergebnisse flr die Geschwindigkeit V(£) sowie Radius r(£) und Perigdumsdistanz

I, () =G/V (<) sind in Bild 3-13 graphisch dargestellt.

Der Kurvenverlauf fir Radius r und Perigdumsdistanz rp ist nahezu identisch, ein Sachver-
halt, der aus der klassischen Bahnmechanik nicht vertraut ist. Allerdings handelt es sich hier um die
Perigdaumsdistanz rp der Anpassungsgeraden und nicht der Ellipse (die in diesem Beispiel mit ry be-
zeichnet wird). Diese Naherungsgerade ist also nichts anderes als die Tangente an die Ellipse. Bild
3-12 auf Seite 95 zeigt die Verhaltnisse sehr deutlich: In einem Punkt S nahert die Gerade g die Bahn-
kurve (die Ellipse) an. S hat vom Brennpunkt E der Ellipse den Abstand r. rp ist der Abstand des
Ortes auf der Geraden, der zum Bezugspunkt E am néchsten gelegen ist, also dem Perigdum
der Geraden. Diese GroRe ist in diesem Fall auch eine Funktion des Bahnwinkels . Die Ver-
haltnisse werden durch den Verlauf des Winkels & , des Winkelabstandes des Perigaums der Néhe-

rungsgeraden von der qg') — Achse des Hansen-Bezugs-Systems, noch naher beleuchtet. In Bild 3-14

kann im linken Bild groRenordnungsmafig die Differenz des Bahnwinkels £ zum Winkelabstand p
des Perigdums AC=C-Cp abgelesen werden: Das Perigdum kann sich nicht weit vom Punkt S (dem
,Oskulationspunkt*) entfernen. Das rechte Bild zeigt den Verlauf des Differenzwinkels Uber einen
ganzen Umlauf und zeigt ein Pendeln des Oskulationspunktes um das Perigdum der Anpassungsgera-
den wahrend eines Umlaufs.

3.3.4 Anpassung einer geradlinigen Bewegung mit einem Kegelschnitt

Als umgekehrte Aufgabe zum vorherigen Abschnitt soll eine gleichférmig geradlinige Bewe-
gung durch die Bewegung auf einem Kegelschnitt angepasst werden (eine Veranschaulichung
zeigt Bild 3-15). Dies ist ein rein akademisches Beispiel, das nur den Zweck hat, das in der
vorliegenden Arbeit vorgeschlagene Verfahren zur Anpassung beliebiger Bewegungsvorgén-
ge zu veranschaulichen. Es muss, wenn es sinnvoll ist, gewiss zum richtigen Ergebnis fuhren
und bestétigt somit auch, dass das Verfahren sinnvoll ist.

Vorgegeben sei die Kegelschnittbewegung mit der Polardarstellung (3.108), (3.109) auf S. 90,
P
1+ecos(¢ <)
r o= 9esin((—g“K)
¢ o

i; = F—W+bR2 ’ bT:bNIO

r =

Um hieraus eine gleichférmig geradlinige Bewegung anzupassen, muss die ,,Stérbeschleuni-
gung”
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GZ

:F bR3:O

sz = bR20+bR3 , szo

verwendet werden, denn dann kann aus der Variationsgleichung i die Bedingungsgleichung
der geradlinig gleichférmigen Bewegung (3.14) auf S. 70 erhalten werden. Wegen

G =,/ up=const. ist p=0. Die Variationsgleichungen (3.122) auf Seite 94 bei Anpassung
einer geradlinigen Bewegung mit einem Kegelschnitt lauten dann
K _ oging , e L eose
dg dg
mit den Integralen
k, =k ({)=ecosd, =—cos¢ +k, , k,=k,({)=esind, =—sing +k,, ,(3.133)

waobei kio, koo die Integrationskonstanten sind.

(1)
1

AL

Bild 3-15: Anpassung einer Geraden g durch Kegelschnitte: fest vorgegeben ist der Bezugspunkt E in einem
Brennpunkt der Ellipse, die Perizentrumsdistanz rp und der Perigdumswinkel Cp. Anpassung im Perigdum der

Geraden durch Ellipse (blau), fur Bahnwinkel £=20° durch Hyperbel H (grau), bezogen auf das q‘j') — Hansen-
System (griin)

Der Radius fir die Bewegung auf der Geraden lautet in diesem Fall
p P

1recos(¢—¢y) koS¢ +kysing

Da G und p als bekannt angenommen werden, kénnen durch Definition Konstante g1, g» ein-
geflhrt werden

G G
9, = Ekm v O = Ekzo , (3.134)

wodurch formal die aus der geradlinigen Bewegung bekannte Beziehung (vgl. Gleichung
(3.105) auf S. 89)

G
g,C0s¢ +g,sing
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folgt. Die radiale Geschwindigkeit fuhrt auf
V, = Ep(klosing—kzocosg”)
und die transversale Geschwindigkeit
V. = r¢ = % = Ep(klocongrkzosing“) ,

somit lautet die Geschwindigkeit

Vo= NZyv? o= 9\/k12(,+k220 = const. .

P

Da der Kegelschnitt, mit dem die geradlinige Bewegung angepasst werden soll, nicht not-
wendig eine Ellipse ist, wird an Stelle der groRen Bahnhalbachse die Perizentrumsdistanz

P

re=—o
K 1+e
verwendet, die flr alle Kegelschnitte einheitlich bekannt ist.

Die beiden letzten Unterabschnitte zeigen die vollstandige Aquivalenz der Anpassung einer
beliebigen Bewegung mit einer Geraden oder einem Kegelschnitt. Der Ablauf des Verfahrens
in der vorliegenden Anwendung ist im Vergleich zu dem allgemeinen Verfahren einer Anpas-
sung mit einer geradlinigen Bewegung in Bild 3-16 auf Seite 101 dargestellt.

Numerisches BEISPIEL.: Es werde die geradlinige Bewegung V = 8 km/s, r, = 9000 km, & = 40° vor-
gegeben. Mit den Beziehungen (3.134) folgen die Integrationskonstanten fiir die Kegelschnittbewe-

gung
k, =1.106977201 , k,, =.9288641611
Die Parameter (3.133) der Kegelschnittbewegung lauten
k, =k, () =ecos¢, =1.106977201-cos¢ , k, =k, (&) =esing, =0.9288641611-sin¢ ,

woraus sich unmittelbar die Exzentrizitat des Anpassungs-Kegelschnitts ergibt:

e=e(0)=y(k(O) + (. (5))

Interessanterweise bleibt der Parameter p der Kegelschnitte Uber den gesamten Anpassungsvorgang
konstant. Dagegen &ndert sich die Perigdumsdistanz rp« des Kegelschnitts erheblich. Die Apsidenlinie

(Richtung zum Perigdum) hat bezogen auf die qg') — Achse des Hansen-Systems den Winkel

-0 -on( )

In Bild 3-17 ist links der Verlauf der Exzentrizitit aufgetragen, wie er im Verlauf des Anpassungsvor-
ganges langs der Geraden auftritt: Im Bereich relativ zum Perigdum der Geraden von etwa +40° ist die
Anpassungskurve eine Ellipse, aulerhalb eine Hyperbel. Wirde an Stelle der konstanten Geschwin-
digkeit 8 km/s eine hohere gewahlt (zum Beispiel 10 km/s), wére die Anpassungskurve stets eine Hy-
perbel. Bemerkenswert ist der Verlauf des Perigadumswinkels ¢k (), der etwa im Bereich der ellip-
tischen Anpassung sich maximal veréndert, im Bereich der hyperbolischen Anpassung jedoch
umschlagt.
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Der Verlauf des Radius r wird wie zu erwarten in Bild 3-18 links wiedergegeben. Die Peri-
gaumsdistanz rpi (rechtes Bild) des Anpassungskegelschnitts hat ihr Maximum im Moment
des Durchganges durch das Perigdum der Geraden, entsprechend zunehmender Bahnexzentri-
zitdt nimmt sie stetig ab. Die entsprechenden detaillierten Zahlenwerte sind in Tabelle 3-1

zusammengestellt.

< Gegeben: Anfangszustandsvektor > < (r,r) >

V

Berechne Komponenten des Leibniz Systems r=— ¢ = 4, = C, xT,
aus dem Anfangszustandsvektor (2.46) Irl

¥

Bestimmung der ,Stér“-Beschleunigungen G2
bg, br, by im Leibniz System be, = 7 b =b, =0

v

" _ —GLd
Festlegung eines Hansen Systems G =1C0Sg, =0y Sing,
in der oskulierenden Bahnebene q¥" =r,sing, +q,cos ¢,
durch Festlegung eines Anfangswinkels () _ g q(M
ds 0, " x0Q,
Ansatz einer ebenen geradlinigen Bewegung Ansatz Kegelschnitt
charakterisiert durch drei Parameter G, g1, g2 r=p/(l+kcos¢ +k,sin¢)
Variatio_nsgleichungen der drei Para_meter dG dk, . dk,
abhangig von den ,Stoér“-Beschleunigungen E =0, E =sing’, E =—C0s¢

in der Bahnebene dG/d¢, dg,/d¢,dg, /d¢

Integration der Variationsgleichungen
der drei Parameter abhéngig vom G =const., k, =k, —cos¢ , k, =k,, —sing
(ersten) Hansenschen Bahnwinkel

L

Eventuelle Berucksichtigung der raumlichen
Bewegung durch Integration der
Variationsgleichung des zweiten HansenWinkels

v

Bezug von Hansen- und Leibniz System _ _
zum inertial angenommenen p.=a,q a9, kj=123
Newton py - System

n=0, o=const., i =const., Q= const.

\ 4
< r2
Bezug des Bewegungsvorganges zur Zeit t= t(g) =t + de;
durch Integration des Flachensatzes % G

Bild 3-16: Linke S&ule: Schema zur Anpassung einer beliebigen Bewegung durch eine geradlinige Bewegung,
rechte Saule: Spiegelung des Verfahrens auf die Anpassung einer geradlinigen Bewegung durch eine Bewegung
auf einem Kegelschnitt: Der prinzipielle Unterschied besteht in der Wahl der Kurvenparameter (g;, g, bzw. ki,
k) und der entsprechenden Variationsgleichungen
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Bild 3-17: Verlauf der Exzentrizitat e(C) (linke Kurve) und Perigdumsdistanz ¢k (C) (rechts) der Bewegung l&ngs
der Geraden (mit V=8 km/s, r, =9000km, £p=40°)

9000
80000
8000
60000
rikmj rpkkm) 70007
40000
6000
20000
seo0,
A0 20 020 40 B0 80 100 120 L0 220 0 20 40 60 &0 100 120
zeta(deq) zeta(deq)

Bild 3-18: Verlauf des Radius r(£) (linke Kurve) und Perigdumsdistanz rpk(C) (rechts) der Bewegung langs der
Geraden (mit V=8 km/s, r, =9000km, £p=40°)

¢ e rlkm] rok[km] Ck
-50° 1.757 —> ® 4717.267 74°.68380
-40° 1.608 51828.934 4986.773 77°.76066
-30° 1.449 26314.330 5310.537 80°.42817
-20° 1.282 18000.000 5699.170 82°.50135
-10° 1.109 14001.514 6166.669 83°.67685
0° 0.935 11748.666 6721.191 83°.43019
10° 0.765 10392.305 7368.558 80°.81100
20° 0.610 9577.600 8076.950 74°.08937
30° 0.492 9138.840 8717.411 60°.67111
40° 0.445 9000.000 9000.000 40°.00000
50° 0.492 9138.840 8717.411 19°.32889
60° 0.610 9577.600 8076.950 5°.91062
70° 0.765 10392.305 7368.558 -0°.81100
80° 0.935 11748.666 6721.191 -3°.43019
130° 1.757 —> 4717.267 5°.31620

Tabelle 3-1: Anpassung der geradlinigen Bewegung mit V=8 km/s, r, =9000km, £p=40° durch Kegelschnitte
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Der Anpassungsprozess ist in Bild 3-15 skizziert: dargestellt sind zwei Anpassungskurven:
Im Perigaum der geradlinigen Bahn wird die Anpassung durch eine Ellipse (blaue Bahn), weit
aullerhalb durch eine Hyperbel erreicht. Zu erkennen ist das Perigdum des jeweiligen Kegel-
schnitts, seine Ablage gegentiber dem Hansen-System, sowie die Bertihrung an die Gerade.

3.4 Anpassung einer Bewegung durch spiralartige Kurven

Das Arbeiten mit Hansen-Systemen ist in der Astrodynamik wegen ihrer grundlegenden Ei-
genschaften von grof3er Bedeutung. Als ein weiteres Beispiel fur eine geschickte Anwendung
der Hansen-Systeme wird in diesem Abschnitt die Anpassung einer Bewegung durch spiralar-
tige Kurven hergeleitet.

Wir schlieRen in den weiteren Uberlegungen unmittelbar an die Anpassung mit einer Kurve
zweiter Ordnung an. Die zugehorige radiale Beschleunigung (3.113) auf Seite 91 ist

G* G’
i = F—FerRZ
Im ,,ungestorten” Fall, by, =0, erhalten wir als einfachste Kurve den Kreis mit p=r, also
verschwindender radialer Beschleunigung
i =0 (bg,=0, p=r) . (3.135)
Die zugehdrige radiale Geschwindigkeit ergibt nach Integration
r = C (=const) . (3.136)

Fur einen Kreis muss sie verschwinden: f=C=0. Wenn aber C =0, kommen wir zu einer
vollig anderen Kurvenfamilie, die in diesem Abschnitt etwas naher untersucht werden soll*.

3.4.1 Bewegung auf hyperbolischer Spirale

15
1.0 |
05 |
ool \ AKX

NS
-
-0.5 0.0 0.5 1.0 15

Bild 3-19: Hyperbolische Spirale (n=2) mitG=1.0,C=-1.0, ¢, =20°

Zunachst ergibt Integration der letzten Gleichung

L vgl. W. ScHAUB (1952), pp. 34-37
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r = Ct+C,, (C,,=const.) . (3.137)

Der Radius andert sich linear in der Zeit. Dies bzw. die Konstanz der Radialgeschwindigkeit
r =const. ist die definierende Eigenschaft der hyperbolischen Spirale. Wie sie geformt ist,
sehen wir nach Einfihrung des Bahnwinkels £ . Da in allen diesen Féllen formal der Fl&achen-

satz r’ =G (=const.) gilt, ergibt die radiale Geschwindigkeit in (3.136)

a _Cp (3.138)
dg G
bzw. die Differentialgleichung
dr C
— = —d 3.139
- = o9 (3.139)
mit dem Integral
1 C
- = 6§+CSZ , C,, = const.
oder
P .S (3.140)
C{+GC,,

Dies ist die Polardarstellung einer hyperbolischen Spirale. Wenn C =0, wenn also Kreisbe-
wegung ausgeschlossen werden kann, kann ein Anfangswinkel £, definiert werden durch

Ch = _%Csz : (3.141)
bzw.
G
r=-—¢ (3.142)
C_é/H

Siehe als Beispiel Bild 3-19 auf Seite 103.

Um den Kreisfall, von dem ja ausgegangen wurde, nicht auszuschlieBen, soll C beliebig ge-
setzt werden koénnen. Im Kreisfall muss C,, # 0 gesetzt werden, da der Radius dann den Wert
r=-1/C,, =const. annimmt. Der Ursprung des Systems, auf den bezogen die Polardarstel-

lung der hyperbolischen Spirale erfolgt ist, ist ein asymptotischer Punkt. Die Gerade, welche
die x-Achse des Systems unter dem Winkel £, schneidet und vom Ursprung den kirzesten

Abstand |G /C| hat, ist die Asymptote an die Spirale fiir & — ¢, .

3.4.2 Verallgemeinerung der Anpassung mit spiralartigen Kurven

Aus der Polardarstellung (3.138) erhalten wir als eine VVerallgemeinerung fur beliebige ganz-
zahlige n die Differentialgleichung
a _ S (3.143)
dg G

(1) Diese Differentialgleichung enthélt fiir n = 2 die hyperbolische Spirale. Fir n = 0 folgt
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ar = Sdr . 0= o0 (3.144)
G
mit dem Integral
C
r = E;-FCSO . (3145)

Dies ist die Polardarstellung einer archimedischen Spirale. Als definierende Eigenschaft kann
nach Gleichung (3.144) der Ausdruck

r_ ¢ (3.146)

angesehen werden: Radialgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit des bewegten Objek-
tes sind zueinander direkt proportional. Aus der allgemeingiiltigen Beziehung r*¢ =G folgt,

dass die Winkelgeschwindigkeit nicht konstant sein kann, sondern vom Quadrat der Entfer-
nung vom Ursprung abhangt.

M0 8 e 4 2 0 2 46 si0iiate
Bild 3-20: Archimedische Spirale (n =0) mitG=1.0,C=1.0, ¢, =20°

Fir C=0 enthalt die archimedische Spirale als Spezialfall einen Kreis r =C,, =const. Fur
C # 0 beginnt bzw. endet die archimedische Spirale im Ursprung (siehe Bild 3-20). Hier ist

{n = ——=C, , C =20 (3.147)

als Anfangswinkel gesetzt worden. Mit r2¢ =G liefert die Differentialgleichung (3.143) fir
n=0

r‘r. = C (3.148)
somit den Zusammenhang mit der Zeit
r* = 3Ct+3C, , C, = const. . (3.149)

(2) Furn =1 erhalten wir aus Gleichung (3.143)

ar

C
- = g9 . (=D (3.150)

mit dem Integral
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C

Inr = %§+051 , C, = const. bzw. r = eec” | (n=1) , (3.151)

die Polardarstellung einer logarithmischen Spirale. Fir C = 0 erhalten wir wieder die Kreis-

bahn, fur C =0 mit dem Anfangswinkel
G
sv =~ C

eine logarithmische Spirale, die im Ursprung einen asymptotischen Punkt hat, siehe als Bei-
spiel Bild 3-21. Die radiale Geschwindigkeit ist

r:% (n=1) | (3.152)

der Zusammenhang mit der Zeit lautet also
r’ = 2Ct+C, , C_ = const. (n=1) . (3.153)

20 |

15 | _—F
10 | I

e 4

-0 |
-15 |

20 ©

25 F N

-5 0 5 10 15 20 25

Bild 3-21: Logarithmische Spirale (n = 1) mit G =5.0,C =1.0,¢{, = 20°

(3) Fur beliebiges n lautet der Radius nach Gleichung (3.143)

r" = (1—n)(%§+CSn) , n=l

(3.154)
S
r =e%et , n=1
Fiir die radiale Geschwindigkeit gilt in allen Fallen einheitlich wegen r’¢ =G
, C
V,=¥= o (3.155)
Daraus folgt die Bewegung in der Zeit
r*' = (3-n)(Ct+C , n=z3
(3-n)(Ct+Cy,) 2.156)
r = e%e” , n=3

Der Zustandsvektor hat fir Kurven der Familie (3.143) mit Radius r aus den Gleichungen
(3.154) und abhéngig vom Bahnwinkel £ die Darstellung
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r = r(g{”cos¢ +ql"sin¢)

3.157
ro= (C r”‘zcosg—gsing“)qi')+(Cr”‘zsin§+9cos§jq‘z') , ( )
r r
alternativ fur den Geschwindigkeitsvektor
— = | —r cos¢ —rsin +| —r'sind +rcos . 3.158
o = [Greosg—raing Jaf! +| & ring +reosc Jof (3158)

Als Beispiel berechnen wir im Fall der logarithmischen Spirale mit der zweiten der Glei-
chungen (3.157) die (absolute) Geschwindigkeit

vV =i = —“CZ:GZ , n=1 . (3.159)
Aus
re = ri = C = rlfcosA
folgt daraus die Konstanz des Zwischenwinkels A zwischen Radius und Tangente
CtgA = % (=const. , n=1) . (3.160)
Dies ist die charakterisierende Eigenschaft der logarithmischen Spirale.

3.4.3 Der Anpassungsvorgang mit spiralartigen Kurven

Wir wollen verlangen, dass eine Bewegung durch eine allgemeine Kurve der Form (3.154)
angepasst werde. Dazu miissen die Parameter C, G und Cg;, so variiert werden, dass die radia-
le Geschwindigkeit stets diese Darstellung hat. Die erste dieser Gleichungen liefert durch
Differentiation

A-n)rr = (1—n){%§+%g‘—%—f§+cw} Con=l
die zweite
. cC. C. CG :
r = r|:aé/+aé/—?é/+cm:| ) n=1

Vergleich mit der radialen Geschwindigkeit in Gleichung (3.155) auf S. 106 ergibt die fur
alle n giiltige Anpassungsgleichung

G?’C,, +{GC-¢CG =0 . (3.161)

Fur die radiale Beschleunigung kann t in Gleichung (3.155) differenziert und mit der allge-
meingultigen Gleichung (3.6) auf Seite 67 verglichen werden. Dazu wird noch der Faktor bg
in einen ,,ungestorten”, d. h. auf eine der anzupassenden Kurven der Familie (3.154) bezoge-
nen Anteil brs und einen ,,gestorten* Anteil bgr, zerlegt. Wir erhalten

2
io= cr;—3+bRs+bRn = Cr"?4+(n-2)C?r™° | (3.162)
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Da hier eine ,,Stérung* der vorgegebenen Kurve nur durch C gegeben wird, erhalten wir un-
mittelbar

C = r""b, (3.163)

als erste der gesuchten Variationsgleichungen im vorliegenden Anpassungsvorgang. Es bleibt
die (,,ungestorte* charakterisierende) Beschleunigung

be, = —G—j[l—(n—z)(gjzrz”} : (3.164)
r G

welche daflr notwendig ist, dass sich ein Korper auf einer spiralartigen Kurve der Form

(3.154) bewegt. Mit der Variationsgleichung (3.7) auf Seite 67 fir G und (3.163) fiir C er-
halten wir schlieBlich aus der Anpassungsgleichung (3.161) die noch fehlende Variationsglei-
chung

: . C
C,, = é[—rz bRn+r6bT} : (3.165)

Bei Bezug auf den Bahnwinkel ¢ lauten die Variationsgleichungen unter Einbeziehung der
Variationsgleichung fiir den Flachenparameter G wegen der Zeitgleichung r’¢ =G

d_C: " bRn

dg

aGc r®

—=— 3.166
ic "G b, ( )
dc, r*" r’c

d; =" G3 bRn + G4 bT .

Fur den Radius r mussen die Ausdriicke aus den Gleichungen (3.154) eingesetzt werden, die
Beschleunigungen bg, und bt bewirken, dass mit der gewdéhlten Spirale die anzupassende
Kurve beschrieben werden kann. Falls es sich um eine Raumkurve mit der normalen Be-
schleunigung by, # 0 handelt, wird mit den Beschleunigungen bgr, und by die Projektion der

wahren Kurve in die oskulierende Bahnebene beschrieben.

3.4.4 Konstruktion weiterer Spiralen

Mit den Formeln dieses Abschnittes ist es nun ein leichtes, weitere Spiralen zu konstruieren .
Wir wollen als Beispiel den Fall n=3 wéhlen (die entsprechende Spirale soll hier als Dreier-
Spirale [3-Spirale] bezeichnet werden). Die erste der Formeln (3.154) liefert fur den Radius in
Abhéngigkeit vom Bahnwinkel ¢

G G
o A R e

wobei C, G und der Anfangswinkel (3 charakterisierende konstante Ausgangsgrofien sind und
mit

G
{3= _ECS3 ' (3.168)

Die Radialbeschleunigung der 3-Spirale betrégt nach Formel (3.162) wegen C = const.
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if=rC? (3.169)

Transversal- und Normalbeschleunigung wirken auf diese Bewegung nicht: b, =b, =0. Die

radiale Beschleunigung, die einen Kdrper zwingt sich auf einer derartigen Kurve zu bewegen,
betragt nach Formel (3.164)

2

by, =b =—Cr;—3+rc2 . (3.170)

S Rs(3)

Bild 3-22 zeigt eine solche Kurve mit den Parametern G=5, C=-1, {3=50°. Es fallt auf, dass
die Kurve bis zu einem Wendepunkt bei etwa (x,y)=(1.2,2.4) konvex, ab da konkav verlauft.
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Bild 3-22: Dreier-Spirale (n = 3) mit G =5.0,C = -1.0,{; =50° W

Wird die 3-Spirale zur Anpassung einer beliebigen Bewegung ausgewahlt, lauten die Variati-
onsgleichungen mit den Formeln (3.163) und (3.165) sowie (3.7)

¢ b
r
Css_é[_%*'rgm}
G r G (3.171)
G =rb;
. r
n :abN

bzw. bei Bezug auf den Bahnwinkel ¢ als unabhéngiger Variable
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dC r

=~ __p
de G re
dc re r*¢cc re r’C
d_gis :_EbRS—'—?bT -G bRS_?bT
(3.172)
© _r,
dg G
d 3
an :r_sz
d¢ G

BEISPIEL: Anpassung einer Geraden durch eine 3-Spirale:

Da eine gleichformig geradlinige Bewegung durch die Radialbeschleunigung ©=G?/r® erzeugt
wird, muss auf einen Kdrper, der sich auf einer 3-Spirale bewegt, die ,,Storbeschleunigung* nach Be-
ziehung (3.162) und wegen (3.170)

GZ

bes = _bRS(S) = F -

rc?

einwirken, um diesen Kdrper auf eine gleichférmig geradlinige Bewegung zu zwingen. Wird hier die
eine 3-Spirale beschreibende Polargleichung (3.167) eingesetzt, ergeben sich die beiden Variations-
gleichungen

C2
2(¢C+GCy;,)

4G _ ¢ ¢ |__¢gdc
d¢ G 2(6C+6Cs) 2(£C+GCy) Gd¢

dC

E :—2(§C+GCS3) +

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind Funktionen C=C(¢) , Cgy =Cg,(¢), sowie
G =const.,n=0.

3.4.5 Systematischer Uberblick tiber einige wichtige Spiralen

Die in den vorhergehenden Abschnitten zusammengestellten Formeln kénnen auch verwendet
werden, um die ungestérte Radialbeschleunigung nach Gleichung (3.162) und die charakteri-
sierende ungestorte Beschleunigung nach Gleichung (3.164) fir die einzelnen Spiralen be-
rechnen zu kénnen:

Fall n=-1:

i =-3— (3.173)

Fall n=0 (Archimedische Spirale):
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GZ CZ
Bes = Drso) :_F_ZF , (n=0)
2
P = —ZCr:—5 (3.174)
C
=5 (¢
Fall n=1 (Logarithmische Spirale):
G* C?
Bes :bRS(l) :_F_F , (n=1)
2
Po= —Cr:—s (3.175)
= C
r o= e%ec | (Cm :_aé’LJ
Fall n=2 (Hyperbolische Spirale):
G2
Brs = bRS(l) = = , (n=2)
i =0 (3.176)
f o G
c(¢-¢n)
Fall n=3 (3-Spirale):
G2
bes = bess) :—FHCZ , (n=3)
i =rC? (3.177)

3.5 Die fur einen bestimmten Bewegungsvorgang benétigten Beschleuni-
gungen

Der Ruckgriff auf die formale Darstellung einer geradlinigen Bewegung erlaubt in sehr einfa-
cher Weise die Beschleunigungen zu berechnen, die ursachlich fir einen Bewegungsvorgang
auf einer bestimmten Kurve sind. Es sei also moglich, die Bewegung auf der gewunschten
Kurve durch Beobachtung (oder eine vorgegebene Forderung) in der Form der Polardarstel-
lung einer geradlinigen Bewegung darzustellen

B Sle! 3.178
T 0(Q)cosg g, (C)sing (3.178)

Aus den Variationsgleichungen der geradlinigen Bewegung in der Form (3.104) auf Seite 88
konnen dann unmittelbar die Beschleunigungen in radialer und transversaler Richtung be-
rechnet werden:




112

b, :92(3% sing — ifcosg“j

b, = (3géjcos§+ ggsmg”j

Um die normale Beschleunigung by zu berechnen, die noch fehlt um die gesamte Beschleuni-
gung auf den betrachteten Bewegungsvorgang zu erfassen, muss die Rotation 77 um den Orts-
vektor beobachtet werden. Gelingt dies, so ist mit dem Formalismus der geradlinigen Bewe-
gung die normale Beschleunigung unmittelbar aus Gleichung (3.102) auf Seite 88 erhéltlich:

by = 7n(g,cosd +g,sing) . (3.180)

(3.179)

BEISPIEL: Das Verfahren soll an einem bekannten und sehr einfachen aber instruktiven Beispiel er-
lautert werden. Zu berechnen seien die Beschleunigungen, die erforderlich sind, um eine Bewegung
auf einem Kegelschnitt zu erzwingen. Die Kegelschnittbewegung erfolgt mit der tiblichen Polardar-
stellung

r——P (3.181)
1+ecosv

Um diese formal auf die Darstellung einer geradlinigen Bewegung in der Form (3.178) zurlickfihren
zu konnen, muss erfillt sein

%(1+ec050)=é(glcos§+gzsin§) : (3.182)

Die linke Seite dieses Ausdrucks wird auf den Hansen’schen Bahnwinkel £ durch Einfiihrung des
konstanten Perizentrumswinkels ¢, = £ —v bezogen. Damit erlaubt die linke Seite die Umformung

%[1+ecos(§—;8)]:%[cos;(cosg+ecos§B)+sin§(sin§+esin§B)] .
Vergleich mit der rechten Seite in Gleichung (3.182) ergibt die gesuchten Beziehungen
G G,. .
g, = gl(g):g[cosgﬁtecosg}] , 0,= 92(5)26[5'”§+65'n53] . (3.183)

Mit den entsprechenden Variationen

%:—Esing : %:Ecosg (3.184)
dg p dg p
kdnnen die gesuchten Beschleunigungen aus den beiden Gleichungen (3.179) berechnet werden:
G’ 1
bR = —?r—z y bT =0 . (3185)

Dieser Losungsweg konnte mit der Aussage gekoppelt werden: wie muss eine geradlinige Bewegung
~gestort werden, damit die Bewegung auf einem Kegelschnitt verlauft. Ahnlich wie die Losung des
Zweikorperproblems durch J. Hermann ist diese Losung auf rein kinematischem Weg gefunden wor-
den ohne jeden physikalischen Bezug. Die Hermannsche Lésung® impliziert das Fehlen einer transver-
salen Beschleunigung bei einer Bewegung auf einem Kegelschnitt dadurch, dass in der Beschleuni-

! HErRMANN, J. (1710)
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gungsgleichung 1 = —ur,/ r® nur die radiale Beschleunigung vorkommt. Dagegen begriindet der hier

hergeleitete Losungsweg explizit das Fehlen der transversalen Beschleunigung. Vor diesem Hinter-
grund kann der hier vorgestellte Ldsungsweg als allgemeingtiltiger angesehen werden. Erst mit der

bekannten dynamischen Beziehung G? = p (drittes Keplersches Gesetz) folgt aus (3.185) die
Keplersche Beschleunigung in der Form b, = —z/r>. m

Anmerkungen:

1. Der Zusammenhang zwischen einer Bahnform und der Beschleunigung, die eine Bewe-
gung auf dieser Bahn erlaubt, ist von rein kinematischer Natur. Sie erlaubt keinerlei Aus-
sage Uber eine physikalische (oder technische, d.h. gesteuerte) Ursache der Beschleuni-
gung.

2. Die Hermannsche Ldosung des Zweikdrperproblems ging vom ersten Keplerschen Gesetz
(der Bahnform) und dem zweiten Keplerschen Gesetz (dem Flachensatz) aus. Die Frage
ist, wird in der hier gefundenen L&sung, die von der Bahnform ausgeht, tiberhaupt das
zweite Keplersche Gesetz bendtigt und wenn ja, wo ist es versteckt. Die radiale Bescheu-

nigung by :—Gzl(prz) ist notwendig flr die Bewegung auf einem Kegelschnitt, also

die Aussage des ersten Keplerschen Gesetzes. Das Verschwinden der transversalen Be-
schleunigung by fuhrt wegen der (allgemeingultigen) Variationsgleichung G= rb, not-
wendig und hinreichend auf die Konstanz des Flachenparameters, also auf das zweite
Keplersche Gesetz.

3. Der hier gegebene LoOsungsweg zur Berechnung der Beschleunigungskomponenten
b.,b;,b, In Bezug auf das Leibniz-System, die erforderlich sind um eine Bewegung auf
bestimmten Bahnkurven zu erzwingen, ist ohne den Bezug auf den Formalismus der ge-
radlinigen Bewegung und ohne den Bezug auf ein Hansen-System nicht méglich. Der
Bezug auf die geradlinige Bewegung impliziert die Aussage, dass die berechneten Be-
schleunigungen die vollstandige ,,Stérung* darstellen, welche den Bewegungsvorgang
formen. Der Bezug auf das Hansen-System erlaubt in einfacher Weise die Berechnung
der bendtigten Differentiationen und fiihrt somit direkt zur Berechnung der Beschleuni-
gungen in Bezug auf das Leibniz-System.

4. Eine mdgliche Bewegungsabhangigkeit des Flachenparameters G ist in der formalen Dar-
stellung (3.178) der geradlinigen Bewegung enthalten. Sie muss daher vor der Berech-
nung der Beschleunigungskomponenten bekannt sein genau so wie die Abhangigkeit der
Parameter g; in Bezug auf die Zeit bzw. auf den Hansenwinkel { uber den Flachensatz

r?¢ =G. Wenn aber die transversale Beschleunigung br nicht verschwindet, zeigt sich
eine Variabilitat von G implizit in der Variationsgleichung (3.7) G = rb. . Nach Berech-

nung der transversalen Beschleunigung b aus der zweiten der Gleichungen (3.179) kann
also G=G (g“) durch Integration dieser Variationsgleichung erhalten werden. Dies kann

als Verifikation des Rechenprozesses dienen.

3.6 Das Abstandsgesetz

Eine Uberraschende Querverbindung erlaubt die Polargleichung fiir den Radius (die erste der
Formeln (3.80) auf Seite 85)

G

= = (3.186)
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durch Auflésung nach der (absoluten) Geschwindigkeit

G 1

Diese Beziehung erinnert an das Keplersche Abstandsgesetz' V ~1/r. Vor dem Hintergrund
der Anpassung einer beliebigen Bewegung durch eine geradlinige Bewegung und des Bezugs
auf ein Hansen System mit der Abhéngigkeit des Perizentrumswinkels ¢, = ¢, (&) von dem

Hansenschen Bahnwinkel ¢ lasst sich erkennen, dass die Darstellung (3.187) vollstandig all-
gemeingultig ist. Der urspriingliche Keplersche Ansatz eines Abstandsgesetzes kann also mit
der Abrundung durch den exakten Ausdruck (3.187) als geniale Idee in der richtigen Richtung
bezeichnet werden.

BEISPIEL: Im Fall einer Kreisbewegung ist {, = ¢ , mit Hilfe des dritten Keplerschen Gesetzes in
der Form G =/ up, ergibt Formel (3.187) die Beziehung

v, =GR H (3.188)
“Tr r r

da fur Kreisbewegungen p=r=const..

3.7 Problematik einer Anpassung mit einer Kreisbewegung

Die im bisherigen Kapitel bearbeiteten Untersuchungen sind zwar im Hinblick auf Hansen-
Systeme durchgefuhrt worden, es bleibt aber die Frage, ob dieser Bezug recht willkirlich also
quasi durch Definition, wie in seiner Originalarbeit von P. A. Hansen selber durchgefiihrt,
erzwungen werden musste. Um diese Fragestellung zu beantworten missen wir auf Satz H9
in Abschnitt 2.4.1 auf Seite 38 zurlickgehen. Danach ist jeder Bewegungsvorgang (zumindest
jeder, der in geradlinigen Koordinaten beschrieben werden kann) notwendig auf ein Hansen-
System bezogen und muss nicht per definitionem erzwungen werden. Fur jede Bewegung, flr
die in Bezug auf einen Ursprung eine transversale Geschwindigkeit existiert und somit auch
der radiale Richtungsvektor einen nicht verschwindenden Betrag hat, kann diese nach Satz H9
als Variation des Bahnwinkels (,,erster Hansen-Winkel) gedeutet werden. Dieser Bahnwin-
kel ist notwendig auf ein Hansen-System bezogen. Dessen wichtigste Eigenschaft besteht
darin, dass im relativen Geschwindigkeitsvektor eines bewegten Objektes die Eigenbewegung
des Hansen-Systems verschwindet: Relativer und absoluter Geschwindigkeitsvektor sind
identisch, eine Eigenschaft, die sonst nur fir ein inertiales System zutrifft. Eine Bewegung,
die in diesem System beschrieben wird, hat als unabhéngigen Parameter den Bahnwinkel C.
Den Bezug zur Zeit stellt das allgemeingiiltige Zeitintegral aus der Variationsgleichung

r?¢ =G her, welche den Bahnwinkel ¢ und die Zeit t verkniipft. Die Untersuchungen in die-

sem Kapitel haben auch gezeigt, dass als eine Folge dieses allgemeinen Bezuges der Bewe-
gung auf ein Hansen-System eine Bewegung (zumindest eine solche, die in geradlinigen Ko-
ordinaten beschrieben werden kann) durch eine geradlinige Bewegung angepasst werden
kann. Damit ist es auch mdglich, die Beschleunigungen herauszuarbeiten, die nétig sind, um
einen bestimmten Bewegungsvorgang zu erzwingen. Weiter lasst sich aus diesen Untersu-
chungen bereits erkennen, dass eine (vielleicht jede) beliebige Bewegung durch eine geeigne-
te Variation der Kurvenparameter beschrieben werden kann. Diese Folgerungen sollen im
folgenden Abschnitt und in Kapitel 4 naher untersucht werden.

! Siehe in Abschnitt 3.2.3 auf Seite 75
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Es ist ersichtlich, dass nach der bisher entwickelten VVorgehensweise relativ willkirlich Bahn-
kurven postuliert werden kénnen, die durch Variation ihrer Parameter die Anpassung an eine
beliebige Bewegung erlauben. Wie weit dies aber sinnvoll ist und welche solcher priméarer
Kurven besonders zur Lésung himmelsmechanischer Problemstellungen geeignet sind, bedarf
weiterer vertiefter Untersuchungen. Es ist anzunehmen, dass spezielle Probleme durch die
Vorgabe spezieller primérer Kurven vorteilhaft gelést werden kénnen. Wir wollen im Rah-
men von Beispielen zum Anpassungsvorgang in Abschnitt 4 ab Seite 148 weiter darauf ein-
gehen.

3.7.1 Der Spezialfall Kreisbewegung

Auf die Frage, ob jede beliebige Kurve fiir eine Anpassung geeignet ist, kénnen wir jetzt
schon eingehen. In der antiken Himmelsmechanik, die in den Vorstellungen Platons ihren
geistigen Hohepunkt gefunden hat, spielt die gleichférmige Kreisbewegung die zentrale Rol-
le. Die gleichférmige Kreisbewegung ist danach die Bewegung im Sinne eines Hansen-
Systems, eines Systems also, dessen Eigenbewegung die Darstellung der Bewegung nicht
beeinflusst, auch wenn ,,entgegengesetzte Kréfte“ diese Bewegung (scheinbar) stéren kon-
nen’. Man konnte nach der im vorliegenden Kapitel untersuchten Methode der Anpassung
beliebiger Bewegungen versucht sein, den Schluss abzuleiten, dass es im Sinne Platons ware,
die gleichférmige Kreisbewegung als Ausgangsbewegung zur Anpassung beliebiger Bewe-
gungen zu wahlen.

O U]
2 1

N

g

Bild 3-23: Anpassung von Gerade an Kreis

Ein Korper befindet sich auf einer Kreisbahn um einen gegebenen Punkt, wenn er von diesem
Punkt stets dieselbe Entfernung hat, der Radius von diesem Punkt aus identisch konstant ist.
Eine Variation des Radius findet nicht statt, d. h. es gibt keine Radialgeschwindigkeit und
eine radiale Beschleunigung ist nicht erkennbar:

r =const. , =0 , =20

Aus der zweiten dieser Beziehungen folgt unmittelbar:

» Wird eine Kreishewegung fiir eine Anpassung zugrunde gelegt, gib es keine erste An-
passungsgleichung.

Aus der allgemeingiltigen Variationsgleichung der Radialbeschleunigung (,,Leibniz Glei-
chung®) (3.6) auf Seite 67

! Siehe etwa in J. B. SKEMP (1942), p. 81 und im Originaltext bei PLATON (1991), Tim. 38d, sowie Nom. 896e
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2 2
= G—+bR = (r5—3+bRC+bRo (3.189)

folgt, dass fur eine Kreisbewegung notwendig die radiale ,,Storbeschleunigung*

GZ
-—— ,

b =
RC r

by = O (3.190)

wirken muss. Wie diese physikalisch zustande kommt, ist in diesem Zusammenhang nicht
von Interesse.

Eine Aussage, wie diese Bewegung auf einem Kreis erfolgt, ben6tigt die Kenntnis der trans-
versalen Geschwindigkeit

. G
VT:ré,:T

Wenn G =rb, und by =0, ist G = const. und wegen r = const. ist die Bewegung gleichmaRig,
erfolgt also mit konstanter Geschwindigkeit

V=V, = G const.
r

Ist aber b, =0, d. h. gibt es eine transversale Beschleunigung, ist auch die transversale Ge-

schwindigkeit nicht konstant, die Bewegung ist dann also nicht gleichmaRig. Dies ist wohl der
von Platon angenommene Fall der Planetenbewegung, die auf Kreisbahnen erfolgend durch
»entgegengerichtete Krafte” nicht die Kreisformigkeit wohl aber (scheinbar nur wie Platon
meint) die Gleichférmigkeit dieser Bewegung beeinflusst. (Hier wére es interessant zu unter-
suchen, inwieweit die ,,entgegengerichteten Krafte* (évavtion Suvapeic) bei Platon als eine
Vorwegnahme des dritten Axioms I. Newton’s (actio = reactio) betrachtet werden konnten).

Ein Kreis kann als Spezialfall einer Kurve zweiter Ordnung, also eines Kegelschnitts mit der
numerischen Exzentrizitat e=0 aufgefasst werden. Die spiralartigen Kurven, welche durch die
Differentialgleichung (3.143) auf S. 104

ar = ¢ d¢  (nganzzahlig)

r G
beschrieben werden, haben ebenfalls als Grenzkurve (fir C — 0) einen Kreis. Und diese Ei-
genschaft trifft noch fir viele andere bekannte Kurven zu. Das bedeutet, die Bewegung auf
einem Kreis kann mit einer solchen Kurve in elementarster Weise angepasst werden. Umge-
kehrt ist zu erwarten, dass es ebenso in einfacher Weise gelingen sollte, beliebige Bewegun-
gen mit einem Kreis als Ausgangskurve anzupassen. So hat es im Grunde genommen bereits
die antike Astronomie versucht, die damit allerdings bekanntlich gescheitert ist. Im Prinzip ist
aber nicht einzusehen, warum nicht auch eine spezielle Kurve wie ein Kreis an Stelle eines
Kurventyps wie Kurve erster oder zweiter Ordnung oder spiralartige Kurve usw. fur einen
Anpassungsvorgang fir irgendeinen Bewegungsvorgang herangezogen werden sollte.
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Im allgemeinen Anpassungsvorgang werden drei Parameter’, die bei exakter Bewegung auf
dieser Kurve konstant sind, im ,,Storfall also in einem Anpassungsvorgang als variabel be-
trachtet. Im Fall des Kreises kann es sich bei einem solchen Parameter um den Radius r han-
deln, der ja im Fall exakter Kreisbewegung konstant ist. Seine Variation ist

Fo= Ve = Valt)

als Funktion der Zeit. Das Problem liegt bei der Suche nach den weiteren Parametern. Diese
kdnnten ein Anfangswinkel sein, der sich auf einem Kreis aber nicht auszeichnen lasst. Die
radiale Geschwindigkeit scheidet als Parameter aus, da sie auf einem Kreis stets verschwin-
det, =0, also nicht als charakterisierender Parameter in Frage kommt. Bei ,,gestorter
Kreishahn ist in der Leibniz-Gleichung (3.189) by, # 0, also

I =bg,

mit dem Integral

r = [ | bydtdt

mit zwei Integrationskonstanten. Wir wollen die Situation zundchst an zwei Beispielen be-
trachten:

1. Anpassung einer (beliebigen) Kegelschnittbewegung durch einen Kreis

Die vorgegebene Kreisbewegung hat nach Bedingung (3.190) die radiale Beschleunigung
b =—G?/r®. Nach Gleichung (3.113) auf Seite 91 zwingt die ,,Stor*-Beschleunigung

einen bewegten Korper notwendig auf eine Kegelschnittbewegung (uber die Verknipfung der
Parameter G und p kann in diesem Stadium keine Aussage gemacht werden, was hier aber
auch gar nicht benotigt wird). Die radiale ,,Stérbeschleunigung® bg wird im Fall einer Anpas-
sung mit einem Kreis nach Gleichung (3.189) auf S. 116 in die Anteile brc, der die Kreisbe-
wegung notwendig erzwingt, und bgg als ,,Stérung* der Kreisbewegung zerlegt. Im vorliegen-
den Fall muss daher sein

G? G2
by = by-by. = —— +—
RO R RC pr2 r3

Die radiale Beschleunigung, die eine von einem Kreis abweichende Kegelschnittbewegung
erzwingt, ist

G* G’

3 prZ

'r':bRozr

! Wie zum Beispiel in Abschnitt 3.2.5 fur den Fall der geradlinigen Bewegung als Anpassung zur Beschreibung
beliebiger Bewegungen durchgefiihrt wurde
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Das erste Integral lautet

. G* 2G°

r? = _r_2+F+ZCCl , C. = const.
Fur eine zweite Integration wird der Bahnwinkel ¢ mit der allgemeinglltigen Beziehung
r2¢ =G eingefiihrt und die entsprechende Differentialgleichung

dr

= d¢
r\/zczC1 221
G p
integriert zu
;—1
- = arcsin
£-¢ T
GZ p2

Hier ist £, die neue Integrationskonstante. Wird sie umdefiniert
g—¢y = §—gg+210°
hat das Integral die erwartete Polardarstellung eines Kegelschnitts

r o= P ,

2
1+\/2Cc°;12p—1 cos(¢ — <)

worin die (numerische) Exzentrizitat aus der ersten Konstante iber

G?(e* +1)
T2 Ca

berechnet werden kann. H

2. Anpassung einer gleichféormig geradlinigen Bewegung durch einen Kreis

Eine gleichformig geradlinige Bewegung entsteht, wenn auf das bewegte Objekt keine ,,Stor-
beschleunigung® wirkt, wenn in Gleichung (3.189) auf S. 116 bg = 0 ist. Die Beschleunigung,
die einen Korper von einer vorgegebenen Kreisbahn mit radialer Beschleunigung brc auf eine
Gerade mit radialer Beschleunigung bg = 0 zwingt, betrégt daher notwendig
GZ

bpo = br—Dbrc = F
Fir eine Kreisbewegung kann der Radius r als ein charakteristischer Parameter aufgefasst
werden, der im Fall einer Kreisbewegung konstant ist, im Fall einer ,,Storung“ der Kreisbe-
wegung veranderlich wird. Im vorliegenden Fall der Anpassung einer geradlinigen Bewegung
mit einer Kreisbewegung hat der ,,Parameter” r somit die Variation

GZ

i =
r.3
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Das ist aber die radiale Beschleunigung einer geradlinigen Bewegung, die wir schon aus Glei-
chung (3.14) auf Seite 70 kennen und welche die in Abschnitt 3.2.1 ab Seite 68 hergeleiteten
Ergebnisse der geradlinigen Bewegung hat. Die ursprungliche Kreisbewegung, von der aus-
gegangen wurde, ist hier nicht mehr zu erkennen.

Wir stellen mit Verwunderung fest, dass in den Beispielen der Anpassung mit einem Kreis die
Gleichung fur die radiale Beschleunigung identisch ist mit der Darstellung ohne Anpassung
mit irgendeiner Kurve. Diese Aussage ist allgemein richtig, denn wenn in Gleichung (3.189)
der Faktor bro berechnet wird mit der fiir eine Kreisbewegung' notwendigen Beschleunigung
b =—G*/r*, ist allgemein

GZ

bRO = bR _bRC = bR +F

Wird dies in die allgemeine Leibniz Gleichung (3.189) eingesetzt, bleibt in vollstandiger All-
gemeinheit flr die Anpassung mit einer Kreisbewegung

. G’ G? G* G?

r = _3+bR = _3+bRC +bR0:_3__3+bR0: bRO . (3191)

r r r r

Dieser Sachverhalt ist ganz elementar eine Folge der Aquivalenz des Betrages der Kreisbahn-

beschleunigung b, =—G?/r® und der Bedingung fir gleichférmig geradlinige Bewegung
G?/r® (in Formel (3.14) auf Seite 70).
Wir schlieRen aus dem merkwiirdigen Ergebnis der vorstehenden Uberlegungen:

Wird eine beliebige Bewegung mit einem Kreis (bzw. allgemeiner einer hyperbolischen Spi-
rale) angepasst, so wirkt sich dies nicht auf den Anpassungsvorgang aus: die radiale Be-
schleunigung bei Anpassung mit einem Kreis ist identisch der radialen Beschleunigung ohne
Anpassung mit irgendeiner Kurve. Im Fall einer allgemeinen hyperbolischen Spirale C =0
lasst sich als Anpassungsgleichung die Gleichung (3.163) auf Seite 108 deuten. Im Fall einer
Kreishahn gibt es — wie wir schon bemerkt haben — keine erste Anpassungsgleichung.

P Die gleichférmige Kreisbewegung und allgemeiner die Bewegung auf einer hyperboli-
schen Spirale sind die einzigen Bewegungen, bei denen ,,Stérbeschleunigung® und
Beschleunigung der ,,ungestérten* Bewegung im Gleichgewicht stehen.

Im Fall eines Kreises ¥ =0 (e =0) lasst sich nicht einmal eine Anpassungsgleichung auf-

stellen, denn in r gibt es ja keinen Parameter, der fur einen Anpassungsvorgang variiert wer-
den konnte. Dies bedeutet, dass der Kreis die einzige Kurve ist, die sich dem Anpassungsvor-
gang vollstandig entzieht. Wir werden auf die allgemeinen Variationsgleichungen (3.5) auf S.
67 zurickgeworfen. Wird umgekehrt mit bekannter radialer Beschleunigung bg, eventuell
auch bekannten transversaler und normaler Beschleunigung bt , by, eine Funktion fir den
Radius aus Gleichung (3.5) berechnet, ist das so als ob mit einer Kurve r =const., ¥ =0,
i'=0 also einem Kreis die wahre Bewegung, fiir die bg, br und by gegeben sind, angepasst
wirde.

P Anpassung mit einem Kreis hilft nicht und schadet nicht. Anpassung mit einem Kreis
ist so als gabe es keine Anpassung. Erfolgt keine Anpassung ist es so als ob mit einem

! bzw. aus den Gleichungen (3.176) auf Seite 111 fiir n = 2 ersichtlichen allgemeinen Bewegung auf einer hy-
perbolischen Spirale
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Kreis angepasst wirde. Der Kreis ist fur die Anpassung an eine beliebige Bewegung
weder von Nutzen noch von Schaden, er erscheint in diesem Zusammenhang indiffe-
rent, ,,unantastbar*‘.

3.7.2 Elemente einer Kreisbewegung

Als ,,Elemente” einer Bewegung werden Parameter bezeichnet, die in einer als Grundbewe-
gung bezeichenbaren Ausgangsdarstellung einer Bewegung konstant sind, bei Einwirkung
von irgendwelchen ,,Stor-“ Beschleunigungen variabel werden und dann mit Zeit- oder
Bahnwinkel-abhdngigen Variationsgleichungen beschrieben werden kénnen. Im Fall der
»Anpassung“ einer beliebigen Bewegung ohne Grundbewegung, was nach dem vorstehenden
einer Anpassung mit einer Kreisbewegung gleichwertig ist, liegt es nahe, im Zustandsvektor

r=rr, ; © = fr+rfq,

die Parameter
¢, =r ; C, =1 , C = — (3.192)

als derartige ,,Elemente* aufzufassen: es ist ja im Fall einer gleichférmigen Kreisbewegung
r =const., ¥ = const.,, G = const., wobei die Gleichférmigkeit der Bewegung durch die kon-
stante transversale Geschwindigkeit V, =G/r =const. beschrieben wird'. Im Allgemeinen

werden 6 solcher ,,Elemente” wegen der Sechsdimensionalitat des Zustandsvektors bendtigt.
Das vierte und das flinfte Element stammen aus der raumlichen Bahnorientierung, sind also in
einem der Einheitsvektoren des mitgefuhrten (Leibniz-) Bahnsystems rq, go oder ¢, enthalten,
wie sie etwa mit der Variationsgleichung (3.9) auf Seite 67 beschrieben werden. Als sechstes
Element wird eine Grolie gewahlt, welche die Position des bewegten Objektes in seiner Bahn
zu einem bestimmten Zeitpunkt t charakterisiert. Hierfir konnte der Bahnwinkel

C = ¢ (3.193)
gewahlt werden, der allerdings stets eine ,,schnelle* Variable ist. Die Variationsgleichungen

in diesem allgemeinsten Fall einer Anpassung lauten in den vier Bahnebene-bezogenen Para-
metern

C, =1 =20,
G® (o4

C2 =TI = F+bR = ?j-i-bR

GY G rG C,C, (3.194)
o= 7] = T = e

r rr C,

: G C
C. = = 2 - =
° ¢ = C,

Diese Variationsgleichungen sind bemerkenswert, weil nur zwei von ihnen ,,Stor-*“ Beschleu-
nigungen enthalten und das auch noch vollig getrennt nach radialem und transversalem Be-
schleunigungsanteil. Die Variation der Bahnebene und damit der die raumliche Orientierung
der Bahnebene beschreibenden Parameter werden ausschlieBlich durch die normale Be-

! Bemerkenswert scheint in diesem Zusammenhang ein Hinweis auf einen Zusammenhang mit den kanonischen
Elemente von Hill, der u.a. I,f als ,Elemente” eingefilhrt hatte, allerdings ohne eine Verkniipfung mit der
Kreisbewegung als Ausgangskurve fur eine Anpassung herzustellen (vgl. etwa BRUMBERG, V. A. (1995), p.149)
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schleunigungskomponente by gepragt, wie Gleichung (3.9) auf Seite 67 zeigt. Die hier be-
handelten Variationsgleichungen sind somit der vollig allgemeine Urtyp aller Arten von Vari-
ationsgleichungen. Unter diesem Gesichtspunkt kann die Kreisbewegung mathematisch ntch-
tern als die ,,Mutterbewegung* aller Bewegungsarten charakterisiert werden, weil sie eine
Anpassung beliebiger Bewegungen ohne eine spezielle Grundkurve erlaubt. Allerdings muss

die radiale Beschleunigungskomponente b,. =—-G?/r® vorausgesetzt werden konnen.

Speziell eine geradlinige Bewegung wird mit b, =0, eine Kegelschnittbewegung mit
b, =—G?/pr?=-CZ/p (mit p = const.) erhalten, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde.

3.8 Abgrenzung des Begriffes der Anpassung

Der Begriff Anpassung wird in der vorliegenden Arbeit enger gefasst als er ublicherweise
verwendet wird: es handelt sich um ein spezielles Verfahren, bei dem nicht iterativ eine be-
rechnete Kurve immer besser an die vorgegebene Bewegungskurve angepasst wird. Vielmehr
wird hier in formal identischen Einzelschritten eine Teilbeschleunigung auf eine gegebene
Kurve angewandt um eine neue Kurve zu erhalten, welche den berticksichtigten Beschleuni-
gungen genligt. Dieser Prozess wird fortgesetzt, bis alle relevanten Beschleunigungen abgear-
beitet sind. Eine gute Naherung an die Sollkurve kann daher erst am Schluss des gesamten
Anpassungsprozesses erwartet werden. Um en Begriff der Anpassung praziser zu fassen, wer-
den die folgenden Anmerkungen gemacht:

1. Die Anpassungsgleichung (3.110) auf S. 91 zeigt, dass auch im Fall r = const., ¢ = const.
die Variationen in den Parametern e, ¢, und p keineswegs verschwinden mussen. Das bedeu-

tet, dass auch vermutlich sehr komplizierte Beschleunigungen eine Kreisbewegung verursa-
chen konnen. Diese kann sogar gleichformig sein, wenn die Geschwindigkeit V = const. ist.
Aus

i = Fry+rgq,

folgt im Falle einer Kreisbewegung V = G/r. Wenn by = 0 ist, wird G = const. sein, was not-
wendig und hinreichend fur V = const., also wieder gleichférmige Bewegung ist. Wird
by, =0 sein, liefern die Variationsgleichungen (3.116) auf S. 92 Variationen in e und ¢,

wobei die Variationen in p noch offen sind.

2. Abgrenzung des Begriffs der intermedidaren Bahn zur Anpassungskurve:

Unter intermediarer Bahn wird in der Himmelsmechanik eine Bahnkurve verstanden, die ei-
ner wahren Bahn mit einer gewissen Genauigkeit angepasst ist. Sie kann daher im Rahmen
einer vorgegebenen Genauigkeit die wahre Bahn darstellen. Der wahre Grund fir die Aus-
wahl einer intermedidaren Bahn ist in der Regel ihre leichtere eventuell sogar rein analytische
Integrierbarkeit als die gegebene wahre Bahn erlaubt und dass sie damit als Ausgang fir eine
numerische Bahnverbesserung verwendet werden kann. Zum Erreichen einer noch hoheren
Anpassungsgenauigkeit an die wahre Bahn werden die Gleichungen der intermedidren Bahn
mit den Methoden der Stérungsrechnung ,,verbessert”. Der dazu bendtigte Integrationsvor-
gang geht von der intermedidren Bahn aus. Die in diesem Abschnitt vorgestellte Anpassungs-
kurve kann dagegen eine willkirlich erscheinende Kurve sein, die mit der wahren Bahn Uber-
haupt keine Ahnlichkeit aufweisen muss. Durch Variation ihrer Parameter wird sie so ,,verbo-
gen®, dass eine im Rahmen einer gegebenen Genauigkeit giiltige Anpassung der wahren Bahn
erfolgen kann. Das Ergebnis einer solchen Anpassung kann eine intermedidre Bahn sein. Al-
lerdings findet bei diesem Anpassungsvorgang, der mit der Methode der Variation der Para-
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meter erfolgt, stets eine Anpassung an die wahre Bahn in der Sprechweise der klassischen
Himmelsmechanik eine ,,Oskulation® statt. Die intermedidre Bahn muss dagegen zu keinem
Zeitpunkt mit der wahren anschmiegend bereinstimmen. Die intermedidre Bahn ist eine gute
Anndherung an die wahre Bahn, im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit und in einem
vorgegebenen Zeitrahmen. Sie ist eine ,,physikalische Anpassung“ der wahren Bahn. Die in
der vorliegenden Arbeit vorgestellte Anpassungskurve ist eine gunstige Ausgangskurve zur
Durchfihrung der Bahnintegration: sie ist eine ,,mathematische Anpassung®. Im Einzelfall ist
also zu untersuchen, ob ein spezielles Bewegungsproblem mit einer speziellen Anpassungs-
kurve leichter bearbeitet werden kann.

3. Die Anpassungskurve in ihrer einfachsten Form ist dreiparametrig, somit eine ebene Kurve.
Die wahre Bahnkurve ist jedoch im allgemeinen Fall raumlich. Auch eine Variation der Pa-
rameter einer dreiparametrigen Anpassungskurve fihrt nicht aus der Ebene dieser Kurve her-
aus. Der Grund dafur besteht darin, dass die dreiparametrige Anpassungskurve stets in der
Basisebene des ein Hansen-ideales System bildenden Koordinatensystems liegt, die mit dem
wahren Bewegungsvorgang mitbewegt wird, was durch die Variation des Normalenvektors c,
beschrieben wird. Die wahre (rdumliche) Bewegung wird also beschrieben durch die Anpas-
sungskurve in der Basisebene des Hansen-idealen Systems und durch die Eigenbewegung
dieses Systems.

3.9 Die Anpassungsgleichungen

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen der in dem vorliegenden Bericht her-
ausgearbeiteten allgemeinen Anpassungslehre und der Methode der Variation der Parameter
untersucht.

Gegeben sei ein Bewegungsproblem durch die allgemeinen Variationsgleichungen (3.6)—
(3.10) auf Seite 67

GZ
r = F—’_bR
G = rb;
. r . . (3.195)
n = E by (bzw. C = _nQO)
. G
C ==

wobei r=r(t) die unbekannte Raumkurve ist, auf welcher der Bewegungsvorgang erfolgt.

Diese Raumkurve gilt es zu bestimmen. Wir gehen dazu von (irgend -) einer bekannten Kurve
mit der Polardarstellung

ro= r(A”;0) (3.196)

aus, welche durch die Parameter A" charakterisiert sei. Hier bedeutet der obere Index v den

v-ten Anpassungsschritt, der untere Index k steht fur den k-ten Parameter in der Darstellung
einer Anpassungskurve (,,Bahn®). Diese Bahnkurve hat die Radialgeschwindigkeit

Lo_dr o (o & o dA )
i [af;apy) ngg : (3.197)
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Als Anpassungskurve bezeichnen wir die Kurve r = r(AﬁV);g”) dann, wenn sie zu jedem Be-
wegungsmoment an die Kurve der wahren Bewegung angepasst werden kann. Dies muss
durch Variation der Parameter A&V) geschehen. Hierfir ist notwendig die Bedingungsglei-
chung der Anpassung®

Ko or dA{V)
S oA d¢

=0 (3.198)

die wir als erste Anpassungsgleichung bezeichnen wollen. Die Anpassungskurve ist somit
eine Kurve, welche ein gegebenes Bewegungsproblem, das durch ein bestimmtes Beschleuni-
gungsmodell dargestellt wird, erfllt.

Diese Beziehung kann im Rahmen der Hansen-idealen Systeme gedeutet werden, wenn wie
P. A. Hansen gefordert hat, als ,,ideal” ein System bezeichnet werden soll, das im ,,ungestor-
ten“ wie im ,,gestorten Fall eine formal identische mathematische Beschreibung erfahrt: Die
Parameter der Bewegungskurve (=Anpassungskurve) sollen so bestimmt werden, dass die
»ideale* Beziehung

dr _ or (3.199)

¢ o

notwendig erfullt ist. Somit gilt

Satz H20: Die Forderung nach Hansen-Systemen fiihrt notwendig auf die Methode der Va-
riation der Parameter.

Die radiale Geschwindigkeit r ist wegen der ersten Anpassungsgleichung eine Funktion der
Parameter Aév) und des Bahnwinkels ¢, also nicht der Variationen der A"

(v).
F= r(A2) bzw‘%:%ﬂ , (3.200)

Die Variation der radialen Geschwindigkeit, also die radiale Beschleunigung i, lautet daher

c_dr_de ot & O s |0 & or AN Glar & of AV a0
T ‘dgg‘a;“éapwp* =¢ {af%ap& dc}_ r’ {aféﬂé”) d¢ (320D

Die radiale Beschleunigung ist dann aus der ersten der Variationsgleichungen (3.195) be-
kannt. Dies fuhrt mit der allgemeinen Leibniz Gleichung auf die zweite Anpassungsgleichung

df o & ar dAY G

- + =
d¢ ~o¢  Hon) d¢ r

rZ
+gbe (3.202)

in der jetzt die radiale (,,Stor” -) Beschleunigungskomponente b, explizit in Erscheinung tritt.

L vgl. etwa R. H. BATTIN (1987), p. 477
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Eine zentrale Folgerung aus dem Anpassungsprozess mit der Oskulationsbedingung (3.199)
zeigt sich in dieser Gleichung. Durch die Radius - Funktion r=r(¢) werde eine Bahnkurve
beschrieben, die der Leibniz Gleichung (die erste der Gleichungen (3.195)) mit einer be-
stimmten radialen Beschleunigung bra gentigt

2
r:%%r+bm . (3.203)
Die Kurve r = r({) ist ausschlieRlich vom Bahnwinkel ¢ abhingig. Nach Ubertragung auf
den Bahnwinkel mit Hilfe des Flachensatzes (der vierten Gleichung in (3.195)) ist der Leibniz
Gleichung somit notwendig gleichbedeutend der Ausdruck

; 2
LN (3.204)
o r G
Die zweite Anpassungsgleichung wird damit wesentlich vereinfacht: als radiale Beschleuni-
gung tritt nur die im zuvor durchgefiihrten Anpassungsprozess bisher nicht verwendete radia-

le Beschleunigung b, =b, —b,, auf. Alle anderen bereits verarbeiteten Anteile der radialen
Beschleunigung bg sind in der vorhergehenden Ldsung r = r(g”) enthalten. Sie durfen also in

einem neuen Anpassungsprozess nicht mehr verwendet werden. Im vg-ten Anpassungsschritt
kann daher

ng vg-l Ng
be=>b" |, bp= Y b, by =D b (3.205)
v=1 v=1

v=Vg

gesetzt werden. Die zweite Anpassungsgleichung (3.202) wird daher reduziert auf

K or dA”  r?

kzlmv = asz (3206)

Die Restbeschleunigung brz kann aus etlichen Teilbeschleunigungen bestehen. Aus ihnen
wird fur eine weitere (j+1 -te) Anpassung des gegebenen Bewegungsproblems eine geeignet
Teilbeschleunigung ausgewahlt und mit den Anpassungsgleichungen bearbeitet.

Die beiden hier als ,,Anpassungsgleichungen* bezeichneten Variationsgleichungen sind aus
der allgemeinen Methodik der ,,Variation der Konstanten* bekannt. Im Gegensatz zu dieser
allgemeinen Methode mit 6 Variationsgleichungen, je eine flr eine der sechs Parameter oder
des Zustandsvektors einer rdumlichen Bewegung, werden hier nur Radius und radiale Ge-
schwindigkeit variiert, also nur 2 Variationsgleichungen erhalten. Die restlichen bendétigten
Variationsgleichungen sind entsprechend dem System (3.195) in den Variationen des Fla-
chenparameters G und des Winkels 1 der Bahndrehung im Raum enthalten, wenn der Bahn-
winkel £ (bei Hansen als ,,Lange in der Bahn* bezeichnet) als unabhé&ngige Variable verwen-
det wird.

Wie wirkt sich in der wiederholten Anwendung des Anpassungssverfahrens ein Ldsungsan-
satz fiir den Flachenparameter aus? Die in der Formel G = rb. enthaltene Beziehung mit der

transversalen Beschleunigung ist allgemeingultig. Das Verfahren der schrittweisen Anpas-
sung zerlegt die transversale Beschleunigung in Einzeleffekte, von denen nr bekannt sein
mogen:

Q=2w0. (3.207)




125

Fir eine erste Losung werde die Teilbeschleunigung b’ =b, —>b!") ausgewahlt. Daraus

v=2
wird eine Losung fur den Flachenparameter aus der Differentialgleichung
G(¢ )d—G_r ® (3.208)
dg

berechnet. Dazu muss eine erste Ldsung fur den Radius r als Funktion des Bahnwinkels
bekannt sein. Eine solche Lésung kann immer als bekannt angenommen werden, etwa in
Form einer geradlinigen Bewegung, die stets als Ausgangsbahn einer beliebigen Bewegung
am Beginn eines Anpassungsprozesses gewahlt werden kann.

Die gefundene Losung G(&) ist eine Funktion, die ausschlieBlich vom Bahnwinkel £ abhangt.
Sie genligt daher dem Ausdruck

o G
Diese Gleichung kann wie die vergleichbare Gleichung (3.204) als Kontrolle des zuvor er-
folgten Anpassungsprozesses verwendet werden. Fir den Radius r werden die in diesem Re-

chenschritt erhaltenen Parameter Aﬁ” (£),G(¢) in der Gleichung der gegebenen Bahnkurve

—b" (3.209)

verwendet. Wenn nun eine zweite transversale Beschleunigung bf) bericksichtigt werden

soll, muss die Variationsgleichung G = rb. firr den Flachenparameter entsprechend nach den
neuen Parametern entwickelt werden:

4G _G 5 8Gdi © , 1@
d¢ aféa @ d¢ G(bT +b7) (3.210)

Die weiteren Beschleunigungen aus bt sollen in diesem Rechenschritt nicht beriicksichtigt
werden. Wegen Beziehung (3.209) reduziert sich dieser Ausdruck auf

- 0G dAk

k=1 6A< dg G
Dies ist somit eine lineare Beziehung fir die differentiellen Ausdriicke der neuen Parameter

A . Ublicherweise gibt es K=3 solcher Parameter in Bezug auf eine in der oskulierenden

Bahnebene verlaufende Bahnkurve. Die weiteren zu ihrer Losung bendtigten Beziehungen
folgen aus den beiden Anpassungsgleichungen im v-ten Anpassungsschritt (v > 1)

dr or K or dAY
_— = —
d¢ o¢ = oA
. K o (v) K
dr ar or dA” G b z ar dA<
k=1

sz> . (3.211)

(3.212)

— R

dé’ 54' k1Wdé’ o

In der letzteren Gleichung wurde wieder die Bedingung (3.204) verwendet, wonach vg radiale
Teilbeschleunigungen bereits in einem friheren Anpassungsschritt berticksichtigt wurden:

B 2 (3.213)
v=1l
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Damit ist ein lineares Gleichungssystem erhalten, aus dem die Variationsausdriicke fiir die
neuen Parameter berechnet werden kénnen. Entsprechend kann das System bis zur Abarbei-

tung aller bekannten Teilbeschleunigungen b\ (v =1,---,n;) fortgefuhrt werden.

Analog kann auch der Bewegungseinfluss in normaler Richtung in den Anpassungsprozess
mit einbezogen werden. Dieser ist allein fur eine Variation des rdumlichen Bahnwinkels n
verantwortlich. Diese geniigt den Variationsgleichungen aus dem System (3.195)

3

.r dnp r
=—b , —_——
77 N dé/ GZ

G by . (3.214)
Auch hier moge der normale Einfluss in etwa ny Teileinflisse zerlegt werden

by => b . (3.215)
v=1

Wird ein erster Teileinfluss ausgewahlt, kann mit einer bekannten Ausgangsnéherung flr die
Bahnkurve, die es stets gibt, etwa in Form einer Gerade, eine erste Ldsung erhalten werden:
dn _ r—zb . (3.216)
d¢ G
Die erhaltene Lésung n=n(£) ist nur von dem Bahnwinkel  abhangig und geniigt daher der
Bedingung
on _ r—sz . (3.217)
o G
Diese Gleichung kann wieder als Kontrolle des zuvor erfolgten Anpassungsprozesses ver-
wendet werden. Soll fir eine weitere Anpassung eine weitere normale Beschleunigung

bﬁf) =b, — b,(j) beriicksichtigt werden, folgt aus der Variationsgleichung (3.214)

dp o oy d
ﬁzag ; 1 ?4 Gz(bﬁubﬁ)) . (3.218)

Hier werden die aktuellen Werte fir die bislang berechnete Bahnkurve r(¢) und Flachenpara-
meter G(C) beriicksichtigt. Weitere normale Beschleunigungen werden fiur die neue Ldsung
aufer acht gelassen. Wegen (3.217) bleibt

y 6’7 AT (3.219)
oA dg TGN '

Die weiteren fiir das lineare Gleichungssystem zur Berechnung der Variationsgleichungen
benétigten Gleichungen werden wie zuvor durch ein System der Art (3.212) gebildet. Das so
gebildete Variationsgleichungssystem kann maximal die Ordnung K=5 haben. Eine 6-te Ord-

nung wird erst bei Einschluss der Zeit mit Hilfe des Flachenssatzes r’¢ =G erforderlich. Die
Bedingungsgleichung (3.219) kann wieder auf alle ny bekannten Teilbeschleunigungen erwei-
tert werden.

Die Variationsgleichung fiir n fuhrt auf zwei unabhangige Variationsgleichungen fir die bei-
den Raumwinkel (etwa Inklination und Lénge des aufsteigenden Knotens oder L&nge des
Knotens in der Bahn). Die Parameter Aév) werden als Funktionen des Bahnwinkels dargestellt,
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der tiber die Variationsgleichung ¢ =G/r? mit der Zeit verkniipft werden kann. Die Variati-
onsgleichungen der Parameter

dg dg

ersetzen in den Variationsgleichungen (3.195) der allgemeinen Bewegung nur die Gleichung
fur die radiale Beschleunigung, die zwei Integrationen erfordert. Es sind daher mindestens

zwei Parameter A{V) erforderlich. Es wird also im Allgemeinen gentigen, als Anpassungskur-

ve zur Anpassung beliebiger rdumlicher Bewegungen eine ebene Kurve zu wéhlen. Mit den
beiden Anpassungsgleichungen kénnen die beiden Parameter dieser Kurve vollstdndig be-
stimmt werden. Hat die Anpassungskurve mehr als zwei Parameter, missen die Variations-
gleichungen dieser weiteren Parameter aullerhalb des Anpassungsvorganges gesucht werden.
Hat die Anpassungskurve nur einen Parameter, ist sie fur den Anpassungsvorgang nicht ge-
eignet. Die einzige ebene Kurve mit nur einem Parameter ist der Kreis (r = const.). Der Kreis
ist also die einzige Kurve, die fir eine Anpassung rdumlicher Bewegungen nicht geeignet ist.
Abgesehen von der Gleichung der radialen Beschleunigung werden die weiteren vier Variati-
onsgleichungen (3.191) auf Seite 119 der allgemeinen Bewegung durch die Wahl einer spe-
ziellen Kurve als Anpassungskurve formal nicht beeinflusst. Sie macht sich erst in der Losung
des Differentialgleichungssystems (3.195) bemerkbar.

(v) L v)
oA oder Ak(‘) _ 9A I

Anmerkung: Die in diesem Kapitel untersuchte Eigenschaft der Kreisbewegung nicht fur eine
Anpassung einer beliebigen Bewegung geeignet zu sein, hat nichts damit zu tun, dass im Fall
einer (vorlaufigen Erst-) Bahnbestimmung es héufig angebracht ist, aus zwei Beobachtungs-
paaren zunachst eine Kreisbahn mit vier Bahnelementen (groRe Bahnhalbachse, Inklination,
aufsteigender Knoten und Ort in der Bahn zu einer Epoche) zu bestimmen. VVon dieser ausge-
hend kdnnen Gblicherweise durch eine dann mdogliche kurzfristige Bahnverfolgung weitere
Beobachtungsdaten erhalten werden. Mit diesen konnen die (endgiltigen) Bahnparameter
einer elliptischen Bahn durch ein numerisches Verfahren berechnet werden'. Zur Bestimmung
der groRen Bahnhalbachse lasst sich eine Bedingungsgleichung herleiten, die J. Bauschinger?
im Rahmen seiner Untersuchungen zur Bahnbestimmung von Kleinen Planeten im Anschluss
an Tisserand hergeleitet hat. Allerdings verweist er auf einen Beitrag von F. Tisserand®, in
dem dieser in einer N&herungsdarstellung fur kleine Grofen nachgewiesen hat, dass diese
Gleichung im Fall von kreisnahen Bahnen nur imagindre Ldsungen aufweist, dass also (in
diesem Zusammenhang) keine Kreisbahnldsungen existieren kénnen.

3.10 Schrittweise Integration mit Hilfe beliebiger Anpassungen
Als Ergebnis eines Anpassungsvorganges wird eine Bahnkurve

C =r =rA%0)

erhalten, deren Parameter von einem Bewegungsmodell beeinflusst werden und in Abhéngig-
keit von der Position des bewegten Korpers in der Bahn variiert werden, fir die daher die
Variationsgleichungen

! Siehe etwa in K. Stumpff (1959), pp. 420-423
2 J. BAUSCHINGER, (1928), pp.393-394
3 F. TISSERAND (1895), Bulletin astron., Tome XII, p. 53
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o )
A=A (A" bj;t) baw. dd%: fot(A",b;:¢) 5 (k6 =12,..6,=123v=12,.,N)

gelten. Diese Variationsgleichungen kdnnen in der klassischen Weise simultan integriert wer-
den und geben Losungen fiir die Parameter A", so dass die Kurve C in Abhéngigkeit von

den variierten A{V) die Bewegung im Rahmen des berlicksichtigten Bewegungsmodells per-
fekt angepasst beschreibt.

U
0 |

Bild 3-24: Anpassung einer beliebigen Bewegung B durch schrittweise Einbeziehung von physikalischen Be-
schleunigungen und daraus folgender Verformung der Anpassungskurve, hier angedeutet durch eine Geraden g,
die hier als ,,Grundbewegung“ angenommen ist, eine Ellipse E, eine weitere Kurve C. In der Skizze ist ange-
nommen, dass die Anpassung in einer Ebene erfolgen kann, wodurch das Hansen-System keiner Eigenbewe-
gung unterliegt. In der Realitdt muss durch den Einfluss normaler Beschleunigungen auch eine Bewegung des
Hansen-Systems beriicksichtigt werden

Die bisher in diesem Abschnitt vorgestellte Theorie der (allgemeinen) Anpassung beliebiger
Bewegungen durch beliebige Bahnkurven legt aber auch eine modifizierte Methodik der In-
tegration der Bewegungsgleichungen nahe, die im folgenden allgemein andiskutiert und im
anschlieBenden Abschnitt 4 durch Beispiele veranschaulicht werden soll.

Grundbewegung

Der gesamte Bestimmungsprozess der betrachteten Bewegung basiert auf einer Grundbewe-
gung, auf die jeder der einzelnen folgenden Integrationsschritte im Rahmen der Bewegungs-
annaherungen bezogen werden muss.

Die Grundbewegung verlaufe l1angs der vorgegebenen Raumkurve
CO =r = r(A%9) (3.220)

mit den charakterisierenden in der Grundbewegung als konstant angenommenen Parametern,
die jetzt zur Verdeutlichung der Abhangigkeiten nicht durch A, sondern mit
A(f’, (v,=12,...,6) bezeichnet werden sollen’, und als unabhéngiger Variablen dem Bahn-

L um die Unabhéngigkeit der Indizes von ihrer Reihenfolge und der in den spéateren Schritten erfolgenden Ab-
hangigkeit zu charakterisieren, muss fur die Indizes vy, spéter auch v;, v,,... an Stelle von v geschrieben werden.
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winkel ¢. Die Bewegung liangs der Kurve C©® werde in einem mitgefiihrten Bahnsystem be-
schrieben. Sie hat nach Formel (3.200) die radiale Geschwindigkeit

F=F(A%C)  mit 3_2= fet(A%:¢) (3.221)

Der Bahnwinkel C sei in einem Hansen-idealen Raum gegeben. Der Bezug zur Zeit wird iber
den Flachenparameter G und das Zeitintegral

. _ G (G
(=7 . (= g0+t{th (3.222)

hergestellt. Hier ist der ,,FI&chenparameter G einer der Parameter der Bewegung, der auch in
der Grundbewegung nicht notwendig als konstant angesetzt werden muss. Allerdings ist es in
der Praxis vorteilhaft eine Grundbewegung zu wahlen, in welcher der Flachenparameter G
konstant ist. Damit ist in Ergdnzung dazu auch die transversale Geschwindigkeit

V,=r¢{ = % (3.223)

bekannt. Die Bewegung hat im mitgefuihrten Bahnsystem den Zustandsvektor

r=rr,

) ' G (3.224)
r=rr, +Tq0 ,

wobei das mitgefiihrte r,,q, —Bahnsystem wie tblich auf das bewegungsbezogene Hansen-

ideale g —System
r, = q"cos¢+q!sing
9, =—0;’sing +qf’ cos¢ (3.225)

— _ A (N
Co =T Xqy = Q; " XQ,

zurlickgefuhrt werden kann. Dieses kann wiederum auf ein inertiales Basissystem, etwa ein
Aquator- oder Ekliptiksystem bezogen werden, wozu die Umrechnungsformeln (2.113) ver-
wendet werden. Der Flachenparameter G zéhlt ebenso zu den charakteristischen Parametern
(,,Elementen®) einer Bewegung wie der Anfangswert ¢, und die Rotationswinkel i, €2, wel-

che die Drehung in das inertiale Basissystem beschreiben. Wie in jedem Bewegungsvorgang,
der in einem euklidischen Raum dargestellt werden kann, sind genau 6 unabhangige Parame-

ter Aéf) zur Beschreibung der Bewegung erforderlich®.

Anmerkungen: 1. Anstatt eine geradlinige Bewegung als Grundbewegung zu wahlen kann jede belie-
bige andere Bewegung mit Ausnahme der Kreisbewegung gewahlt werden. Fir den allgemeinsten Fall
ist jedoch von jeder Beschleunigung abzusehen, es wird also mit der geradlinigen Bewegung begon-
nen. Damit sollte es dann auch méglich sein, den Einfluss irgendeiner Beschleunigung auf eine Bewe-
gung speziell zu untersuchen.

! Weitere Parameter, die zur Beschreibung einer bestimmten Raumkurve benétigt werden, haben dann mit dem
Bewegungsvorgang nichts bzw. nicht unmittelbar etwas zu tun.
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2. Der (Flachen-) Parameter G, der in der allgemeingiltigen Variationsgleichung G:rbT und im
Zeitintegral rzé = G erscheint, charakterisiert einen bestimmten Bewegungsvorgang wie auch der
Radius r, die radiale Variation 1, die transversale Variation ré , usw.. Er muss somit fiir jeden Bewe-

gungsvorgang wie die Parameter I, I, r(;, ....und im Fall einer rdumlichen Bewegung mit 77 neu
bestimmt werden.

Erste Bewegungsannaherung

Es werde angenommen, dass die Komponenten b; der Bewegungseinfliisse als Kombination

aus einzelnen Teileinfliissen dargestellt werden kdnnen (was in der Praxis gewdhnlich auch
der Fall ist):

Ng
Db (j=123) . (3.226)

Aus dem allgemeinen Bewegungsmodell b; werde eine geeignete oder besonders einflussrei-

che oder besonders wichtige oder vielleicht auch mathematisch besonders einfach zu handha-
bende Beschleunigung

Np
b}l) = b, —Zb}v) . (1=12,3) (3.227)
v=2
ausgewahlt. Ng ist die Maximalanzahl aller den betrachteten Bewegungsvorgang beeinflus-

senden Beschleunigungen.

Werden auf die Grundbewegung die Beschleunigungen b‘l) die etwa die bekannte Zerlegung
im mitgeflihrten Bahnsystem haben kénnen

b = b | b = b® | b® = b (3.228)

ausgetibt, konnen die Parameter A'” nach der Methode der Variation der Parameter jetzt als

variabel aufgefasst werden. Es gibt dann die Variationsgleichungen zur Bestimmung der
Parameter A'”

A = fot(ADb5t) | vk, <6, =123 (3.229)
bzw.
d (0)
g:f = fet (AYib{":¢)  vom, <6, j=123 . (3.230)

Diese Variationsgleichungen werden aus den beiden Anpassungsgleichungen (3.198) und
(3.206) mit r>¢ =G, sowie wegen (3.213),

6 8 dAEO)
21 oA d¢

(3.231)
oot OAD L

vo=1 AE((,)) dé/ G "
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hergeleitet, sowie den generellen Variationsgleichungen (vgl. die Gleichungen (3.209) und
(3.217))

o [CHR S

— = 3.232
ic "G by (3.232)

d r

é =&t b® (3.233)
. G

¢ = A (3.234)

wobei G jetzt als Funktion von £ angenommen werden muss. Die Orientierung im Raum ist
durch die Raumwinkel bezogen auf das inertiale Basissystem® aus den Gleichungen

(i) = 7 cosu
Q sini = 7 sinu
o sinu = 7 cosu sini

(3.235)

(u = C-o, Argument der Breite) bekannt. In Abhangigkeit des Bahnwinkels ¢ lauten diese Va-
riationsgleichungen

97 (e -
ic " dc cos(¢ - o)
dQ . . dp . .
_d§S|m = _dg“ sin(¢ —o) (3.236)
do . .y _ 4y B .
ac sin(¢-o) = ac cos(¢ —o) sini

Die Integration des Systems (3.230) ergibt die maximal sechs jetzt als variabel angenomme-
nen Parameter A»(:) der Grundbewegung als Funktionen der verwendeten Beschleunigun-

genb®, des Bahnwinkels ¢ sowie von neuen (Integrations-) Konstanten, die mit A" be-
zeichnet werden sollen

A 7).

Hier soll der Index v1 andeuten, dass die ,,alten* Parameter Aéf) jetzt Funktionen aller ,,neu-

fet (AY;b;

g T

Vo, v, =1,2,3,..,6, j=1,2,3 (3.237)

en“ Parameter Aéj) sind. Damit ist es dann auch mdoglich, die Parameter G und n direkt aus
den Variationsgleichungen (3.232) bzw. (3.233) durch Integration zu berechnen, um eine ers-
te Naherung flr dieses Parameter zu finden. Die weitere Beriicksichtigung von transversaler
und normaler Beschleunigung erfolgt dann mit den Bedingungsgleichungen vom Typ (3.211)
bzw. (3.219). Werden diese Parameter in die Grundbewegung eingesetzt, ergibt sich die Be-
wegung langs der neuen Kurve

o (3.238)

r = r(Al¢)

mit der radialen Geschwindigkeitskomponente

L vgl. etwa das Formelsystem (2.186) auf Seite 59
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or G

f= F (AP (AY)i) 5 6 = G(AD(A)i) (3.239)
und der transversalen Geschwindigkeitskomponente
¢ =2 = (AP(AY):S) . G =G(AP(AY)C) . (3240

r

Die Zustandsvektoren dieser Bewegung sind mit diesen r, f, r¢ wie im System (3.224) be-
kannt, wenn das mitgefiihrte System tber die Gleichungen (3.225) und die q; mit den Raum-
winkeln i, Q bekannt sind. Diese GroRen werden je nach Bahnmodell (d.h. den fiir die An-
passung herangezogenen Beschleunigungen b}v)) in jedem Bewegungsannaherungsschritt neu
berechnet. Den Bezug zur Zeit liefert wenn neben de Bahnkurve benétigt das Zeitintegral

¢ r2
t=t, + j—dg . (3.241)
<o G
Diese Bewegung erfullt exakt das hier verwendete Bewegungsmodell
Ng ]
b® = b,->b" . (j=1273)
v=2

Der Zustandsvektor der neuen Bewegung lautet wieder

r=rr,
; ) G
r=rr,+—q,
r
mit dem Normalenvektor
C=rxir=Grxqg, =Gg,

unter Beriicksichtigung jetzt aller neu berechneten Abhéngigkeiten fir r,¢,G/r=r¢ sowie
A§f>,G,n. Entsprechend konnen die r,,q, mit den neu berechneten raumlichen Winkelkoor-
dinaten i,Q, o in Bezug auf das fundamentale Basissystem berechnet werden.

Es muss wieder darauf hingewiesen werden, dass mit der hier gefundenen Bewegung nur ein
— recht willkurlich ausgewahlter — Teil des gegebenen Bewegungsproblems erfasst ist. Der
ganze Prozess muss also in vielen Schritten bearbeitet werden.

Zweite Bewegungsannaherung
Bisher wurden die Beschleunigungen

Ng
b;-b" = > b, (i=123)
v=2

im Anpassungsprozel3 nicht beriicksichtigt. Bei einem néchsten Schritt mdgen (willkirlich)
die Beschleunigungen

Ng
b® = by-b? - > b” . (=123 (3:242)
v=3
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ausgewahlt werden. Sie haben etwa im mitgefiihrten Bahnsystem die Darstellungen
b® , b® , b . (3.243)
Jetzt wird auf die im ersten Schritt konstant gehaltenen Parameter Ail) die Variation der Pa-
rameter angewendet. Dies fuhrt auf die beiden Anpassungsgleichungen
5 or dAY
R ¢ W |
;-16%? d¢
26: o dAY r? h®

oA d¢ G "

Der Flachenparameter G ist bei Kenntnis der Kurve C® aus Beziehung (3.238) mit Bezie-
hung (3.240) aus dem Ausdruck

(3.244)

G = G(&f’(&f’);;) (3.245)

gegeben. In dem Gleichungssystem (3.244) zeigt sich eine bemerkenswerte Eigenschaft bei
der Durchfuhrung dieses Verfahrens: es ist

a & or oA
a&(l) - Z_;aA\EO) aa(l)
oF & or OA)
a&(l) - Z_;aA\EO) aa(l)
Da der Grundbezug stets auf die in der Grundbewegung gewéhlte Bewegung langs der Kurve

C© aufrechterhalten wird und eine neue Kurve durch Variation von ineinander geschachtel-
ten Parametern sukzessive erhalten wird, sind die partiellen Ableitungen

or or
oA” " oA
auch im zweiten Schritt identisch mit den im ersten Schritt errechneten. Es missen also im
zweiten Schritt nur noch die Variationen

oAl
apgol)
neu gerechnet werden, wobei je nach Wahl des Bahnmodells (also der Beschleunigungskom-

ponenten) Ublicherweise die meisten dieser Ausdriicke verschwinden. Dadurch wird der for-
male Rechenprozess wesentlich vereinfacht. Falls aber die neuen Parameter als Integrations-

konstanten im Integrationsprozess zustande kommen (z.B. g,({) =g, + fct(AEV),g“) ), entfal-

(3.246)

, (vo,v1 = 1,2,...,6)

len die partiellen Differentiationen vollstandig und in den ar/aAé°> missen nur die Ausdriicke
fiir die A" eingesetzt werden.

Aus den beiden Anpassungsgleichungen (3.244) werden die Variationsgleichungen

dAY
d¢

~ fet(A%:¢) (3.247)
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erhalten. Die weiteren Variationsgleichungen sind mit den Bedingungsgleichuungen (3.211)
und (3.219)

dG G & oG dAY  ff © oG dAY
@ e S e ) Ymear g
=1 1 n=1 1

b

6 d ® 3 6 d (€ 3
d_ﬂ_a_ﬁ_'_ Z 577 AM _r (b(1)+b,(f)) , z a77 '%1 — r b,(f) (3.248)

_ N _

d¢  oc  SoAY d¢ G SoAY d¢ G

. G
(=3

die ebenfalls zur Liste der jetzt als variabel angenommenen Parameter Afll) beitragen. Damit
erhalt man die Lésung in Abhédngigkeit von neuen konstanten Parametern Aéf’ und dem
Bahnwinkel ¢

AP = fet(A%bP:¢) vy, =126, =123 (3.249)

Der Flachenparameter G und der Rotationswinkel n werden (analog dem Vorgang in der 1.
Bewegungsannaherung) durch direkte Integration erhalten. Dies eingesetzt in die Kurve C®
flhrt auf die neue Kurve

c® = rzr(Aff)(Afll)(Aéf’));C) = r(A?;¢) (3.250)

welche das Bewegungsmodell
Ng
b®+b® = b, ->b" . (j=1273) (3.251)
v=3

exakt erfllt. Die radiale Geschwindigkeitskomponente lautet
r = P(AY (A2 (A?))i¢) = fet(AP5g) (3.252)
Die transversale Geschwindigkeitskomponente folgt mit bekannten r und variablen G aus
. G
ré =2 = fet(AY(AY(AD))ic) G =G(AD(AY(A?))ic) (3253)

die Kenntnis des mitgeflihrten Bahnsystems r,,q,,c, bzw. des Hansen-idealen bewegungsbe-

zogenen Bahnsystems mit den mit Hilfe von n berechneten Raumwinkeln i,Q . Den Bezug
zur Zeit liefert, wenn nicht nur die Bahnkurve sonden auch die Bewegung langs dieser Kurve
bendtigt wird, wieder das Zeitintegral

4 rz
t=ty+ [—d¢ . (3.254)
¢o G

n-te Bewegungsannaherung

Das bisher speziell besprochene Schema kann nun verallgemeinert angewandt werden, bis
alle Komponenten der Bewegungseinfllisse b; abgearbeitet sind. Zunachst werden die Be-

schleunigungsanteile
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b = b, me Zb‘”) . (i=123) (3.255)

v=n+1

gewabhlt. Sie haben im mitgefiihrten Leibniz-Bahnsystem die Beschleunigungen
b, b, p{Y . (3.256)

Wenn in der (n-1) ten Bewegungsanndherung die Parameter Aéfj’ als Konstante erhalten

wurden, konnen die beiden Anpassungsgleichungen fur den n-ten Schritt durch Anwendung
der Methode der Variation der Parameter auf diese Parameter erhalten werden:

5 or dA"Y
3 _

oA de
T Ve (3.257)

ZG: or dAE:l) _ r_zb(n)

oA™Y dg G~

Sind die Parameter A{n“j’ die im (n-1) ten Schritt neu berechneten variablen Parameter, sind
in

or i or OAM?
oA™Y T~ oA 2) oA
or 5. or aﬁén”j)
ONTY  ThOATY oATY

(3.258)

die partiellen Ableitungen
or or
8A\Er‘l 2) ! aAEn 2)

aus dem (n-2) ten Schritt bekannt. Es muss also im (k-1) ten Schritt nur noch die Variation

aAEI'FZ)

Ao
neu gerechnet werden. Aus den beiden Anpassungsgleichungen kénnen die beiden Variati-
onsgleichungen

A
d¢

aufgestellt werden neben den weiteren Variationsgleichungen

(n-1)
6 aG d'%n—l — r_3 b-l(rn)
oA dg G

o 877 d&iil r3 n
z o (n-1) dé/ = E bl(\l ) (3260)
Vh1=1

n-1

= fet(A" ;<) (3.259)

. G
e

Die Losungen sind die
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ATD = fet(A”D¢) L v, =12,..6,j=123 (3.261)

My

mit den neuen Konstanten A™ und der neuen Kurve

C = rr(AD (A (AP (AD).)): ) = fet(AD:C) (3.262)
welche das Bewegungsmodell
Zn:bj.v’ = b, - % b}” . (i=12,3)) (3.263)
v=1 v=n+1

exakt erfullt. Die radiale Geschwindigkeitskomponente lautet

f= '(&f)(&?(”é? ----- (ﬂ(:))--));?) = fet(A™; &) . (3.264)
Die transversale Geschwindigkeitskomponente folgt mit bekannten r und G aus
. G . . N o
6= 7 = (A (AL (AT(AD)-))i ) = (A7) 209

Die Raumwinkel i,Q lassen sich wieder mit Kenntnis der Rotation 7 berechnen, so dass die
Zustandsvektoren

r=rr,
o . (3.266)
r=rr,+rgq,
mit
r, = q" cos¢ +ql sing
0 1 2
d, = —a" sing +q" cos¢ (3.267)

Co = fpxdy = 0y x 0y’
bekannt sind. Die Berechnung der ¢; etwa aus dem als inertial angenommenem Aquatorsys-
tem wird in Abschnitt 2.3.4 gezeigt. Den Bezug zur Zeit liefert das Zeitintegral

¢ rz
t=ty+ [—d¢ . (3.268)
%o G

Nach k Schritten kénnen die Parameter A{f) der Ausgangsldosung durch eine Funktionenfolge
aus den Parametern der einzelnen Rechenschritte dargestellt werden:

AD = A0 (A2 (A2 (- AR (A7) (3269
Jeder Parameter
A" (v,=12,.,6;n=12,-,Ny)

darf im gesamten Integrationsprozess nur genau einmal flr die Anwendung der Methode der
Variation der Parameter einbezogen werden. Allerdings werden in einem Einzelschritt ge-
wohnlich nicht alle 6 Parameter als zu variierende Parameter verwendet. Ein solcher Parame-
ter kann in den folgenden Schritten unverandert tbernommen werden, bis er in einem Anpas-
sungsvorgang zum Einsatz kommt. Dann allerdings wird er als eine Variable verwendet, die
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sich als eine Funktion von Parametern darstellen lassen muss, die in spéateren Schritten wie-
derum selbst zu Variablen werden kénnen.

In &hnlicher Weise darf selbstverstandlich auch jeder Beschleunigungsanteil b}v) nur einmal
zum Einsatz gebracht werden.

Die innersten Parameter Aé”) welche am Ende des Anpassungsprozesses als Konstante ste-
hen bleiben, kdnnen als die ,,Anfangselemente* der Bewegung bezeichnet werden.

BEISPIEL: In der von Brouwer" entwickelten analytischen Theorie der Satellitenbewegung unter Be-
ricksichtigung der zonalen Koeffizienten (J,, - Js) eines Zentralkdrpers (z.B. das Erdfeld) sind die

mittleren Keplerelemente a, ,€, ,E,S_}O @, , Mg, zu einer Epoche t, derartige innerste Parameter im

Sinne der in diesem Bericht vorgestellten Theorie der wiederholten Anpassung einer beliebigen Be-
wegung in der Astrodynamik. =

3.11 Weiterfuhrende Aussagen uber die Methode der Variation der Para-
meter

3.11.1 Der Zusammenhang von Hansen-Systemen und der Methode der Variati-
on der Parameter

Es wurde in Satz H20 angesprochen, dass die Methode der Variation der Parameter in engem
Zusammenhang mit Hansen-Systemen gesehen werden kann. Dieser Zusammenhang soll in
diesem Abschnitt n&her untersucht werden.

Es werde wie in Abschnitt 2.4.7 auf Seite 53 ein beliebiges bewegungsbezogenes
q(jB) — Bahnsystem mit Bahnwinkel  eingefihrt. Das Leibniz-System hat in Bezug auf dieses
System die Darstellungen

r,= o cosy+q\” siny

q, =9\ siny +q¥ cosy (3.270)

co= af =q xaf? .

Der Ortsvektor eines bewegten Objektes lautet

r=rr,=y'q®= r(qu) cosy +q” sin 1//) . (3.271)
Seine absolute Variation nach dem Bahnwinkel wird
(B) (B)
E:lrﬁr dq—lcos://+q—25iny/ +rq, . (3.272)
dy dy dy dy

seine relative Variation nach dem Bahnwinkel mit partieller Differentiation

(B) (B)
ﬂ:ﬂr(ﬁr aq—lCOSt//jtaq—ZSim,// +rq, - (3.273)
oy Oy oy oy

Da der Bahnwinkel y-auf das q'® — System bezogen ist, muss sein

! BROUWER, D. (1959) und BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961)
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W Mg (3.274)
oy oy
Somit bleibt fiir die Differenz zwischen absoluter und partieller Variation des Ortsvektors
(B) (8)
dr _or _fdr_or r+r ag, c051//+dq2 siny | . (3.275)
dy oy dl// 61// dy dy

Die Bahnkurve, auf der das Objekt sich bewegen soll, sei mit Bahnwinkel y auf das
q'®) - System bezogen. Der Bahnradius hat dann die Darstellung

r=r(A;y) (3.276)
und fir die Variation des Radius nach diesem Bahnwinkel wird
dr_or o dA

(3.277)
dy oy SOA dy
Somit bleibt im Ausdruck (3.275)
(B)
dr_or _ or dA o+ CoSy +—=2— dqz sing | . (3.278)
dy Oy 8,% dy dl// dy
Es sei nun das Bahnsystem ein Hansen-System mit dem Bahnwinkel
z//égzj(elrz)dtzﬂromt . (3.279)

In diesem und nur in diesem Fall verschwindet wegen der Hansen Bedingung (2.98) der Aus-
druck

(1 (1) (1) (1)
dicosg%dising: dicosg@dising d—éV:O : (3.280)
dg dg dt dt dt
Es bleibt dann
E_ﬁ: ﬂdi r, . (3.281)
d¢ o \4om d¢

Dies vertieft die Aussage von Satz H20:
Satz H21: Die Oskulationsbedingung
Z or oA _ (3.282)
OA, d¢

welche als Ausgangspunkt fir die Variation der Parameter dient, ist notwendig auf ein Han-
sen-System mit Bahnwinkel ¢ 'bezogen.

Die Variation der Parameter kann also ohne den Bezug auf ein Hansen-System nicht sinnvoll
begriindet werden. In diesem und nur in diesem Fall wird daher

dr or

] (3.283)
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3.11.2 Uberblick tber die klassische Methode der Variation der Parameter

Die klassische Methode der Variation der Parameter in ihrer originalen Form l&sst sich am
tbersichtlichsten in vektorieller Schreibweise formulieren'. Dazu wird (wie bei I. Newton)
von einem (inertialen) Zustandsvektor ausgegangen. Sei x der Ortsvektor, der von Parametern
A, und der Zeit t (oder einem Bahnwinkel) abhéngig sei, so hat der Geschwindigkeitsvektor
die Darstellung

dx ox ox dA,

— =Ty (3.284)
dt ot 4oA dt

Die Oskulationsbedingung (analog zu Satz H20 nach Hansen, vgl. Formel auch (3.199))

dx _ox (3.285)
dat ot
ergibt die erste Anpassungsgleichung
XAy (3.286)
~OA, dt

In der Kklassischen Lehre wird die Anpassung stets auf eine Keplerbewegung bezogen. Dann
lautet die Bewegungsgleichung

dx _ x X O dA

-2 2 ip =2 - , 3.287
M0 T T 2n Tt (3.287)

dt

wobei by als ,,Stoérbeschleunigung” bezeichnet wird. Als ,,ungestorte” Bezugsbewegung wird
(in der klassischen Storungstheorie wie Ubrigens auch in der Hansen’schen Stérungstheorie)

die Keplerbewegung aufgefasst, so dass als zweite Anpassungsgleichung der Ausdruck
OX OA _ . (3.288)
~OA, dt

gewdhlt werden muss. Wenn von irgendeiner anderen Bewegung als Anpassungsbewegung
ausgegangen werden soll, welche durch die Beschleunigung by gepragt sein soll, kann allge-
mein flr die Bewegungsgleichung die Form

g = X _ox 26X 9A _p,+b, (3.289)
dt ot “oA dt

angesetzt werden, wobei die ,,Storbeschleunigung® die Bezeichnung bs habe. Die zweite An-
passungsgleichung hat dann die Form

Ox dA,

A @ = b, (3.290)

und es muss fur die ,,ungestorte* Bewegung sein

! Wie es zum Beispiel bei R. H. BATTIN (1987) pp.471-514 zu finden ist, in sehr tbersichtlicher Form allerdings
ohne Verwendung des Formalismus der Vektorrechnung etwa bei BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961),
p. 273 ff. Die originale Herleitung mit kanonischen Elementen bzw. dann original nach J. L. Lagrange etwa bei
F. TISSERAND (1889), TOME I, pp. 159-188
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ot

In der klassischen Methode der Variation der Parameter werden die Anpassungsgleichungen
auf ,,Bahnelemente* transformiert. Diese sind konstant flr eine ausgewahlte Bahnkurve, die
als Ausgangskurve verwendet wird. In der klassischen Himmelsmechanik ist diese Kurve
ublicherweise eine Ellipse, welche durch die Keplerbewegung bestimmt ist. Mit Hilfe der
Lagrange Klammern, die zeitunabhangig sind, kdnnen die beiden Anpassungsgleichungen in
die Lagrangeschen und allgemeiner die Gaul3’schen Variationsgleichungen fir die Kepler-
schen Bahnparameter (oder einem vergleichbaren Satz von Bahnparametern, die mit diesen
verwandt sind, etwa die kanonischen Delaunay Elemente, oder einen Satz von singularita-
tenfreien Elementen, 0.4.) Ubertragen werden. Deren Integration dient zur Berechnung der
Bewegung der Himmelskorper (Planeten, Satelliten). Wesentlich fur die Anwendung dieser
Methode ist die Existenz einer ,,Storungsfunktion“, die vom Geschwindigkeitsvektor des be-
wegten Objektes unabhéngig ist und die sich als Gradient eines Potentials schreiben l&sst.
Diese Stérungsfunktion, die in der klassischen Himmelsmechanik erstmals fiir das Mehrkor-
perproblem Sonnensystem erstellt wurde, ist somit auf konservative Kréfte beschrankt.

b, . (3.291)

Die Integration der Planetengleichungen erfolgt (eventuell unter Verwendung von geeigneten
kanonischen Transformationen) durch sukzessive Approximationen': Ausgehend von einer
als konstant angenommenen Anfangslosung (,,Anfangselemente”, im Fall einer Keplerbewe-
gung sind die Keplerelemente oder ein verwandter Parametersatz) werden sakulare und perio-
dische Bewegungsanteile 1. Ordnung durch Integration der Planetengleichungen erhalten.
Diese Ergebnisse werden verwendet um mit den Planetengleichungen Lésungen zweiter Ord-
nung durch Integration zu erhalten. Dieses Verfahren kdnnte fir Losungen héherer Ordnung
weitergefuhrt werden, indem der ,,Stéranteil” in den Planetengleichungen entsprechend durch
die bisherigen Losungen erweitert wird. Eine wesentliche Eigenschaft eines solchen Verfah-
rens ist die Tatsache, dass die Planetengleichungen nur einmal aufgestellt werden miissen und
flr jede Approximationslésung der ,,Storanteil” entsprechend erweitert wird.

Ein prinzipieller schematischer Uberblick tiber die klassischen Verfahren zur Bearbeitung von
Bewegungsproblemen ist in Bild 3-25 auf Seite 141 zusammengestellt. Stellvertretend fiir alle
maoglichen Parametersétze sind hier die Keplerelemente grofle Halbachse a und numerische
Exzentrizitat e angeflihrt. Nach Berechnung derartiger Parameter, die ein bestimmtes Bewe-
gungsmodell (“Stérmodell*) bis zu einer gewissen Genauigkeitsordnung bericksichtigen,

kann der Zustandsvektor r =r(t),r =r(t) auf dem tblichen Weg berechnet werden. Die L6-

sung ist im Prinzip in Form einer Reihenentwicklung gegeben, die etwa auf eine Taylorent-
wicklung der Stérungsfunktion zuriickgefuhrt werden kann. Als unabhéngige Variable wird
ublicherweise ein Bahnwinkel verwendet, die wahre oder exzentrische Anomalie, das Argu-
ment der Breite, gelegentlich auch der Hansensche Bahnwinkel. Zu den Planetengleichungen
gehort Ublicherweise auch ein Ausdruck fir die mittlere Anomalie M=Mg+n(t-to) bzw. die
mittlere Lange L=M+w+.2, so dass Uber eine Losung der Kepler Gleichung dann auch der
Bezug zur Zeit hergestellt werden kann.

! anschaulich beschrieben etwa bei BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961), pp. 291-296; siehe auch
BUCERIUS, H. (1966) pp.187, ff.
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Grundbewegung:

Keplerbewegung oder Storfunktion

intermediire Bewegung oder Storbeschleunigungen

\
A

Variations- (Planeten-) gleichungen
Ausgangselemente: (nach Lagrange oder Gauf3), z.B.
3y, €y, 195 €2y, @y, Mg B da de di dQ dw dM,
dt'dt'dt’ dt ' dt ' dt

A

Losung durch sukzessive
Approximation: 1-ter Schritt:

Sakularer Bewegungsanteil Losungen
und periodischer Anteil hoherer
1. Ordnung Ordnung

A

a =a,+a,+oa =a, +Aa,,
€, =€, +& +0e =¢,+Ae

Ergebnis mit Genauigkeit n-ter Ordnung

A

a, =a,(t)=a,+Aa, +Aa, + Aa,......+ Aa,
e

a
e, (t) =€, +Ae, + Ae, + Ae,.......+ Ae,

Bild 3-25 : Schematischer Uberblick (iber die Methode der sukzessiven Approximation zur mathematischen
Beschreibung von Bewegungsvorgéngen in der Astrodynamik

Beispiele fir Anwendungen dieses Verfahrens sind neben den klassischen Arbeiten fir die
Bewegung der Planeten (Euler, Lagrange, Hansen, Delaunay, Hill, Brouwer u.a.) und die
Bewegung des Mondes (Hansen, Hill, Brown) die Losungen des Hauptproblems der Satelli-
tentheorie durch Brouwer(1959), Kozai(1959), Garfinkel(1959), Vinti(1959) u.a.. Die letzte-
ren Losungen sind von erster Stérordnung. Erweiterungen auf Losungen der zweiten Ordnung
etwa durch Kozai (1962), Struble (1961) zeigen bereits den enormen Aufwand fir eine analy-
tische Losung, die sich kaum noch von Hand mit ertraglichem und sicherem Aufwand bear-
beiten lasst.

C. F. GauB verwendete erstmals bei seinen Untersuchungen der Stérungen der Bahn des Klei-
nen Planeten 2/Pallas durch Jupiter' Planetengleichungen, bei denen die ,,Storbeschleuni-

! Gauss, C.F. (1810) ; BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961), p. 302
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gung“ in die Richtungen der drei Achsen des Leibniz-Systems zerlegt sind. Auch wenn ur-
sprunglich von GauR die aus der Planetentheorie bekannte Stérungsfunktion auf das Leibniz-
System abgebildet worden war, stellt dieser Ansatz einen wesentlichen Fortschritt gegenuber
dem Lagrangeschen Ansatz dar. Mit dem Gaul3schen Ansatz kdnnen namlich auch beliebige
nicht konservative ,,Stoérbeschleunigungen* berticksichtigt werden.

Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes wird in der vorliegenden Arbeit herausgearbeitet, da es
damit maglich ist, sich vollstandig von der allgemeinen Keplerbewegung® freizumachen. In
der klassischen Anwendung der Methode der Variation der Parameter ist wesentlich, dass es
sich bei den Abweichungen von der vorgegebenen Bewegung um kleine GréRen handelt. Dies
spiegelt sich schon im Begriff ,,Stérungen* wieder, der impliziert, dass diese ,,Stérungen* die
vorgegebene Bewegung ,,etwas” dndern. Diese Einschrankung ist in der VVergangenheit aus
rechentechnischen Griinden sinnvoll. Arbeiten wie etwa die von D. Brouwer (1959) zeigen,
dass auch unter diesen Einschrankungen die Bearbeitung eines Storproblems sehr aufwendig
ist und an die Grenze des mit der Hand ohne weitreichende Hilfen durch automatisches Rech-
nen zu erreichenden Ergebnisses geht. Diese Einschrankung bei der Anwendung der Methode
der Variation der Parameter ist allerdings wie die vorliegenden Arbeit zeigt prinzipiell nicht
notwendig. Vielmehr ist sie in umfassendem Malie geeignet, beliebige Bewegungsprobleme
basierend auf einer beliebigen Ausgangsbewegung zu bearbeiten. Die Methode der Variation
der Parameter kann daher fiir beliebige Bewegungen und in Gbersichtlicher Weise verwendet
werden.

3.11.3 Uberblick tiber die Methode der schrittweisen Anpassung

Das in dem vorliegenden Bericht vorgestellte Verfahren, das auf der Verwendung von Han-
sen Koordinaten beruht, schrankt sich auf die Variation nicht einer allgemeinen Bewegung
sondern nur einer ebenen Kurve in der oskulierenden Bahnebene ein. Damit wird an Stelle der
beiden allgemeinen vektoriellen Anpassungsgleichungen (3.286) und (3.288) bzw. (3.290)
nur die eindimensionale Variation des Radius und der radialen Geschwindigkeit benétigt. Die
Oskulationsbedingung (3.285) wird durch die eindimensionale Oskulationsbedingung (3.199)
ersetzt, wobei die sich daraus notwendig ergebenden ersten Anpassungsgleichungen in beiden
Fallen nach Lagrange bzw. nach Hansen formal gleich aussehen. Ein Unterschied zeigt sich
jedoch in der zweiten Anpassungsgleichung, die im hier untersuchten Hansen-Fall auf der
Leibnizgleichung beruht und daher auf ein mitgefiihrtes Koordinatensystem bezogen ist. Um
diese Bedingungsgleichung herzuleiten muss keine weitere Oskulationsbedingung eingefhrt
werden, sondern die zweite Anpassungsgleichung ergibt sich notwendig in der Form (3.202).
Allerdings verschwindet in diesem Fall die Bedingung der ,,ungestorten* Bewegung

a s (3.292)

o r
im Fall beliebiger Kurven nicht notwendig. Dies ist im Fall einer geradlinigen Anpassungs-
kurve der Fall. Bei Kegelschnitten und noch komplizierteren Bahnkurven bleibt ein konstan-
ter Faktor stehen, der bei der Aufstellung der Variationsgleichungen berlicksichtigt werden
muss. Da eine ebene Kurve in der Regel nur durch zwei Parameter charakterisiert wird, kon-
nen in der hier vorgestellten Methode die Variationsgleichungen fir die zu bestimmenden
Parameter durch Ldsen eines Systems von zwei linearen Gleichungen aufgestellt werden, so-

L Als »allgemeine Keplerbewegung* werde eine Bewegung bezeichnet, die den drei Keplergesetzen folgt, bei
der aber alle Parameter (,,Keplerelemente“, manchmal auch als ,,klassische Elemente” bezeichnet) als variabel
angenommen werden. In diesem Fall muss allerdings das 3. Keplersche Gesetz in einer allgemeineren (nicht auf
die elliptische Bewegung zu reduzierende) Formulierung verwendet werden.
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fern nur die zugehorige Koeffizientendeterminante von null verschieden ist. Diese Bedingung
muss aber bei linearer Unabhangigkeit der Parameter erfullt sein. Auch wenn in diesem Ver-
fahren nur zwei Gleichungen als notwendige Folge der Oskulationsbedingung auftreten, ist
das Verfahren trotzdem allgemeingiltig, da die weiteren Variationsgleichungen durch Varia-
tion des Flachenparameters G, des rdumlichen Rotationswinkels 7 und damit des rdumlichen

Bezugs, sowie der Zeitbezug durch r?2 =G in jedem Fall gegeben sind. Die hier aufgestell-

ten Variationsgleichungen sind formal von der gewahlten Bahnkurve vollig unabhéngig, so
dass sie zur Losung (wenn mdoglich analytisch oder semianalytisch oder sonst numerisch)
wiederholt in ein und demselben Bewegungsproblem verwendet werden kénnen. Die fur die

Berechnung der ebenen Kurve r=r(¢) verwendete Bahnebene ist die oskulierende Bahn-
ebene, die bei rhumlicher Bewegung mit der Bewegung mit ,,gebogen® wird.

Die in diesem Bericht vorgestellte Methode zur Lésung eines Bewegungsproblems besteht
aus einer Folge von Variationsgleichungssystemen, deren jeweils neue Parameter Ergebnisse
der Losung der vorhergehenden sind, und die jeweils eine (oder mehrere) weitere Bewe-
gungseinflisse einschlieRen. Die Aufgabe besteht darin, die Variationsgleichungen der neuen
Parameter aufzustellen und zu integrieren, bis das gesamte vorgegebene Bahnmodell d. h. mit
allen bekannten bzw. fiir eine spezielle Aufgabe benétigten oder gewiinschten Bewegungsein-
fllissen abgearbeitet ist. In jedem Schritt wird ein neues Differentialgleichungssystem aufge-
stellt. Da die Struktur dieser Differentialgleichungssysteme identisch ist, bereitet die Aufstel-
lung eines solchen neuen Systems keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Daher sollte die An-
wendung eines automatisierten Rechnerverfahrens méglich sein. Ein formaler Uberblick ist in
Bild 3-26 zusammengestellt.

Bemerkenswert erscheint auch, dass die Parameter G (Flachenparameter) und 7 (rdumliche
Rotation) wie der Bahnradius r in jedem Schritt neu errechnet werden, jedoch keine neuen
Parameter darstellen. Dies trifft nur auf die Parameter in der Polargleichung des Bahnradius
zZu.

Der Vorteil dieser Methodik durfte in einer vereinfachten, eventuell automatisch durchfiihrba-
ren Integration liegen. Die Methode bietet einen sehr klaren und durchsichtigen Einblick in
das Bahnmodell und die Separation der einzelnen Einfliisse, so dass nicht wie tblich das ge-
samte meist hochkomplizierte Bewegungsmodell in einem einzigen Differentialgleichungs-
system geldst werden muss, was erfahrungsgemar beliebig kompliziert und undurchschaubar
werden kann. Die Folge der Rechenschritte gibt nicht notwendig eine sukzessive Verbesse-
rung der LOsung, da die einzelnen Schritte von der moglicherweise willklrlichen Wahl des
jeweils verwendeten Bahnmodells abhéngen. Die bestmogliche Lésung in einem gewissen
Genauigkeitsrahmen kann erst dann erreicht werden, wenn alle gleichgewichtigen Bewe-
gungseinfliisse abgearbeitet sind.

Mit dieser Methodik sollte auch die Mdglichkeit gegeben sein, die Wirkung einzelner Teil-
komponenten der Bewegungseinflisse unabhangig von anderen Komponenten zu untersu-
chen. Dies konnte etwa bei der Beurteilung einzelner Bewegungseinflusse, der unterschiedli-
chen Auswirkung auf Bahnform und Bahnebenenorientierung, oder der Untersuchung von
Resonanzen von Bedeutung sein.

Um die wechselseitige Auswirkung verschiedener Bewegungseinfliisse zu untersuchen, mis-
sen diese aber insgesamt in die Untersuchung mit einbezogen werden. Sind einmal eine ge-
wisse Anzahl von Bewegungseinfllissen in eine Anpassungskurve eingeflossen, kdnnen wei-
tere durch Aufstellen der Anpassungsgleichung und damit ein neues System von Variations-
gleichungen zur Berechnung der Parameter einer neuen Anpassungskurve berucksichtigt wer-
den.
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Das hier vorgestellte VVerfahren kann jeweils in den einzelnen Anpassungs-Schritten ein itera-
tives Approximationsverfahren erfordern, wie es auch in den klassischen Verfahren tblich ist.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die einzelnen Variationsgleichungen gekoppelt
sind, was Uber die Beschleunigungskomponenten auch in den meisten Anwendungen der Fall
ist. Mit zunehmender Anpassungsdichte, wenn also schon eine gréfiere Anzahl von Teilbe-
schleunigungen in den Anpassungsvorgang bereits eingebunden sind, wird der Integrations-
prozess immer aufwendiger und kann Approximationsmethoden erfordern. Es wird also dem
Geschick des Anwenders tberlassen bleiben, in welcher Folge der Anpassungsprozess durch-
geflhrt wird. Es wird aber andererseits bei unterschiedlicher Anpassungsfolge auch ein unter-
schiedlicher Erkenntnisgewinn Uber die Wirkungen der einzelnen Bewegungseinflisse direkt
zu erkennen sein Dies kann als ein besonderes Charakteristikum dieser Methode angesehen
werden.

Um das im vorliegenden Bericht vorgestellte Verfahren mit den klassischen vergleichen zu
kdnnen, muss bedacht werden, dass es das klassische Verfahren nicht gibt. In der Himmels-
mechanik wurden im Verlauf ihrer Geschichte sehr verfeinerte Methoden entwickelt, um ein-
zelne Probleme, historische gesehen allen voran das Drei- und das Mehrkdrperproblem in den
Griff zu bekommen. Das waren insbesondere die Arbeiten im Anschluss an L. Euler von
Lagrange, Hamilton und Jacobi, Delaunay, Poisson, Poincaré, in teilweiser Konkurrenz dazu
durch Hansen und seine Nachfolger. Diese Verfahren bestanden in einer geschickten Aus-
wahl einer Ndherungsdarstellung des aktuellen Problems sowie in einer Folge von Koordina-
tentransformationen. Weiterentwicklungen dieser Verfahren wurden in jlngerer Zeit zur ana-
lytischen Losung des Satellitenproblems eingesetzt (Brouwer, Kozai, Vinti, Musen und viele
andere). Dabei ist bemerkenswert, dass es ,,in der praktischen Astronomie selten vorteilhaft
ist, absolute Koordinaten zu verwenden“*. Im Mehrkorperproblem, fiir welches das Sonnen-
system modellhaft steht, werden relative Koordinaten in Bezug auf den Sonnenmittelpunkt an
Stelle des Baryzentrums des Sonnensystems vorgezogen. Eine Besonderheit sind die Jacobi-
schen Koordinaten im Rahmen des Dreikorperproblems. Sie liefern unterschiedliche interme-
didre Bahnen bei Bezug des zweiten Kdrpers auf den Zentralkdrper einerseits und bei Bezug
des dritten Korpers auf den Schwerpunkt des ersten und des zweiten Korpers?. Allen diesen
Verfahren gemeinsam ist die Grundlage einer schon recht guten Ausgangsnaherung in Form
einer Keplerbahn (Kegelschnitt) oder einer geeigneten intermedidren Bahn. Dies ist auch im
originalen von Hansen geschaffenen Verfahren der Fall, zu dem er seine idealen Koordinaten
eingefihrt hatte. Das hier vorgeschlagene Verfahren ist wesentlich elementarer und allgemei-
ner, ersetzt aber nicht notwendig die mathematisch anspruchsvollen Verfahren in den him-
melsmechanischen Spezialféllen. Die Verfahren Uberlappen sich also, sie lassen sich nicht
gegeneinander ausspielen. Gleichwohl soll versucht werden in der folgenden Tabelle 3-2 ei-
nige charakteristische Eigenschaften zusammenzustellen, welche die beiden Verfahren grund-
sétzlich unterscheiden.

1 K. STUMPFF (1965), p.217

? Siehe etwa in K. STUMPFF (1965), pp.170-295, auch BUCERIUS, H., SCHNEIDER, M. (1968), p. 62ff, sowie etwa
DzioBEK, O. (1888); p. 213 ff , BROUWER, D. AND CLEMENCE, G. M. (1961), p. 273 ff; CHEBOTAREYV, G. S.
(1967): insbesondere pp. 143-231;
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Grundbewegung Beschleunigungen

CKOjarzr{A[ygq b; = sz(v) ,(i=123)

T

Teilbeschleunigung
n-1 Ng
n_ph _ V) _ V) 2 _
=553 (129
v =l =l
Generelle Variationsgleichungen A

2
'r':Cr;—3+bR , G=rbh, ,

.r . G
U:abN y ==

-

neue Parameter n-ter Schritt

6 dA™
21—1 _1) d¢ =0
& or dAE:fl l’2 (n)
2.3 oA™D ac T G

Yn

V1=l

(n-1)
i aGl dA/“ = r_sby])
= A(" ) d¢ G

@
i 6(771) a8 = r_32 by
— 0N dg G

l nein

neue Kurve

== r(&f) (A(l“ (Aéf’ ..... (A\(”’)))g“) ] Alle Beschleunigungen?
r = fct(&"”);g“) ,
l i

Zeitaus (=1 +I_d§

Vi

Bild 3-26: Formaler Uberblick tiber die Methode der schrittweisen Anpassung zur Beschreibung eines beliebi-
gen Bewegungsproblems
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Klassische Methoden der Him-

Das Verfahren der schrittweisen

melsmechanik

Anpassung

Basissystem

Inertiales System

Hansen-System

Basisgleichungen

Bewegungsgleichung im inertia-
len Basissystem

Bewegungsgleichung in Bezug
auf das Leibniz-System

Bezugsbewegung

Keplerbewegung oder andere
bekannte Bewegung (z.B. eine
intermediére Bahn)

Geradlinige Bewegung oder Be-
wegung auf beliebiger Bahnkur-
ve

Anpassungsgleichun-
gen

1. fir inertialen Geschwin-
digkeitsvektor (3.286)

2. fir inertialen Beschleuni-
gungsvektor (3.288)
bzw. (3.290)

1. fir radiale Geschwindigkeit
(3.198)

2. fir die radiale Beschleuni-
gung (3.202)

3. ergdnzende Formeln
(3.195): Variation des Fla-
chenparameters und des
(versteckten)  raumlichen
Rotationswinkels, Flachen-
satz zum Bezug zur Zeit

Né&herungsprinzip

Fur das Aufstellen der Variati-
onsgleichungen werden analyti-
sche Naherungsausdriicke zug-
runde gelegt

Vor Beginn der Integration keine
Né&herung, stattdessen Separation
einer geeigneten Beschleuni-
gung, die moglichst ohne N&h-
rungsverfahren bearbeitet wer-
den kann. Naherungsverfahren
erst wahrend der Integration,
wenn nicht anders bearbeitbar

Variationsgleichungen
und ihre Bearbeitung

Einmaliger Ansatz der Variati-
onsgleichungen in den Elemen-
ten, rechte Seiten vergleichswei-
se kleine Grolien: ,,Stérungen®;
Lagrangesche Planetenglei-
chungen (Storfunktion, konser-
vative Kréfte); Gauss’sche Pla-
netengleichungen (Beschleuni-
gungskomponenten im Leibniz-
System)

Losung durch sukzessive Ap-
proximation der einmal aufge-
stellten Planetengleichungen

In allen Schritten neue Aufstel-
lung der Variationsgleichungen
ausgehend von der Leibnizglei-
chung sowie den Variationen des
Flachenparameters und des zwei-
ten Hansen Winkels, alle Bewe-
gungseinflisse werden in der
Folge der Einzelintegrationen
nach und nach gleichberechtigt
beriicksichtigt
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Separation der Bewe-
gungseinflisse

Nach Mdglichkeit werden séku-
lare  Bewegungseinflisse als
erstes bertcksichtigt und die
sékular ,,gestorten Elemente* als
Variable bei der Beriicksichti-
gung periodischer ,,Stérungen®
verwendet

Die einzelnen Bewegungsein-
flisse  (Teilbeschleunigungen)
werden in grundsétzlich willkir-
licher Weise separiert und in
Einzelschritten integriert. Die
jeweils neu aufzustellenden Va-
riationsgleichungen sind formal
identisch.

Integrationsvariable

Zeit, gewohnlich ersetzt durch
eine Anomalie (wahre oder ex-
zentrische oder mittlere Anoma-
lie), bisweilen auch Han-
sen’scher Bahnwinkel

In allen Féallen Hansen’scher
Bahnwinkel

Bewegung im Raum

Inklination und Knoten (Rektas-
zension bzw. eklipt. Lange) sind
untrennbare Bestandteile der
Bahnelemente und definieren
die Zuordnung der Bewegung
Zu einem inertialen Raum.

Die Bewegung im Raum wird
ausschlielRlich Uber die Bewe-
gung des zweiten Hansen-
Winkels (der Rotation um den
momentanen  Ortsvektor) be-
stimmt. Durch zusétzliche Integ-
ration konnen Knoten und Inkli-
nation erhalten werden.

Darstellung der Ergeb-
nisse

Reihendarstellung in den Bahn-
elementen (Keplerelemente,
nichtsingulédre Elemente, kano-
nische Elemente, Positionsele-
mente), die Bestandteile eines
Zustandsvektors in einem inerti-
alen Raum sind

In jedem Einzelschritt rein geo-
metrisch eine Bahnkurve, die das
bisher berucksichtigte Bahnmo-
dell (=Summe der erfassten Be-
schleunigungen) einschliel3t:
Darstellung im Leibniz-System,
erst nach Abschluss des gesam-
ten Integrationsprozesses Bezug
auf ein inertiales System

Zeitzuordnung

Je nach Verfahren wird der Zeit-
bezug durch einmalige oder
wiederholte  Anwendung der
Kepler Gleichung aus der mitt-
leren Anomalie berechnet

Nach Abschluss des gesamten
Integrationsprozesses wird der
Zeitbezug durch einmalige Integ-
ration des Flachensatzes herge-
stellt

Tabelle 3-2: Einige wesentliche Unterschiede zwischen den klassischen Verfahren und dem in dem vorliegenden
Bericht erarbeiteten neuen Integrationsverfahren
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4 Beispiele zur Demonstration des Integrationsverfahrens

Das im vorherigen Abschnitt andiskutierte allgemeine Verfahren zur Integration von Bewe-
gungsproblemen mit schrittweiser Anpassung soll in diesem Abschnitt mit einigen charakte-
ristischen Beispielen etwas eingeiibt werden. Weitere Beispiele wurden in der Herleitung des
Verfahrens® vorgestellt.

4.1 Beispiel einer Tangentialbeschleunigung
0

(1
1

Bild 4-1: Zusammenhang von radialer und transversaler Beschleunigung b ,bt mit tangentialer und hauptnor-
maler Beschleunigung by ,by. Anpassung einer beliebigen Bewegung mit einer Geraden g

Grundbewegung: Die Ausgangsbahn werde als ,,ungestorte” geradlinige gleichférmige Be-
wegung angesetzt. Diese Bahn wird somit durch das System

p_dr, dr _dr
r=rh 'r—d{;§ : dg_dgr"Jrquo

G o ; _ . B ﬂ: ~
T Vemcog) ez | T VSnE=G) g - ren(e=g)

(¢ o=Veos(C-&) i =0, ¢ =2

r
beschrieben. Die Parameter (,,Elemente”) dieser Bewegung sind V,G bzw. r, und ¢, sowie
die Anfangszeit t,, bei raumlicher Bewegung aulerdem erweitert durch die ,,Anfangsraum-

winkel“ i@ QO

1 Abschnitt 3.2.5, 3.2.6, 3.3, 3.4
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1. Bewegungsannaherung: Wir wollen nun folgende ,,Storung*“ in tangentialen Koordinaten*
annehmen:

b = -pB(V) , b =0, b® =0
Hier werden die Parameter p und B als konstant angenommen?.

1. Loésungsvorschlag:
Nach den Gleichungen (3.85) auf Seite 86 und (3.8) sowie (3.9) auf Seite 67 ist dann

2 2
d_V __r BV? | % - r—b,(j) =0, &, =const. ,
d¢ G d¢ VG
¢ = —110, = —é bi’d, =0 , ¢, = const. (i = const., Q" = const.) .

Da nach Definition (3.91) mit der Perizentrumsdistanz r, im Fall der ,,ungestorten* geradli-
nigen Bewegung

G=rV
und nach Variationsgleichung (3.93) auf Seite 87

fy = \r/—Ptan(g”—g”P)bH =0, r = const ,

sind ,,Flachenparameter” G und Geschwindigkeit V in diesem Fall direkt zueinander proporti-
onal. Die zweite der Variationsgleichungen (3.73) auf Seite 84 lautet mit rr, = cos(C—C,)

und G =r,V

dv \Y

= _rp Bz—

dg cos* (¢ ~¢»)
bzw.

& _ g9

v o rF’/()Bcosz(g—gp)

mit der LOsung
IV = Inv® —r, pBtan(£-¢,) (V@ =const.)
oder

v® ®
V — m = fCt(V ,rp!é,P’(p’B);él)

Somit folgt fur den Flachenparameter

L vgl. Abschnitt 3.2.5.4

2 Im Zusammenhang mit Untersuchungen des Luftwiderstandes kénnen die Parameter p und B nicht als konstant
angenommen werden, auch die Geschwindigkeit V muss dann modifiziert angesetzt werden. Im vorliegenden
Kapitel geht es jedoch nicht um die physikalische Interpretation eines Bewegungsvorganges, sondern lediglich
um die Demonstration eines mathematischen Verfahrens.
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@
G = rpl?tan(glg) = fCt(V(l)'rplgP’(po);é,) ) GY = rPV(l) = const.
e’ P

Die ,,Storung* h{”, b$’ =b{’ =0beeinflusst nicht die Kurve r =r(¢), also die Anpassungs-
Gerade, somit auch nicht die Variation in Bezug auf den Bahnwinkel

dr B
E_rtan(g“ &o)

wohl aber die Bewegung langs dieser Kurve mit
F=Vsin({-¢,) = fet(VOr,.5id)
- G
re =Veos(¢-¢p) = = = fet(VOin, i)
Um die Bewegung in der Zeit beschreiben zu kénnen, muss das Zeitintegral
. G
c T
geldst werden. Die Differentialgleichung lautet

dd =, d¢

dt = o
cos” (¢ —2p)

2

G

mit dem Integral
t=tY+rtan(¢-¢) .

Vorgabe der Zeit (t* ist eine Anfangszeit) erlaubt die Berechnung des Bahnwinkels aus
@

¢ = ¢p + arctan

o

Die neue Bewegung hat die (jetzt konstanten) Parameter t®, &,,r,,V® (i®,Q®). Die
Kurvengleichung lautet (wieder wie im ungestorten Fall)

rP _ .
r = m = I’(I’P,é'P,Q’) .

Die Variation des Radius

~ V9sin(¢ - '
r= erpthgf(,{—é“gP) - r(V(l),rP,é’P;é”)

charakterisiert die Abnahme der Variation des Radius als Folge der Abbremsung b, in tan-
gentialer Richtung. Ferner ist

. V@Wcos(¢-¢ .
rg = erpthgn(g_;P)P) = I‘é’(V(l),rP,é’P;é/) )

somit der Zustandsvektor

r=rr, , f=rr+rlq,,
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wobei r,,q, auf das q(j') —Hansen-System bezogen sind:

r, = a”cos¢ +q"sing
| H |
9, = —a;’sing + @5’ cos¢
| |
Co = foxd, = q;’ xq5’

Damit ist das aktuelle Bewegungsproblem vollstandig geldst.

2. Losungsvorschlag:

Die bisherige Losung des ,,Storproblems” b, = —pBV? orientierte sich an den in den Ab-

schnitten 3.2.5.4 (ab Seite 85) und 3.2.5.5 hergeleiteten Beziehungen und den Variationsglei-
chungen in tangentialer Richtung und Hauptnormalenrichtung. Im Folgenden soll der Anpas-
sungsvorgang in elementarer Weise ausschlieBlich mit den Formeln hergeleitet werden, wie
sie in Abschnitt 3.10 ab Seite 127 allgemeingultig aufgestellt wurden und wie sie (eventuell)
zum automatischen Rechnen verwendet werden kénnten.

Die Grundbewegung sei die geradlinige Bewegung auf der Kurve
G r

ct=r- Veos(£—2o) cos(gp—gp) #.1)
mit der radialen und der transversalen Geschwindigkeit wegen G =r,V
: Gsin(¢ -
r =Vsin(¢-¢,) = —(i o) (42)
ré =V cos(¢-¢p)
Die ,,Storbeschleunigung® in tangentialer Richtung
h® = - pBV2 , b® = b® =0 (4.3)

hat mit den Beziehungen (3.84) auf Seite 86 die Zerlegung in den radialen und den transver-
salen Anteil

by’ = —pBV?sin({-¢5)
b = —pBV?cos(¢-¢p) -
Die erste der Anpassungsgleichungen (3.231) auf Seite 130 lautet dann
ordr, | or dgp _
or,de  of, d¢

(4.4)

Mit
oL
or,  cos(&—-¢)
or _ rsin(¢-¢)

o5, cost({=¢p)

folgt aus der ersten Anpassungsgleichung

(4.5)
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a, 9
oc o

o tan(é’—é’P)

Die zweite der Anpassungsgleichungen (3.231) auf Seite 130 liefert

of dr, oFdG o d¢,

Die erste der Variationsgleichungen (3.233) ergibt die Differentialgleichung

r

—Pr—— = N
or,de  oGd¢  oc, d G

G

r

G r’ , G
= __ - _ Br _—
d¢ G or P r
ferner ist

or G

— = —cos(¢ — =

or =1 os(é-4)

or G .

— = ——ssin(¢ -

or _sin(¢—¢p)

oG I,

or G

= ——cos(¢& — .
o,y e

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Mit den Beziehungen (4.8) und (4.9) sowie mit der Stérbeschleunigung by aus (4.4) wird

or dG ,G . r?
—— = —-pBri=sin(¢ - =—h® .
3G de Y l’pz (: gp) G R
Von der zweiten Anpassungsgleichung bleibt somit wegen Beziehung (4.6) nur
or or | d¢
—rtan({-¢, )+ — | =% =
X pun(c-go) e 2|9
bzw. mit den Ausdriicken (4.9)
G d¢,
=0
I’PCOS({—gp) d{
Diese Bedingungsgleichung kann nur fir
a4 _ g
dg
erfllt werden, somit wegen Gleichung (4.6) auch
x
g
und es bleiben die Losungen
¢, = const. , r, = const.

Die Differentialgleichung (4.8) flhrt auf
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©_ o onG

dg cos® (¢ - ¢p)
bzw.

@ _ _de

G PBI, cos’ (¢ =¢»)

mit dem Integral

InG = const. — pBr,tan(¢—¢,)

Wird fiir die Integrationskonstante In A" :=const. gewahlt, folgt

(1)
o A

— grBREn(d=Ce) '
wegen G=r,V auch

g A A

rP ePB"ptan(C—Cp) o ePBrPta”(g—CP) !

wobei als neue Konstante

AD = A

o

angenommen wurde. Die Lésung des Zeitintegrals ¢ = G/r® und die weitere Lésung des
Problems werden wie im zuvor geschilderten ersten Losungsvorschlag behandelt.

Anmerkung: Die erste der Gleichungen (4.9) zeigt eine interessante Vereinfachung der zweiten An-
passungsgleichung im Fall einer Grundanpassung mit einer Geraden: es ist stets

or = G 1 (4.10)
o¢ r
wodurch sich die Anpassungsgleichung (4.7) vereinfacht zu (bezogen auf den n-ten Integrations-
schritt)

s o dAMP g2
Lo g =G (4.11)
Vpo1=1 1t

3. Losungsvorschlag:

Um das in diesem Kapitel entwickelte Losungsverfahren noch besser kennen zu lernen, werde
noch ein weiterer Losungsweg des ,,Storproblems* b’ = — pBV?, by =b{’ =0 versucht. Wie
in der vorhergehenden Herleitung kdnnen die Formeln (4.1) bis (4.7) Gbernommen werden.

Nach der Zerlegung in einen radialen und einen transversalen (,,Stor*) Beschleunigungsanteil
(nach den Gleichungen (4.4))

by’ = —pBV?sin(¢-¢,)
b’ = —pBVZcos(¢—¢p)

werde das ,,Stérproblem* aufgesplittet: Zunéchst werde b{’ ausgewahlt aber nicht b®". Es
werde also das ,,Storproblem*
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bél) ' bT(l) _ bff’ -0

zu l6sen versucht. Die erste Anpassungsgleichung liefert wieder die Beziehung (4.6)

o _ 9,
—£ = Z2& ¢ tan(¢ -
e = or PEn(e-4)
Die Variationsgleichung des Flachenparameters (4.8) gibt jetzt aber
G _o
dg
mit der Losung G = const.. Auch hier ist wie in der ersten der Gleichungen (4.9)
o _6
o¢ r

Es bleibt somit von der zweiten Anpassungsgleichung (4.7) in diesem Fall das Differential-
gleichungssystem

dde _ 2 3

_dg“ = pBritan({-¢,)
dr, 3 a2 s

E = p B I tan (é/ é/P) ,

das analytisch nur sehr unangenehm zu behandeln ist. Aus diesem Beispiel ist zu ersehen,
dass das besprochene Verfahren zur Anpassung beliebiger Bewegungen durchaus flexibel
gehandhabt werden muss um einen Anpassungsvorgang durchsichtig bearbeiten zu kdnnen.
Wir wollen den dritten Losungsvorschlag daher an dieser Stelle nicht weiter behandeln’.

Anmerkung: Die drei Losungsvorschlage unterscheiden sich durch Wahl der Variationsglei-
chungen sowie durch unterschiedliche Folge in der Hinzunahme der einzelnen Storbeschleu-
nigungen (siehe nach Bild 4-1 auf Seite 148 und Tabelle 4-1).

1. Losungsvorschlag

2. Losungsvorschlag

3. Lésungsvorschlag

Bewegungseinfliisse

Tangentiale und
hauptnormale Be-
schleunigung by, by

Radiale und transver-
sale Beschleunigung
br, br

br in einem ersten
Schritt

Losung

Geschwindigkeit V

Flachenparameter G

Analytisch unbefrie-
digend

Weitere LAsung

G=rV

V=G/rp

Tabelle 4-1: Zum Vergleich der drei Losungsvorschlége des Beispiels 4.1

! Diese und alle anderen Differentialgleichungen konnen auf die tibliche Weise numerisch bearbeitet werden.
Das ist aber nicht das Thema dieses Berichtes.




155

4.2 Beispiel einer konstanten radialen Schubbeschleunigung

Im Rahmen einer Studie zu einer interplanetaren Transferbahn von der Erde zu einem kleinen
Planeten® wurde angenommen, dass an Stelle von chemischen Triebwerken der benétigte
Schub auf der Transferbahn mit lonentriebwerken erzeugt wird.

Y (A
e
o

4 Vesta

E-¢0 | E

-3.0 L 1 L 1 L 1 L I
-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 ~-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

X (R

Bild 4-2: Die Ubergangsbahn aus der Erdbahn zum kleinen Planeten 4/Vesta mit unterschiedlich langen Bahn-
bdgen, in denen die lonentriebwerke eingeschaltet sind. Beispielbahn aus der Studie ECKSTEIN, M. C. et al.
(1983) als Muster einer interplanetaren Ubergangshahn. Die Bahn im Bild hat eine Dauer von 687 Tagen, der
letzte geschobene Bahnast betrdgt 60 Tage bei einem Schub von 20mN mit den Anstellwinkeln p=20°, y=10°.
Das Rendezvous mit dem kleinen Planeten war geplant fur den 14. Juli 1989.

Nach Verlassen der Erdbahn hat der Raumflugkdrper die heliozentrische Bewegungsglei-
chung

i"=—%l’o+ P, AE? CRmAR r—12r0+ P, (4.12)

wobei der erste Term das Zweikorperproblem Sonne-Raumflugkorper beschreibt mit der heli-
ozentrischen Gravitationskonstante®

o =1.32712438x10° m?/s?,

r ist der heliozentrische Ortsvektor des Raumflugkorpers.

Der zweite Term beschreibt die Beschleunigung des Raumflugkérpers durch den Strahlungs-
druck® der Sonne mit den GréRen

L EcksTEIN, M. C. et al. (1983), insbesondere pp.60-63
2 SEIDELMANN, P. K. ed. (1992), p. 696
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P, = 451x10° ~9__ Solardruck in 1 AE 2
ms

Cr - Reflektivitatsfaktor, bei Erdsatelliten ublicherweise zu cg=1.3 angenommen, (der Wert im
Allgemeinen schwankt zwischen 0 <> durchscheinend, d.h. kein Effekt der Strahlung auf den
Raumflugkdrper, 1.0 < alle Strahlung wird absorbiert, 2.0 < alle Strahlung wird reflektiert,
somit doppelter Effekt auf den Raumflugkdrper),

Ar - Querschnittsflache [m?] des Raumflugkdrpers in Sonnenrichtung, somit die Angriffsfla-
che fur Solardruck; im Fall der Studie hat der untersuchte Raumflugkdrper einen Solarkon-
zentrator mit Durchmesser 12m entsprechend A, ~113m?,

m - Masse [kg] des Raumflugkdrpers, in der Studie angenommen zu m = 225kg ,

AE — Astronomische Einheit, 1 AE = 1.49597870x10° km.

Der zweite Term in Gleichung (4.12) kann mit dem konstanten Wert Bs zusammengefasst
werden:

BS
mr?

B, =P, AE’C, A, , b= (4.13)

Der dritte Term beschreibt die Schubbeschleunigung durch die lonentriebwerke mit den
Komponenten in radialer, transversaler und normaler Bewegungsrichtung

I =bg Iy + by g +bgy €, ) (4.14)

Die Schubbeschleunigung muss im Prinzip sowohl nach Betrag wie nach Richtung variabel
angenommen werden. Der Schub Fs wird wie in der Raketentechnik tblich durch Massenaus-
stoss erzeugt, was zu einem Massenverlust

M =|F|/ ¢y (4.15)

fihrt, wenn ce die effektive Ausstromgeschwindigkeit bedeutet. In der Studie wurde fur die
lonentriebwerke mit einem Schub im Bereich

|Fs|=5....10mN  pro Triebwerk

gerechnet mit dem effektiven spezifischen Impuls
C =27.78km/s  pro 10mN Triebwerk.

Es wurde vereinfachend angenommen, dass Schub und Schubrichtung streckenweise konstant
seien. Da vier Triebwerke zu je 10 mN gebtindelt werden, betragt der Massenverlust

o |R] 40 mN
Ceff

m=1sl-_—_ =1.4398848x10°° kg
27.78 km/s S

Beispiel eines LHsungsweqges:

Eine wesentliche Aussage der vorliegenden Arbeit ist die Gleichwertigkeit unterschiedlicher
Losungswege um ein Bewegungsproblem zu 16sen. Um das Losungsverfahren zu demonstrie-
ren werde im Folgenden (unter Vereinfachung der in der genannten Studie behandelten all-

L zum Strahlungsdruck siehe etwa in: CAPELLARI, J. O. ET AL. (1976), PP. 4-60 — 4-63

2 Siehe etwa in VALLADO, D. A. (2001), p. 544
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gemeingultigen Lésung) angenommen, dass der Schub konstant in radialer Richtung tber den
gewiinschten Zeitraum wirke:

b, =const.#0 , b, =b,, =0
Ausgehend von der Leibnizgleichung
F=G?/r’+h,
und der allgemeinen Bewegungsgleichung
F=by,r,+b q,+byc,
lauten die Beschleunigungskomponenten in diesem Fall

M, B
bR :bKR+bPR +bSR :_r_2®+ .

+by
r’m (4.16)

b, =b; =0, b,=by, =0, Bg=const.#0 , b, =const. #0 .

Erster Losungsschritt

In der radialen Beschleunigung bg (4.16) entspricht das erste Glied der Zweikorperbewegung
des Raumflugkdrpers um die Sonne (ein Dreikorperproblem Sonne-Erde-Raumsonde werde
in diesem Zusammenhang vernachlassigt), dessen Losung eine Kegelschnittbewegung nach
Abschnitt 3.3 ab Seite 89 ist. Es fallt auf, dass sowohl die Keplerbewegung wie der Einfluss
durch den Strahlungsdruck (mathematisch gesehen zufallig!) dem 1/r* Abstandsgesetz gen-
gen. Allerdings wird durch das Brennen der lonentriebwerke ein Massenverlust m bewirkt
(vgl. Formel (4.15)), der die radiale Beschleunigung modifiziert. Um diesen Einfluss zu ana-
lysieren soll angenommen werden, dass der Massenverlust so klein ist, dass eine Linearisie-
rung erlaubt ist
2
m=m)=m+20ag , AMapl (4.17)
AL AL G
wobei my die konstante Anfangsmasse des Raumflugkdrpers bei Start aus der Erdbahn sei,
Am/A¢ sei die als konstant angenommene Massendnderung umgerechnet fur Bezug auf die

Winkeldifferenz AZ (richtiger wére proportional zur Zeit, was aber wegen der kleinen GroRen
vernachlassigt werden soll). Diese kann (ohne Einschrankung) auf den Anfangswinkel
¢, =0° bezogen werden. Dann ist es mdglich, die durch den Strahlungsdruck bewirkte radia-

le Beschleunigung in einen Anteil mit konstanter Masse und einen zweiten Anteil, der den
Massenverlust enthélt, aufzuspalten:
B, 1 B, 1Am

Bor = bopy + by ® —=———=——A : 4.18

PR PRO PR1 mo rz m02 rz Aé/ é, ( )
Der erste Teil kann (wenn alle Grof3en in Bs als konstant angenommen werden koénnen) auf
Grund seiner formalen Ubereinstimmung mit dem Anteil der ,,ungestorten” Keplerbewegung
kombiniert werden:

B. |1
Bg + Bpro = (—,u@ +m—3]r—2 . (4.19)
0

Am durchsichtigsten werden die Verhéltnisse, wenn von einer geradlinigen Bewegung als
Grundbewegung ausgegangen wird. Dann kann der Integrationsweg von Abschnitt 3.3.3 ab
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Seite 94 mit der modifizierten Radialbeschleunigung bxr+bpro Nachvollzogen werden. In der
Polargleichung der geradlinigen Bewegung (3.105)

r = G (4.20)

g,Ccos¢ +g,sing

haben die Parameter die Variationsgleichungen (3.104), die im vorliegenden Beispiel die Ges-
talt

dg, 1 Bs | .. dg, 1 B,
|y +—=1sing , —=Lt=—=|-u,+—|cos 4.21
dc G( Ho moj g d¢ G Ho m, ¢ (4.21)

annehmen. Sie haben wegen br=0 und deswegen G=const. die Integrale (vgl. die Integrale
(3.126))

1 B
0,=6,(¢)= gn+g(u@—m—jcos:

(4.22)
g, = gz(g): 921+l :UG)_& sing
G m,
mit den neuen Integrationskonstanten gi1, 921, die durch die neuen Konstanten g,,,, & mit

911 = G100 COSQ/B P glooSin é,B v U100 = AY, 9121 + 9221 (4-23)

ersetzt werden konnen. Werden die Funktionen g;, g, in die Polargleichung (4.20) eingesetzt,
ergibt sich die Polargleichung eines Kegelschnitts

r= b (4.24)
1+k cosg +k,sing

wenn die Exzentrizitdt durch

G
m G 79100
e=— 2% _ Ho (4.25)
M, 4 — By 1— By
My Ko
mit den neuen Parametern
k,:=ecos¢, , Kk,:=esing; (4.26)
und der Kegelschnittparameter durch
GZ
__ MG #p  _eG 4.27)
My e — Bs ]rﬁ G100
My Ko

erklart werden. Der Strahlungsdruck bewirkt also eine Aufblahung der Kegelschnittbahn ge-
genlber einer reinen Keplerbewegung (=Zweikoérperbewegung), wobei der Flachenparameter
G unverandert bleibt, wahrend Exzentrizitat und Kegelschnittparameter modifiziert werden.

Wird die Bahn der Erde um die Sonne als elliptische Keplerbahn aufgefasst, lautet der Kegel-
schnittparameter der Erdbahn
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2
p5=5—®=a6(1—e§) : (4.28)

flir die durch den radialen Anteil des Strahlungsdrucks modifizierte Bahn mit Formel (4.27)

p
p=1_—§5=a(l—e2) (4.29)

My K

mit den Unbekannten groRe Halbachse a und Exzentrizitat e. Um diese zu bestimmen, kann
von folgender Uberlegung ausgegangen werden: Ausgehend von einer Anpassungskurve wird
eine bis dahin nicht beriicksichtigte Beschleunigung (,,Storung*) auf die Bewegung zusétzlich
zur bisher berlcksichtigten ausgelbt. Von diesem Moment an wird die neue Bahn einge-
schlagen, ihr Beginn muss also auf der urspriinglichen Bahn liegen. Dies kann irgendein be-
liebiger gunstiger Punkt sein, bei interplanetaren Bahnen etwa das Aphel der Bahn um Treib-
stoff und Zeit zu sparen. Im vorliegenden Bericht, der sich beliebigen Bahnen widmet, ist
stets das Perizentrum definiert, nicht aber das Apozentrum. Aus diesem Grund und um das
Verfahren anschaulich zu halten, werde der Ubergang im Perihel der Bahn gestartet. In die-
sem Punkt unter der Annahme einer elliptischen Bewegung hat der bewegte Korper den Ra-
dius

Py
1+ e,

L =r(C=G)- (4:20)

Auf der neuen Bahn sei ebenfalls das Perihel angenommen. Mit dem neuen in Formel (4.29)
berechneten Kegelschnittparameter lautet der Radius

h=r({=C)=

1+e
woraus die neue Exzentrizitat berechnet werden kann:

e=P 1 . (4.31)

Die modifizierte Halbachse folgt dann, da es sich um eine elliptische Bewegung handelt, aus
der bekannten Beziehung

a= 1_'062 . (4.32)

Die Beschleunigungsbeziehung (4.19) kann so interpretiert werden, dass die Bewegung der
Raumsonde abléauft als ob die heliozentrische Gravitationskonstante um den Betrag Bs/mg
variiert worden ware und dann lautet

M=y —— . (4.33)

Diese neue Kegelschnittbahn soll nun als Anpassungskurve zur Bericksichtigung der weite-
ren Beschleunigungskomponenten dienen.

Der Zeitbezug wird (wie blich) Uber das Zeitintegral (hier: zweites Keplersches Gesetz)
r?¢£ =G in der bekannten Weise (eventuell durch Einbeziehung der Kepler-Gleichung) her-
gestellt. Da in diesem Beispiel eine normale Beschleunigung vernachldssigt wird, sind die
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Basisvektoren q(j') des Hansen-Systems (eventuell nach den Frenet-Formeln des Hansen-

Systems (2.142)) als unveranderlich anzunehmen. Die Lésung hat somit den Zustandsvektor

a!”cos¢ +qlsing

r:[)1Jrk1cos§+kzsin§ (4.34)
P= ’u?@[—(k2 +sin¢) g + (k, +cos )l |
Die radiale Geschwindigkeit lautet nach Beziehung (3.123)
rz%(klsing“—k2 cos¢) . (4.35)

NUMERISCHES BEISPIEL: Zur Durchfiihrung einer quantitativen Untersuchung werden die obigen
Zahlen verwendet. Mit der mittleren groRen Bahnhalbachse und der mittleren Exzentrizitat der Erd-

bahn1
a; = 1.0000010178 AE £1.49598022261 x10°% km
e = 0.016708617

ergibt sich fur den Flachenparameter der Erdbahn um die Sonne

2

km
G = /1o 8, (1—€}) =4.45510668693 x 10° T

Ho _ /“—9 _ 29.7888350 ™
G p S

Das ist die (mittlere Kreisbahn-) Geschwindigkeit der Erde auf ihrer Bahn um die Sonne, somit die
Anfangsgeschwindigkeit fir den Raumflugkorper beim Abflug aus der Erdbahn. Der Solardruck be-
wirkt ein Geschwindigkeitsinkrement mit dem Hilfswert bei der Strahlungsdruck-Anstromflache Ar=
113 m*

Damit wird

3
kgkm™ Bs _ 33278260 KOK™
S G S

B, = 0.1482685900 x10"

Im Fall des Abflugs aus der Erdbahn mit der Anfangsmasse my = 225 kg wird somit als Folge des rela-
tiv groRen Solarkonzentrators das Geschwindigkeitsinkrement erhalten:

AV, =55 _ 0014790 X
Gm, S
Ferner werden die Zahlenwerte benétigt:
3
Bs 01117216 kg By 0000496541 , 25— 65897151111 10° kn; :
Ho My Ho My S

Damit lautet die modifizierte heliozentrische Gravitationskonstante der untersuchten Bewegung (vgl.
Formel (4.33))

! aus P. K. SEIDELMANN ET AL. (1992), p.700
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3
4= o~ 5 =1.306465408 xlollksi2

m,

Die numerischen Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Ungestorte Bewegung Bewegung mit Beriicksichti-
gung durch Strahlungsdruck
Mittlerer Kegelschnittpa- P, = G? |ty =0.999721840AE = | P= 1.000218489 AE =
rameter —1.495562578 x 108 km =1.49674905981 x 108 km
Periheldistanz r,.=0.983292384AE = re
=1.47098446203 x 10°km
Mittlere Exzentrizitat e, = 0.016708617 e=0.017213705
Mittlere grole Bahnhalb- a, =1.0000010178 AE = a=1.000514954 AE =
achse =1.49598022261x10° km =1.49674905981x10° km
Differenz in Halbachse Aa =+76883.72km

Tabelle 4-2: Keplersche Bahnelemente der durch den konstanten Anteil des Strahlungsdrucks verursachten ge-
storten Bewegung der Asteroidensonde (ohne Antrieb durch die lonentriebwerke) [ ]

Anmerkung: Die Tatsache, dass der Strahlungsdruck der Sonne eine Wirkung auf die Bewe-
gung eines Himmelskdrpers hat, die im Prinzip derselben GesetzméalRigkeit wie durch eine
Gravitation unterliegt, erlaubt einen Rickschluss auf die Bewegung der Erde um die Sonne.
Es ist zu erwarten, dass die Bewegung der Erde zu einem bestimmten Anteil durch den Strah-
lungsdruck und nicht allein durch die Gravitation gepragt ist. Wenn mit a, e, die aus der

Beobachtung erhaltene groRe Bahnhalbachse und Exzentrizitat der Erdbahn bedeuten, kann
mit den bekannten physikalischen Parametern der Erde und des Strahlungsdrucks aus Formel
(4.25) die ,,ungestorte”, d.h. allein durch das Zweikorperproblem Sonne-Erde bewirkte, Ex-
zentrizitat der Erdbahn berechnet werden:

eéezee{l— Bs J : (4.36)

Ms Ho

Die Masse der Erde ist bekannt!
m, =5.9742 x10* kg

Dann ist mit den obigen Zahlenwerten flr die Exzentrizitdt der Erdbahn ohne Strahlungs-
druck mit Formel (4.25)

e, =€ (1-2.115x107)

Dieser kleine Zahlenwert kann in der Praxis nicht mehr nachgewiesen werden. Mit dem Ke-
gelschnitt-Parameter der Erdbahn

ps =a, (1—e} ) =1.495562578 x 10" m

! aus P. K. SEIDELMANN ET AL. (1992), p.700
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wird fur den entsprechenden Wert ohne Strahlungsdruck nach Formel (4.27)

B
Psc = Ps| 1- > : (4.37)
My Ho

Wie bei der Berechnung der Exzentrizitat ist auch hier der Korrekturterm vernachlassigbar,
was entsprechend dann auch fiir die Halbachse zutrifft. Die Erde ist also zu ,,schwer* um vom
Strahlungsdruck der Sonne aus ihrer gravitativ bedingten Bahn wirksam herausgedrangt zu
werden.

2. Losungsschritt

Als nachstes werde der variable Anteil fur die Wirkung des Solardrucks im zweiten Glied der
radialen Beschleunigung (4.16) als ein ,,Stérterm* hinzugefugt:
By 1 Am

PR1 _m_OZFA_g (4.38)

Die Parameter ki, ko missen jetzt als Funktionen des Bahnwinkels C aufgefasst werden. Zu
ihrer Charakterisierung sollen sie daher in der Form

=k =K0(8) L =k =k () (4:39)
geschrieben werden. lhre Variationsgleichung (3.122) lautet wegen des Verschwindens der

transversalen Beschleunigung br=0 und daher dG/d¢{ =dp/d¢ =0 und mit der N&herung

(4.18), mit G® = 1 p und der bisher vernachlissigten Beschleunigung bpgr; in der Definitions-
gleichung (4.18)

dk® r? . B, Am, , .
= —pbysingx-—————Agsing

d¢ G’ M o AL

dk Y r? b B, Am (440)
=—— cosg ~ — A cos

dé’ Gzp PR1 4/ mngAC § é/

mit den Integralen (wenn der Bahnwinkel { auf den Anfangswinkel ,=0° bezogen wird:

Af=¢-6=¢)

k, =k =k (&)~ k{? ——ES A—m(sing—gcosg)
Mo o A (4.41)
k, =k =k (&) =k +—L3S A—m(cos§+§sin{;) .
0 Ho A

Die Integrationskonstanten sind hier kl(z),kf). Fir eine groRenordnungsmanige Abschatzung

wird bei Bezug auf r=1AE als AnfangsbahngréRe und dem oben berechneten Wert fur m und
der Umrechnung (4.17) relativ zur Winkeleinheit der folgende Wert fir den Massenverlust
erhalten
AM 7232559 (4.42)
AL rad
Wirde pausenlos Uber einen Umlauf von 2n geschoben, mussten an Treibstoff etwa 45kg
eingeplant werden.
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Da in dieser Aufgabenstellung nur ein radialer Schub zugelassen wurde, wird weder der Fl&-
chenparameter G (wegen G =rb. =0) noch die Bahnebene (wegen 7 =Gb, /r=0) geén-
dert. Eine Bahnénderung infolge radialer Beschleunigung mit konstanter Masse m wird also
nur (wie im Rahmen des ersten Lésungsschrittes untersucht wurde) grof3e Bahnhalbachse und
Exzentrizitat verandern, jedoch nicht aus der Bahn herausfiihren kénnen. Dies kann nur durch
den Massenverlust (hier durch den konstanten Schub der lonentriebwerke) in minimalem Un-
fang erreicht werden, wodurch der Effekt des radialen Schubes durch die Triebwerke noch
etwas Uberlagert wird. Bild 4-3 zeigt mit stark Gberhohtem Wert fiir den Solardruck (es wurde

fur die Zeichnung der Wert Bq /(m0 y®) =0.2 verwendet) das Aufspiralen durch radial wir-

kenden Solardruck und als Folge des Massenverlustes mit dem Wert -7.2 kg/rad. Dieser Ef-
fekt konnte im vorliegenden Fall wegen des relativ groRen Solarkonzentrators durch dessen
schréage Anstellung gegentber der Sonnenrichtung und dadurch Erzeugung eines transversa-
len Schubes wirkungsvoll erhoht werden. Dieser (zusétzliche hier aber nicht einbezogene)
Effekt wird im n&chsten Beispiel bei der Betrachtung einer Sonnensegelbahn untersucht (Ab-
schnitt 4.3).

Bild 4-3: Prinzip der Aufspiralung einer heliozentrischen Bahn infolge des Drucks durch Sonnenstrahlung bei
stdndigem Massenverlust etwa durch ein lonentriebwerk (der Solardruck ist zur Veranschaulichung in diesem
Plot um den Faktor 200 (iberhoht)

3. Losungsschritt:

Als Ausgangskurve flr diesen Losungsschritt werde der Kegelschnitt (4.24) sowie die radiale
Geschwindigkeit (4.35) mit den Funktionen k, (¢),k, (&) aus den Integralen (4.41) gewdhlt.
Die dortigen Konstanten k!” k!” werden im neuen Schritt als Funktionen des Bahnwinkels ¢

aufgefasst, welche mit der radialen Beschleunigung bsg bestimmt werden missen, dem dritten
Anteil in der Zerlegung (4.16) flr die radiale Beschleunigung bgr. Zur Abkurzung werde der
konstante Term

B, Am
mg Ho AL
eingefuhrt. Die neue Polargleichung sowie die entsprechende radiale Geschwindigkeit haben
somit die Gestalt (nach Einsetzen der Integrale (4.41) in die Polargleichung (4.24))

3 -

(4.43)
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_ P
1G+ k# cos¢ +k{Psing +¢ B, (4.40)
F= E(kl(z) sing —k{? cos¢ - B,)
Die Anpassungsgleichungen (3.198) und (3.202) lauten in diesem Beispiel
or dkl(z) or dk®
P de K@ de 0
' (4.45)

or dkl(z) or dk® r?
k@ de k@ de G
),

bSR

Um diese zur Berechnung der neuen Variablen k(¢
den die folgenden partiellen Ableitungen bendtigt:

ki? (&) aufstellen zu konnen, wer-

or _ o _ pcos¢ _ pcos¢
ok, ok (1+k{® cos¢ +k{sin 5)2 (L+k{cosg +kPsing + ng)Z
or _or psing B psing
ok, ok (1+Kk{? cos¢ +k{sin g’)z (1+k{P cosg +k{Psing + 4“83)2
or G . or G
= —sing =——C0s¢
kP p kP p
ok ok ok ok
=1 320 @0 F@-!
ok ok} ok ok§
somit
or _or ok or ok or or _or ok® or ok or
KD T kO kD KO KD T kO kD kD ok® | kD kP ok
o _ or ok or ok _ or or _ or ok or ok _ o

K® kD k@ kD ok kP T kD kO k@ | ok® k@ ok
und die zweite der Anpassungsgleichungen (4.45) vereinfacht sich zu
or dkl(z’ or dk(z) p? b,
ok dg 5k(2) i G (1+k® cos§+k2‘2>sing”+§83)2

(4.46)

Zur Auflosung des linearen Gleichungssystems (4.45), (4.46) fur die Variationen der beiden
gesuchten Parameter wird die Determinante bendétigt
or or or or or or or or G

KT T T KT kT ok kT T (1K 005 +kIsing + B,

Die gesuchten beiden Variationsgleichungen lauten somit

d® - p’ 2
o GZbSR(1+kl‘z)cosg“+k2(2)sing“+4“83) sing
o (4.47)

ic " (F;)Z by (1+k? cos ¢ +k{? sin§+§B3)2 cos¢




165

Eine Naherungslosung kann auf Grund der Tatsache gefunden werden, dass die Parameter
k? (&), k() nur kleinen Anderungen unterworfen werden. Falls deshalb auf der rechten

Seite der beiden Differentialgleichungen eine Linearisierung
2 k2 k@ AL K~k kD AL (4.48)

erlaubt ist, wobei Ag = —¢, =¢ angenommen werden soll, ergeben sich die Naherungs-
Differentialgleichungen

(2) 3
dik” {p_bSR(lJr(kl(i)+k1<é’§)cos§+(k2(i’+k§§§)sin§+§83)2}sin§

d¢ |G’
i) . (4.49)
dk p . 2
?z—[gbw (1+(k1(§) +kip) ¢ )cos g + (k3 + kD {)smg“+g“83) }cosg“
mit den Losungen®, welche die neuen Integrationskonstanten k® , k{* enthalten:
@ _ 1 O, o p°b,, 2 1o @ ©)
k™ =k +sing o ¢+B, ¢ +§Bag’+2 Kia sing — 2k, /'cosg+
1 (2)2 H 1 (2)2 H (2) H
+EklA (4,“+sm4,“cos§)+zk2A (¢ —singcos¢) +2kZ (cos¢ +¢sing) +
+2k (sing —¢cos¢) + (kii)kz‘? + kﬁsz‘fj)(—g cos’ ¢ +%cos§sin I +%§) +
@), @ 2 2 . 1, 1,
+ K2k | ~¢* cos §+§(§+cos§smg’)—zsm ;—Eg +
(2)2 1 2 . 1 ) 1 . 1 1 s
+k2% | =¢* (¢ +cos¢sing ) +—=¢ cos” ¢ ——cos¢sing ——¢ —=¢7 |+
2 2 4 4 3
o2 (1 . . 1 ) 1 . 1 1,
+k2? | =¢* (¢ —cos¢sing ) ——¢cos” ¢ +—cos¢sing +—¢ —=¢7 |+
2 2 4 4 3
(2) H (2) H 1 1a2 1 2
+ k)| 2B, (sing — ¢ cos¢ ) + Ko g(cj—coscjsmcj)Jrgsm (—Ecj +
+2k? B3(§zsin g—ZSin§+2§cos§) +2k® B, (cos¢ +¢sing) -
-k kP cos® ¢ + kK (g’(§+cosg’sin g)—%sinz g—%;z) +
+2Kk Bg(—gzcosg +Zcos§+2§sing”ﬂ} (4.50)

! die Integration wurde mit algebraischen Formelmanipulator-Programm Maple7 durchgefiihrt
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3

b 1
kK =k - cos¢ {%[g@ B, g“2+§B3 S+ 2 kP sing - 2k{cose +

1 1
+Ekfi)2 (§+sin§cosg“)+zk2(i)2 (¢ -singcos¢) +2k? (cos¢ +¢sing) +
) (i (2)1,(2) (2)1,(2) 2 1 H 1
+2k (sin¢ —¢cos¢) + (k2K +kZk?)| ~¢ cos §+Ecos§sm§+zcj +

+ k2K (‘42 0os' £+ £(¢ +o0sgsing) ~sin’ g‘igzj '
1D “2D 2 2

o (1 . 1 ) 1 . 1 1 .
+ko E; (§+cos§sm§)+zgcos (—Zcosgsmg—zg—g +

+k(2)2(lr;z(;—cos;sin;)—lgcosz§+lcos§sin§+l§—1§3 +
*\2 2 4 4° 3

+ k) (253 (sing —¢cos¢)+ ko (g({-cosgsin §)+%sin2 g-%;zj}
+2k® B3(§zsin§—25in§+2§cos§) +2k® B, (cos¢ +¢sing) —

(2) 1,(2) 2 (2) 1,(2) - 1 -2 1 2
—k; k) cos’ ¢ + kK §(§+cos§sm§)—gsm g—zg +
(4.51)
+2k% 83(—§zcos§ +Zcos§+2cjsin§ﬂ}

Fur ein numerisches BEISPIEL werden die Zahlenwerte der genannten Studie verwendet. Der Schub
mit 4 Triebwerken von jeweils 10mN erzeugt in diesem Beispiel auf den Raumflugkérper der Masse
m=225 kg die konstante Beschleunigung

_DAOMN _g 777778x107 KD

225 kg 52

mithin wird

3
by, G = 792.09766%

Nach Definition (4.43) hat der Parameter Bs im vorliegenden Fall unter Beriicksichtigung des Zahlen-
wertes (4.42) den Betrag

B,——0s AM_ (317807943510 [L/rad] .

mg Ho AL

Die Anfangswerte fiir eine numerische Simulation werden aus der Polargleichung und der radialen
Geschwindigkeit (4.44) mit den Naherungen (4.48) erhalten:

Aus r(¢ =0°)=1AE wird mit dem Kegelschnittparameter p aus Tabelle 4-2
ko= P 1P 4_0000711518
r(C=0) ~ 1AE

Da k{2 = e®@cos¢(?, k{2 = e@sing{? entsprechend den Definitionsgleichungen (4.26) gesetzt
werden konnen und als Ausgangswert die Exzentrizitat e aus Tabelle 4-2 gewahlt werden kann, ergibt
sich £{? =87°.560540122 und damit
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k{2 =esin¢{® =0.016701378

Die radiale Geschwindigkeit liefert unter der Annahme, dass die Triebwerke konstant in radialer Rich-
tung arbeiten den Wert (aus der Raketengleichung) und mit der Zeiteinheit At =1sec sowie den Zah-
lenwerten dieses Beispiels

FrAV —c, In—"M _ 1666799995 x107 X
m, —m At S
somit
1[p. _
kio = —z[ar(Zﬂ) + kgﬂ — -0.2658107756 x10?
sowie

kf.?=3 P Z| k@ |=-0.4529628649 x10°
7| G \ 2

AuBerdem werden in den Ausdriicken (4.50), (4.51) die neuen Konstanten benétigt, welche
sich aus

k® =k (¢ =0.0) =0.000711518

K = k@ (; = %) =k + k3 % =0.01252603210

ergeben. Mit diesen Zahlenwerten wird eine Ubergangsbahn mit konstantem radialem Schub
in Bild 4-4 berechnet.

Bild 4-4: Aufspiralung einer heliozentrischen Bahn allein infolge eines kleinen radialen Schubes durch ein lo-
nentriebwerk. Da bsg>0 angenommen wurde, wirkt der Schub nach aulen von der Sonne weg. Der Massenver-
lust ist berlicksichtigt.

Anmerkungen zu diesem Beispiel: Der zugehdérige Zeitaufwand kann durch Integration des
Zeitintegrals

(rz
t=t + | —d
oieé
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erhalten werden, wenn in die Polargleichung (4.44) die Funktionswerte (4.50), (4.51) einge-
setzt werden. Es ist wegen des allgemeinen Charakters dieser Entwicklungen zu erwarten,
dass dieses Integral wie im speziellen Fall der Keplerbewegung auf eine transzendente Funk-
tion fuhrt. Das Integral und seine Losung werden also im speziellen Fall nur numerisch zu
I6sen sein. Im Fall der Zahlenwerte von Bild 4-4 ergibt sich Uber einen Umlauf die Zeitdauer
363 Tage. Das ist im Vergleich zur Erdrevolution etwas zu wenig und deutet darauf hin, dass
eine Linearisierung (4.48) nur stickweise angewendet werden darf (oder dass numerisch in-
tegriert werden sollte).

Das Beispiel eines kleinen radialen Schubes unter Dominanz einer (Zweikdrper-) Keplerbe-
wegung mit einem 1/r®> Abstandsgesetz bringt nur eine unbedeutende Aufspiralung der Bahn.
Die Polargleichung mit Ausgangswert r(C=0.0)=1AE ergibt nach einem Umlauf nur den heli-
ozentrischen Abstand r(£=2n)=1.00265AE. (Es ist zu erwarten, dass mit einer numerischen
Auswertung des Differentialgleichungssystems (4.47) dieses Ergebnis vertieft werden kann.
Dies ist aber wie im soeben angedeuteten Zusammenhang mit dem Zeitintegral nicht Gegens-
tand des vorliegenden Berichtes). Durch die Wirkung des Schubes wird (physikalisch gese-
hen) die Gesamtenergie des Systems erhéht. Wenn es erlaubt ist, die Bahn ndherungsweise
nach wie vor als eine (,,gestorte*) Keplerbahn zu betrachten, kann dadurch angenommen wer-
den, dass sich die Bahnhalbachse a erh6ht. Da der Parameter p des Kegelschnitts nach Bezie-
hung (2.61) (Seite 26) auf den Flachenparameter G (,,Betrag des Drehimpulses®) bezogen

werden kann: G* = xp, muss p bei konstanter zentrischer Gravitationskonstante x wie G
konstant sein. Dann gilt im Fall eines Kegelschnitts p=a(1—e?), bei Anwachsen der Halb-

achse a muss auch die Exzentrizitat anwachsen, die Bahnform wird zunehmend von der kreis-
nahen Ausgangsbahn abweichen. Dieser Effekt kann in Bild 4-4 schwach erkannt werden.
Allerdings zeigt Beziehung (4.44) fir den Radius der Bahn unter den hier gegebenen Rand-
bedingungen, dass diese qualitative Uberlegung nur sehr vorsichtig angewendet werden darf:

die Parameter k® k!? sind variabel, auBerdem kommt additiv der Faktor B hinzu, der we-

sentlich vom Massenverlust der Raumsonde abhangt. Je nach GrolRe dieser Parameter kann
die Abweichung von einer Zweikorperbewegung erheblich werden. Damit zeigt sich ein Vor-
teil des im vorliegenden Bericht vorgestellten Verfahrens der allgemeinen Anpassung, die
Einzeleinflisse auf eine Bewegung scharf separieren und so ihre Wirkung im Einzelnen be-
urteilen zu kénnen.

Wird der Massenverlust vernachlassigt (in den obigen Formeln wird B;=0 gesetzt), kann die
Bahn eine Apsidendrehung ohne Verformung erfahren. Bekannte Beispiele sind die Apsiden-
drehung einer Erdsatellitenbahn durch den Einfluss der geradzahligen Harmonischen des Erd-
schwerefeldes (mit einer 1/r* GesetzmaRigkeit). Ein anderes Beispiel ist die Apsidendrehung
der Planeten im Sonnensystem als Folge der relativistischen Abweichung der Bewegung vom
Newtonschen Gravitationsgesetz (Periheldrehung des Merkur). Wird der Massenverlust ein-

bezogen und konstante radiale Beschleunigung zugelassen (somit k) =k{? =0 angenom-
men), wird die Bahn aufspiralt ohne Drehung der Apsidenlinie (Bild 4-3).

In diesem Zusammenhang darf auf eine Abhandlung von Battin' hingewiesen werden, in der
das Problem des radialen Schubes unter Vernachlassigung des Massenverlustes bearbeitet
wird. Das Verfahren ist mathematisch anspruchsvoll und kann fur den allgemeinen Fall belie-
big groRer Schiibe nur numerisch bearbeitet werden.

L BATTIN, R. H. (1987), pp. 409-415
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Bei Vergleich mit den in Abschnitt 3.4 untersuchten spiralférmigen Kurven zeigt sich, dass
derartige Bahnen mit einem voéllig anderen Beschleunigungsgesetz erzeugt werden missen als
es die Keplerbewegung verlangt. Man kann daraus schlieBen, dass etwa im Sonnensystem mit
Dominanz der Keplerbewegung eine spiralartige Kurve, wie in Abschnitt 3.4 untersucht, als
primére Anpassungskurve nicht die erste Wahl sein kann.

Alternativ zu einem radialen Schub ist im Fall des vorliegenden Beispiels eine wesentlich
groRere Wirkung durch einen transversalen Schub zu erwarten (Dieser wurde auch in der ge-
nannten Studie primar berlcksichtigt, die aber in der vorliegenden Arbeit wegen des beispiel-
haften Charakters dieser Untersuchungen nicht nachvollzogen werden sollte). Ein solcher
transversaler Schub wird im néchsten Beispiel behandelt. In der Natur ist der Yarkowski-
Effekt" ein solcher Fall: Bewegt sich ein Himmelskorper um die Sonne, so wird die der Sonne
zugewandte Seite aufgeheizt, die abgewandte Seite abgekuhlt. Rotiert dieser Korper in Bewe-
gungsrichtung, so rotiert die aufgeheizte Seite in die der Bewegung entgegengesetzte Rich-
tung, die jetzt erfolgende Warmeabstrahlung (bt einen Stof3 auf den Himmelskorper in Bewe-
gungsrichtung aus. Dies verursacht einen tangentialen (bei nahezu kreisférmigen Bahnen ei-
nen transversalen) Schub aus, der zu einer allméahlichen Aufspiralung der Bahn von der Sonne
weg flhrt. Bei umgekehrter Rotation erfolgt der durch die abgestrahlte Wérme erzeugt Schub
entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung, die Bewegung wird abgebremst und der Himmels-
korper spiralt auf Grund dieses transversalen Schubes in den Innenraum des Sonnensystems.
Ein transversaler Schub ist die Hauptursache fir natiirliche oder kiinstliche kleine Bewe-
gungsanderungen, zumindest bei den dominanten Beschleunigungsverhéltnissen des Sonnen-
systems.

Es darf noch auf einige friihere Arbeiten hingewiesen werden, die sich schon frihzeitig mit
kleinem durch elektrische Triebwerke erzeugtem Schub beschaftigten®. Hier geht es um klei-
ne Schiibe in tangentialer bzw. horizontaler (andere Bezeichnung fir transversale) Richtung,
waobei aus technischen Grunden radiale und horizontale Schibe fir vorteilhaft gegeniber tan-
gentialen und (haupt-) normalen Schiiben erkannt wurden. In allen diesen Arbeiten kommt
kein Bezug auf Hansen-Systeme vor. An Stelle des (Hansenschen) Bahnwinkels wurde sei-
nerzeit auch mit regularisierenden Variablen gerechnet®.

Erganzende Uberlegungen:

Zur Bestétigung der analytisch erhaltenen Ergebnisse in diesem Abschnitt wurden auf dreier-
lei verschiedene Weise die Ergebnisse auf numerischen Wege durch Integration mit einem
RKF45 Integrator erhalten: 1. Integration Uber der Zeit mit der originalen Leibnizgleichung
und dem Zeitintegral in Form des Flachensatzes, 2. Integration der Leibnizgleichung in der
Form (2.134) auf Seite 46, und 3. mit dem Formalismus der geradlinigen Bewegung mit den
Variationsgleichungen (4.21). Uberschreitet die radiale Berschleunigung einen bestimmten
Wert brc verlasst der Raumflugkdrper den Anziehungsbereich des gegebenen Zentralkorpers
und kommt auf eine Fluchtbahn. Eine Abschéatzung fir den Abflug aus einer kreisférmigen
Bahn unter Vernachlassigung des Massenverlustes findet sich in Battin (1987, pp.408-415):

8—‘:2< bee (4.52)
K

! KIPPENHAHN, RUDOLF (2005): p.47
2 ECKSTEIN, M. C. AND SHI, YUN-YUAN (1967), SHI, YUN-YUAN AND ECKSTEIN, M. C. (1966) UND (1967)
¥ BOCKEMULLER, E. A.. UND W. KLEINSCHMIDT (1970), HENSCHEL, F. (1974)
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Bild 4-5: Konstanter radialer Schub auf interplanetaren Raumflugkérper aus kreisnaher heliozentrischer Um-
laufbahn mit Start aus Erdbahn, radialer Schub der lonentriebwerke bg, = 7.35x107" km/s?. Numerische
Integration mit Formalismus der geradlinigen Bahn im Hansen System

Bild 4-6: Konstanter radialer Schub auf interplanetaren Raumflugkérper aus kreisnaher heliozentrischer Um-
laufbahn mit Start aus Erdbahn, radialer Schub der lonentriebwerke bg, = 7.36 x10~" km/s’ . Fluchtbahn
nach 13 Umldufen. Numerische Integration mit Formalismus der geradlinigen Bahn im Hansen System

Die in diesem Beispiel gegebenen Berschleunigungswerte um das Vierfache iberhéht flihren
auf die in den Bildern Bild 4-5 und Bild 4-6 wiedergegebenen Bahnkurven. Sie wurden eben-
falls mit den drei genannten numerischen Verfahren gerechnet. Ausgangsbahn ist die Erd-
bahn, der Massenverlust ist berlicksichtigt. Dadurch ist der Wert fiir Flucht etwas kleiner, als

die durch Formel (4.52) berechnete Abschétzung by, = 7.4089x107 km/s* .
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4.3 Beispiel einer interplanetaren Sonnensegelbahn
mit transversalem und normalem Schub

SeEng

Bild 4-7: Entwurf eines Sonnenseglers der NASA!

Die schon von den Vatern der Raumfahrt entdeckte Mdoglichkeit von Bahnen ohne kinstlich
erzeugten Schub allein mit dem Strahlungsdruck durch Sonnensegel steht vor der technischen
Realisierung®. In Bild 4-7 und Bild 4-9 (auf Seite 173) sind Beispiele aus aktuellen Studien
wiedergegeben, welche detaillierte experimentelle Untersuchungen einschlie}en. Eine aktuel-
le technische Realisierung ist der japanische Sonnensegler Ikarus® (Interplanetary Kite-Craft
Accelerated by Radiation of the Sun), der am 21. Mai 2010 gestartet wurde (siehe Bild 4-10
auf Seite 178).

Im Rahmen der in der vorliegenden Arbeit entwickelten Formelsysteme kann die prinzipielle
Bewegung mit Sonnensegeln in einfacher und durchsichtiger Weise beschrieben werden.

Im vorhergehenden Beispiel (Abschnitt 4.2 ab Seite 155) wurde hergeleitet, dass durch radial
wirkenden Strahlungsdruck allein ohne Anderung der Masse des Raumflugkorpers abgesehen
von einer (geringfiigigen Aufblahung der Bahn) keine Bahnénderung erhalten werden kann.
Dies ist bei Raumflugkorpern, die sich mit Sonnensegeln bewegen, der Fall. Um die Bahn
(energetisch) in seiner Bahnebene zu andern muss der Flachenparameter G geéndert werden,

lhttp://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei :Solar_sail_artist_conception.jpg&filetimestamp=20050623115
228

2 siehe etwa: MCINNES, C. R. (1999); LEIPOLD, M. (2000)
3 http://www.n24.de/news/newsitem_6074809.html
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was wegen seiner (allgemeingiltigen!) Variationsgleichung G =rb, (siehe Formel (2.76))
ausschlielRlich durch eine transversale Beschleunigung br erreicht werden kann.

©

Bild 4-8: Transversale (br) und radiale (bg) Beschleunigung durch Zerlegung der Beschleunigung (b,) durch
den Strahlungsdruck der Sonne am Sonnensegel S in einen verlorenen Anteil (b.) und einen senkrecht zum
Segel wirkenden Anteil (bs). B ist der Anstellwinkel des Sonnensegels gegenuiber der Richtung zur Sonne bei
Bezug auf die oskulierende Bahnebene des Raumflugkérpers

Um eine solche zu erzeugen, muss nach Bild 4-8 (auf Seite 172) das Sonnensegel gegenuber
der Sonnenrichtung angestellt werden. Dazu wird die Segelnormale um den Anstellwinkel
gegenlber der radialen von der Sonne wegweisenden Richtung gedreht, was zur Zerlegung
bo =bs +b,_ fihrt. Hier ist b die vom Strahlungsdruck erzeugte Beschleunigung, wirksam

auf das Segel ist der Anteil bs, wéhrend der Anteil b, l&ngs des Segels verloren ist. Dies deu-
tet bereits darauf hin, dass eine geeignete Relation zwischen Anstellwinkel und wirksamer
Beschleunigung gefunden werden muss, was bekanntlich auf ein Optimierungsproblem hi-
nauslduft. Die wirksame Beschleunigung kann aber nur zum Teil fir eine Bahnénderung ver-
wendet werden, namlich der transversale Anteil by in der Zerlegung by =b, + b, . Flr diese

gilt
lb;|=:b; =0.5 by sin(28) . (4.53)

Diese Beziehung ist Grundlage fiir einen Optimierungsprozess (der aber nicht Gegenstand des
vorliegenden Beispiels sein soll). Der Strahlungsdruck ist aus Formel (4.12) bekannt:

C 1 B
o= =P AE? R S 2 (4.54)

1., 2. und 3. Lésungsschritt:

Die erste Ausgangsnaherung werde als ungestorte Bahn durch eine Gerade dargestellt. Wenn
von der Erdbahn aus in eine interplanetare Bahn gestartet wird", kann von einer elliptischen
Bahn als bekannter zweiter Anpassungskurve ausgegangen werden. Dann koénnen die For-
meln, die im vorhergehenden Beispiel zu Anfang und dem ersten Lésungsschritt zusammen-
gestellt wurden mit den zugehorenden Zahlenwerten bernommen werden. Die Anpassungs-
kurve hat sodann die Polargleichung

L shnlich wie auch aus einer Erdumlaufbahn bei Erdsatelliten
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G2

r— H : (4.55)
1+k cosd +k,sing

mit den Konstanten ki, ko.

Die dritte Bahnkurve hat gegentiber der Erdbahn auf Grund der Wirkung des Strahlungs-
drucks auf das groRe Sonnensegel zunachst einen konstanten radialen Einfluss nach dem 1/r% -
Gesetz, der die Bewegung auf einer héheren, d.h. von der Sonne entfernteren Bahn, stabili-
siert.

Bild 4-9: Entwurf eines Sonnenseglers des DLR!

Es ergeben sich die folgenden Zahlenwerte (vgl. die Formeln (4.13), (4.25) - (4.33)):

3 3
B, = 0.1312111416 xlols% , % ~0.1312111416 xlO“kS—T , mi ~0.09886875984 ,
0 o Ho
3
% = 2945184750 9K™ AV, = 2.945184750%™ | = 1.195013238 10 KT
S S S

Mit diesen Werten kann der Kegelschnittparameter p der neuen Bahn aus Formel (4.29) be-
rechnet werden. Wie im vorhergehenden Beispiel soll auch hier der Beginn der neuen Bahn
im Perihel der alten Bahn, die identisch mit der Erdbahn ist, angesetzt werden. Damit ist dann
die Exzentrizitdt der neuen Bahn sowie dann die grofle Bahnhalbachse aus den Formeln
(4.31) und (4.32) bekannt.

! Kopie aus LEIPOLD, M. (2000), p.3, Referenz: LEIPOLD, M., GARNER, C.E., FREELAND, R., HERRMANN, A.,
NocA, M., PAGEL, G., SEBOLDT, W., SPRAGUE, G., UNCKENBOLD, W. (1998) ,,ODISSEE — A Proposal for Dem-
onstration of a Solar Sail in Earth Orbit“, 3" IAA International Conference on Low-Cost Planetary Missions,
Pasadena, Ca, April 27-May 01, 1998
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Damit folgen die in Tabelle 4-3 aufgelisteten Parameter des konstanten Anteils einer Son-
nensegel-Bahn, zusammengesetzt aus dem Anteil einer heliozentrischen Zweikdrperbewe-
gung (bei Vernachléassigung des Dreikorperproblems Sonne-Erde-Sonnensegel) und dem kon-
stanten Anteil des Strahlungsdrucks durch die Sonnenstrahlung:

Ungestorte Bewegung Bewegung mit Berlcksichtigung
durch Strahlungsdruck

Heliozentrische und mo-
difizierte Gravitations-

Konstante fey =1.32712438 10" km® / 2 1 =1.195913238 x10" km®/s?
Mittlerer Kegelschnittpa- ps = G2 | g =0.999721840 AE = p =1.109407593 AE =
rameter 1 495562578 x 10° K = 1.65965012854 x10° km
Periheldistanz I,=0.983292384AE = Ip
=1.47098446203 x 10°km
Mittlere Exzentrizitat e, = 0.016708617 e =0.128258096
Mittlere groRe Bahn- a, =1.0000010178 AE = a=1.127962737AE =
halbachse _1 49598022261 10° km —1.68740822878 x10°km
Differenz in Halbachse Aa = +1.9142800617 x10” km

Tabelle 4-3: Keplersche Bahnelemente der durch den konstanten Anteil des Strahlungsdrucks verursachten ge-
storten Bewegung des Sonnensegels, wenn die gesamte Sonnenstrahlung zu einer radialen Beschleunigung auf
das Sonnensegel ausgenutzt wird, das voll auf die Sonne ausgerichtet wird. Die Anstromfléche des Son-
nensegels ist zu 10000m?, die Masse der gesamten Raumsonde zu my=100kg angenommen. M

4. Losungsschritt:

Es werde jetzt die transversale Beschleunigung (4.53) wirksam. Die Parameter
k, =kP (&), k, =k (<)

missen dann als neue Funktionen des Bahnwinkels ¢ betrachtet werden, welche aus den Va-
riationsgleichungen (3.122) (auf Seite 94) inklusive mit der Variation des Flachenparameters
(aus Gleichung (3.7) auf Seite 67) berechnet werden kdnnen. Da sich die radiale Beschleuni-
gung nicht auswirkt, kann b, =0 gesetzt werden und es ergibt sich mit der Keplerschen Be-

ziehung G* = 1, p das System von Differentialgleichungen zur Berechnung der Bewegung
mit einem Sonnensegel. Zur Abkilrzung werde die in diesem Bewegungstyp konstante Grofe

B, := P, AE? e sin 3 cos _Bssinpcosp
mO mO

(4.56)

verwendet. Damit lautet die transversale Beschleunigung

b, ==L . (4.57)
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Die Variationsgleichungen (3.122) fiir die Parameter k® k" im Fall einer Anpassung mit
einem Kegelschnitt sowie (3.7) fiir den Flachenparameter lauten

aG r

Ty

dc G

dk® r®

dlg =7 [—k{'sin® ¢ +k{Psing cosg + 2k +2cos¢ |
dk® r®

d2§ :EbT [k cos® ¢ +ksing cos¢ + 2k +2sin¢ |

Mit der transversalen Beschleunigung br aus Formel (4.53) und der Polargleichung (4.55)
haben die Variationsgleichungen die endgultige Gestalt

G _B, c
d¢  u 1+k®cos¢ +k{Psing
(€] (€}
gy’ _By cos¢ + 1k1 +COS€ _ (4.58)
d¢  u 1+kPcos¢ +k{Psing
dk® B, | . kD +sin
—2 =0 /sin¢ + N C"(:) ,
dd u 1+k7cos¢ +k,”sing

Da der Flachenparameter G nicht in der zweiten und dritten dieser Differentialgleichungen
enthalten ist, konnen aus diesen zunachst die Variablen k¥ =k (&), ki =k (¢') berech-

net werden und anschlieBend der Flachenparameter aus der Differentialgleichung
4G _ B dg
G u 1+k®cos¢ +kPsing

(4.59)

Der Parameter By enthdlt u.a. den Anstellwinkel g des Sonnensegels gegenlber der Son-
nenseinstrahlung bezogen auf die oskulierende Bahnebene. In der Praxis wird dieser Winkel
zur Steuerung des Raumflugkdrpers von Zeit zu Zeit variiert werden missen. Zur Durchfiih-
rung des vorliegenden Beispiels sei dieser Winkel jedoch als konstant angenommen, was fir
ein gewisses Zeitintervall zuldssig erscheint. Dies vereinfacht die Integration im Folgenden
wesentlich, erfordert aber bei Neueinstellung dieses Winkels eine neue Integration (dies im
Sinne von ,,patched conic*). Es sei daher fiir die Dauer der Integration zur vereinfachten
Schreibweise der Parameter

B,

B, =—
)7,

m

(4.60)

als konstant angenommen.

Fur diese Integrationen soll wieder die Verwendung eines mathematischen Formelmanipula-
tors versucht werden. Dies kann etwa mit Hilfe einer Reihenentwicklung durchgefiihrt wer-

den. Das Ergebnis lautet mit den Integrationskonstanten k?, k{?:
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(2)
0 =K (¢) =7+ 28, £ 3B, P (1+Bk";2) : 1B,k (k) +1? |-
1 B
o n k(?)) - [9BZ kP - 6B, —3B Kk +12B (k<2) +3B (k<2>)
4k +k Pk +5(k2) k2 + 6(k2<2>)3] -
1 B (4.61)
o e [ ) 082 308 7 -
+20B, (k) k® ~ 6B, kK ~10B2 k® +
+108§(k1<2>) +50B2 (k‘”) —20B2 —26B_k{? -
“10(k2) +12(K2 ) +4 K (k) +14(KO ] ()¢5 + 0(¢°)
(@) (@) (2) Bmk .
K=k (£) =k 4 kl(z)g
1 B, [ @ 2@ (L@, (1@ 2} 2
= 2—-B, k"~ +3Kk k + +
(1+k1(2)) ( ) (k1 ) é/
1 B, [ 20,(2) 2 (2) @
+—— 3B.k,;” —2B,—B +4B (k¥ ) +B,
(1+k1(2)) mk1 ( ) (k1 )
KK + (k) K — 2k +2(k? )3} ;-
—i B, [2+1583k‘2)+18B (k<2>) +8B (kf’) k® —7B kPk? —5B2k® +
(1+k1(2))
+5B2 (k@) +25B2 (k)" ~10k®B2 ~15B,k? ~7(k? ) +3(k®)" +
+ 2(k) "+ (<) = 27 (k) + 5(? ) (€2 + 4k (k) ¢+
1 B, 2
B ] [ ~60B2 K kP +688, (k@) (k) +7582 (k@) K -
~6B, (k) 13582k 358, k (k% )" kK —21(k® )" k® -
-138, (k®) 1038, (k@) +12B, k? +5(k?) k@ ~7(k?) k@ +
+5B, (k?)" +14B, +8k? ~32(k®)’ 7082 +24(k? ) 358 k? + s

3583 ()~ (47 + 2806 (€7 + 21083 () +

+19082 (k?)’ +1058° kI + 968, (k§2>)4}§5 +0(¢°)

Werden diese beiden Funktionen in die Differentialgleichung (4.59) eingesetzt, ergibt sich
wieder mit einer Reihenentwicklung und mit dem Anfangswert G(0)=:G, die Losung fir

den Fl&achenparameter
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B,G 1 B, G,
G=G(¢)=G, + 1+k(2) -~ W[B“kéﬂgz +

1 B G
+a(1+m—k;f>)3[48mkgz>+3B§+kf”+(kf”>2+2(k§”ﬂ€" -

1 B,G
_ﬂm [2587 k1 + 3B,k +58, (K )z +188, (K2 )2 N

+5(k ) k® + 4Kk +6(k? )’ +1587 - 2B, —k? ] -

1 B,G
+@m[ 68, (k) K +31B,kPk{ +1908? (k) +

+20B2K® + 968, (k)" +210B3% + 4082 (k)" +
+28(k®@)" (k) +20k® (k)" - 25B k{* ~20B? +

+9(kE) +5(k )" ~8(k? )" +24(? ) +1058;, |¢°+ O (¢?) . (4.63)

Werden diese Funktionen in die Polargleichung (4.55) fir den Radius eingesetzt, kann die
vierte Anpassungskurve dargestellt werden:

()T
,u[l+ k(<) cos¢ +k(¢) sin;] ' (464

Den Bezug zur Zeit stellt schlieRlich die Integration der Gleichung r* d¢ = Gdt her, die wie
in den vorhergehenden Integrationen mit Hilfe einer Reihenentwicklung durchgefihrt werden
soll:

r=r(¢)-

2

G? 1G (B +2k(2))
;12(1+k1(2))2 2 U (1+k(2’)

1 G3 2
+EW[7B k(2)+2k(2)+2(k(2)) +3B§]+6(k§2)) }{3 —

t=t,+

—ii[msz ki +58B, k® +9B, (k) +468B, (k@) +
2 12 (1K) 1 (e

+ 14KPKD +16(kP ) ki ~ 4B, — 2k +15B2 + 24 (k? )1( 4

1 G3 ) 2)\2 2\2 \3 ) 2
120 3 Ok(z))e [—2kf>—24(k2<>) ~12(k®) +30(k® )"+ 96k (k) +
uo(1+k;

+120(k®)" (k)" ~38B2 658, k{ +16(k?)" +120(k )’ +105B +
+430B2 (k)" +315B7 k? +326B,, (k) +151B,, (k@) k@ +

+86B, kk? +29B2 k +6782 (k® )2} &+0(¢0) (4.65)
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Bild 4-10: Der japanische Sonnensegler Ikarus, aufgenommen mit einer Kamera auf einem
begleitenden Satelliten, am 16. Juni 2010 in etwa 10 Millionen km Entfernung von der Erde*

NUMERISCHES BEISPIEL: Fur eine Darstellung der Ergebnisse in einem Zahlenbeispiel werden die
folgenden Anfangswerte verwendet (siehe hierzu die Zahlenkonstanten im vorhergehenden Beispiel
und in Tabelle 4-3):

G, =G(¢ =0°)=fup =4.45510668683x 10° km? / s =1.990706748 x 10~ AE?/s
r,=r(¢ =0.0)=00983292384AE — k(¢ =0) =k =0.128258096 2 e

£ (£=0)=0 — k{’(¢=0)=k{’»=0.0, B, =1.6970520x10*° AE*/s,

Yy = 3.9620477 x107 AE?/s?

1 =1.195913238 %10 km®/s*=3.572098767 x10™* AE®/s’

B, = B 0.04228322

Y7,

Die hier verwendeten Zahlenwerte zeigen, dass die Anfangswerte fiir jeden Lésungsschritt sehr sorg-
faltig gewahlt werden miissen. Insbesondere muss darauf hingewiesen werden, dass auf Grund der

radialen Wirkung der Sonnenstrahlung nicht die heliozentrische Gravitationskonstante 4, sondern

die modifizierte Konstante . verwendet werden muss, was der Kegelschnittparameter p =G?/ M der

zugrundeliegenden Anpassungskurve erfordert. Ferner muss die entsprechende Exzentrizitat verwen-
det werden.

Mit diesen Zahlenwerten haben die Bahnparameter G(C), kl(l)(g),kgl)(g”) die folgende numerische
Darstellung:

! http://skyweek.wordpress.com/2010/06/16/das-erste-sonnensegel-im-weltraum-aufgenommen-direkt-von-

oben/
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k(" (£)=0.128258+0.856654 10" - —0.01265452287 - £ +0.0003372019348 ¢ * +
+0.0004275523190- ¢ ++-
ki (¢) = 0.04039813431- ¢ ~0.0004496025802 - £ 2 — 0.002805723200- ¢ * +
+0.0001269263109-¢° ++-
G(£) =0.1991-10°° +0.9286491123-10 - £ ~0.2165718669-10°° - ¢ +
0.3827435139-10 - £°+0.3320677838-10 - £* ~0.4399612149-10 - £+

(4.66)

2.8e-071]
2.5e-071

2 4e-07

Gizeta) 2 36071
2 2e-07]
21e-07]

2e-07

zetalrad]

Bild 4-11: Zunahme des Flachenparameters einer heliozentrischen Bahn infolge des transversalen Anteils des
Strahlungsdruckes auf ein Sonnensegel mit Anstellwinkel 30°.

Den Verlauf des Flachenparameters G (iber einen Umlauf mit stetiger Zunahme infolge der transversa-
len Beschleunigung b zeigt Bild 4-11.

Der Bahnradius hat in dem untersuchten Fall die numerische Darstellung

r=r,(£)=0.2799473699-10" -(0.1991-10"° +0.7558546512-10° - £ —0.1434746996 10 - £ +
+0.1486534273-10°° - £° +0.1413986461-10° - ¢* ~0.3450186635-10* - ) /
/[ 1+(0.128258+0.0856654 - ¢ —0.01265452287 - £ *+0.0003372019348- £ * +
+0.0004275523190-£°) cos(&) +
+(0.04039813431- £* —0.0004496025802 - £ * — 0.002805723201- & * +

+0.0001269263109- ¢ ) sin(¢ )|
(4.67)

Als einige spezielle Werte werden zur Veranschaulichung und heuristischen Kontrolle der Perihelradi-
us und der Radius fiir £=90° berechnet:

r(¢ =0°)=0.9835818138 AE , r(¢ =90°) =1.154535504 AE

Der Ergebnisplot in Bild 4-12 zeigt das Aufspiralen der Bahn tber einen Umlauf. Die Ndherungslo-
sung durch eine Reihenentwicklung bis zur 6ten Ordnung im Bahnwinkel  erlaubt aber keine Unter-
suchung des Bahnverlaufs (iber mehrere Uml&ufe. Das Bild legt ferner nahe, dass der ebene Anstell-
winkel B in der Praxis nur Uber kleinere Bahnbdgen konstant gehalten werden sollte, so dass durch
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geschickte Variation dieses Winkels iiber den gesamten Ubergangsbogen eine optimale Strategie ent-
wickelt werden muss."

Bild 4-12: Aufspiralen einer heliozentrischen Bahn durch den transversalen Anteil des Strahlungsdruckes auf
ein Sonnensegel mit Anstellwinkel 30° (der Plot ist wegen der Reihenentwicklung auf £=0° normiert, wéhrend
die Zeichnung bei {=-180° beginnt) (L&ngeneinheit AE)

15

Bild 4-13: Zusammenschau der vier Anpassungskurven in einer und derselben Bahnebene, links die Gerade als
ungestorte Bewegung, dann die innere Ellipse der Erdbahn, die zweite gréRRere Ellipse als Folge der radialen
Beschleunigung durch den Strahlungsdruck und schlieBlich die Aufspiralung infolge der transversalen Be-
schleunigung durch den Strahlungsdruck (L&ngeneinheit AE) . B

Bild 4-13 zeigt schliel3lich die vier bisher benutzten Anpassungskurven in der oskulierenden
Bahnebene: Gerade, 1. Ellipse als Erdbahn, 2. Ellipse durch Einwirkung der radialen Be-

! Dieser Optimierungsprozess geht Uber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinaus. Eine vergleichbare Opti-
mierung wurde etwa in der Studie ECKSTEIN, M. C. et al. (1983) durchgefiihrt
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schleunigung durch den Solardruck, Aufspiralung durch den transversalen Beschleunigungs-
anteil des Solardrucks.

5. LoOsungsschritt:

Zu weiteren Demonstration des Verfahrens wird in diesem Integrationsschritt angenommen,
dass das Sonnensegel so gegen die Sonnenstrahlung angestellt wird, dass die Bewegung aus
der ursprunglichen Bahnebene herausfiihrt. Dies wird dadurch erreicht, dass durch die Segel-
anstellung ein Teil der durch den Solardruck erzeugten Beschleunigung in eine Komponente
senkrecht zur Bahnebene umgelenkt wird, also eine normale Komponente by erhalten wird.
Dann wird die Variationsgleichung (3.8) (auf Seite 67) wirksam, so dass mit der dritten der
Frenetschen Formeln der Astrodynamik (3.9) der Normalenvektor variiert und die Bewegung
raumlich wird.

Bild 4-14: Anstellwinkel eines Sonnensegels zur Erzeugung einer radumlichen Bahn: Winkel g Drehung in der
Bahnebene, Winkel y Drehung aus der momentanen Bahnebene, Darstellung der Beschleunigungen im Leibniz-
System
Die Beschleunigung b, wird entsprechend Bild 4-14 in die Richtungen des begleitenden Leib-

nizsystems zerlegt:

by =b,cosp

b, =bgsinp

b, =bscosy =hgcosy cos B

by, =b,siny =bsiny cosy cos S (4.68)

bs> = b, cosy =hg cos’ y cos B

by =bs c0s B =by cos’y cos’ B

b, =bg,sin B =hg cos®y sin B cos B
Bei Beriicksichtigung des rdumlichen Anstellwinkels y mussen entsprechend diesen Formeln
die radiale und die transversale Beschleunigung im vorherigen 4. Integrationsschritt modifi-

ziert werden, was sich auf die numerische Darstellung der Bahnkurve in der Polargleichung
(4.64) auswirkt.
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Damit kann die Variationsgleichung (3.233) flr die Variation des Raumwinkels mit dem So-
lardruck (4.54) und der in den vorigen Schritten berechneten Polargleichung verwendet wer-
den:

3 -
dn _ Bs SII‘I}/COS}/ cos ff = B siny cosy cos S 1

d¢ G2 ' G’m Ho Mg 1+kYcos¢ +ksing

mit der Bezeichnung
B siny cosy cos S

By = (4.69)
HeM
lautet die Variationsgleichung des zweiten Hansen-Winkels
d7 _ By (4.70)

dc 1+ k(¢) cos¢ +kM (<) sing

Da die beiden Parameter k™ k" in diesem Schritt nicht neu berechnet werden miissen, weil

die normale Beschleunigung auf diese Parameter keinen Einfluss hat, kann mit den Parame-
tern aus den Integralen (4.61) und (4.62) die Differentialgleichung fur 7 unmittelbar integriert
werden, woflr hier wieder eine Formelmanipulator mit einer Reihenentwicklung eingesetzt
werden soll. Mit der Konstanten 7 ergibt sich

n=n({)=m+ n k é“——(lBT)[ZB +k{? }g
+%(1%[7B k{® +k1(2)+<k12) +8BZ+2( ) }cj -
214—(1+'3k ] [ 2B, +7B, k% + 9B, (k) +59B2 ki? + 298, (k17 ) -
K+ 2k 45k )k§2)+488§+6(k§2))1§4+
+iB—[615k K +605B2 k(2 +918, (k) ki +
120 (1, )

+41OB;(|<2)2 30B, k? +65B7 k'’ +9582(k2)

+1468, (K )+ 20k (k%) +28(k® )" (k%) K ~30B2 +
(
1

+9(k? ) +5(k ) ~8(k) +24 (k) +3(k ) +384B };5 +0(¢%) (47

Um die raumliche Bewegung zu untersuchen koénnen die Variationsgleichungen (2.90) (auf
Seite 37) (bei Vernachlassigung einer Eigenbewegung dieses Basissystems mit p;;=0) fur den
Knotenwinkel o bzw. die Rektaszension des aufsteigenden Knotens £2 nicht verwendet wer-
den, da die Ausgangsbahn in der Grundebene des Sonnensystems liegt, somit die Inklination
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i=0° hat. Stattdessen konnen die Parameter j;, j» aus Definition (2.187) (auf Seite 60) mit den
Variationsgleichungen (2.191) gewahlt werden:

j:=sinicoso , j,:=sinisinc

cosi =sgn(cosi)y1-ji—j; . sini=qji+]; o = arctan2 (4.72)
h

dj, dn 2 2 dj, dn 2 12

—=t——\1-j -], cosg , —E=t—\1- — ], sin

d¢ de h =) ¢ dc dc h =) g

Unter Verwendung der Variation des rdumlichen Winkels n in der Form (4.70) koénnen die
Funktionen j, (<), j,(¢) und damit die Winkel i und o berechnet werden.

Die L6sung in Form einer Reihenentwicklung lautet mit den Anfangswerten
Jo = Jl(é,o) = (40) , COSi, :\]1_ j120 - 1220
entwickelt nach den ersten drei bzw. vier Potenzen

j1: Jl(é/): j1o

B, cosi,
+———=C—
1+k? 4k

1 B _ |
_E<1+kl(z) +k£zh)l)2 <l+kl(2))|:BN ho <1+ kl(z))+ B, COSIO(2+2kl(2) n kéZ)):|é/2+
—i—% By 2 |:—3 By Jx (kl(Z))Z +6By B, J;, — By Jx kéZ) (kl(z) )2 ~

(1+ ki® +k? )3 (1+ kl(z))
=By oo kY — By o (K{” )3 — 5B, cosi, k\” — 2B, cosiy — By, j,, —COSi +

+3B, ;o B,k k{? +3B, ,, B, ki +12B, j,,B,k” + 6B, j, B, (K )2 -

~ 2By Jpo ki k{? — B, cosi, ki + 9B cosi, B2k k?) + 2B, cosiy k? k!?) +

+2B,, cosi, k' (k§2> )2 —6c0si, (kl(z) )2 —4cosi, (kl(z))3 +8B cosi, (kl(z) )2 +

+16B2 cosi, k' —4B_ cosi, (kl(z) )2 —2¢0si, (k§2> )2 k! — 2cosi, (kl(z) )3 k{® +

+9B2 cosi, k® —6cosi, k' k{? — 2B cosi, k'? + 2B, cosi, (k§2> )2 +

+3B? cosi, (kéz) )2 —6cosi, k!” (kl(z) )2 + B, cosi, (kéz) )3 — cosi, (kgz) )2 (kl(z) )2 _

(4.73)

3 2
— B, cosi, (kl(z)) +8B2 cosi, — 4cosi, k! —2cosi, k!” —cosi, (kf)) -

—Cosi, (k;2>)4 — B2 cosi, — 3By j, kl(ﬂg%o(;“)
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o 1 B, cosi

Jz=Jz(§)=JZO+E%§z_

_1(1+k )2 (1+k(2))[BN j1°(1+k1(2))+8m COSi0(2+2k1(2)+k£2))}§3+
1

1

18B. B j. +9B. B i k@k?_9B_ i (k@) +
24 (1+k1 +k22) (1+k:£2))2|: N mJlO N m JlO 1 2 N JZO( 1 )

+36 B, B, jk® ~3B, Jk? (k) ~6B, j,kk{” ~3B, j, ki +18B, B, jm(kf))2+
+9By Jio B, ki~ 3By J,y— 3By o (i ) —9B,, j, k' +27B2 cosi, k! k{? —cosi,

~15B, cosik” —3B, cosi, k! — 2cosi, k!” — 4cosi, k” —6 B2 cosi, k?

—3B,icosio(k( ) —6cosi, k!” k? +6cosi ki? k? +6B_ cosi, k? (k 2))2—

—6B, cosi, —cosi (k ) — 3B} cosi, + 24 B2 cosi, 4cosi0(k1(2)) —cosio(kgz))z—

~3B, Cosi (kz) +9BZ cosi (k ) —6cosi (k()) k® + 48 B cosi, k!” +

+24 B2 cosi (k ) —2cosi, k? (k ) ~12B_ cosi (k(z))z—cosi (k(z))z(kl(z))2+ 4.74)
+27B2 B2 cosi, k"’ + 6B, cosi (kz) +3B, cosi (k ) —6cosi (k())z—

— 3B, cosi, k? ]; +0(¢°)

Falls die Rektaszension des aufsteigenden Knotens benétigt wird, kann sie durch Integration
der mittleren (nicht singularitatenfreien) Variationsgleichung (2.90) mit p; =0

do _ dysin(¢-o(¢))
d¢ dg sin(i(¢))

(4.75)

berechnet werden®.

Fur eine Darstellung im dreidimensionalen Raum bei Bezug auf die Ekliptik als Basisebene
mit der Basis p, ergibt sich aus Formel (2.113) auf Seite 41 der Radiusvektor

r=rr,= r{pl[—cos(i(g)) sin(¢ - () sin(Q(¢)) +cos(¢ - (£)) cos((¢)) |+
+p,[ cos(i(¢))sin(¢ () cos(Q(¢))+cos(¢ —a (&) sin(Q(¢)) |+ (4.76)
+p, sin(i(g”)) sin(;—a(g”))} .

Der Geschwindigkeitsvektor kann mit der Zeitbeziehung (r’s =G) aus der Darstellung

F=rr,+rr,=rr, Jrrg”q0 =rr, +Gq0 (32 qoj 4.77)

und mit den Beziehungen (2.113) erhalten werden:

! Die (mit Maple) berechneten Ergebnisse sind so aufwendig und uniibersichtlich, dass sie nicht in den vorlie-
genden Bericht aufgenommen werden
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r—%{p{—cos(i<4>)sin(@(c))(%§—;sin(c—a<;>)+cos(:—a<;>>]+
seos(0(¢)) 9L ox(c () -sin(c () ||
| cos(i(c)eo(26) F (s o () ress(c-a(c) [+ 79
ssina(e)) Eabeos(s-a(0))-sin(¢ -o()) |+
s, () L sin(< - o() +cos(s () |

Im vorliegenden Fall ist der Radius r aus Beziehung (4.64) bekannt, seine Variation nach dem
Bahnwinkel dr/d¢ kann ebenfalls aus diesem Ausdruck (eventuell mit Hilfe eines Formel-

manipulators) gewonnen werden. Es ergibt sich:

NUMERISCHES BEISPIEL: Gegenuber den Zahlenwerten im 4. Lésungsschritt werde jetzt (lediglich
zur Demonstration und nicht realistisch) eine Ablenkung in der oskulierenden Bahnebene von 3=30°
und aus der Ebene um y=45° gewahlt. Dies flihrt auf den Parameter B, = 0.042811429. Ferner wer-

den die Parameter des numerischen Beispiels im vierten Lésungsschritt sowie den Anfangswerten
B, = B,/ 1 =0.0428327

7, =0.0,i” =0°, Q® =0°,u® =0° ki =0.0 , j,=0.0, j,,=0.0

. =r({=0.0)=0.983292384AE — k® (¢=0)= k® =0.128258096 = e (4.79)
G, =G (£ =0°)=/up =4.45510668683x10° km? /s =1.990706748 x 107" AE?/s

1 =1.195913238 x10" km*/s*=3.572098767 x10™* AE®/s?

verwendet.

Fur die Variation des Bahnradius nach dem Bahnwinkel ergibt sich mit diesen Werten der numerische
Ausdruck:
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;—2 =0.5598947398-10"-(0.1991-107° +0.7558546512-10° - £ —0.1434746996-10~° - £ * +

+0.1486534273-10° - £*+0.1413986461-10 ™ - £* ~0.3459186635-10 - £°)-
(0.7558546512 10 - 0.2869493991-10°° - £ +0.4459602819-10° - £ +
+0.5655045844 1071 - ¢~ 1729503317107 - )/
/[1+ (0.128258+0.856654-10 - £ —0.1265452287 .10 - ¢ +
+0.3372019348-10 - ¢** +0.4275523190-107 - )cos(¢) +
+(0.4039813431-10™* - £* - 0.4496025802 10 - £ -
~0.2805723200-10 -¢* + 0.1269263109-10°%- £ Jsin(¢) | -
~0.2799473699 10" -(0.1991-10° +0.7558546512-10° - £ —0.1434746996 10 - * +

+0.1486534273-10°° - £° +0.1413986461-10° - £* ~0.3450186635-10* - )
[(0.0856654 —0.03796356861- ¢ * +0.1348807740-10° - £° +

+0.2137761596-10% - £ *)cos (&) -

—(0.128258 +0.0856654 - ¢ —0.01265452287 - £ * +0.3372019348-10° - ¢ +
+0.4275523190-10°°-£°)sin (&) +

+0.08079626862 - £ —0.1348807740-107 - £* ~0.01122289280- ¢ * +
+0.6346315545-10°°-¢*)sin (&) +

+(0.04039813431- £ —0.4496025802-10°° - £ °~0.2805723200-10 % - £ * + (4.80)

+0.1269263109-10°-¢*)cos(¢) | /
/[1+(0.128258+0.0856654 - £ —0.01265452287- ¢ * +0.3372019348 10 - * +

+0.4275523190-10 - ¢*) cos (&) +
+(0.04039813431- ¢ —0.4496025802 10 - ¢* ~0.2805723200-10°2 - £ * +

+0.1269263109-10° - £°)sin (¢ )]2

Im Beispiel hat der zweite Bahnwinkel n (,,zweiter Hansenwinkel) die numerische Darstellung bei
Bezug auf den Anfangswert no=n(£=0°)=0.0 (fir die numerische Auswertung wurde die Rei-
henentwicklung bis zur 12. Ordnung getrieben)

n=n({)=0.03794471243- £ —0.001440516571- £ * +0.0007918292074- ¢° +
+0.4083643127-10™ - £* —0.1837209610-10* - £ ° +0.5828605624 -10°° - £ ° — (4.81)
—0.1255975336-10° - ¢ ~0.1007964758-10° - £* —0.6133109711-107" - £° -
—0.2377384982-107 - £'° +0.3464411393-10° - £ + -

sowie die Variation nach dem Bahnwinkel
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S—Z =0.03794471243—-0.002881033142 - £ +0.002375487622 - £ * +

+0.0001633457251- ¢° —0.00009186048050- ¢ * +0.3497163374-10* - £° - (4.82)
—0.8791827352-10° - £°®—0.8063718064-107° - £ +0.5519798740-107° - £® +
+0.2377384982-10°° - £° +0.3810852532-10" - £+

Entsprechend kann durch naherungsweises Losen der Differentialgleichung (4.75) mit den hier ge-
wahlten Zahlenwerten die Naherungsdarstellung fir die ekliptikale Lange des aufsteigenden Knotens
berechnet werden:

Q(¢) = Q,+0.03794471243- ¢ —0.001440516571- ¢ +0.7918292074-10° - £ * +
+0.4083643127-10 - £* —0.1837209610-10* - £°+0.5828605624 - 10° - ¢° —
~0.1255975336-10° - ¢ —0.1007964758-10° - £ —0.6133109711-10" - £° —
—~0.2377384982-10"" - £'°+0.3464411393-10° - £ + 0 (107 ) .

(4.83)

Hier werde (ohne die Allgemeinheit der Aussagen zu beeinflussen) der Anfangswert Q, = 0°.0 ge-
wahlt.

?_

B 40 /

X 204 zetairad) Rt
etaldeg) 47 0

3] 201

27 etaldeg) 407

1 -6

0" "os 1 15 2 25 3 807

zetalrad)

Bild 4-15 linkes Bild: Verlauf des Raumwinkels ;[Grad] bei konstantem rdumlichem Anstellwinkel des Son-
nensegels gegenuiber der Richtung der Sonnenstrahlung Gber einen halben Umlauf um die Sonne. rechtes Bild:
Berechnung des Raumwinkels n[Grad] mit verschiedenen Ordnungen (12., 11., 10., 6., 4., 3.) einer Reihenent-

wicklung tiber einen halben Umlauf um die Sonne. Die Streuung der durch die Reihenentwicklung bedingten

Zahlenwerte macht die Ldsung nach einem halben Umlauf wertlos

Bild 4-15 zeigt den Verlauf des Raumwinkels n gegentiber dem Bahnwinkel £ tber einen Umlauf um
die Sonne bei konstanten Anstellwinkeln B und vy in Bezug auf die Strahlungsrichtung der Sonnen-
strahlung. Anmerkung. Wegen der eingeschrankten Giiltigkeit der Integrationslésungen infolge der
Né&herung durch Reihen ist zum Ende des untersuchten Intervalls der Verlauf der Kurve als unsicher
zu betrachten. Dies macht sich bereits nach einem halben Umlauf (bis etwa {==) bemerkbar, was aus
dem rechten Bild in Bild 4-15 erkennbar wird. Hierfur wurde die Reihenentwicklung bis zur 12. Ord-
nung, 11. Ordnung, 10. Ordnung, 6. Ordnung, 4. Ordnung, und 3. Ordnung aufgetragen. Im letzteren
Fall ist eine Abweichung bereits vor 1n erkennbar (Kurve in magenta), in allen anderen Fallen erst
danach. Ab hier ist die Lésung wertlos. Es muss angemerkt werden, dass der Formelmanipulator keine
analytische Losung der zu berechnenden Differentialgleichungen gefunden hat.
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Bild 4-16: Verlauf der Bahninklination i[Grad] bei Start aus der Ekliptik bei konstantem rdumlichem Anstell-
winkel des Sonnensegels gegeniiber der Richtung der Sonnenstrahlung. Der stark eingeschrankte Giltigkeitsbe-

reich der durch die Reihenentwicklung erhaltenen Ldsung ist erkennbarl.
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Bild 4-17: Verlauf der Lange in der Bahn des aufsteigenden Knotens of{Grad] bei Start aus der Ekliptik bei kon-
stantem raumlichem Anstellwinkel des Sonnensegels gegeniber der Richtung der Sonnenstrahlung. Der stark
eingeschrénkte Gultigkeitsbereich bis maximal £=100° der durch die Reihenentwicklung erhaltenen L&sung
deutlich erkennbar.

! Weitere numerische Untersuchungen mit langeren Reihenentwicklungen oder eventuell besseren analytischen,
also mit bekannten Funktionen integrierbaren, Ldsungen sollten die hier vorgestellten Lésungsvorschlage
verbessern kénnen. Falls diese zu keinem iberzeugenden Ergebnis flhren muss wie bisher numerisch integriert
werden. Das macht jedoch den Lésungsansatz mit den bisher gefundenen analytischen Lésungen nicht Gberflis-
sig. Dies bestatigt lediglich auch bei diesem Ldsungsansatz die Erfahrung, dass analytische Lésungen nur bis zu
einem gewissen Grad gefunden werden kdnnen, hdhere Genauigkeiten nur auf numerischem Weg zu erreichen
sind (Numerische Untersuchungen sind jedoch nicht Gegenstand dieses Berichtes)
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Dies gilt in verschérfter Form auch flr die Inklination, sowie die Lange des Knotens in der Bahn ¢ wie
auch fur die ekliptikale Lange Q des aufsteigenden Knotens, wie in Bild 4-16, Bild 4-17 und Bild 4-17
erkennbar wird. Erganzend ist in Bild 4-19 die Bahnhohe (ber der Ekliptik dargestellt.

35
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Bild 4-18: Verlauf der ekliptikalen L&nge des aufsteigenden Knotens (JGrad] mit Anfangswert 0° bei Start aus

der Ekliptik bei konstantem raumlichem Anstellwinkel des Sonnensegels gegeniiber der Richtung der Sonnen-

strahlung. Auch hier ist der eingeschrénkte Giiltigkeitsbereich der durch die Reihenentwicklung erhaltenen L6-
sung ab etwa dem Wert 1.6 = erkennbar.
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Bild 4-19: Verlauf der H6he des Raumflugsonde (ber der Ekliptik bei konstantem rdumlichem Anstellwinkel
des Sonnensegels gegeniiber der Richtung der Sonnenstrahlung tber einen halben Umlauf um die Sonne

Das Gesamt-Ergebnis ist in Bild 4-20 dargestellt. Hier sind alle 5 Anpassungskurven in ihrer Reihen-
folge zu erkennen. Der Berthrpunkt aller Kurven liegt im Perihel der Bahnen. Die z-Achse ist zur
Veranschaulichung erheblich tberhéht. Damit wird demonstriert, wie die Bahninklination durch den
konstanten normalen Schub infolge des gegen die Sonnenrichtung konstant angestellten Sonnensegels
zunachst kontinuierlich erhéht wird. Es muss allerdings beachtet werden, dass infolge der jeweils um
das Perihel durchgefiihrten Reihenentwicklung nur eine in der Dauer eingeschrankte Genauigkeit der
Ldsungen erwartet werden darf.
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Bild 4-20: Die funf Anpassungskurven bei konstantem ebenem (3=30°) und raumlichem (y=45°) Anstellwinkel
des Sonnensegels gegentber der Richtung der Sonnenstrahlung. Kurve 1: Gerade, keine Beschleunigung, Kurve
2: Erdbahn: Gravitationsbeschleunigung durch Sonne (Zweikdrperbewegung), Kurve 3: radiale Beschleunigung

durch Strahlungsdruck, Kurve 4: transversale Beschleunigung durch den Strahlungsdruck, Kurve 5: normale

Beschleunigung durch den Strahlungsdruck (man beachte die starke Uberhéhung der z—Achse)1

! Die hier mit dem Programmsystem MAPLE erzeugte 3D-Darstellung wurde mit freundlicher Unterstiitzung
von Scientific Computers GmbH, Aachen, Herrn Thomas Richards erarbeitet
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die Beitrdge P. A. Hansens zur Himmelsmechanik umfassen zahlreiche theoretische und an-
wendungsorientierte Arbeiten. Alle seine Arbeiten ordnete er dem Bemuhen unter, geschickte
Losungswege zur Bearbeitung himmelsmechanischer Aufgabenstellungen vor allem zur
Bahnbestimmung und Stérungsrechnung der Kleinen Planeten und des Mondes zu finden.
Dies ist ihm auch in beeindruckender Weise gelungen, so dass seine Methoden fir viele Jahr-
zehnte die genauesten Berechnungen der Bahnen von Planeten und des Mondes lieferten. Die
positive Nachwirkung dieser Arbeiten ist bis in die heutige Zeit zu spiren. Im Rahmen dieser
Arbeiten gelangen P. A. Hansen jedoch auch theoretische Entdeckungen, deren allgemeine
und grundlegende Einordnung in Himmelsmechanik und Astrodynamik mit konsequentem
Ausbau fiir eine allgemeine Bewegungslehre noch weitgehend unbearbeitet ist, was in erster
Linie die Entdeckung der von ihm so genannten ,idealen* Koordinaten betrifft.

Mit dieser Entdeckung hat P. A. Hansen ein wichtiges Hilfsmittel zur allgemeinen Behand-
lung von Bewegungsproblemen zur Verfligung gestellt. Dies wurde in der vorliegenden Ar-
beit zusammenfassend behandelt und konnte um einige wesentliche allgemeingiiltige und
grundlegende Eigenschaften erweitert werden. Hansen hatte im Rahmen seiner Stérungsrech-
nung die radumliche Bewegung der Bahnebene und die Bewegung des untersuchten Himmels-
korpers in der oskulierenden Bahnebene weitgehend entkoppeln kénnen. Im Rahmen der
raumlichen Bewegung konnten fiir das auf G. W. Leibniz zuriickgehende mitgefiihrte Bahn-
system als begleitendes Dreibein der Astrodynamik Systemvariationsgleichungen hergeleitet
werden, die denen der Frenet-Formeln der Kurventheorie entsprechen und welche die Varia-
tionen der beiden (in der vorliegenden Arbeit so genannten) Hansen-Winkel als Parameter
enthalten. Damit konnte die enge Verwandtschaft des mitbewegten Leibniz-Systems mit ei-
nem starr mit der Bahnebene verknlpften Hansen-System aufgezeigt werden. Diese Darstel-
lungen und die damit verbundenen Bewegungsgleichungen sind allgemeingultig und von ei-
ner speziellen Bahnkurve, wie sie in der Astrodynamik ben6tigt wird, vollig unabhédngig.

Mit Hilfe der Hansen-Systeme konnen zur mathematischen Beschreibung einer beliebigen
raumlichen Bewegung mit Ausnahme eines Kreises beliebige Raumkurven angepasst werden.
Dies wird in der vorliegenden Arbeit fur geradlinige Bahnen, fiir die aus der klassischen
Himmelsmechanik bekannten Kegelschnittbahnen und fir einen gewissen Typus von Spiral-
bahnen detailliert untersucht. Mit dem hier entwickelten Verfahren ist es dann auch mdglich,
die Beschleunigungen herauszukristallisieren, die nétig sind, um einen bestimmten Bewe-
gungsvorgang zu erzwingen.

Das hier entwickelte Verfahren zur Losung allgemeiner Bewegungsprobleme fuhrt auf einen
Satz von Variationsgleichungen, welche die in der Himmelsmechanik (blichen Lagrange-
schen bzw. Gaul’schen Variationsgleichungen ersetzen. Zwei spezielle dieser Bedingungs-
gleichungen werden hier als Anpassungsgleichungen bezeichnet, da mit ihrer Hilfe jede be-
liebig vorgegebene Kurve an eine wahre Bewegung durch Variation ihrer Parameter ange-
passt werden kann. Nur der Kreis bildet eine Ausnahme, da er nicht genligend Parameter hat,
die variiert werden kénnten um eine beliebige Bewegung anpassen zu kénnen. Die erste die-
ser Anpassungsgleichungen wird aus der Hansen-Bedingung idealer Systeme abgeleitet, was
die enge Verknlpfung von Hansen-Systemen mit der Eulerschen Variation der Konstanten
beleuchtet. Die zweite Anpassungsgleichung kommt aus der Leibnizgleichung der Radialbe-
schleunigung. Die weiteren Variationsgleichungen sind von der gewéhlten Kurve formal un-
abhangig. Der hier entwickelte Anpassungsvorgang unterscheidet sich wesentlich von der aus
der Himmelsmechanik bekannten intermediédren Bahn.
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Die Parameter solcher Bahnen (fruher als ,,Bahnelemente* bezeichnet) kénnen als Funktionen
des Hansenschen Bahnwinkels bzw. der Zeit entwickelt werden (in der klassischen Astrody-
namik als Funktionen der Zeit oder der mittleren Anomalie oder auch von wahrer oder ex-
zentrischer Anomalie). Damit sollte es moglich sein, ein CAS-fahiges' Integrationsverfahren
zur weitgehend analytischen Behandlung eines Bewegungsproblems (friher als ,,Stor-
problem bezeichnet) in geschickter Weise zu entwickeln. Im Vergleich zu den bekannten ma-
thematisch hoch entwickelten Verfahren der klassischen Himmelsmechanik muss folgendes
angemerkt werden: Dort bestand das Hauptproblem darin das Dreikorperproblem, das zum n-
Korperproblem ausgeweitet wurde, mit dem Aufstellen einer geeigneten Stdrfunktion im
Rahmen konservativer Kréfte so zu bearbeiten, dass das Storproblem durch eine analytische
oder numerische Integration losbar wurde. Im Rahmen der Bahnmechanik fir kinstliche Sa-
telliten und interplanetare Raumsonden muss daruber hinaus auch die Wirkung von nichtkon-
servativen Kraften beriicksichtigt werden. Die Existenz nichtkonservativer Krafte war erst-
mals von F. W. Bessel bei der Beobachtung von Kometenbahnen nachgewiesen worden. In
allen diesen Féllen ist eine Kegelschnittbahn, tblicherweise eine elliptische Bahn, der Aus-
gang flr eine Bahnauswahl. Dies wird in dem in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen
Integrationsverfahren durch Zugrundelegung einer vollig beliebigen Kurve erweitert. Die
klassische Himmelsmechanik kann in diesem Fall als eine Untermenge des in dieser Arbeit
vorgestellten Verfahrens betrachtet werden. Dort wird tblicherweise von einer Keplerbewe-
gung oder einer nah verwandten intermedidren Bahn als Anpassung ausgegangen und diese
durch ein Stérmodell bis zur beobachteten Bewegung etwa durch die Methode der Variation
der Parameter angepasst. Nun kann die Keplerbewegung (wie in der vorliegenden Arbeit ge-
zeigt) durch Einwirkung einer bestimmten Beschleunigung (in diesem Fall das 1/r* Gesetz)
aus einer geradlinigen Bewegung als einer vollig ,,ungestorten* Bewegung hergeleitet wer-
den. Entsprechend kann jede beliebige Kurve durch Variation ihrer Parameter bei Einwirkung
irgendeiner Beschleunigung an eine Bewegung angepasst werden, die das gesamte Bewe-
gungsmodell (friher gerne als ,,Stormodell* bezeichnet), d.h. alle in die Berechnung einbezo-
genen Beschleunigungen, bertcksichtigt. In jedem solcher Schritte werden die Variations-
gleichungen neu aufgestellt, die aber formal bei Fundierung auf einem Hansen-System
gleichartig sind. Dieser Vorgang kann somit mit einer gewissen Willkirlichkeit, das heif3t
nach rechnerischem Vorteil durchgefihrt werden. Formal sind die unterschiedlichen Abfol-
gen des Integrationsprozesses austauschbar, da Doppel- und damit Mehrfachintegrale aus-
tauschbare Integrationsfolgen haben (wobei die dazu nétigen Bedingungen bei den vorliegen-
den physikalischen Aufgabenstellungen sicher erfillt sind (Satz von Fubini?)).

Die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit

Die folgenden Einzelergebnisse konnten in der bekannten Literatur nicht gefunden werden.
Sie erheben deshalb den Anspruch neu hergeleitet zu sein:

(1)  Wird der Betrag der Variation des radialen Einheitsvektors einer Bewegung als Dif-
ferentialquotient eines Winkels verstanden, so ist dieser Winkel (notwendig und hin-
reichend) die Winkelkoordinate eines Hansen-idealen Koordinatensystems [ H9]

¢ =¢ +|[R|dt .
3

lcas = Computer Algebra System, ein automatisches Programmsystem zur Formelmanipulation auf einem
Rechenautomaten (Bekannte derartige Programme sind: FORMAC, REDUCE, MATHEMATICA; MAPLE)

27.B.in http://de.wikipedia.org/wiki/Satz von_Fubini (Hinweis durch Herrn Dipl. Math. Richards, Com-
puter Sciences, Aachen)
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(3)

(4)
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(6)
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(8)

©)

(10)

(11)

Ein Hansen-System ist das einzige in einer oskulierenden Bahnebene liegende Sys-
tem, das fest mit der Bahnebene verknipft ist und sich nicht in der Bahnebene be-
wegt [H19].

Ein bewegungsbezogenes Bahnsystem ist dann und nur dann ein Hansen-System,
wenn sein Eigenbewegungsvektor stets in Richtung des Ortsvektors der Bewegung
weist [H18].

Die im Fl&chensatz vorkommende Variation eines Bahnwinkels fihrt notwendig auf
ein Hansen-ideales Koordinatensystem, wenn das Basissystem, auf das die Bewe-
gung bezogen wird, ein Inertialsystem ist [H10]. Die Variation des Bahnwinkels lau-
tet:

(o =0+0+QC0si=0+d+6
Wird die Bewegung eines Himmelskdrpers auf ein Basissystem bezogen, das kein
Inertialsystem ist, das also eine nicht zu vernachldssigende Eigenbewegung auf-

weist, so spiegelt sich diese Eigenbewegung des Basissystems in der Variation des
auf das Hansen-ideale Koordinatensystem bezogenen Bahnwinkels wieder [H11]

é; = |f0| = é‘/B T Dp'co = é‘/B + é;P

Die (,,Frenetschen®) Variationsformeln des mitgefiihrten Leibniz-Bahnsystems sind

I'Po = qu
qo :_Cro +ﬁco
Co = _ﬁqo

Hier wird ¢ als allgemeiner Bahnwinkel als der erste Hansensche Winkel bezeich-
net, n als der zweite (verborgene) Winkel des Hansen(-idealen) Bahnsystems. Das
Leibniz-System ist untrennbar an ein Hansen-System gekoppelt. Wahrend die ori-
ginalen Frenetschen Formeln der Kurventheorie eine Bewegung langs einer Kurve
geometrisch beschreiben, liefern die Frenetschen Formeln des Leibniz-Systems
(,,Frenetsche Formeln der Astrodynamik*) eine kinematische Beschreibung.

Der Eigenbewegungsvektor des mitgefuhrten Leibniz-Bahnsystems lautet
do =NL+ec -

Die (,,Frenetschen®) Variationsformeln des (bewegungsbezogenen) Hansen-
Systems

ay) = —sing gy
ay) = Acos¢ay
ay) =n(at"sinc-qf cos¢ |

Ein bewegungsbezogenes Bahnsystem ist genau dann ein Hansen-System, wenn
die Variationen der in der Bahnebene liegenden Basisvektoren senkrecht zur Bahn-
ebene orientiert sind.

Der Eigenbewegungsvektor eines Hansen-Systems hat notwendig und hinreichend
die Darstellung

Dq(,, =nr, .

Das Additionstheorem der Eigenbewegungsvektoren bei der Kopplung von Trans-
formationen eines Geschwindigkeitsvektors
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n
Py =Faw + 2- Pagyan X T
i=1

(12) Das Additionstheorem der Rotationswinkel der raumlichen Drehung der Bahnebe-

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

ne iy = > i
i=1
Die Lo6sung der geradlinigen Bewegung mit den Parametern Geschwindigkeit und
Flachenparameter (bzw. Perizentrumsdistanz), bzw. Anfangswinkel des Peri-

zentrums
G B o B G

:Vcos(g—gp) S cos(¢ &) 9,C0S¢ +g,sing

Die Anpassung einer beliebigen Bewegung mit Hilfe der geradlinigen Bewegung
g, =bssing +b, cos¢ , g, =-b,cos +b,sing,n=rb, /G

Die Berechnung der Beschleunigungen, die erforderlich sind, einen bestimmten
Bewegungsvorgang zu erzwingen. Diese konnen mit Hilfe des Formalismus der ge-
radlinigen Bewegung und in Bezug auf ein Hansen-System in einfacher Weise be-
rechnet werden aus:

bR—g(dglsmg 92co cj} (dglslng gzcos;j

de d¢ de d¢
szg(gg;cos§+ géfsmgj (3gifcos§+ ggsmgj
by =77 (9,c08¢ +9,sin¢) :szg(glcosgjtgzsm;)

Die Oskulationsbedingung, welche als Ausgangspunkt fir die Variation der Para-
meter dient, ist notwendig auf ein Hansen-System bezogen [H21].

Die Methode der analytischen Integration beliebiger Bewegungen mit Hilfe der
fortgesetzten Anpassung und der Aufstellung der dazu benétigten allgemeinen An-
passungsgleichungen

K v) K : ») 2
Z:ard,% _0 Z:<3rdAk_r_b(v)

oA dg kzlaAkM d¢ G
K G dA” an dAk .
2o d¢ —GbT EPIPre bT , (v=1--,n) .

Die Vereinfachung bei der Aufstellung der Anpassungsgleichungen in Folge der
ineinandergeschachtelten Parameterfolge, die nur jeweils eine einzige neue Diffe-
rentiation flr jeden neuen variablen Parameter erfordert

aAEn—Z)

aA\Ennifl)
Der Kreis ist die einzige Kurve, die nicht als Ausgangskurve fir die Anpassung ei-

ner beliebigen Bewegung geeignet ist
r=0 .
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Ausblick

Wie konnten die Arbeiten auf dem hier angeschnittenen Themenkreis weitergefuhrt werden?
Wichtig ware jedenfalls der konsequente und weitgehend automatisierte Ausbau des Integra-
tionsverfahrens mit Hilfe eines modernen Formelmanipulationsprogramms (Mathematica,
Maple, ...) ein zuverlassiges Werkzeug zur analytischen Behandlung von Bewegungsproble-
men zu entwickeln. Das konnte zu tieferen Einsichten Uber die Auswirkung einzelner Bewe-
gungseinfliisse aber auch und vor allem von Querkopplungen der Bewegungseinflusse fihren.
Angedacht ist ferner ob mit der Darstellung einer Bewegung in einem Hansen-System auf das
inertiale System des Weltalls geschlossen werden kann, da sich im Prinzip auf jede Bewe-
gung (zumindest in qualitativer Hinsicht) alle moglichen Bewegungseinflisse des Weltalls
auswirken muissen. Dies ist aber letztlich eine Frage der technischen Realisierung der Mes-
sung des Betrages der Variation des radialen Richtungsvektors der beobachteten Bewegung.
Dazu koénnte mit Hilfe der Hansen-Systeme die theoretische VVoraussetzung geschaffen wer-
den.

In der vorliegenden Arbeit wurden die Hansen-Systeme, wie bei Hansen selbst und wie es
auch in der praktischen Satellitenbahnanalyse in der Regel verlangt wird, ausschlief3lich in
geradlinigen Koordinatensystemen entwickelt. Es ist bekannt, wie A. Einstein durch Einfiih-
rung von krummlinigen Koordinatensystemen mit Hilfe der dazu nétigen Tensorrechnung zu
vollig neuen Einsichten gelangte, die in geradlinigen Systemen nicht erkannt werden kdnnen.
Es bleibt also zu tberlegen, ob durch Verwendung krummliniger oder vielleicht noch bis heu-
te unbekannter allgemeinerer Systeme, welche die enge Verwandtschaft der gerad- und
krummlinigen Systeme (infolge der linearen Transformationen zwischen solchen Systemen)
aufheben, weitergehende Einsichten gewonnen werden kénnten.

Spannend ware es deshalb zum Beispiel zu kléren, ob es auch bei krummlinigen Koordinaten-
systemen so etwas wie Hansen-Systeme gabe. Dann kdnnte die Frage nach einer Anwendung
dieser Systeme im Rahmen einer Relativitatstheorie gestellt werden um so zu klaren, ob ihre
Verwendung auch dann Vorteile bringen konnte. Ein Hinweis darauf findet sich zum Beispiel
bei V. A. BRumBerG (1991, pp.81ff): hier geht es implizit um eine Verwendung der Leibniz-
Gleichung im Rahmen der Behandlung des Schwarzschild-Problems, allerdings bei Bezug auf
das Knotensystem und nicht auf ein Hansen-System. Es waére also interessant, das Schwarz-
schild-Problem auf Hansen-Systeme zu erweitern....

Eine Weiterfuhrung der Arbeiten kdnnte somit folgende Themen umfassen:

(1) Gibt es Hansen-ideale Koordinaten auch in krummlinigen Koordinaten?

(2) Kann das Verfahren der fortgesetzten Anpassung weitgehend mit einem Formelmani-
pulatorprogramm (Maple, Mathematica, Reduce, Formac, ...) automatisiert werden?

(3) Kann das Verfahren der fortgesetzten Anpassung auf krummlinige Koordinaten er-
weitert werden?

(4) Kann die allgemeine Relativitatstheorie in das Verfahren eingebunden werden und
welche Auswirkungen zur Gewinnung neuer Einsichten sind damit moglich?

(5) Welche neuen Einsichten kdnnen erhalten werden, wenn hohere analytische bekannte
,»Storungen® in die Methodik einbezogen werden?

(6) Welche Erkenntnisse konnen in Bezug auf Resonanzen mit der Methodik der fortge-
setzten Anpassung erhalten werden?

(7) Gibt es Wechselwirkungen zwischen den Einzeleinfliissen auf einen Bewegungsvor-
gang, welche durch die Methodik der fortgesetzten Anpassung nicht erfasst werden
kdnnen?
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7 Liste der Symbole

7.1

Lateinische Symbole

Lateinische Symbole

Symbol Dimension Beschreibung
A Grad Azimut (positiv von Nord tber Ost nach Stid)
m2 Flache
A - Apozentrum (Aphel, Apogédum) [Bezeichnung in Bildern]
AE km Astronomische Einheit
Ap m? Anstromflache bei Luftwiderstand
Ar m? Anstromflache bei Strahlungsdruck
AEV) k-ter Parameter einer Anpassungskurve im v-ten Anpassungsprozess
a km grof’e Bahnhalbachse
a < Lénge > grof3e Halbachse einer Ellipse
B - Bezeichnung fiir Bahnkurve [in Bildern]
Bs kgkm®/s® | :=Ps AE® cg Ag
Bo km® / §? :=Bg sinp cosp /m
Bnm B, =B, /,u®
Bn B, := By siny cosy cos B/(m, ug)
b Grad ekliptikale Breite
b < Lénge > kleine Halbachse einer Ellipse
byN km/s? Beschleunigung in Richtung der Hauptnormalen
b km/s> Beschleunigung langs Sonnensegel (,,verlorener* Anteil)
by km/s? Normalbeschleunigung
br km/s? Radialbeschleunigungsvektor
br km/s? Radialbeschleunigung
bg km/s? Beschleunigung auf Sonnensegel
bg km/s? Beschleunigungsvektor auf Sonnensegel
bg km/s? Beschleunigung auf Sonnensegel
bsr km/s? Beschleunigung auf Sonnensegel, Anteil in radialer Richtung
bsT km/s? Beschleunigung auf Sonnensegel, Anteil in transversaler Richtung
bt km/s? Transversalbeschleunigungsvektor
b km/s? Transversalbeschleunigung
by km/s? Beschleunigungskomponenten im kartesischen Aquatorsystem
by km/s? Tangentialbeschleunigung
b@ km/s? Beschleunigungsvektor durch Strahlungsdruck der Sonne
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Lateinische Symbole

Symbol Dimension Beschreibung
b@ km/s? Beschleunigung durch Strahlungsdruck der Sonne
C; km/s erste Integrationskonstante der geradlinigen Bewegung (C,=V)
C, km?%/s zweite Integrationskonstante der geradlinigen Bewegung
c km/s Lichtgeschwindigkeit
c km?/s 2. Keplerscher Vektor (1. Laplacescher Vektor, Normalenvektor der Bahnebene,
Drallvektor, Drehmomentenvektor, Inklinationsvektor), c=c'p,, G =|c|
o Richtungsvektor in Richtung des Normalenvektors der Bahnebene, c,=c/G,
(dritte Komponente eines Leibniz-Systems)
Co - Luftwiderstandsbeiwert
Ceff km/s Spezifischer Impuls
Cr - Widerstandsbeiwert bei Strahlungsdruck
D Eigenbewegungsvektor (Darbouxscher Vektor, allgemeiner Drehvektor)
Dp Absoluter Eigenbewegungsvektor des P, — Systems (P, = Dp xpP;)
Dq Absoluter Eigenbewegungsvektor des ¢ ; — Systems (qj = Dq x0;)
qu relativer Eigenbewegungsvektor des ( i~ Systems bezogen auf das P; — System
(qu =Dy~ Dp)
D 4Mg® relativer Eigenbewegungsvektor eines q(jA) — Systems bezogen auf ein
(B) —
qj " —System (Dq(A)q(B) = Dq(A) _qu))
Dpi Komponenten des absoluten Eigenbewegungsvektor (Dp = Dpi pi)
quj Komponenten des relativen Eigenbewegungsvektor (qu = quj qj)
d km Distanz
d km?3 /<2 1. Keplerscher Vektor (Herrmann-Laplace-Vektor, 2. Laplacescher Vektor, Ex-
zentrizitatsvektor, Perizentrumsvektor), d=d'p;, ep=|d|
E Grad exzentrische Anomalie (bei Bezug auf Perizentrum)
Ea Grad exzentrische Anomalie (bei Bezug auf Apozentrum) Ex=E+180°
E beliebiger Bahnelementevektor
e Exzentrizitat (numerische)
Fs mN Schubvektor
f 3. Keplerscher Vektor, Hilfsvektor in Richtung v =90° f =c,xd (,Parameter-
vektor*)
g km?%/s HilfsgroRe: g =s V
G km? /s Flachenparameter (Betrag des Bahnnormalenvektors). Speziell in Keplerscher
Bewegung ist: G:=|c|=4/up, (5. Delaunay Element)
GN km®s kg™ Newtonsche Gravitationskonstante
H km Hohe tber Rg , mittlere Aquatorbahnhéhe*
h Grad Elevation (astronomisch: ,,H6he*)
I mkg/s Impuls (1 :=m¥)

Grad

Inklination
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Lateinische Symbole

Symbol Dimension Beschreibung
3.,3.,3,.0 ... geodynamische Formfaktoren (Zonale des Schwerefeldes eines Zentralkorpers)
2 3 5
k@ k© Parameter einer Kegelschnittsanpassungskurve, 1. Ldsungsschritt, 2. Ldsungs-
o schritt, ...
k@ k..
| Grad ekliptikale L&nge
| Grad wahre Lange (1=v+o+0;Q)
L Grad mittlere Lange (I=M + o+ o, Q)
Lg Grad exzentrische Lange (L =E + 0+ 0, Q)
Lo Grad mittlere Epochelange in der Bahn (L, =M, + 0+ 0, Q)
M Grad mittlere Anomalie
M - Bezugspunkt (,,Mittelpunkt”, ,,Zentralpunkt®, ,,Archimedischer Punkt®) eines
kartesischen Koordinatensystems [in Bildern]
M, Grad mittlere Epocheanomalie
M, Grad/s | sakulare Variation in M,
m kg Masse
Mo kg Startmasse
n Grad/s oskulierende (= Keplersche) mittlere Bewegung n=+/p/a’
n . n-te Bewegungsannaherung im Integrationsverfahren
n Grad/s mittlere mittlere Bewegung 0 =+p/a°
n Grad/s tropische mittlere Bewegung der scheinbaren Sonne
©
0] - Ursprung (,,departure point“) eines Hansen-Systems in der oskulierenden Bahn-
ebene [Bezeichnung in Bildern]
P h oder s Keplersche Umlaufzeit
P - Ort des Perizentrums (Perihels, Perigdums) [in Bildern]
Pg kg/(ms®) | Solardruck in 1AE
p km Bahnparameter, Parameter des Kegelschnitts (semilatus rectum)
p. Richtungsvektoren  eines  Kartesischen  inertialen  Koordinatensystems
| )
r=x'p; (1=12,3), p;p; =3;
q km Perigdumsdistanz
d, transversaler Richtungsvektor q, =c, xr,
of Richtungsvektoren eines Kkartesischen nichtinertialen Koordinatensystems
r=y'q (i=123), q;q; =3
q(.B) Orthonormierte Richtungsvektoren eines beliebigen Bahn-Systems
J i B . B B
r=y'q® (j=129, q®.q\ =5,
q(_D) Richtungsvektoren des Knoten-Systems (,,drakonitisches System)
J i D . D D
r=y'a® (=123, q®.q\” =5,
q(.l) Richtungsvektoren eines Hansen-Systems (,,ideales System*)
J

r=y'q\" (j=129 , q"-q!) =3,
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Lateinische Symbole

Symbol Dimension Beschreibung
q(.L) Allgemeine Formulierung eines Leibniz-Systems
J i L . L L L L L
r=y'dl? (i=123 . q”-q” =5, a7 =1, a7 =q,, d =c,
q(_P) Richtungsvektoren des Apsiden-Systems (,,Perizentrum bezogenes System*)
J i (P) . P P
r=y'q¥® (j=129, q”.q\" =5,
RE km mittlerer Aquatorradius der Erde
Rg Gravitationspotential
r km zentrische Distanz (,,Radius*) eines Satelliten oder Raumflugkdrpers
ra km Apozentrumsdistanz
rp km Perizentrumsdistanz
r km Ortsvektor
r km/s Geschwindigkeitsvektor (absoluter)
f, km/s Geschwindigkeitsvektor (relativ zum pj -System) (fp =X pi)
r km/s? Beschleunigungsvektor (absoluter)
ro radialer Richtungsvektor r=rr,
Iy, 0o Co -- Basis Vektoren des Leibniz-Systems (ein mitgefiihrtes Bahnsystem)
S km Bogenlange
S - Ort eines bewegten Objektes (,,Satellit) [in Bildern]
S - Markierung eines Sonnensegels [in Bildern]
t S Zeit
to S Epochezeit (U.T.)
t km Tangentenvektor
u Grad Argument der Breite (U=v+®)
\Y km/s Geschwindigkeit
Va km/s Geschwindigkeit im Apozentrum der Bahn
VE km/s elliptische Geschwindigkeit
VK km/s Kreisbahngeschwindigkeit
Vp km/s Geschwindigkeit im Perizentrum der Bahn
V6 km/s Geschwindigkeit der Erde um die Sonne
v Grad wahre Anomalie
X, X km, km/s Zustandsvektor
7.2 Griechische Symbole
Griechische Symbole
Symbol Dimension Beschreibung
o Grad Rektaszension
g Grad Rektaszension der wahren Sonne
B Grad Auslenkwinkel in der oskulierenden Bahnebene gegentiber der Sonnenstrahl-
richtung: ebener Anstellwinkel eines Sonnensegels
v Grad Zentralwinkel
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Griechische Symbole

Symbol Dimension Beschreibung
¥ Grad Auslenkwinkel aus der oskulierenden Bahnebene gegenuber der Sonnen-
strahlrichtung: rdumlicher Anstellwinkel eines Sonnensegels
At s, h Zeitintervall
Au Grad Intervall im Argument der Breite wéahrend des Zeitintervalls At
AV km/s Geschwindigkeitsinkrement
) Grad Deklination
€ Grad wahre Schiefe der Ekliptik ¢ =¢ + A¢
€ Grad mittlere Schiefe der Ekliptik
o Grad Bahnwinkel (wahre L&nge in der Bahn) ({=v+w+c (erster Hansen-
Winkel)
Cp Grad Perizentrumswinkel bezogen auf ein Hansen System im Formalismus der
geradlinigen Bewegung
Ck Grad Perizentrumswinkel eines Kegelschnitts bezogen auf ein Hansen System
n Grad Drehwinkel der Bahnebene bei beliebiger Bewegung (zweiter Bahnwinkel
im mitgeflhrten Bahnsystem, ,,zweiter Hansen-Winkel*)
Grad ostliche geographische Lénge
km? /52 zentrische Gravitationskonstante ( = Newtonsche Gravitationskonstante x
Masse des Zentralkdrpers)
[T km?® /52 heliozentrische Gravitationskonstante ( = Newtonsche Gravitationskonstante
x Masse der Sonne)
by km?® /52 geozentrische Gravitationskonstante ( = Newtonsche Gravitationskonstante x
Masse der Erde)
T Kreiszahl
(m =3.1415926535897932384626433832795028841971... )
o Grad Lange in der Bahn des aufsteigenden Knotens, & =Qcosi
T 1/km Torsion
) Grad geodatische Breite
Y Grad Bahnwinkel eines bewegungsbezogenen Bahnsystems
Q Grad Rektaszension des aufsteigenden Knotens
Qs Grad/s sékulare Stérung in Q
® Grad Argument des Perizentrums
» Grad/s Lange des Perizentrums & =o + o, Q
7.3 Indizes
Symbol Beschreibung
A Apozentrum (Apogaum, Aphel)
B Attraktion durch dritte Kdrper
D Luftwiderstand
G Schwerefeld des Zentralkdrpers
ij,Kv Summationsindizes
Vo, Jo Laufvariable der Parameter einer Anpassungskurve
K Kreis, kreisformig, Keplersche
P Prézession
P Perizentrum (Perigdum, Perihel)
R Strahlungsdruck
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Symbol Beschreibung
R radial
S synodisch (bezogen auf einen anderen Korper)
S sékular
T transversal
0 Epoche
0 bei Vektoren: Einheitsvektor
A Langenkreis der Lange A
Q ... des aufsteigenden Knotens
¢ Breitenkreis der Breite ¢
S ... der Erde
C ... des Mondes
® ... der Sonne
Y ... des Frahlingspunktes
7.4  Mathematische Symbole
Symbol Beschreibung
vV Vektorraum
= Definition eines Ausdrucks, BEISPIEL: @,:=V c0sC,, die GroRe g, wird durch
den rechts stehenden Ausdruck definiert
Element von ...
a Vektor
a-b skalares Produkt
axb vektorielles Produkt
(ai j) Matrix mit Reihenindex i, Spaltenindex j
r [%, (p] Schreibweise eines Ortsvektors in Polardarstellung bezogen auf ein bestimmtes
Koordinatensystem
COS(COS A
BEISPIEL: X < r[k o] = r|cosesini
sing
r=|’(Xi) Vektorfeld mit den Koordinaten X' (i te Koordinate [kein Exponent, Einsteinsche
Schreibweise])
[a, 3] bewegliches Aquatorsystem (Bezug Friihlingspunkt)
[7», 5] geozentrisches System (Bezug Nullmeridian)
[k, (p] geographisches System (Bezug Nullmeridian)
[1,b] ekliptikales System
A e[0°,180°) Beispiel fiir ein links geschlossenes, rechts offenes Intervall
O Ordnung einer Funktion: In f(x) =f, (x)+O(¢) ist O(e) ein Restterm der Form
eR(x,€), wobei Rvon f,f, und ¢ abhangig ist.

7.5

Astronomische Symbole

Symbol

Beschreibung

o Erde
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Symbol Beschreibung
O) Sonne
C Erdmond
Y Frahlingspunkt
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