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Abstract

To describe a rolling wheelset which is modelled as an elastic body, a formulation is develo-
ped which provides the consideration of forces circulating around the wheelset. The wheel-
set is regarded as a rotational symmetric body. This allows the application of a semi-analytic
description of the eigenmodes which are used as shape functions for the description of the
deformations. In the multi-body simulation software SIMPACK, the necessary extensions for
the SARS description (semi-analytic description for a rotational symmetric structure) were ma-
de. By using the modified SIMPACK version, the running behaviour of a railway vehicle with
wheelsets which are modelled as elastic bodies is calculated.



Zusammenfassung

FUr die Beschreibung eines rollenden Radsatzes, der als elastischer Kérper modelliert wird,
wird eine Formulierung entwickelt, die die Belastung durch Kréfte an einem umlaufenden
Angriffspunkt ermdoglicht. Der Radsatz wird hierbei als rotationssymmetrischer Korper be-
trachtet. Dies ermdglicht die Anwendung einer semi-analytischen Beschreibung der Eigen-
moden des Radsatzes, welche als Formfunktionen zur Beschreibung der Deformationsbewe-
gungen verwendet werden. In dem Mehrkdrper-Simulationsprogramm SIMPACK wurden die
entsprechenden Erweiterungen fur die SARS-Beschreibung (semi-analytische Beschreibung ei-
ner rotationssymmetrischen Struktur) vorgenommen. Mit der derart modifizierten SIMPACK-
Version wird das Laufverhalten eines Schienenfahrzeugs mit elastisch modellierten Radsatzen
berechnet.
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1 Problemstellung

Viele technische Systeme beinhalten Rotoren, d.h. Komponenten, die gegentiber anderen Kom-
ponenten, die Statoren genannt werden, grof3e Drehbewegungen ausfiihren. Hierbei ist viel-
fach die Wechselwirkung zwischen Rotor und Stator von Interesse. In einigen Féllen ist zusatz-
lich die Strukturdynamik des Rotors relevant. Eine Anwendung, die zugleich den Anstof? fur
die vorliegende Arbeit gab, ist die Modellierung des Radsatzes eines Schienenfahrzeugs als
elastischer Korper. Bei einem Schienenfahrzeug kdnnen die Radsétze als Rotoren dar und der
Fahrwerkrahmen als Stator angesehen werden. Die Berucksichtigung der Strukturdynamik ei-
nes Radsatzes ist eine wesentliche Voraussetzung fur Modellierung hdherfrequenter Phanome-
ne wie Larm und bestimmte Verschlei3formen wie Radpolygone und Schienenriffel.

Die einfachste mechanische Beschreibung ergibt sich fur einen starren Rotor mit zentrisch an-
greifenden Kréften. Die Beschreibung wird jedoch komplizierter, wenn

= die Kréfte exzentrisch angreifen,

= die Strukturdynamik des Rotors modelliert werden soll.

Anhand eines Fahrzeugrades soll zunédchst der Unterschied zwischen zentrisch und exzen-
trisch angreifenden Kraften kurz erlautert werden: Die Krafte, die an der Lagerung des Rades
an seiner Nabe angreifen, sind zentrische Kréfte, wahrend die Kréfte, die am Aufstandspunkt
des Rades auf der Fahrbahn angreifen, exzentrische Kréfte sind. Betrachtet man die Krafte vom
Rad aus, so @ndern die zentrisch angreifenden Kréfte wahrend der Drehung des Rades nur ih-
re Orientierung, also ihre Richtung, wéahrend ihr Angriffspunkt, namlich die Nabe, konstant
bleibt. Bei exzentrisch angreifenden Kraften andert sich jedoch neben der Orientierung auch
der Angriffspunkt der Kréafte, denn aufgrund des Abrollens ist standig ein anderer materieller
Punkt des Rades im Kontakt mit der Fahrbahn, d.h. die Kréfte zwischen Rad und Fahrbahn lau-
fen um das Rad um. Es liegt eine wandernde Kraft, also eine Kraft mit variablem Angriffspunkt
vor. Im Falle eines starren Korpers ist die Berticksichtigung wandernder Kréafte aufgrund der
einfachen Kinematik unproblematisch. Bei einem elastisch modellierten Korper, auf den Kréfte
mit variablem Angriffspunkt einwirken, tauchen jedoch Schwierigkeiten auf.

Ublicherweise werden die Bewegungen elastisch modellierter Kérper durch eine Modalsyn-
these beschrieben, d.h. verschiedene Formfunktionen, die eine bestimmte Verteilung der Ver-
formungen der Struktur beschreiben, werden durch Modalkoordinaten skaliert und Uberlagert.
Sehr haufig werden als Formfunktionen ausgewéhlte Eigenmoden der Struktur verwendet. Die
Werte dieser Formfunktionen mussen an den Stellen, an denen Kréfte in die Struktur einge-
leitet werden. Ublicherweise werden diese Formfunktionen mit der Finite-Elemente-Methode
oder FE-Methode berechnet; als Ergebnis sind die Verformungen an den diskreten Knoten des
FE-Modells bekannt. Die Beschreibung von Kréften, die an festen materiellen Punkten an der
elastischen Struktur angreifen, ist daher unproblematisch. Sollen aber wandernde Kréfte an
dem elastisch modellierten Korper angreifen, so mussen die Verformungen fur jeden Punkt, an
dem die Krafte angreifen kdnnen, bekannt sein; praktisch ist also eine kontinuierliche Beschrei-
bung der Formfunktionen entlang des Weges der Kréfte Uber den Kérper erforderlich. Die mit
dem FE-Modell bestimmten Verformungen liegen nur an diskreten Punkten vor.

Eine Losung dieses Problems besteht darin, die Formfunktionen zwischen den Knoten, an de-
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nen ihre Werte vorliegen, zu interpolieren. Durch die Interpolation kénnen jedoch Rechenun-
genauigkeiten entstehen, und fur eine brauchbare Interpolation kann eine sehr hohe Anzahl an
Knoten, fur die die Werte der Formfunktionen gespeichert werden mussen, erforderlich sein.

In der vorliegenden Arbeit soll ein anderer Weg beschritten werden. Dieser Weg besteht dar-
in, bestimmte Eigenschaften der Formfunktionen gezielt auszunutzen. In sehr vielen Féllen, so
auch im Fall des Radsatzes, handelt es sich bei den Rotoren um rotationssymmetrische Struk-
turen. Weiterhin laufen die wandernden Krafte auf einer geschlossenen Bahn, die im unver-
formten Zustand ein Kreis ist, um den Korper um; dies ist auch im Fall des Radsatzes gege-
ben, sieht man von den kleinen seitlichen Verlagerungen des Kontaktgebietes ab, die durch
Momente bertcksichtigt werden konnen. Bei der exakten Lésung des Eigenmodes einer rota-
tionssymmetrischen Struktur ist die Verteilung der Verformungen Uber den Umfang, also auf
einer solchen geschlossenen Bahn, eine trigonometrische Funktion, die fur alle Punkte auf dem
Umfang problemlos ausgewertet werden kann. Diese trigonometrische Funktion besitzt nur
drei Parameter, ndmlich ihre Periodizitat, ihre Amplitude und ihre Phasenlage.

Im Kapitel 2.1 wird die eine analytische Losung fur den Eigenmode eines Rotationskdrpers
hergeleitet. In den Kapiteln 2.2 und 2.3 wird die Kinematik der Verformungen fir einen wan-
dernden Bezugspunkt hergeleitet. Wie schon erwahnt, liegen die Werte der Formfunktionen,
die mit einem FE-Modell bestimmt werden, nur an diskreten Punkten vor. Im Kapitel 2.4 wird
daher ein Vorgehen, wie aus vorliegenden diskreten Werten die analytische Verteilung der Ver-
formungen Uber den Umfang bestimmt werden kann, sowie die dazu erforderlichen mathema-
tischen Grundlagen beschrieben. Im Kapitel 3 wird die Umsetzung der in Kapitel 2 hergeleite-
ten Beschreibung in dem Mehrkorper-Simulationsprogramm SIMPACK angegeben. Im Kapitel
?? werden Ergebnisse, die mit der neuen Beschreibung ermittelt wurden, vorgestellt.
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2 Theoretische Grundlagen

Fuar die Beschreibung einer Kraft, welche mit veranderlichem Angriffspunkt an einem elas-
tischen Koérper angreift, sind einige theoretische Grundlagen erforderlich, die im Folgenden
hergeleitet und erlautert werden. Die Voraussetzungen hierftir sollen vorab kurz skizziert wer-
den:

= Der elastische Korper ist rotationssymmetrisch.

= Die Umlaufbewegung der angreifenden Kraft entsteht durch eine Drehung des Korpers
um die Achse der Rotationssymmetrie.

= Die Deformationsbewegungen des elastischen Korpers werden durch eine Modalsynthe-
se beschrieben.

= Die fur die Modalsynthese verwendeten Ansatzfunktionen mussen eine Isotropieeigen-
schaft besitzen, welche im Folgenden néher erlautert wird. Diese Eigenschaft ist beispiels-
weise fur die Eigenmoden einer ruhenden rotationssymmetrischen Struktur gegeben.

In den folgenden Herleitungen wird haufig auf die Symmetrieeigenschaften und die Additi-
onstheoreme der trigonometrischen Funktionen zurtickgegriffen. Die Symmetrieeigenschaften
lauten:

sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos(a) (2.1)

Die Additionstheoreme lauten:

sin(a+ ) = sina cosf + cosa sin 3 (2.2)
cos(a+ ) = cosa cosf3 —sina sin 3 (2.3)

2.1 Eigenschaften rotationssymmetrischer Strukturen

Fur ein dreidimensionales linear-elastisches Kontinuum stellen die Navierschen Gleichungen
die allgemeinste Beschreibung dar. Diese Gleichungen lauten:

ol U i<6—U+6—V+8—W>—ﬁaz—U = 0 2.4)
0x2 Oy 022 1-200x \0x Oy Oz G 0t? '
o’V 0*V  9*V 1 9 (oU oV oW p OV
ax2+ay2+az2+1_zya—y<%+a—y+a)‘aw =0 @9
FW W W 1 i(&_U+6_V+6_W>_£82W o e
Ox? oy? 022 1—-20v0z\0x 9Oy 0Oz G ot? '

Hierbei stellen U = U(x,y, z,t), V = V(z,y,2,t) und W = W(z,y, z,t) die Verformungen in
Richtung der Koordinaten z, y und z dar. Weiterhin bezeichnen G, v und p den Schubmodul,
die Querkontraktionszahl und die Dichte des Materials.

Bei einer rotationssymmetrischen Struktur ist eine Darstellung in Zylinderkoordinaten nahe-
liegend. Im Fall eines Radsatzes ist die y-Achse die Achse der Rotationssymmetrie; daher bleibt
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die Koordinate y hier unverandert, wahrend die kartesischen Koordinaten x und z durch Po-
larkoordinaten ersetzt werden. Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten x
und z und den Zylinderkoordinaten » und ¢ lautet:

r=rsing, z =rcos¢ 2.7)

Damit ergibt sich fur die Ableitungsregeln:

of  Ofdx Ofdz Of . af
or  Oxdr szr_6x81n¢+8z cos ¢
0f _ Ofds 0pd:_0f . of
96  oxds  0zdp oz P70
of _ of _ 10f
:% = 6TSID¢+T(9¢COS¢
of _ of _190f .
= % — B cos ¢ " 96 sin ¢ (2.8)

Der Zusammenhang zwischen den Verformungen in kartesischen Richtungen U und W einer-
seits und der Radialverformung R und der Tangentialverformung 7" andererseits lautet:

U=Rsingp+Tcos¢p, W= Rcos¢p—Tsingp (2.9)

Setzt man die Zusammenhange (2.9) in die Gleichungen (2.4), (2.5) und (2.6) ein und wendet
die Ableitungsregeln (2.8) an, so erhalt man fur die Navierschen Gleichungen:

82_R_|_a2_R+18_R+i 82_R_R_28_T
or2  oy2  ror  r2 \ 0¢? 0¢
1 & (0R R 10T 0V\ po°R
@%(E+?+Fa_¢+a_y>_57 = 0210
62_T+62_T+18_T+i aQ_T_T_|_28_R
or2 oy ror 12\ 0¢? 13J0)
1 19 (0R R 10T 8V po°T
+1_2y;a—¢(5+?+;a—¢+a—y>‘aw = 0@
82V+62_V+16_V+i82_v+ 1 i 8_R+E+16_T+6_V _ﬁaQ_v — 0(2]_2)
oz oy2  ror r20¢2 1-200y\Or r rdp Oy G otz '

Far eine rotationssymmetrische Struktur sind die Werkstoffparameter GG, v und p unabhéngig
vom Azimut ¢. Es gilt also:

G=G(ry),v=v(ry), p=py) (2.13)

Zur Losung der Navier-Gleichungen in der Formulierung, die durch (2.10), (2.11) und (2.12)
dargestellt wird, wird der folgende Ansatz gewahlt:

R(r,¢,y.t) = Ryi(r.y)cos (k¢ + B i) cos (w),it + )
T(r,¢,y,t) = Tyi(r,y)sin (kd + Buy,i) cos (wiy it + @)
V(r,g,y,t) = Viyi(r,y)cos (ko + By i) cos (wi it + a) (2.14)

Damit lassen sich die Navierschen Gleichungen mit diesem Ansatz auf die folgende Form re-
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duzieren:
82T(k)7i 82T(k)7i laT(k)yi B (k2 + 1) T(k:),i +2k R(k)vi

or? + Oy? r Or r2
1k (ORw  Buya kT OV s P N
PViwa , Vi 10V K Vi,
or? 0y? r Or r2
1 9 (ORw, R  *kTw V) 5 P
1— 2V6_y < or + , + , + 8y ) +W(k)7la‘/(k)ﬂ = 0 (216)
82R(k),i N 82R(k),i N laR(k)’i B (k}2 + 1) R(k),i + 2 kT(k)J-
or? Oy? r Or r2
1 0 (ORpy:  Buyi | kTwi | Vi 5 P
— : ’ ’ : — .= 2.17
+1 —2v 0r ( or + r + r + oy + Wk),i GR(k),z 0 ( )

Damit ist es gelungen, das ursprungliche Problem zu vereinfachen: Die Funktionen R, ;, T(x).i
und V{;,y ; hangen nur noch von den Koordinaten r und y ab.

Eine weitere Losung, die zu (2.14) orthogonal ist, stellt der folgende Ansatz dar:

R(r,¢,y,t) = Rgyi(r,y)sin (k¢ + Buy) cos (wiy it + @)
T(r,¢,y,t) = —T(r,y)cos (k¢ + Bk),i ) cos (w(k)vit + a)
V(r,¢,y,t) = Vigy(r,y)sin (k:qb + B, ) CoS (W(k),z‘t + a) (2.18)

Hierfur ergeben sich die selben Gleichungen (2.15), (2.16) und (2.17). Da die beiden Lésungen
fur k > 0 (2.14) und (2.18) zwar orthogonal sind, aber die gleiche Eigenkreisfrequenz w ;) ;
besitzen, ist w ; also eine doppelte Eigenkreisfrequenz. Hierdurch lasst sich die raumliche
Orientierung der resultierenden Schwingung abbilden. Diese raumliche Orientierung besteht
in der Lage der Nullstellen sowie der Maxima und Minima der Verformungen. Deutlich wird
dies, wenn man einen willkurlich gewahlten Winkel 3* = j;, ; + A3 vorgibt. Dann erhalt man
fur die Radialverformung R unter Verwendung des Additionstheorems (2.3):

R(r,p,y,t) = Ryi(r,y) cos (k¢ + %) cos (w it + @)
= R(k)yz( y) cos (k¢ + Bk),i + Aﬂ) cos (w(kmt + a)
= R(k) [C (k:qb + ﬂ(k)ﬂ') cos (AS) — sin (k:qb + ﬂ(k)ﬂ') sin (Aﬂ)] cos (w(k)ﬂ-t + a)
= cos (Aﬁ) (k),i (T, y) cos (k:qb + ﬂ(k),i) cos (W(k)’it + a)
—sin (AfJ) R(k)ﬂ-(r, y) sin (k:qb + ﬂ(k)ﬂ-) cos (w(k)ﬂ-t + a) (2.19)

In analoger Weise gilt diese Umformung fur die Axialverformung V. Fur die Tangentialverfor-
mung ergibt sich durch das Additionstheorem (2.2):

T(r,d,y,t) = Tyi(r,y)sin (k¢ + %) cos (wr) it + )
= T,i(r,y)sin (kqﬁ + By, + Aﬁ) cos (W(k) it + a)
= Ti,i(r,y) [sin (k¢ + By.i) cos (AB) + cos (kd + Bi,i) sin (AB)] cos (w) it + @)
= cos (AB) Ty i(r,y)sin (kp + By ;) cos (wik),it + )
+sin (AB) Tig),i(r,y) cos (kd + By.i) cos (wiy it + ) (2.20)
Es gilt also insgesamt:

R(r,¢,y,t) = cos(AB) Ry),i(r,y) cos (kqﬁ + 5(k:),i) COS (W(kmt + a)
—sin (AB) Ry i(r, y) sin (ko + By 1) cos (wig) it + )
T(r,¢,y,t) = cos (Aﬁ) (k), ;(r,y) sin (k:qb + ﬂ(km) cos (w(kmt + a)
—sin (AB) (=T (7, y) cos (ko + ﬂ(km) cos (w( it + a))
V(r,¢,y,t) = cos (Aﬁ) 71(7“, Y) cos (k:qb + ﬂ(k),i) cos (W(k)’it + a)
—sin (AfS) V(k)ﬂ-(r, y) sin (k:qb + ﬂ(k),i) cos (W(k)’it + a) (2.21)
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Durch eine Linearkombination der Losungen (2.14) und (2.18) lasst sich also jede raumliche
Orientierung darstellen. Dies stellt die eingangs erwahnte Isotropieeigenschaft der Eigenmo-
den dar. Diese Eigenschaft ist wiederum auf die Isotropie der rotationssymmetrischen Struktur
zurtckzufuhren, d.h. auf die Tatsache, dass die rotationssymmetrische Struktur keine raumli-
che Vorzugsrichtung besitzt.

Verwendet man zur Darstellung des Eigenmodes, der sich aus dem Lésungsansatz (2.14) ergibt,
eine Vektorschreibweise, so lasst sich der Eigenmode unter Verwendung der Additionstheore-
me (2.2) und (2.3) in die folgende Form bringen:
Un = [0 Vi(ry) Ri(ry) ] cos(kio+8)+ [ Tiry) 0 0] sin (ki + )
= [ 0 Vi(r,y) Ri(r,y) ] (cos (ki) cos B; — sin (k;¢p) sin 3;)

+ ]T (sin (k;¢) cos B; + cos (k;¢) sin ;)

T;(r, ?/) sin ﬁz T;(r,y) cos f3;
= | Vi(r,y)cosB; | cos(ki¢) + | —Vi(r,y)sinp; ] sin (k;®)
R (Tv y) COoS ﬁz —RZ' (T, y) sin ﬂz
= Uj acos (kip) + U; psin (ki) (2.22)

Fur den Eigenmode, der sich aus (2.18) ergibt, erhalt man unter Verwedung der Theoreme (2.2)
und (2.3) die entsprechende Darstellung:

0 Vi(r,y) Ri(ry) ] sin (k;¢ + 0;) — [ i(r,y) 00 ]TCOS (kip + Bs)
0 V%(?”,y) Rz(’my) 17 (sin (ki) cos Bi + cos (ki) sin 3;)
[ ]T (cos (ki) cos B; — sin (k;¢) sin [3;)

Ui =

T;(r, y) sin ﬁl —T;(r,y) cos (;
= | Vilr,y)cos B | sin(kig) + | Vi(r,y)sinf; ] cos (ki¢)
R;i(r,y) cos f3; R;i(r,y)sin §;
= U asin (ki¢) — U; g cos (ki) (2.23)

Fuar k£ = 0 ergeben sich dagegen nur einfache Eigenformen. Dies ist darauf zuriickzufthren,
dass sich fur & = 0 rotationssymmetrische Eigenformen ergeben, welche keine raumliche Ori-
entierung besitzen. Setzt man in den Gleichungen (2.14) k = 0, so ergibt sich:

PVou PV 1V

or? Oy? r or
+1 —1%% (8}2(;)>,i + R(;)),z‘ + 3‘(;(;),z‘> +w(20)7l-gv(0)7i = 0 (2.24)
82R(0),i 82R(0)7Z~ N laR(o)yi B Ry
or? Oy? r or r2
1 _121/% (812(7(«])71' * R(;w + a‘g(;)’i> +w(20),i£R(O),i =0 (2.25)

Es zeigt sich, dass die Radialverformung und die Axialverformung einerseits von der Tan-
gentialverformung andererseits entkoppelt sind. Setzt man umgekehrt in den Gleichungen
(2.18) k£ = 0, so erhélt man die entkoppelte Gleichung, welche die Tangentialverformungen
beschreibt.

82T(0) i 82T(0) i 1 8T(0) i T(O) i ) P
72 T a2 i ar 2 TYoiglon =0 (2.26)

Die Eigenformen, welche rotationssymmetrisch sind und eine reine Tangentialverformung be-
schreiben, sind die Torsionsschwingungen des Kdrpers.
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Ublicherweise werden die Eigenmoden einer Struktur mit den Verformungen in kartesischen
Koordinatenrichtungen beschrieben. Die vorliegende Losung wurde jedoch fur die Verformun-
gen in Richtung von Zylinderkoordinaten ermittelt. Daher wird die folgende Transformation
aufgestellt:

Ui(x = rsin¢,y,z = rcos @) cos¢p 0 sing| [Ti(r,¢,y)
Vi(x =rsing,y,z =rcos¢) | = 0 1 0 Vi(r, é,y) (2.27)
Wiz = rsin¢,y,z = rcos @) —sing 0 cos¢| |Ri(r,¢,y)

Wi Asz(9) U;

Wie bereits beschrieben, existieren fur k£ > 0 zu jeder Eigenkreisfrequenz zwei orthogonale
Eigenformen. Aus dem Ansatz (2.14) ergibt sich die folgende Darstellung: Als Ergebnis kann
festgehalten werden:

1. Bei einem Eigenmode einer ruhenden rotationssymmetrischen Struktur ist die Verteilung
Verformungen in Radial-, Tangential- und Axialrichtung Uber den Umfang eine trigono-
metrische Funktion mit genau einer Periodizitat & € Nj.

2. Fur eine Periodizitat k£ > 0 treten doppelte Eigenfrequenzen auf, zu denen zwei orthogo-
nale Moden existieren.

Der Grund fur die Existenz der doppelten Eigenfrequenzen fur £ > 0 soll noch kurz erlautert
werden: Die rotationssymmetrische Struktur ist isotrop und besitzt daher keine rdumliche
”Vorzugsrichtung”, d.h.: Wahrend zwar die Periodizitat und damit der Abstand zwischen den
Maxima, Minima oder Nullstellen der Verformungsverteilungen bekannt sind, so héngt die
absolute Lage der Maxima, Minima und Nullstellen auf dem Umfang, also die raumliche Ori-
entierung, ebenso wie die Amplitude der Schwingung von den Anfangsbedingungen ab. Fur
die Schwingung eines Modes, die hinsichtlich der Amplitude und der raumlichen Orientie-
rung eindeutig bestimmt ist, sind also zwei Anfangsbedingungen erforderlich. Dies I&sst sich
auch durch eine entsprechende Uberlagerung zweier zusammengehériger Eigenmoden mit
der gleichen Eigenfrequenz beschreiben. Dagegen ist die Verteilung der Verformungen Utber
den Umfang fur Eigenmoden mit £ = 0 konstant. Somit gibt es bei diesen Eigenmoden kei-
ne raumliche Orientierung und daher auch keine zwei orthogonalen Moden mit der gleichen
Eigenfrequenz.

2.2 Kinematik der Translationsbewegung

Es soll die Bewegung eines Punktes P betrachtet werden; an diesem Punkt befindet sich ein
Massenelement des Korpers B. Unter Verwendung eines Referenzpunkts R und des korperfes-
ten Koordinatensystems B lautet die Lage des Punktes im Inertialsystem Z:

r5 =rg + ATPrk, (2.28)

Hierbei ist AZ8 die Drehmatrix, durch die das kdrperfeste System B auf das Inertialsystem
abgebildet wird.

Bei einem elastischen Korper wird zweckmagigerweise ein Bezugspunkt B eingeftihrt. An die-
sem Bezugspunkt befindet sich das betrachtete Partikel im undeformierten Zustand. Durch die
Deformation r5, wird das Partikel vom Bezugspunkt B an den aktuellen Punkt P verschoben.
Damit lautet die Lage des Punktes P:

rBp = rBg +r5p = 13 =g + A8 (rgB + rgp) (2.29)
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Die absolute Geschwindigkeit des Punktes P ergibt sich durch die Ableitung des Lagevektors
r} nach der Zeit, wobei zu beachten ist, dass der Vektor r&; zeitlich konstant ist.

ve = v+ AR, + ATERR,
= vk +orpA rRe + ATPiRp
= vk +w7pAT" (g +rEp) + ATPrEp (2.30)

Hierbei ist wZ, der Vektor der Drehgeschwindigkeit des korperfesten Systems B gegenuiber
dem Inertialsystem Z. Hierfur gilt mit dem Tildeoperator:

ATB = ATB ATBTATB _ ATBATBY ATB 5T o — T x x (2.31)
E 7

Durch die Transformation der Lage und der Geschwindigkeit in das kdrperfeste Koordinaten-
system B erhalt man:

rg = ABII% = AP? [rg + ATB (rgB + rgp)]

= APk 4By +rhp (2.32)
VB = APIVE = ABT [VE 4 GEGATS (g + 1) + ATBG |

= APTVE+ APTGT5ATP (vBg +rBp) +15p (2.33)

Wie schon im vorangegangen Kapitel beschrieben, ist zur Beschreibung eines Rotationskorpers
die Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteilhaft. Auch hier soll als Achse der Rotations-
symmetrie wieder die 2-Achse gewahlt werden. Mit den bereits bekannten Zusammenhéngen

x=rsing, z=rcos¢, U =Rsin¢p+Tcos¢p, W = Rcos¢p —Tsin¢ (2.34)

erhélt man die folgende Darstellung

[z +U(z,y,2,t) [r + R(r, ¢, y,t)] sin ¢ + T(r, ¢, y,1) cos ¢
rRe = |y+V(zyzt)| = y+V(r,6,.t)

12+ W(z,y,21) [r+ R(r,¢,y,t)| cos¢ = T(r, ¢, y,t)sin

[ cos¢ 0 sing 0 T(r,¢,y,t)

= 0 1 0 y| + V(7”7 ¢7y7t)

|—sing 0 cos¢ T R(r,¢,y,1)

As(9) (xo(r,y) +u(r, ¢,y,t)) (2.35)
iRe = As(d)u(r,¢,y,1) (2.36)

Hierbei kennzeichnen der Vektor x, die Relativlage im unverformten Zustand und der Vektor
u die Deformationsbewegung.

Fuhrt der elastische Rotationskdrper eine Rotationsbewegung um seine Symmetrieachse aus,
so lasst sich ein achsfestes Zwischensystem A in der folgenden Weise definieren:

ATB — ATAAAB (2.37)
Mit der 2-Achse als Symmetrieachse und dem Winkel y als Drehwinkel lautet die Matrix A45:
cosy 0 siny

AB =1 0 1 0 (2.38)
—siny 0 cosy
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Durch die Transformation der Relativlage in das achsfeste Koordinatensystem A und geeignete
Anwendung der Additionstheoreme (2.2) und (2.3) erhalt man:

rep = A™PrRe = AP A,(0) (x0 + u(t))

[ cosxy 0 siny cos¢p 0 sing

= 0 1 0 0 1 0 | (xo+u(t))

|—sinx 0 cosx| [~sing 0 cos¢

[ cosycosg —sinysing 0 cosysin¢ + siny cos ¢

— 0 1 0 (x0 +u(t))
| —sin xcos¢ —cos xsing 0 —sinysin¢ + cos x cos ¢

[ cos(¢+x) 0 sin(é+x)

= 0 1 0 (%0 +u(t)) = Az(¢ + x) (x0 + u(t))
|—sin(¢+x) 0 cos(¢+x)

= As(0) (xo+u(t) , 0=+ (2:39)

In analoger Weise erhalt man fur die Darstellung der Relativgeschwindigkeit im System A:
rip = AP = AP AL (¢)u(t) = As(8)u(t) (2.40)

Die Kennzeichnung mit dem Stern anstelle des Punktes wird verwendet, um zu verdeutlichen,
dass es sich hierbei um die in das System A transformierte Geschwindigkeit und nicht um die
Ableitung der Lage in der Darstellung im System A handelt.

Fur die Einwirkung raumfester Kréafte wird nun dasjenige Partikel betrachtet, welches im achs-
festen System A einen bestimmten Referenzort durchlauft. Dieser Ort wird durch den konstan-
ten Winkel 6 bezeichnet. Umgekehrt bedeutet dies, dass immer dasjenige Partikel betrachtet
wird, dessen Koordinate ¢ gegeben ist durch:

¢=10—x(t) (2.41)

Ublicherweise werden die Deformationsbewegungen durch eine Modalsynthese beschrieben.
Verwendet man als Formfunktionen die Eigenformen des Rotationskorpers, wie sie im vori-
gen Kapitel hergeleitet wurden, und bericksichtigt stets beide Eigenformen einer doppelten
Eigenkreisfrequenz, so erhalt man fur die Modalsynthese der Tangential-, Axial- und Radial-
verformungen:

n

u(t) = > (Ui (r, ¢,9)qn (t) + Uia(r, ¢, y)gia (1)) (2.42)

i=1
Wie bereits beschrieben, lautet die Struktur der Formfunktionen U (7, ¢, y) und Uja(r, ¢, y):

U;p (’I”, o, y) = Ui,A CcOoSs (kﬁl¢) + Ui,B sin (kﬁl¢) (243)
Uig (’I”, qb, y) = Ui,A sin (k}1¢) — Ui,B COS (kﬁl¢) (244)

In diese Form kann nun der zeitlich veranderliche Azimut ¢ = 6 — x(t) eingesetzt werden,
wobei im Folgenden die Zeitabhangigkeit von y nicht mehr explizit angegeben wird. Aufgrund
der Additionstheoreme (2.2) und (2.3) und der Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen
Funktionen gilt:

p=0—x = sin(k;¢) =sin(k; (0 — x)) = sin(k; 0) cos(k; x) — cos(k; 0) sin(k; x)

= cos(k; ¢) = cos (ki (0 — x)) = cos(k; 0) cos(k; x) + sin(k; 0) sin(k; x)  (2.45)
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Setzt man diese Ausdrucke in die Formfunktionen ein, so erhalt man:

Ui(r,¢,y) = Ujalry)cos(k; ¢) + Ui p(r,y) sin(k; ¢)
= U; a(r,y) [cos(k; ) cos(k; x) + sin(k; 6) sin(k; x)]
+U, p(r,y) [sin(k; 0) cos(k; x) — cos(k; 0) sin(k; x)]
= [Uja(r,y)cos(k; 0) + U; g(r,y) sin(k; )] cos(k; x)
U;1(r,0y)
+[Uj,a(r, y) sin(k; 0) — U; p(r,y) cos(k; 0)] sin(k; x)
Uj2(r,0,y)
= Uu(r,0,y)cos(k;x) + Usa(r,0,y)sin(k; x) (2.46)
Uia(r,¢,y) = Ujalr,y)sin(k; ¢) — Uy p(r, y) cos(k; @)
= U;a(r,y) [sin(k; ) cos(k; x) — cos(k; 6) sin(k; x)]
—U; (r,y) [cos(k; 0) cos(k; x) + sin(k; 0) sin(k; x)]
= [Uja(r,y)sin(k; 0) — U; g(r,y) cos(k; 0)] cos(k; x)

U;a(r,0,y)
+[=U;,a(r,y) cos(k; 0) — U; g(r,y) sin(k; 0)] sin(k; x)
Ui
= Uja(r,0,y)cos(ki x) — Ui (r,0,y) sin(k; x) (2.47)

Der Zusammenhang zwischen den Moden U (7, ¢, y) und Ujz(r, ¢, y) einerseits und den Mo-
den U;;(r, 0, y) und U;,(r, 0, y) andererseits soll hier ndher betrachtet werden, um die Idee des
Vorgehens deutlich zu machen. Es gilt:

Ui(r,o,y) = Uul(r,0,y)cos(k; x) + Usa(r,0,y)sin(k; x) (2.48)
Un(r,¢,y) = —Uul(r,0,y)sin(k; x) + Uia(r, 0,y) cos(k; x) (2.49)

Durch geeignete Umformungen erhélt man:

Uii(r,0,y) = Uu(r,é,y)cos(ki x) — Usa(r, ¢, y) sin(k; x) (2.50)
Uia(r,0,y) = Uu(r,é,y)sin(k; x) + Usa(r, ¢, y) cos(k; x) (2.51)

Die Moden U;;(r,0,y) und U (r, 0, y) sind die Moden des Rotationskdrpers im Zwischenko-
ordinatensystem A. Wie die Gleichungen (2.50) und (2.51) zeigen, lassen sich diese Moden als
Linearkombinationen der Moden im korperfesten Koordinatensystem B darstellen, wobei die
Skalarfaktoren vom Winkel x abh&ngen und damit zeitlich verénderlich sind. Dadurch, dass
beide Moden, die zu einer doppelten Eigenfrequenz gehoren, bei der Modalsynthese bertck-
sichtigt werden, bleibt die Isotropie der Struktur erhalten, so dass sich stets Bewegungen in
jeder beliebigen raumlichen Orientierung, die im konkreten Fall durch das Koordinatensystem
A vorgegeben wird, beschreiben lassen.

Damit lautet die Modalsynthese fur die Verformungen in Richtung der Zylinderkoordinaten:

U(t) = Z (Uzl (’l”, ¢7 y)Q’Ll + Ui2 (Ta ¢7 y)QZQ)
=1
= > ([Ui(r,0,y) cos(ki x) + Usa(r,0,y) sin(k; x)] gin
=1
+[Uia(r, 0, y) cos(ki x) — Ui (r,0,y) sin(k; x)] ¢i2)
= > (Ui(r,0,y) [cos(ki x)qin — sin(k; x)gio] + Uiz (r, 0, y) [sin(k; x)gi + cos(k; x)gi2])
=1
(2.52)
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Far die Verformungsgeschwindigkeit erhalt man analog:

n

at) = > (Ualr,é,9)dn + Ui(r, é,y)dia)
=1

= ) (Ui (r,0,y) [cos(ki X)din — sin(k; X)diz] + Uia(r, 0, y) [sin(k; x)din + cos(ki X)diz])
=1
(2.53)

Im vorigen Kapitel wurde der folgende Zusammenhang zwischen den Darstellungen der
Formfunktionen in kartesischen Koordinatenrichtungen V;(r, ¢, y) und in Richtungen der Zy-
linderkoordinaten U, (r, ¢, y) aufgestellt:

V'i (T7 ¢7 y) = A2(¢)U’L (’l”, ¢7 y) (254)

Setzt man nun den Ausdruck der Modalsynthese (2.53) in die Gleichung (2.39) ein, so erhalt
man mit diesem Zusammenhang:

rip = As(6) (xo + u( )
= 0)xo + Z (A2(0)Uir(r, 0, y) [cos(ki x)gi1 — sin(ki x)giz]
+A2(9) i2(r, 0, y) [sin(k; x)gi + cos(ki x)qi2])
= 0)xo + Z i1(r,0,y) [cos(k; x)gin — sin(k; x)qi2]
—|—V22(r, 0,y) [sin(k; x)qi1 + cos(k; x)giz]) (2.55)
In analoger Weise ergibt sich fur die Relativgeschwindigkeit:

e = As(0)u(t)

n

= Y (Va(r,0,y) [cos(ki X)din — sin(k; X)di2]
i1
+Via(r,0,y) [sin(k; x)gi1 + cos(k; x)diz)) (2.56)

Die Ausdriicke r&, und r 4, lassen sich auch in Matrizenschreibweise angeben. In dieser
Schreibweise lautet die Modalsynthese der Deformationsbewegung fur einen korperfesten
Punkt:

8o (z,y, 2, 1) ZV x,y,2)qi(t) = S(z,y, 2)q(t) (2.57)

Hierbei werden die Modalkoordinaten ¢;(¢) in dem Vektor q(¢) und die Formfunktionen
V.(z,y, z) spaltenweise in der Matrix S(z, y, z) angeordnet:

S(x,y,z) = [ Vifl(xﬂ/wz) Vi(x,y,z) ViJrl(x?y?Z) ] (2.58)

Definiert man nun neue Modalkoordinaten der Form:

Qil = {1 COS(kJiX) — ;2 Sil’l(k}i X) (259)
Qig = (i1 sin(k:l-x) + q;2 COS(]CZ‘ X) (260)

und ordnet diese Koordinaten in einem Vektor Q an, so lasst sich eine Transformationsmatrix
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T der folgenden Form angeben:

Qi1 . cos(k;x) —sin(kix) ... 0 0 g
Qig . sin(k:l- X) COS(kJZ' X) ... 0 0 ... qi2
: = |... : : : : : (2.61)
Q2 e 0 0 co.cos(krx)  sin(kix) oo |q2
Qu . 0 0 .. —sin(kyx) cos(krx) ...| |an
L - L 1L
Q T(x) a

Auf der Hauptdiagonalen der Matrix T () stehen Elemente der Form cos(k; x). AufRerhalb der
Diagonalen enthélt jede Zeile und jede Spalte nur maximal ein Element der Form =+ sin(k; x),
welches von Null verschieden sein kann. Alle Gbrigen Elemente der Matrix sind gleich Null.

Damit lassen sich die beiden Vektoren rgp und ik“,{,‘P nun in Matrizenschreibweise angeben:

rRp = 0)xo + Z i1(r, 0, y) [cos(k; x)qi1 — sin(k; X)qi2]
+Vz2("”, 0,y) [sin(ki x)qin + cos(k; x)gi2])
= Ax(0)x0+S(r,0,y)T(x)aq(t) (2.62)
e = Y (Vi(r,0,y) [cos(ki ) — sin(ki X)dio]
i=1

+Via(r,0,y) [sin(k; x)di1 + cos(ki x)giz))
= S(T,@,y)T(X)Q(t) (263)

Transformiert man die beiden Vektoren r, und r4, nun wieder in das korperfeste Koordina-
tensystem 13, so erhalt man:

rBp = APA(rEe = APAQ)rEs + ABAN)S(r, 6, 9)T(x)a(t) . rhs = A2(6)xo = const
(2.64)
iy = ABA() i = ABA()S(r, 6, y)T(x)a(t) (2.65)

In dieser Formulierung sind die Referenzlage rﬁ‘B sowie die Formfunktionen S(r, 6, y) konstant.
Die Drehmatrix AB4(x) und die Transformationsmatrix T () hdngen dagegen von y und da-
mit von der Zeit ¢ ab.

Far die Anwendung des Jourdain’schen Prinzips wird die virtuelle Geschwindigkeit des Punk-
tes bendtigt. Mit den Umformungsregeln des Tildeoperators sowie durch Einsetzen des Aus-
drucks (2.65) erhalt man:

~7T .
v = APTVE+ APTGTAT (B +rp) +1hp

= A%'vi— (fRe + rBP) AP Wl + APA(OS(r, 0, y)T(X)a (2.66)
Die virtuelle Geschwindigkeit ergibt sich zu:
0vE = AP §'vE — (¥Rg + Thp) AT 6'whs + APA()S(r, 0,9)T(x) 04 (2.67)

Der Winkel y ist in der Drehmatrix AB4(y), in der Modalmatrix S(r,0,y) = S(r, ¢ + x,y) und
der Transformationsmatrix T(x) enthalten; folglich kann die Winkelgeschwindigkeit x nur in
Ableitungen dieser Terme nach der Zeit auftreten. Derartige Ableitungen sind in dem dritten
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Summanden des Ausdrucks (2.67) nicht enthalten, so dass die einzigen Geschwindigkeitster-
me, die zu variieren sind, in dem Vektor §¢ enthalten sind. Es gilt also:

- B
Ire _ g (2.68)
ox
Ofgp  _ ABASA(r 0, y)T 2.69
Fri (r,0,y)T(x) (2.69)

2.3 Kinematik der Rotationsbewegung

Definiert man ein an dem betrachteten Punkt P befestigtes Koordinatensystem P, so kdnnen
neben den im Kapitel 2.2 behandelten Translationsbewegungen auch Rotationsbewegungen
beschrieben werden. Unter Verwendung des korperfesten Koordinatensystems 5 gilt fur die
Drehmatrix A%, durch die das System P in das Inertialsystem Z Ubergeht:

ATP — ATBABP (2.70)

Die entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten ergeben sich zu:

dA*P T dATB dABP T T
7 P BP | AIB BPT A 1B
wip = —— A = | —— A"+ AT —— | A7 A
dt dt dt
_ dA*P ABPABPT ATBT | A7B dAPP ABPT AzBT
dt dt
_ dilltw AZBT | ATB dAdfP ABPT ATBT
= &g+ ATBGE ATBT 2.71)

Stellt man die Winkelgeschwindigkeit als Vektor dar, so gilt also:
whs = why + ATBWE, (2.72)

Die Winkelgeschwindigkeit des Koordinatensystems P lasst sich also durch Uberlagerung der
absoluten Winkelgeschwindigkeit W%B des Korpers und der aus den Deformationsbewegun-
gen herrihrenden Relativwinkelgeschwindigkeitwgp darstellen.

Die folgenden Betrachtungen lehnen sich sehr eng an [2] an. Die Drehbewegungen, die infolge
von Deformationsbewegungen entstehen, lassen sich mittels des Deformationsgradienten F
beschreiben. FUr die Lage r eines Partikels gelte:

r=x+u (2.73)

Hierbei bezeichnen x die Referenzlage des Partikels, also beispielsweise die Lage im undefor-
mierten Zustand, und u die Deformationsbewegung. Dann lautet der Deformationsgradient:

or ox ou ou
oxT — oxT + oxT E+ oxT (2.74)

Voll ausgeschrieben bedeutet dies:

F =

iy v A B T T
X = Yy , 0= Vv = F, = =T = oz ou o0z (275)
z w ow oW oW

Fur kleine Deformationen gilt fir die Drehmatrix AB? niaherungsweise:

BP 1 T
APP B+ o (Fy - F,7) (2.76)
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Im Einzelnen bedeutet dies:

1 1 (d_U _ a_V) 1(au _ ow)
I =y B 2\oy “oc) 2\9: "
BP _ | 1({av _oUu 1(ov _ aw
-6 a1 1 (oW _ o) l(a_W_ﬁ_V> )
2 \ Oz 0z 2\ Oy ox
Der Gradient der Verformungsgeschwindigkeit ergibt sich zu:
L=FF' (2.78)

Dieser Gradient lasst sich in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil auf-
spalten, wobei der symmetrische Anteil D die Verzerrungsgeschwindigkeit und der schiefsym-
metrische Anteil V die Drehgeschwindigkeit beschreibt:

1 1
D=-(L+L" = (L-LT 2.7
Dieser schiefsymmetrische Anteil entspricht der Darstellung der gesuchten Relativwinkelge-
schwindigkeit als Tilde-Matrix:

1

~B T

= = = L - L 2.

Die Ableitung des Deformationsgradienten nach der Zeit ergibt sich zu:

Fo dF _d Ou |  oOu
Codt dt oxT | — oxT

Sind die Deformationsbewegungen, wie bereits angenommen, sehr klein, so gilt unter Ver-

nachléssigung kleiner Terme:

(2.81)

U U U

Ox oy 0z

—FFlaFE=F=]| ¥ 9V oV
L-FF'~FE=-F=| 2 2 2 (2.82)

oW oW oW

ox Jy 0z

Damit erhalt man fur die Winkelgeschwindigkeit den folgenden Ausdruck:

- 0 L(ou _ovy 1 (o0 oW
0 —wp3 wp.2 . . 2 \ dy ox 2 8,.2 (99.:
5B~ _ — | L(av _9U 1oV oW
wpp ~ wD,3 0 WD,1 - 2 ((99: 8y> 0 2\ 0z Jy
[ —wp2 WD 0 1(aw _ou\ 1(ow _ov 0
2\ Oz 0z 2 \ Oy ox
_ 1(aw _ ov
wp 2 ﬁy (9.9:
B _ | 1({ou _ aw
L wD3 1(av _oU
2 \ Ox oy

Far eine allgemeine Modalsynthese gilt:

U U; U U;
V=X | Vila=|V |[=X |V |a
w | W W i | W

= wp,1 = Z% 8;2/1' - %‘?] Gi = Z ‘1’51)%

1[oU; ow;] . ).
wpa2 = 25_82 - (%}Qi—zq’i di

_ N L[V 90 g0,
wps = Z2_6x ay]qz—Z‘l'i di

(2.84)
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Im Kapitel 2.1 wurden die Verteilungen der Verformungen fur die Eigenformen einer rota-
tionssymmetrischen Struktur hergeleitet. FUr die einfachste Darstellung wurden Zylinderko-
ordinaten sowie Verformungen in Richtung der Zylinderkoordinaten verwendet. Die Zusam-
menhénge zwischen den Verformungen U und W in kartesischen Koordinatenrichtungen ei-
nerseits und den Verformungen R und T in Richtung der Zylinderkoordinaten lauteten:

U=Rsin¢p+Tcos¢p, W= Rcos¢p—"Tsin¢ (2.85)

Die Zusammenhange zwischen den Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten =z und z
einerseits und den Polarkoordinaten » und ¢ andererseits waren gegeben durch:
g 8f 10f 8f of 10f .

9~ or S in¢ + ——¢ qb, =5, 08¢~ _8_qb in¢ (2.86)

Damit erhdlt man fur die Ableitung der Axialverformung V' nach den Koordinaten x und z
sofort:

ov ov . 10V

B T oy SmOT g 0s?
ov oV 10V .
E = E COS QZ) — ;8_¢ smqb (287)
Far die Ableitungen der Verformungen U und W nach der Axialkoordinate y ergibt sich:
oU OR oT
- - 2.
a9y 3y sin ¢ + 3y cos ¢ (2.88)
ow OR oT
- - = 2.
a9y 3y cos ¢ 3y sin ¢ (2.89)

Komplizierter ist die Bildung der Ableltungen Y und dW . Zuné&chst sollen die Ableitungen
von U und W nach den Polarkoordinaten » und qb betrachtet werden; hierftr erhadlt man:

o Pngt I coso (2.90)
%—‘:/ = g—f cos ¢ — g—z sin ¢ (2.91)
g—g = g¢ s1n¢+Rcosq§—|—g¢ cos ¢ — T'sin¢ (2.92)
88_‘?; _ gf; cos 6 — Rsin g — gg sin ¢ — T cos ¢ (2.93)

Setzt man dies in die Ableitungsregeln 2.86 ein, so ergibt sich fur durch geeignete Umfor-
mungen:

v _ou 1o
0= or P 7"
OR oT 1[0R oT
= [8—S1n¢+8—cos¢}cos¢——[8¢sm¢+Rcos¢+a—¢cos¢ Tsmqb]smqb
o or OR R 10T 10R T| .,
= 5 cos ¢+[8r " agb} s1n¢cos¢+[ 8¢>+ ]sm [0) (2.94)
Fur den Ausdruck 2% erhalt man:
oW oW
ar  or ¢ r O0¢ o8
OR oT 1[0R oT
= [a—cosqb—a—smqb]smqb—k [8¢>COS¢ RSID¢——¢SIH¢ Tcosgb}cosgb
B or . o OR R 10T 10R T 9
= 5 sin ¢+[67“ . 6¢} Sm¢cos¢+[ 90 T}cos 1) (2.95)
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Hieraus erhalt man durch geeignete Umformungen:

ow oV 1 (OR T oV 10V
HER SIREIC T TORHCTEE T
1[0R 0OV 1] or 10V
= 3 [8_34_5] cos ¢ + — [——+—8—¢}SH¢ (2.96)
1L/ou owy  1/0T OR R 10T 10R T\ .,
ﬂa‘%v‘Q(ws¢%w ; wthw[ w+}m@
1 oT 02 OR R 10T 1R T 9
= <_8r ¢+[8T—?——a¢}31n¢cos¢+[—a—gb—?]cos >
1o T 10R
= 3 [W 4 — - ;8_¢} (2.97)
1 /0V 0oU 1 /0V oV 1 (O0R .
5(%_8_3/) 5(8—s1n¢+;a—¢cos¢>—§<8—sm¢>+8—cos¢>
1|10V oT 1oV OR]| .
Damit lauten die Modalkoeffizienten fur die Winkelgeschwindigkeit:
cop [ o [ 1
9T; i OR;
v, = W;] %[aj; TT‘%%]
O Y [T Y - o
b |9 - %4 o)
cosg 0 sing dy or cos¢p 0 sing r;
ST s Lol =) 0o 1 o ||1® |@99)
—sing 0 cos¢ 1[ o | 10y —sing 0 cos¢ r?

2 {_ oy r<9_¢>}

Diese Modalkoeffizienten ¥, lassen sich also in analoger Weise zu den Modalkoeffizienten V;

darstellen:
W, = As(¢) T; (2.100)

Im Kapitel 2.1 wurde weiterhin gezeigt, dass die Eigenfrequenzen einer rotationssymmetri-
schen Struktur fur Periodizitaten k£ > 1 doppelt auftreten und dass zu jedem dieser doppelten
Eigenfrequenzen zwei orthogonale Eigenformen der folgenden Form gehdren:
Uil = Ui,A COS (]CZ¢) + Ui,B sin (]CZ¢) (2101)
Uig = Ui,A sin (k}1¢) — Ui,B COS (]CZ¢) (2102)

Setzt man die Verteilungen der Radial-, Tangential- und Axialverformung der Formfunktion

U;q:
T T; A TiB
Ujg=| Va } = | Via | cos(kio)+ [ ViB } sin (k; ) (2.103)
R R; A R; B
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in die Koeffizienten 1“51), FZ@) und Fgg)

, die in (2.99) definiert wurden, so erhélt man:

r _ 1 (aRil Vi
a7 2\ ay  or
1 [0R;4 ‘ B . . Vi a A oVip . .
= 5 (T con (h) + 22 i ki) — 255 con (ko) — 2 i 1)
1 (OR; oV; OR; oV; .
- §< 5 a%A> s (kig) + 2( o a%B>Sm(k"¢)
= T cos (kig) + T} sin (kig) (2.104)
1 [0T; T; 10R;
ry o= 3 { oty a¢1}
_ % [37},,4 cos (ki) + B in (ki) + T;, A cos (ki) + T; g sin (k;¢)
T T
B —R; ak;sin (ki¢) + R; pki cos (kzqu)}
T
1 [0T; 1; R; oT; T; R;
= 5[ aT’A—F ;A— rB Z}cos(qu) [ 8TB+ ;B—F rA Z]sm(lgb)
= £2A cos (ki) + T B sin (ki) (2.105)
1 oT; 10V;
o= g <_ o a¢1>
_ % (_3?,,4 cos (ki) — B gin (ki) + — Vi ak;sin (k;p) + V; gk cos (ki¢)>
Yy T
1 0Ta Vie, ‘ L 0Tip Via, \ . ..
= 3 (— 2y + . z) COS(kz¢)+§ <_6—y_ . z> sin (k;¢)

= I‘(jlcos( Z¢)+F(BSIH( ki®)

Hierdurch werden die folgenden Koeffizienten definiert:

Vi A
or

aVzB>

(1) 1 8Rz‘A
A T 5

1 1 aRzB
i - 3 (5

2 _ 1 8T i,A
Fi’A N 2[ or
@ _ 1 3Tz,B
Fi’B N 2[ 8r
5 1

FE,)X = 5(

@ _ 1 _8Tz,B
teg = 2< Iy

w)

_Viay
r 7

Die Verteilungen der Verformungen fur die Formfunktion U, lauten:

Tio T A
UZ‘Q = ‘/;2 = V;,A
Rio R; A

T; B

sin (ki) — [ Vip } cos (ki)

R;

(2.106)

(2.107)
(2.108)
(2.109)
(2.110)
(2.111)

(2.112)

(2.113)
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Damit ergeben sich die folgenden Modalkoeffizienten fur die Winkelgeschwindigkeit:

(2.114)

(2.115)

r _ 1 (0Rn 0OVip
i2 2\ Oy or
= % (8];;”4 in (k;0) ORip cos (ki) — 8?;4 sin (k;¢) + 6‘;:3 COS (lmb))
L (ORja 0OVia\ . . 1/ OR;p  0Vig .
= 3 ( By B > sin (kip) + 5 ( By 5 ) cos (ki)
= I‘EB sin (k;p) — FE}; cos (ki)
e 1[0T T 10Rp
i2 2| or r r 0¢
1 [0T; 4 . T B OT; asin (ki) — OT; g cos (ki)
= 3 sin (k; ) 5, CO8 (kip) + "
_R@Ak‘i CoS (kz¢) + Rink‘Z‘ sin (kz¢):|
r
1 [0Tia  Tia Rip, |. . L[ oI 0Lip Ria, A
= 3 o + . kz} sin (k;¢) + 3 [— 5 T, kz] cos (ki)
= I‘Z(a sin (k;p) — FE% cos (ki)
(3) 1/ 0Tz 10V
r® — (- -
2 2 ( oy * r 0¢
_ % <_8§;,A sin (i) + 3?;9 cos (ks ) + Vi, ak; cos (k;9) ;F Vi, Bkisin (k;¢)
1 ol 4 Vi . 1 (0T | Via, '
= 3 (— By + " k:z> sin (k;¢) + 5 ( By + " k:l> cos (k;9)
= T sin (ki) — IC) cos (kio)

Insgesamt gilt also:

Fil (’l”, ¢7

Lia(r, ¢,

[Ty ] T ()

y) = | TP0ry) | cos (ki) + {Fg,é(ﬁy)
| TA) G
= T a(r,y)cos (kip) + Ty g(r,y) sin (ki)

[T (ry) ] ()

y) = | T80y | sin(kig) - {Tg,é(ﬁy)
RGN ) (r.y)
= T a(r,y)sin (ki) — Ty g(r,y) cos (ko)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

Im Kapitel 2.2 wurde die translatorische Geschwindigkeit flr einen veranderlichen Bezugs-
punkt hergeleitet. Ausgangspunkt war die Modalsynthese:

Unter den Voraussetzu

e stets zZwei

Via(r,0,y) = Aa(¢)Usa(r, 0, y)

dass

< die Formfunktionen die Struktur U (r,¢,y) = U; acos (kid) + U; psin (ki)

the = > [Vir(r,6,9)din (t) + Via(r, ¢,y)din (t)]
ngen, dass

Formfunktionen

Uy (’I”, qb, y) = Ui,A sin (k?z¢) — Ui,B cos (k?z¢) haben,

Vil (’l”, ¢7 y) = A2(¢)U’Ll (’l”, ¢7 y)
in der Modalsynthese bertcksichtigt werden und

(2.119)

und

und
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lautete die Geschwindigkeit eines Punktes, der im Koordinatensystem A eine konstante Refe-
renzlage hat, welche durch den Azimut 6 = const beschrieben wird:

ihp = APA()S(r,0,y) T(x)4(t) (2.120)
Hierbei entsteht die Modalmatrix S(r, 6, y) durch spaltenweise Anordnung der Formfunktio-
nen V;i(r,6,y) und Vi (r, 0, y).

Diese Voraussetzungen sind auch fur die Modalkoeffizienten der Winkelgeschwindigkeit ge-
geben, denn es gilt:

Uir(r,¢,y) = Aa(d)Li(r, ¢,y) (2.121)
Wis(r,d,y) = Aa(d)Tia(r, ¢,y) (2.122)
Li(r,p,y) = Tja(r,y)cos(kip) + T p(r,y)sin (kid) (2.123)
Lio(r,¢,y) = Tia(r,y)sin (ki) — T p(r,y) cos (ki) (2.124)

Formuliert man also eine Modalsynthese fur die Winkelgeschwindigkeit infolge der Deforma-
tionshewegungen der folgenden Form:

wip = Y [ (r, ¢, 9)din + Wia(r, 6, y)din] (2.125)
und ordnet die Modalkoeffizienten W, (r,0,y) und ¥, (r,0,y) spaltenweise in einer Matrix
O(r,0,y) an:

O(r,0,y) = - Wu(r,0,y) Wu(r0,y) ¥(r,0,y) Cp(roy) -] (2.126)
so lautet die Winkelgeschwindigkeit:
wip = A (0O, 0,4)T()4(1) (2127)

Stellt man die in (2.77) definierten kleinen Drehwinkel «, 5 und v in einer Modalsynthese der
folgenden Form dar:

a(r, ¢,y)
|: 5(7"7 b, y) ] - Z [\Ilil(rv ¢7 y)Qil (t) + W2 (Tv ¢7 y)QiQ (t)] (2128)
V(r, ,y)

so lauten die Drehwinkel flir einen konstanten Azimut ¢ im Koordinatensystem A in analoger
Weise zu (2.127):

i

= APA()O(r,0,y) T(x)a(t) (2.129)

2.4 Analyse der Formfunktionen

Bei praktischen Anwendungen werden die Formfunktionen V; tblicherweise mit der Finite-
Elemente-Methode berechnet. Dies bedeutet wiederum, dass nur Verschiebungen an diskreten
Punkten zur Verflgung stehen. Die Periodizitat k; einer Formfunktion, die flr die in Kapitel
2.2 hergeleitete Beschreibung der Kinematik unerlasslich ist, ist daher zundchst nicht bekannt.
Weiterhin besteht eine wesentliche Voraussetzung fur diese Beschreibung der Kinematik darin,
dass fur k; > 0 stets Paare von Formfunktionen verwendet werden, wobei zwischen diesen bei-
den Formfunktionen der durch die Gleichungen 2.43 und 2.44 beschriebene Zusammenhang
besteht. FUr Formfunktionen, die mittels der Finite-Elemente-Methode berechnet werden, ist
nicht sofort ersichtlich, welche Formfunktionen ein Paar bilden und welche Funktion jeweils
den Funktionen V;; und V;, entspricht. Fir die Anwendung der Kinematik eines bewegten
Punktes ist also eine Vorabanalyse der Formfunktionen, ein Preprocessing, erforderlich, wel-
ches im Folgenden erlautert werden soll.
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2.4.1 Auswahl der Punkte

Im Kapitel 2.1 wurde gezeigt, dass die Verteilung der Radialverformung R, der Tangentialver-
formung 7" und der Axialverformung V Uber den Umfang fur eine Eigenform eines Rotati-
onskorpers die folgende Form haben:

Ti(T? ¢7 y) Ti,C(Tv y) Ti,S(Tv y)
Vilr,é,y) | = | Vie(ry) |cos(kio)+ | Vis(ry) | sin(k; o) (2.130)
Ri (T7 ¢7 y) Ri,C(Tv y) Ri,S(rv y)

Wie bereits erwéahnt, bewegt sich der betrachtete Punkt auf einer Bahn tber den Korper, fur
die r = const A y = const gilt. Daher werden aus dem Ergebnis der Finite-Elemente-Rechnung
werden fur eine Eigenform nun die Verschiebungen V;(z;, 1, zj) an np Punkten ausgewahilt,
far die gilt:

rj =1/ + %2 =rg=const, y; =yo=const, j=1...np (2.131)
Der Winkel ¢; ergibt sich zu:

arctan (zj/z)  fur z >0

o /2 fur z=0A2 >0
% = arctan (z; /%) + 7 fir 2z <0 (2.132)
—7/2 fur z=0A2 <0

Zwischen den Verformungen U und W einerseits und den Verformungen R und T andererseits
bestehen die Zusammenhénge:

U=Rsinpg+Tcos¢p, W=Rcos¢p—Tsinpg<= R=Using+Wcos¢, T =Ucos¢p—Wsine
(2.133)
Damit erhélt man aus den in V;(zj,vy;, %) enthaltenen Verschiebungen U;(ro, ¢;,y0) und

Wi(ro, ¢, 90):

Ri(ro, ¢j,y0) = Ui(ro, ¢y, o) sin ¢ + Wi(ro, ¢, yo) cos ¢ (2.134)
TZ'(T(],@‘,yo) = Ui(ro,qu,yo)cosqu—Wi(ro,qﬁj,yo)sinqu (2135)

Damit liegen fr jede Verformung n p Funktionswerte an den diskreten Stellen ¢; vor. Aus die-
sen Werten ist nun die Periodizitat k; zu ermitteln.

2.4.2 Bestimmung der Periodizitat

Es sei f(¢;) eine allgemeine Funktion, deren Werte an np Stellen gegeben sind. Zur Bestim-
mung der Periodizitat £ mussen diese Funktionswerte f(¢;) durch die Funktion

g(¢) = C.cos(k @) + Cssin(k @) , k € Ny (2.136)

approximiert werden. Hierfar wahlt man eine Periodizitat £ und bestimmt fur diese Periodi-
zitat die Koeffizienten C. = C.(k) und Cs = C;(k) mit der Methode der kleinsten Quadrate.
Zu diesem Zweck wird die quadratische Abweichung A definiert:

A = D (&) - 9@ =D [/(&) — Cecoslhedy) - Cosin(h )
= i [£(61)* —2£(¢y) [CZ cos(k ¢y) + Cssin(k ¢y)] + [Cc cos(k ¢y) + Cy sin(k ¢y)]?]
= i [£(#)? =2 f(¢y) [Cc cos(k ¢y) + Cssin(k ¢y)]
J +C.2 cos?(k ¢j) + 2 C. Cs cos(k ¢) sin(k ¢y) + Cs*sin®(k ¢y)] (2.137)
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Die Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten C. und C; erhélt man aus der Bedingung,
dass die Abweichung A minimal werden muss. Die entsprechende Gleichung lautet fir den
Koeffizienten C..

0A
0C,

= Z (=2 f(¢) cos(k &) + 2 C.cos®(k ¢y) + 2 Cy cos(k ¢) sin(k ¢;)]
J

=0 = Z[ F(&) cos(k &) + Cecos?(k ¢y) + Cy cos(k ¢)) sin(k ¢)]

= —Zf cos(k &) + C. Zcos (k¢j) + Cs Zcos k &) sin(k ¢)

= Zf ) cos(k @) = CCZCOS (k &) +CSZCOS (k &) sin(k &) (2.138)
J J
Fur den Koeffizienten C; lautet die Gleichung:
OA
0 = 0Cy

= Z [—2 f(¢y) sin(k ¢y) + 2 C.. cos(k ¢;) sin(k ¢;) + 2 C, sin®(k ;)]
J
=0 = Z[ £(¢y) sin(k ¢) + Cecos(k ¢y) sin(k ¢) + Cs sin®(k ¢)]
= —Zf sin(k &) + Ce ZCOS k@) sin(k &) + Cs Zsm (k @)

:>Zf @) sin(k @) = Cchoskqu sin(k ¢y) +CsZsm (k&) (2.139)
J J

Dadurch ergibt sich das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten C. und
Cs:

ZCOSQ(k &) >_cos(k ¢;) sin(k ¢;) [ o ] > [(¢y) cos(k ¢y)

/ . J 5 J . (2.140)
>_ cos(k ;) sin(k &) >_sin®(k ¢) Cs > [(¢) sin(k ¢)
J J J
Die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems 2. Ordnung lautet:
By — B —a91 B B
[ ail a2 } [ Xy ] _ [ By } ~oX, = a99 B1 — a19 By X, = a1 b1 + a1 ba (2.141)
a21 Q22 Xo By a1y 22 — 12 a2] a11a22 — a12 a2

Durch einen Koeffizientenvergleich:
an = ZCOS2U€ ®), a2 = agn = ZCOS k) sin(k ¢y) , axn = Zsm2 k&) (2.142)
J

X =C., Xo=0C,, B = Zf ) cos(k &) Zf ¢;) sin(k ¢j) (2.143)
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erhalt man schlieBlich fur die Koeffizienten C,. und Cs:

[ZSmZ(/ﬂqﬁj)] [Zf(qu) cos(k ¢j) | — [ZCOS(M%‘) Sin(k%‘)] [Zf(qu) Sin(/ﬂ%‘)]

C. = 2
[Z cos?(k QS])] [Z sin?(k QS])] - [Z cos(k ¢j) sin(k qb])]
j j J
(2.144)
— [Z cos(k &) sin(k qﬁj)] [Z f(¢j) cos(k ¢y)| + ZCOSQ(k‘ Q)] [Z f(¢j) sin(k @)]
c. = J J j j :
[Z cos?(k gZ)])] [Z sin?(k QS])] — |2 cos(k ¢y) sin(k qb])]

(2.145)

Damit sind die Koeffizienten C. = C.(k) und Cs = Cs(k) fur die gewahlte Periodizitat & be-
kannt.

2.4.3 Bestimmung der Orientierung

Bei der Herleitung der Kinematik des bewegten Punktes wurde die Tatsache ausgenutzt, dass
bei der Modalsynthese fUr eine Periodizitat k; > 0 zwei orthogonale Formfunktionen U;; und
U,» verwendet wurden.

n

u(t) = Z (Uit (r, ¢, 9)qir (t) + Uia(r, ¢, y)qia(t)) (2.146)
=1

Hierbei gilt fur die Struktur der Modalfunktionen U (r, ¢, y) und Uss(r, ¢, y):

Uii(r,0,y) = Ujacos(kip) + U psin (kip) (2.147)
UZ‘Q (’I”, ¢, y) = Ui,A sin (kz¢) — Uin COSs (k‘z¢) (2.148)

Far die in der Beschreibung des bewegten Punktes:
rip = AP ()rge + APA()S(r,6,9) T(Va(t) (2.149)

enthaltene Transformationsmatrix T(y) gilt:

Qil . COS(kJZ' X) — Sil’l(ki X) . qi1
= . 2.150
Qiz .osin(kix)  cos(kix) .| |G ( )
Q T(x) a

Verwendet man als Formfunktionen Ergebnisse einer Finite-Elemente-Rechnung, so ist
zunachst nicht bekannt, welche Funktionen der Funktion U;; und welche der Funktion Uj;
entsprechen. Demzufolge ist auch die Besetzung der Matrix T () zunéchst nicht bekannt.

Es seien U; und U, zwei Formfunktionen, die beide auf einem ”Ring” mit o und y, betrachtet
werden. Fur die Indizes j und [ gilt j < [, d.h. die Modalkoordinate ¢; steht ”weiter oben” in
dem Vektor q als die Modalkoordinate ¢;. Fur die Formfunktionen gilt:

Uj(ro,90,9) = Ujcl(ro,yo) cos(kjp) + Uj s(ro, yo) sin(kjp) (2.151)
Ui(ro,y0,¢) = Uic(ro,yo) cos(kid) + Uy s(ro, yo) sin(kip) (2.152)
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Die Periodizitaten k; und k; sowie die Vektoren Uj;c(ro,v0), Ujs(ro,y0), Urc(ro,yo) und
U, s(r0,y0) seien bekannt:

.o (70, 0) Tj.5(ro, yo)
U c(ro, yo0) = c(ro,vo) | 5 Ujs(ro,vo) = | Vjs(ro,yo) :
Rg C(T(])y(]) i R; s(ro,y0)
Tlc(ropyo) 1 Tls(ropyo)
Uy c(ro,v0) = c(ro,Yo) , Ups(ro,vo) = | Vis(ro,v0) (2.153)
Rlc(?”o,yo) | RlS(Tm?/O)

Im Folgenden wird die Abhangigkeit der Koeffizienten von den Koordinaten ro und gy, des
”Ringes” nicht mehr explizit angegeben.

Sollen nun U; und U, zwei zusammengehorige Formfunktionen sein, so mussen ihre Periodi-

zitaten Ubereinstimmen:
ki = ki (2.154)

Entspricht nun die Funktion U; der Funktion U;; und die Funktion U, der Funktion U3, was
im Folgenden als Fall | bezeichnet werden soll, so muss gelten:

Ua=Uc=UgsAUp=Us=-Uc (2.155)

Voll ausgeschrieben bedeutet dies:

Tjc Ti.s Tj s T c
Vie | =| Vis |AN]| Vis | =| Vic (2.156)
R;c R s R s —Ric

Fur die Transformationsmatrix T () gilt damit:

CIQJ- . Ccos (kgx) — sm(kgx) . qj
= : : : : (2.157)
Q ... sin(kx) ... cos(kx) ... qQ

T(x)

Entspricht dagegen die Funktion U; der Funktion U;, und die Funktion U, der Funktion Uj;,
was im Folgenden als Fall Il bezeichnet werden soll, so gilt:

Uia=Uc=UsANU;p=U;s=-Uc (2.158)
Dies bedeutet:
Tj.c —Tis Tjs T c
Vie | =1 Vs | A| Vis | = | Vic (2.159)
Rjc —Ris R; s Ric
In diesem Fall gilt fur die Transformationsmatrix:
Q ... cos(kjx) ... sin(kyx) ... ¢
= : : : : (2.160)
Q .. —sin(kjx) ... cos(kix) ... qQ
T(x)
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Durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funktionen lasst sich
dieser Zusammenhang umformulieren, so dass die Matrix T(x) eine analoge Form zu der in
(2.157) angegebenen Gestalt erhalt:

Qj cos (—ij) — sin (—ij) qj
S Rl : : : : (2.161)
Qi .. osin(—=kjx) ... cos(—kix) ... qQ

T(x)

2.4.4 Aufbereitung der Formfunktionen

Mit den in den Kapiteln 2.4.1 und 2.4.2 kdnnen nun die einzelnen Schritte zur Bestimmung der
Periodizitat k; der i-ten Formfunktion angegeben werden:

1.

Die Koordinaten zg, yo und z, des bewegten Punktes werden festgelegt. Es gilt

ro = \/3002 + 202.

Es werden existierende Punkte mit den Koordinaten z;, y; und z; ausgewahlt, wobei fr
die Koordinaten gelten muss: \/z;? + 22 = ro Ay = yo, d.h. die Punkte mussen auf dem
selben ”Ring” liegen wie der anfangs gewahlte Punkt. Die Anzahl np der auszuwéhlen-
den Punkte muss mindestens doppelt so grof3 wie die hochste in Frage kommende Peri-
odizitat sein, d.h. np > 2 k4, Der Azimut ¢; wird nach Gleichung (2.132) bestimmt.

Mit den Zusammenhangen R;(¢;) = Ui(x,vy;, z) sin ¢ + Wi(zj, 5, zj) cos ¢y und
Ti(¢j) = Ui(zj,y;, %) cos ¢y — Wi(xj, v, %) sin ¢; werden die Radial- und die Tangential-
verformung aus den Verformungen in kartesischen Koordinatenrichtungen bestimmt.
Far die Axialverformung gilt V;(¢;) = Vi(x;, 3, %). Somit liegen also jeweils np Werte fur

Ri(6)), Ti(¢y) und Vi(s;) vor.

Aus den np Werten fur R;(¢;) werden fur 0 < k < k. die Koeffizienten R*Cﬂ.(l-c)
nach Gleichung (2.144) und Rg,i(k:) nach Gleichung (2.145) bestimmt. In analoger Wei-
se erhalt man aus den Werten T;(¢;) und V;(¢;) die Koeffizienten ¢, ,(k), T§ ;(k), V¢ (k)
und V¢, (k).

. Da die Verteilung der Radial-, Tangential- und Axialverformungen fur die Eigenformen

einer rotationssymmetrischen Struktur eine trigonometrische Funktion mit genau einer
Periodizitat ist, ergibt sich die gesuchte Periodizitat &; diejenige, fur die die Funktion
p(k) = RE (k) + Ry (k) + T (k) + T5 (k) + V5 (k) + V& ,(k)* maximal wird. Die
fur das weitere Vorgéhen benbtigten Koeffizienten sind: R;c = Rai(ki), Ris = Rg’i(ki),
Tic = Tél(kz), Tis = Tf}z(kz): Vic = VC*'z(kl)’ Vic = ng(kz)

Als Ergebnis dieser Periodizitatsanalyse sind also nun die Periodizitat k; sowie die Koeffizien-
ten R, o, Ris, Ti,c, Ti,s, Vi,c und V; g bekannt.

Besitzt die betrachtete Formfunktion V; die Periodizitéat k; = 0, so liegt eine einzelne Form-
funktion vor. Gilt jedoch fur die Periodizitdt k; > 0, so muss eine zugehdrige orthogonale
Formfunktion existieren. Es sind nun fur alle Formfunktionen V; mit k; = k; die folgenden
Ausdrucke zu bilden:

(i) = (Ric—Ris)*+ (Tic —Tis)* + (Vic — Vig)®

+(Ris+ Ric)> + (Tis + Tio)* + (Vis + Vio)? (2.162)
pa(i,) = (Ric+ Ris)* + (Tic +Tis)’ + (Vic + Vis)?
+(Ris — Ric)’ + (Tis — Tio)* + (Vis — Vio)? (2.163)
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Vertauscht der Indizes und bertcksichtigt die Vorzeichenunabhdngigkeit der Quadrate, so
erhélt man die Regeln:

p1(i,1) = pa(l, 1) (2.164)
p2(i,1) = p1(l,1) (2.165)

Far die zu der Formfunktion V; zugehorige orthogonale Formfunktion V,,, nimmt die Funkti-
on py(i,m), N = 1,2 ein Minimum an.

1. Setzt man nun ¢ < m voraus, so sind zwei Falle zu unterscheiden:

(a) Das Minimum tritt fur N = 1 auf, es gilt p;(i¢,,») = min. Dann liegt der in Kapitel
2.4.3 definierte Fall 1 vor, und fur die “effektiven” Periodizitaten gilt k&~ = k; und
k= kn

(b) Das Minimum tritt fur N = 2 auf, es gilt p;(¢,,m) = min. Dann liegt der in Kapitel
2.4.3 definierte Fall 11 vor, und fur die "effektiven” Periodizitaten gilt k&~ = —k; und
k= —kpn

2. Ist dagegen i > m, so sind wieder zwei Félle zu unterscheiden:

(@) Das Minimum tritt fur N = 1 auf, es gilt p; (¢, m) = min. Aufgrund von (2.164) gilt
p1(i,m) = pa(m, i) = min. Somit liegt wieder der Fall 1l vor, und fur die "effektiven”
Periodizitaten gilt k- = —k; und k;, = —k,,

(b) Das Minimum tritt fur N = 2 auf, es gilt p2(i, m) = min. Aufgrund von (2.165) gilt
p2(i,m) = p1(m,i) = min. Somit liegt wieder der Fall | vor, und fur die "effektiven”
Periodizitaten gilt k& = k; und k[, = k,,

Theoretisch brauchte der Fall, dass i > m ist, nicht betrachtet zu werden.

Als Ergebnis dieser Analyse erhalt man fur jede Eigenform, deren Periodizitat k; = 0 ist, zwei
Informationen, namlich:

1. den Index m der zugehdrigen orthogonalen Eigenform

2. die effektive Periodizitit k;” € Z
Mit diesen Informationen kann nun die Transformationsmatrix T(x) generiert werden. Es gilt:

1. T;; = cos (k;rx) s Topm = cos (k;Lx)

2. i <m= T, = —sin (k::rx) Ty = sin (k;rx)

Alle tbrigen Elemente der Matrix sind gleich Null zu setzen.
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3 Realisierung im SIMPACK

Nach Rulka [1] lauten die Bewegungsgleichungen fUr einen elastischen Korper innerhalb des
Mehrkorperformalismus:

arr
M QIR = h®+h* (31)
Zp

Hierbei bezeichnet M die Massenmatrix des betrachteten Korpers; es gilt:

mE mi‘JTRS 1’
M = | mTgrs I NT (3.2)

HT N Mg

Der Vektor h€ beschreibt die Kreiselkrafte sowie die eingepragten Volumen- und Oberflachen-
krafte:

MWIRWIRTRS + 2MWIRTRS 0 mg
h® = — QTJ[RIw[R + Grwir — 0 + mFng
| Wi, ®@Kwir + Gpwnr 882_1;[2 Hg
[ > £
%
+ Zk: 17 + Zk: rrr, (3.3)
%WZIZ+§RZfI§

Die Zwangskrafte werden durch den Vektor h* repréasentiert:
h® = % I + %FRFJ}? (3.4)
Y WL+ S REE]
k k
Fur die Nomenklatur der einzelnen Punkte gilt:

= R: Referenzpunkt des Korpers
= S: Schwerpunkt des Korpers

= Fi: Angriffspunkt der aueren Kraft f;, und des aulzeren Moments 1,
Die verwendeten Formelzeichen bedeuten:

= m: Masse des Korpers

= I. Tragheitstensor des Korpers

= g: Gravitationsvektor
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e f:\ektor einer aulleren Kraft
= ]: Vektor eines auReren Moments

= II: Potential der inneren elastischen Verformungskrafte

Samtliche Vektoren sind im korperfesten Koordinatensystem 53 dargestellt. Weiterhin gilt:

R, — JWRRe (3.5)
6zE

w, = OwrR (3.6)
0zg

Hierbei enthalten die Vektoren z und zp die Modalkoordinaten der Deformationsbewegun-
gen und deren zeitliche Ableitungen.

In den Kapiteln 2.2 und 2.3 wurde die Bewegung eines Punktes mit veranderlichem Bezugs-
punkt betrachtet. Passt man die dort hergeleiteten Ausdriicke an die oben verwendete Nomen-
klatur an, so erhélt man:

IRF, = ABA(X)I'“F?B + ABA(X)S(Tka O, ye) T(X)zE , réB = const , S(rg, 0k, yx) = const
(3.7)
wrr, = APA0)O(re, O, yr) T(X)2E (3.8)

Damit ergibt sich:

Riy = A4Sk 0 yi) T(x) (3.9)
W, = APA)O(rk, Ok, k) T(X) (3.10)

Damit wird deutlich, dass fur die Beschreibung einer Kraft oder eines Moments mit veranderli-
chem Angriffspunkt eine Modifikation der Modalmatrizen R, und W, sowie des Vektors rgr,
erforderlich ist. Der Aufwand einer entsprechenden Erweiterung des verwendeten Programms
SIMPACK bleibt daher tberschaubar.

Soll ein Angriffspunkt veranderlich sein, so wird dies durch Setzen einer Flag-Variable in dem
betreffenden Marker des Korpers angezeigt. Fur jeden derartigen Marker sind folgenden An-
gaben erforderlich:

die Lage des Markers im ”nichtdrehenden” Koordinatensystem A, ausgedruckt durch
die Koordinaten z, y** und 24,

die Modalfunktionen

Uk(‘rAvyszA ‘I]](gl) (xA7yAazA)
Vit g 2 = | Vi@t vA 2t | ety o) = | 9@ @A yA A | (311)
Wi (x4, yA, 24) TO) (24, yA, 2A)

die Periodizitat k;, der Ansatzfunktion,

der Index der zugehorigen orthogonalen Ansatzfunktion,

Diese Angaben werden in separaten Dateien, die die Ergebnisse des in Kapitel 2.4.4 beschriebe-
nen Vorgehens enthalten, abgelegt. Die Namen der Dateien werden fur jeden Marker angege-
ben, wobei selbstversténdlich unterschiedliche Marker auf die gleiche Datei zugreifen konnen.

Die in Kapitel 2 hergeleitete Beschreibung wird im Folgenden mit SARS (semi-analytische Be-
schreibung einer rotationssymmetrischen Struktur) bezeichnet.
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3.1 Liste der modifizierten Dateien

Die folgenden Dateien (Verzeichnis s 8804 /simpack/develop/src/modules/define)
stellen Module dar. Diese Dateien sind als erste zu Ubersetzen.

e m_marker ALE.f (neu): Datenblock fur globale Variablen zur Bestimmung elastischer
Deformationene gemall dem SARS-Ansatz

= m_paramet . f (modifiziert): Datenblock fur globale Variablen; hier werden die zentralen
Dimensionen (mbs-max-dimensions) definiert, die Benutzer-definiert sein kénnen. Alle
diese max-Dimensionen werden dann in anderen f90-Modulen als array-dimensionen
verwendet.

e m_velinrb ALE.f (neu): Datenblock fur globale Variablen fur bewegte Marker auf ei-
nem elastischen Korper zur Berechnung im SARS-system.

Fur die definierten Module werden die folgenden  Allokierungsroutinen
(s_8804/simpack/develop/src/modules/allocate)verwendet:

* alloc_m marker ALE.f (neu): Allokierung des Modulsm marker ALE

e alloc m velinrb ALE.f (neu): Allokierung des Modulsm velinrb ALE

Ebenfalls for die Module sind die folgenden Initialisierungsroutinen
(s_8804/simpack/develop/src/modules/init)vorgesehen:

e init m marker ALE.f (neu): Initialisierung des Moduls m_marker ALE

e init m paramet.f (modifiziert): Initialisierung des Modulsm_paramet
Zur Berechnung der variablen Formfunktionen dient die neue Routine cr RMatrix. f:

e cr RMatrix.f (neu): Generierung der Formfunktionen fur einen bewegten Marker
auf einem rotationssymmetrischen elastischen Kdérper. Die im nichtdrehenden” Sys-
tem gegebene Formfunktion wird fur den tatsachlichen Drehwinkel x bestimmt und
anschlieRend in das korperfeste System B transformiert: R(x) = ABA(x)S(r, 0, y)T(x),
W(x) = ABA(x)O(r, 8, y)T(x). Die Formfunktionen und Funktionalmatrizen werden in
den FeldernR_chi und w_chi des Moduls m_marker ALE gespeichert.

Zum Einlesen der Daten, die fur den bewegten Marker erforderlich sind, dient die folgende
Routine

= read alefile.f (neu): Einlesen und Speichern der Daten eines bewegten Punktes auf
einem flexiblen Rotationskorper. Die Daten, die beim Preprocessing generiert wurden,
sind in einem File abgelegt, welches gegenwaértig im working directory des Simpack-
Modells steht, spéater in SSIMPACK MODEL/run/dat/elm ale

Die folgenden Dateien sind nach den Verzeichnissen, in denen die entsprechenden Originalda-
teien stehen, geordnet.

Verzeichnis s 8804 /simpack/develop/src/input

e izz02.f (modifiziert): Input-Routine zur Zuweisung des Startsatzes an Integer-, Real-
oder Double-Variablen)

Verzeichnis s 8804 /simpack/develop/src/form
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farb. f (modifiziert): Bestimmung des absoluten Ortsvektors des beobachteteten Punkts
auf dem Korper: r5 = rB + rkg + r5p(z5)

favb. £ (modifiziert): Bestimmung der absoluten Translationsgeschwindigkeit des beob-
achteten Punkts auf dem Kérper: v5 = vB + &% [rBg + 155 (25)] + t5p(25)

fawb. £ (modifiziert): Bestimmung der absoluten Winkelgeschwindigkeit des beobach-
teten Punkts auf dem Korper w%, = w8, + wB,(2p)

fbuiltin. £ (modifiziert): Ermittlung der Einbaulage des Markers auf dem elastischen
Korper

felr A.f (neu): Ahnlich der Subroutine felr, jedoch an den SARS-Ansatz angepasst.
Formalismusroutine zur Berechnung des relativen Ortsvektors vom Referenzpunkt zum
beobachteten Punkt des elastischen Korpers: r5; = rB; + R(x)zx

felrm A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Funktionalmatrix RMAT der
Translation fur die elastische Verformung am beobachteten Punkt. Die Funktionalmatrix
entspricht R(x).

felrp A.f (neu): Ahnlich der Subroutine felrp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Geschwindigkeit vom Referenz-
punkt zum beobachteten Punkt des elastischen Kérpers: 5, = R(x)zz.

felrpp A.f (neu): Ahnlich der Subroutine felrpp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Beschleunigung vom Referenz-
punkt zum beobachteten Punkt des elastischen Korpers: ¥5, = R(x)zz.

feltr2 A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Transformationsmatrix fur
die relative Drehung des beobachteten Punkts relativ zum Referenzsystem.

feltr A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Transformationsmatrix far
die relative Drehung des beobachteten Punkts relativ zum Referenzsystem. Erzeugung
des symbolischen Codes.

felw A.f (neu): Ahnlich der Subroutine felw, jedoch an den SARS-Ansatz angepasst.
Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Winkelgeschwindigkeit des beobach-
teten Punkts des elastischen Korpers relativ zum Referenzsystem. w5, = W(x)zg

felwm_ A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Funktionalmatrix WMAT der
Rotation fur die elastische Verformung am beobachteten Punkt. Die Funktionalmatrix
entspricht W ().

felwp A.f (neu): Ahnlich der Subroutine felwp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnunge der relativen Winkelbeschleunigung des be-
obachteten Punkts des elastischen Korpers relativ zum Referenzsystem. wh, = W(x)ig

ffere.f (modifiziert): Formalismusroutine. FUr das Kraftelement 'IFEL’ wird fur die
jeweiligen Koppelpunkte auf den Korpern I und J, zwischen denen das Kraftelement
wirkt, der Relativvektor RRIFI und die Funktionalmatrizen RMATI und WMATI bzw.
RRJFJ, RMATJ und WMATJ berechnet.

ffere m.f (modifiziert): Bereitstellung aller kinematischen GrofRen, die notwending
sind, um Kréafte und Momente des Kraftelements ufelxx.f zu den Vektoren der ge-
neralisierten Krafte fur den gewéhlten Kontaktkorper hinzuzufugen.

fkaus_coord trans.f (modifiziert): Transformation der Koordinaten der Sensor-
Messung vom korperfesten Referenzsystem R i in das Koordinatensystem M_c des
gewahlten Markers, wobei der Sensor zwischen M_1i and M_j auf dem Korper R_j defi-
niert ist.
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fkaus_ml.f (modifiziert): Formalismus: 2 ik = A ij %= A jk

fkinlg. f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der kinematischen Grof3en
auf der Lage- und Geschwindigkeitsebene von den Referenzpunkten

fkinrm. £ (modifziert): Berechnung der relativen Messungen zwischen zwei Markern
als Input fur Marker, die auf Kérpern bewegt werden. Die Sequenz des Kontakt-Marker
auf der Schiene enthélt alle Informationen flr die Kontakt-Marker auf dem Rad und dem
Spurkranz und fur die Profil-Referenzmarker auf Schiene und Rad

fmess. £ (modifiziert): Bestimmung der Relativgréen fur die Lage und die Geschwin-
digkeit zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ. Die Relativ-
groRe wird in der Messmatrix bzw. der Messvektor abgelegt.

frbeij.f (modifiziert): Bestimmung der Translations- und der Winkelbeschleuigung
zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BT und BJ

freset. £ (modifiziert): Zurtcksetzen aller Formalismus-Flags, die in der Auswertung
der rechten Seite (rhs: ’right hand side”) gesetzt wurden, zu ”new rhs-call”

frlgij.f (modifiziert): Bestimmung aller RelativgroRen fir die Lage und die Ge-
schwindigkeit zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ

frlij.f (modifiziert): Bestimmung aller RelativgroRn fur die Lage zwischen zwei ver-
schiedenen Beobachtungssystemen BT und BJ

frtrb. £ (modifiziert): Bestimmung der Relativ-Transformation zwischen den Beobach-
tungssystemen BT und BJ auf den Kdrpern I und J mit Hilfe der vorab berechneten
Relativtransformation TRRIRJ

fschzb. f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der impliziten Zwangs-
bedingungen der schleifenschliefenden Gelenke auf der Lage-, Geschwindigkeits und-
Beschleunigungsebene; hierzu werden die kinematischen RelativgroRen tber die Gelen-
ke sowie die EinbaugroRen auf dem Koppelkdrper (h) bestimmt.

fschzk.f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der Zwangskréafte der
schleifenschlieBenden Gelenke, der Addition der Zwangskréfte der schleifenschlieRen-
den Gelenke zu den eingepragten Kraften der entsprechenden Koppelkorper und zur
Berechnung der RelativgrofRen (Lage, Geschwindigkeit) Uber die schleifenschliefenden
Gelenke.

fsteul. £ (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fur das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkoordinaten zG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten zE, der ersten Ableitung der Zustandsgrof3en zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen und der impliziten Zwangsbedin-
gungen fur die geschlossenen Schleifen auf der Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsebene.

fsteu2.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fur das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkoordinaten zG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten zE, der ersten Ableitung der Zustandsgrof3en zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertung
und der kinetischen Auswertung von Zwangskraften von den Gelenken im Baum und
von eingepragten Kraften.

fsteu2 constr.f (modifiziert): Auswertungsmodul und Formalismus-Interface fur
das Linearisierungsmodul pabc_alg.f. Dieses Modul unterscheidet sich vom Origi-
nalmodul fsteu2.f durch den zusatzlichen Aufruf des Moduls fschzb. f zur Aus-
wertung der Zwangsbedingungen. Durchgeftihrt werden die Berechnungen der zweiten
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Ableitung der Gelenkkordinaten zG (im Baum), der zweiten Ableitung der elastischen
Koordinaten ZE, der ersten Ableitung der ZustandsgrofRen zur Beschreibung der Eigen-
dynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertungen, der kinetischen Aus-
wertungen der Zwangskrafte von den Gelenken im Baum und der eingepragten Krafte
und der Auswertung der Zwangsgleichungen.

e fsteu4.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fir das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der inversen Kinematik zum Zeitpunkt ¢.

e fsteus.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fir das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkordinaten zG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten zE, der ersten Ableitung der Zustandsgrof3en zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertungen
und der kinetischen Auswertungen der Zwangskrafte von den Gelenken im Baum und
der eingepragten Kréfte.

e fsteu9. f (modifiziert): Formalismus-Entry-Routine zur Berechnung der symbolischen
Gleichungen fur xdot.

e fsteui.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fur das Unterprogrammpaket zur
Berechnung des starren und elastischen Residuums, der ersten Ableitung der Zustands-
groRen zur Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der impliziten Zwangs-
bedingungen flr die geschlossenen Schleifen auf der Lage-, Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungsebene.

Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/pre

e pebeob. f (modifiziert): Preprocessor-Routine zur Aufbereitung der Benutzereingaben
fur die Beobachtungssysteme:

— Formale Uberpriifung der Kérperzuordnungen
— Besetzen der noch ausstehenden GréRen
* L=6 im Kennfeld KEREK (L, IK, IC, IST)
* L=6 im Kennfeld KEFTYP (L, IFEL)
* L=9 im Kennfeld KEFTYP (L, IFEL)
* L=7 im Kennfeld KEFMES (L, IMESS, IFEL)
*» L=8 im Kennfeld KEFMES (L, IMESS, IFEL)
* L=7 im Kennfeld KELOOP (L, NRL)
* L=8 im Kennfeld KELOOP (L, NRL)

— Vervollstaendigung der Einbautransformation TRKB (3, 3, NRB)

e pevorb dyn alloc getdim.f (modifiziert): Ermittlung der Dimensionen fur die
pseudo-dynamische Feld-Allokierung, die durch die config-files gegeben ist.

e pevorb dyn alloc_kernel.f (modifiziert):
— ALLOCATE: Speicher-Allokierung der SIMPACK-kernel arrays des MBS-

Formalismus

» fUr Ausdricke

+ fUr elastische Korper: nzemax, nkemax, nbemax
x fur Krafte: nzfmax, nfdmax, nafmax

+ flr Sensoren nkamax

— STOP des Programms im Fall eines Fehlers
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— Nicht explizit allokierte Felder sind fUr Zustdnde: nxmax , nepmax=10+nxmax,
n_add eq max=nxmax,niamax=1+nxmax+4,iamax fd=1+4+nxmax. Diese Al-
lokierungen werden in den Modulen intern ausgefuhrt.

Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/access/internal/av:

= spck_av_markerkin.f (modifiziert): Access function des Typs “absolute kinematic
measurement” eines Markers fur SIMPACK-Ausdricke

Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/bibl/beo:

e ubeo82.f (modifiziert): User-Routine fur die Berechnung der kinematischen Relativ-
grofen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen korperfesten Referenzsystem.

= ubeo82 ini.f (modifiziert): Preprocessor-Routine

— zur Vervollstandigung der User-Definitionen des bewegten Marker-Elements

— zur Berechnung von GroRen, die nur einmal berechnet werden missen, z.B. zusétz-
liche Parameter

— zur Erzeugung von Text-Strings und zum Setzen von Unit-Flags far:

* Text-Strings fur den Typ des bewegten Markers

» Text-Strings fur die Parameter des bewegten Markers (mparam)

* Typ des Parameter des bewegten Markers (real/moved marker-id/etc.)
* Einheit des Parameter des bewegten Markers ([m], [m/s], etc.

Diese Routine wird einmal aufgerufen nach dem Laden des Modells vor den Berech-
nungen und mehrfach wéhrend des Erstellen des Modells (model setup). Sie kann auch
benutzt werden zum:

— Uberpriifen und Vorabberechnen von Parametern des MBS-Elements

— Offnen von Files

e ubeo97.f (modifiziert): User-Routine fir die Berechnung der kinematischen Relativ-

groRen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen korperfesten Referenzsystem.
Fur den Beobachtungspunkt fur den Rad/Schiene-Kontaktpunkt gilt:

— Der Ortsvektor und die Drehung sind abhéngig von der Relativmessung

— Die Relativgeschwindigkeiten und Beschleunigungen auf den Einbaukérper sind

gleich Null.

In dieser Routine werden A=trkb und r=rOrb gesetzt, wobei trkb (3,3nrb)
und rorb (3,nrb) bereits durch ubeor9o7.£f berechnet wurden. Der Aufruf von

ubeor xx. f erfolgt bei der Vorwartskinematik: .../src/form/fkinlg. f Die kine-
matischen Relativvektoren werden in dem jeweiligen kdrperfesten Referenzsystem ange-
geben.

e ubeo97 ini.f (modifiziert): Preprocessor-Routine

— zur Vervollstandigung der User-Definitionen des bewegten Marker-Elements

— zur Berechnung von GroéRen, die nur einmal berechnet werden mussen, z.B. zuséatz-
liche Parameter

— zur Erzeugung von Text-Strings und zum Setzen von Unit-Flags fur:

* Text-Strings fur den Typ des bewegten Markers
* Text-Strings fur die Parameter des bewegten Markers (mparam)
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* Typ des Parameter des bewegten Markers (real/moved marker-id/etc.)
* Einheit des Parameter des bewegten Markers ([m], [m/s], etc.

Diese Routine wird einmal aufgerufen nach dem Laden des Modells vor den Berech-
nungen und mehrfach wahrend des Erstellen des Modells (model setup). Sie kann auch
benutzt werden zum:

— Uberpriifen und Vorabberechnen von Parametern des MBS-Elements
— Offnen von Files

e ubeors2.f (modifiziert): User-Routine flr die Berechnung der kinematischen Relativ-
grofen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen korperfesten Referenzsystem.

Verzeichnis s 8804 /simpack/develop/src/bibl/fel

e ufelle67.f (modifiziert): User-Routine flr die Berechnung der eingrepréagten Krafte
und/oder-Momente eines Kraftelements vom Typ X (fest installierte Bibliotheks-Routine)
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3.2 Abhangigkeit der neuen und modifizierten Routinen

Im Folgenden sind nun die einzelnen Aufrufe der neuen und modifizierten Routinen in einer
Baumstruktur (”Calltree”) aufgefuhrt. Viele Routinen greifen auf die in m_marker ALE.f,
m_paramet.fundm velinrb ALE.f definierten Module zu. Da diese Module grundsatz-
lich als erste Ubersetzt werden mussen, sind die Zugriffe auf diese Module nicht explizit ange-
geben.

Die Routinen fkinlg, freset, fschzb und fschzk werden nur von den Steuerroutinen
fsteul, fsteu2, fsteu2 constr, fsteu4, f£steus, £steu9d und £steui aufgerufen; da-
her wird fur diese sieben Steuerroutinen ein gemeinsamer Calltree angegeben. Dieser lautet:

fsteul / fsteu2 / fsteu2 constr / fsteu4 / fsteus8 / fsteu9 / fsteui
+-fkinlg

+-freset (nur fsteul / fsteui )

+-fschzb (nur fsteul / fsteu2 constr / fsteu4 / fsteu8 / fsteu9 / fsteui )
| +-cr RMatrix
+-feltr A

| +-feltr2 A

+-cr_RMatrix
+-farb
| +-cr RMatrix
| +-felr A
+-favb
| +-cr RMatrix
| +-felr A
| +-felrp A
+-fawb
| +-cr RMatrix
| +-felw A
+-felrpp A
+-felwp A
-frlgij
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrp A
+-felw A
+-frtrb
+-cr_ RMatrix
+-feltr A
+-feltr2 A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| _
+-fschzk
+-cr_RMatrix
+-fbuiltin
| +-cr RMatrix
| +-felr A
| +-felrm A
| +-feltr A
| | +-feltr2 A
| +-felwm A
+-felrm A
+-feltr A
| +-feltr2 A
+-felwm A
+-frlgij
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrp A
+-felw A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr A
+-feltr2 A
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Die Calltrees fur die Gbrigen Subroutinen lauten:

ffere
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrm A
+-felwm A

ffere m
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrm A
+-felwm A

fkaus_coord trans

+-cr_RMatrix

+-feltr A
+-feltr2 A

fkaus ml
+-cr_RMatrix
+-feltr A
| +-feltr2 A
+-frlij

+-cr_RMatrix
+-felr A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr A
+-feltr2 A

fkinrm
+-fmess
+-cr_RMatrix
+-farb
| +-cr RMatrix
| +-felr A
+-favb
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrp A

|

|

|

+

| +-cr RMatrix
| +-felw A
+-feltr A

| +-feltr2 A

+

+-cr_RMatrix
+-feltr A
+-feltr2 A

pebeob
+-read_alefile

spck_av_markerkin
+-cr_ RMatrix
+-felrp A
+-felrpp A
+-feltr A

| +-feltr2 A
+-felw A
+-felwp A
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ufelle?
+-cr_ RMatrix
+-feltr A
| +-feltr2 A

+-cr_RMatrix
+-farb

| +-cr RMatrix
| +-felr A

+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrp A

+-cr_RMatrix
| +-felw A
+-felrpp A
+-felwp A
-frlgij
+-cr_RMatrix
+-felr A
+-felrp A
+-felw A
+-frtrb
+-cr_ RMatrix
+-feltr A
+-feltr2 A
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4  Anwendungsbeispiel

Als Anwendung fur die neue Beschreibung (SARS) wird ein Reisezugwaggon mit vier
Radséatzen, die auf zwei Drehgestelle verteilt sind, gewahlt. Genauere Angaben Uber den Wag-
gon konnen der Arbeit von Schupp [3] entnommen werden. Zuséatzlich wird jeder Radsatz von
einem Fahrweg-Element, welches Vertikal-, Lateral- und Wankbewegungen ausfiihren kann,
unterstitzt. Das Modell besteht aus 21 Korpern und besitzt 61 Starrkorperfreiheitsgrade.

Fur die im Folgenden beschriebene Rechnung wurden die beiden Radséatze des vorderen Dreh-
gestells als elastische Korper modelliert. Die Analyse der Strukturdynamik erfolgte mit dem
Finite-Elemente-Programm ANSYS. Insgesamt wurden 100 Eigenmoden in das Modell inte-
griert, so dass das erweiterte Modell 261 Freiheitsgrade besitzt. Hierbei liegen die niedrigsten
Eigenfrequenzen bei f, = 74,01 Hz (antimetrische Torsion) und f, = 82,753 Hz (symmetrische
Biegung). Die hochsten Eigenfrequenzen der verwendeten Moden liegen bei f( = 4224, 387 Hz.
Die niedrigste Periodizitat der verwendeten Moden ist £ = 0 (Torsionsmoden, Schirmmoden),
die hdchste Periodizitat betragt £ = 5. Dieses Modell verwendet fur die umlaufenden Marker
der Rad-Schiene-Kontakte die neuentwickelte SARS-Beschreibung. Eine Ansicht des Modells
zeigt Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Ansicht des Modells
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Zu \Vergleichszwecken wurde ein Modell verwendet, welches die aus der Rotation der
Radsatze herruhrenden Effekte nd@herungsweise berucksichtigt; dieses Modell wird im
Folgenden als ”Rotor-Néherung” bezeichnet. Hierbei fUhren die Radsatze keine eigent-
liche Drehung um ihre Symmetrieachse aus, so dass keine bewegten Marker fur die
Rad-Schiene-Kontakte erforderlich sind. Aus diesem Grund besitzt jeder Radsatz nur 5
Starrkorper-Freiheitsgrade, so dass das Gesamtmodell nur 257 Freiheitsgrade besitzt. Gleich-
wohl werden die aus der Drehung herriihrenden Rotorterme naherungsweise in der Rech-
nung berdcksichtigt. Diese Berlcksichtigung wird durch Setzen eines entsprechenden Flags
(Apply RotorTerms to body =) aktiviert. Wahrend bei der SARS-Beschreibung die Mar-
ker der Rad-Schiene-Kontaktelemente direkt an die elastischen Korper angeschlossen werden,
mussen fur die Rotor-Naherung Zwischenkdrper mit extrem kleiner Masse an den Radséatzen
befestigt werden; die Rad-Schiene-Kontaktelemente greifen an diesen Zwischenkérpern an.

Als weiterer Vergleich wurde ein Modell verwendet, in dem die Radsétze als starre Koérper
modelliert werden.

Mit diesen Modellen wurden zwei Szenarien untersucht, namlich
= Geradeauslauf mit vy = 144 km/Zh, zentrische Stellung der Radsétze
= Grenzzykluslauf (”Schlingerlauf”) mit vy = 504 km/h

Als Integrationsmethode wurde der Solver SODASRT gewahlt, die absoluten und relativen To-
leranzen betragen jeweils 10~7. Als Simulationszeit wurde At = 5 s gewahlt. Fiir die einzelnen
Modelle und Szenarien ergaben sich die folgenden Rechenzeiten:

\ | starrer Radsatz | Rotor-Naherung | SARS-Beschreibung |

Geradeauslauf vy = 144 km/h 4s 2370 s 3224 s
Grenzzykluslauf vy = 504 km/h | 92 s 2395 s 10264 s

Tabelle 4.1: Rechenzeiten

Der extreme Rechenzeitunterschied fur den Grenzzykluslauf ist vermutlich auf die hohen
auftretenden Frequenzen zuruckzufuhren, die bei der SARS-Beschreibung auftreten: Bei ei-
nem Durchmesser der Rades von dy = 0,92 m erreicht der Radsatz eine Drehzahl von etwa
n = 48,438 s~'. Aufgrund der hochsten auftretenden Periodizitat £ = 5 entsteht dadurch al-
lein durch das Abrollen eine Frequenz von f = 242,192 Hz. Da sich der Radsatz kinematisch
gesehen bei der Rotor-Naherung nicht Uberschlagt, treten derart hohe Frequenzen dort nicht
auf, was die Integration offensichtlich erleichtert. Beim starren Radsatz existiert das Problem
der hohen Frequenzen ebenfalls nicht.

In Abbildung 4.2 sind die Ergebnisse der Rechnungen fur den Grenzzykluslauf der elastisch
modellierten Radséatze in Form von Phasenportrats der Quer- oder Lateralbewegungen darge-
stellt. Es fallt sofort auf, dass die Ergebnisse fur die beiden unterschiedlichen Beschreibungs-
methoden deutlich voneinander abweichen, insbesondere hinsichtlich der Geschwindigkeiten,
die bei der SARS-Methode deutlich hdher sind.

In Abbildung 4.3 sind die Ergebnisse fur den Grenzzykluslaufs bei vg = 504 km/h, die mit
der SARS-Beschreibung berechnet wurden, denen, die mit starren Radsatzen ermittelt wur-
den, gegentbergestellt. Die Form der Kurven stimmen recht gut Uberein, fur die nach der
SARS-Beschreibung modellierten elastischen Radséatze ergeben sich jedoch hohere Amplitu-
den. Dies ist darauf zurtickzufuhren, dass es durch die lateralen Kréafte zu Deformationen der
Radsatzwelle und der Radscheiben kommt, wodurch sich der Massenmittelpunkt, dessen La-
teralbewegung in Abbildung 4.3 dargestellt ist, starker auswarts verlagert.

Der Vergleich der Ergebnisse zeigt, dass die mit der SARS-Beschreibung ermittelten Ergebnisse
physikalisch plausibel sind, was wiederum fur die Plausibilitat der Theorie und fur eine kor-
rekte programmtechnische Umsetzung spricht. Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen
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fur die SARS-Beschreibung und denen flr die Rotor-Naherung sind vermutlich darauf zurtick-
zufuhren, dass bei der Rotor-Naherung die aus der Rotation herrihrenden Effekte eben nur
naherungsweise berucksichtigt werden. Dieser Unterschied macht sich insbesondere bei sehr
hohen Fahrgeschwindigkeiten und entsprechend hohen Drehzahlen der Radsétze bemerkbar.
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Abbildung 4.2: Phasenportrits der Lateralbewegung des vorlaufenden (rechts) und des nach-
laufenden (links) Radsatzes fiir die SARS-Beschreibung (oben) und fiir die Rotor-Né&herung

(unten)
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Abbildung 4.3: Phasenportrits der Lateralbewegung des vorlaufenden (rechts) und des nach-
laufenden (links) Radsatzes fiir die SARS-Beschreibung (oben) und fiir die Modellierung als

Starrkérper (unten)
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