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€in Verfahren zum Transponieren grofler, sequentiell ggspeicherter Matrizen

1, Schumann, Karlsruhe

‘Zusammenfassung: Fir Matrizen, deren GréBe die Kapazi-
13t des schnellen Direktzugriffsspeichers einer Datenver-
arbeitungsanlage dbersteigt, wird ein schneller Algorithmus
rzurn Transponieren beschrieben, der allein sequentielle
Hatentriger bendtigt.

enn die Matrix zeilenweise gespeichert ist und NQ die
Snge der Zeilenvektoren ist, dann ist der Em-/A usgabe-
Airfwand des Verfahrens der Surnme der Prim faktoren -
“der Zahi NO, vermehrt um die Anzahl der Faktoren,
roportional, Fir 1 < NO < 4096 werden fir dieses Ver-
Lfahren optimale Werte von NO angegeben. Der Algorithmus
ird mit einer ,primitiven” Methode verglichen. AuBer-
‘#ém wird (ber Erfahrungen mit Systemen zur Verwaltung
%rrtueller Spefcher in digsem Zusammenhang berichtet,

urnmary: For transposing matrices with a size much
‘higger than the capacity of the fast direct access memory
f 2 computer, a fast algorithm is described which re-
wires only sequential external storage devices. If the
%atrix is stored by rows and NO is the number of ele-
pents in the row vector then the 1/0-time of the method
is proportional to the sum of the prime factors of NO plus
ithe number of these factors. Optimum numbers NO are
Jiven for this method in the range 1 < NO < 4096.

The algorithm is compared with a “primitive” method.
In addition to this, experience with systems providing
virtual memory capabilities for this purpose is reported,

1. Problembeschreibung

In den unterschiedlichsten Anwendungsbereichen der
ﬂDatenverarbeitung konnen sehr grofie, voll besetzte
Matrizen auftreten und mit thnen die Aufgabe, diese zu
Atansponieren. Hierfilr werden zunichst zwei Beispiele
ibeschrieben.

‘Bei der Integration einer partiellen Differentialgleichung
des Impuls- oder Wirmetransportes, die z. B. in Raum und
Zeit nach dem Differenzenverfahren diskretisiert wurde
mind zeitlich schrittweise integriert wird, werden je Zeit-
#chritt eine groBe Anzahl vorr Losungswerten filr alle
Ol'tspunkte ermittelt. Diese wird man sinnvollerweise auf
gine externe Speichereinheit, wie z. B. ein Magnetband,
gusgeben, Nach Beendigung der zeitlichen Integration hat
Mman auf dem externen Speicher (der im folgenden stets
s Band bezeichnet wird) eine zweidimensionale Matrix
A'stehen, die aus NO Spalten (NO = Anzahl der Orts-
Punkte) und NZ Zeilen (NZ = Anzahl der Zeitschritte)
besteht (Bd 1) und zeflenweise gespeichert ist (die Fest-
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Bild 1. Aufban der betrachteten Matrix A

legung auf ,,Zeilen“ und , Spatten* ist willkdirlich, sie

kann anch umgekehrt erfoigen). Vor einer Auswertung

der Ergebnisse als Funktion der Zeit bei konstantem

Ort ist die Matrix zu transponieren, d. h. so wmzuordnen,
daB sie spaltenweise gespeichert vorliegt.

Analog stellt sich die gleiche Aufgabe bei der Verarbeitung
von Mefdaten eines Experimentes, die NO Mefikanilen
entstammen und von einem Prozefirechner periodisch

{iber NZ Zyklen abgefragt und sequentiell auf ein Magnet-
band geschrieben werden. Bevor man nun die Mefdaten
eines Kanals in einem nachfelgenden Verarbeitungsschritt
Z. B. einer Fourier-Analyse unterziehen kann, miissen die
Daten nach Mefkanilen geordnet werden, d. h. ebenfalls,
die NO*NZ-Matrix A muf} transponiert werden. Dieses
Problem muBte beispielsweise in SEDAP [1], einem Pre-
grammsystern zur Auswertung experimenteller Ergebnisse,
gelost werden.

In beiden Fillen handelt es sich wm Matrizen, die sehr viel
mehr Daten enthalten, als im schnellen Direktzugriffs-
speicher (Kernspeicher) einer EDV-Anlage gespeichert
werden konnen. Fiir die Integration der Differentialglei-
chung wird man bereits die Zahl NO der Ortspunkte so
grof gewihlt haben, dafl bestenfalls einige wenige Lasungs-
vektoren fiir konstante Zeit im Kermnspeicher untergebracht
werden konnen. Bei der MeRdatenerfassung kann man mit
Zykluszeiten von ﬁ Sek. fiir 64 Kaniie [7] rechnen, so
daf bereits nach wenigen Experimentsekunden die er-
zeugte Datenmenge (NO*NZ Einzeldaten) den verfiigharen
Kernspeicher auch grofer Rechenanlagen sprengt.

Nuxn kénnte man daran denken, den Direktzugriffsspeicher
in einfacher Weise dadurch virtuell zu vergroBern, dal man
sich eines Programmsystems bedient, welches direkt zu-
greifbare Sekundirspeicher, wie Platten und Trommeln,
als logische Erweiterung des Kemspeichers durch ent-
sprechende Zugriffsmethoden simuliert. Derartige dyna-
mische und virtuelle Speicherungsmethoden sind beispiels-
weise in den Systemen ICES [2] und MATLAN [3] im-
plementiert. In solchen Systemen kann die gesamte Matrix
A zeilenweise in den virtuellen Speicher eingelesen wer-
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den. Will man jedoch anschliefend die Matrix A spalten-
weise ausgeben, so fihrt das — wie Versuche ergaben —
bei den genannten Systemen zu so hiufigem Umspeichern
der Daten zwischen primérem und sekundérem Direktzu-
griffsspeicher, da® die Zeit, wihrend der das entsprechende
Programm in der EDV-Anlage verweilt, unvertretbar grofy
wird. Die Verweilzeit ist zu unterscheiden von der reinen
Rechenzeit der Zentraleinheit des Rechners; letztere war
bei den durchgefiihrten Versuchen um Gréfienordnungen
kleiner als die Verweilzeit. Die Ergebnisse dieser Versuche
sind tm so erstaunlicher, als in MATLAN der speziell fiir
das Transponieren vorgesehene Befehl benutzt wurde.
Zudem wird man derartige Systeme zusammen mit den
erforderlichen sekundiren Direktzugriffsspeichern zur
Simulation sehr grofier Kernspeicher nicht an jeder An-
lage verflighar haben.

Betrachtet man die Aufgabe, eine zeilenweise auf ein
Band geschriebene, sehr grole Matrix zu transponierern,
naiv, so wird man foigenden ,,primitiven** Algorithmus
fitr naheliegend hatten:

Zusitzlich zu dem Eingabeband, daf die zeilenweise ge-
speicherte Matrix enthélt, wird man ein zweites Band
verwenden, daft die transponierte Matrix aufnehmen soll.
Sodann wird man das Eingabeband so oft durchlesen, wie
die Zeilen Elemente enthalten (NO), und dabei beim
ersten Durchgang aus jedem Zeflenvektor das erste Ele-
ment lesen und auf das Magnetband schretben, beim
zweiten Druchgang das jeweils zweite Element usw.
Hierbei muf jedoch das erste Band NO-mal durchgelesen
und also entsprechend oft zurfickgespult werden ( in
FORTRAN: “REWIND”), gleichzeitig wird das Ausgabe-
band einmal beschrieben und nach Beendigung der Trans-
ponierung ebenfalls zuriickgespult. Insgesamt sind also
(NO + 1) Lese-/Schreibdurchgings und REWINDs erforder-
lich. Betrachtet man nun die wahrscheinliche Gréfen-
ordnung von NO (z. B. 2'? = 4096 im ersten und 2° = 64
im zweiten Beispiel), so erkennt man, daft diese groBe
Anzahl von Lese-/Schreibdurchgingen zu sehr grofien
Verweilzeiten fithrt.

Es soll nun ein Verfahren angegeben werden, bei dem,
ebenfalls unter Verwendung Zweier sequentieller Daten-
triiger (,,Bander*), die Anzahl der Lese-/Schreibdurchginge

und REWINDs zumindest auf die Summe der Primfaktoren,

aus denen sich die Zahl NO zusammensetzt, plus der An-
zahl der Primfaktoren selbst reduziert wird; im Falle von
NO =212 also von r = 4097 aufr = 24 + 12 = 36 bzw. von
r=65auf r= 12 + 6 = 18. AuBerdem wird gezeigt, daf} der
Aufwand noch dadurch verkleinert wird, daf man ein
NOgqt = NOPT mit optimaler Zerlegung (NOPT = NO)
verwendet, und weiter dadurch, da paarweise auftretende
Primfaktoren 2 zu Zahlen 4 zusammengezogen werden.
Hierdurch ergibt sich zu NO = 64 ein Wert r= 15 und zn
NO =4096 r=30.

2. Beschreibung der vorgeschlagenen Methode

Eine Matrixtransponiernng ist einer Sortieraufgabe dhnlich.
Im Unterschied zum Sortieren ist das Ordnungskriterium
‘bei der Transponierung jedoch die Position innerhalb des
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linearen Feldes und nicht ein Teil der Daten. Dennoch isf

es nicht verwunderlich, wenn das im folgenden beschnebe@
Verfahren (allerdings nur fiir solche Werte von NO, die '
Potenzen von 2 sind) Ahnlichkeiten mit dem 2-Wege-
Sortierverfahren [5] besitzt.

Es wird mit zwei Bandern gearbeitet; die urspriingliche
Matrix wird zerstdrt.

Die Methode setzt voraus, dab die Zahl NO in ihre L Priniy
faktoren IP; > 2 mit NO = %r IPi zerlegt wurde. Das. ist’

gewissermatien eine Umkehnmg der beliebten Ubungsauf;
gabe, die ersten NO Primfaktoren aufzufinden [4]. Soda.nng
lauft das Verfahren in L Phasen ab: In der i-ten (i=

2, ..., L) Phase wird damit begonnen, daf die erste In,
formation vom Eingabeband gelesen und auf das Ausgabes
band geschrieben wird; anschliefend wird die der zuletzg
gelesenen Information nach IP; (dem dieser Phase zuge-
ordneten Primfaktor) Plitzen folgende Information ge-
lesen und ehenfalls auf das Ausgabeband geschrieben usff
bis das Ende des Eingabebandes erreicht ist; mchheﬁeng
wird das Eingabeband zurickgespuit und bei der zweltem

Information mit dem Lesen in Schritten von IF; begonne\g&

dieser Vorgang wiederholt sich IP;-mal. Sodana sind alle’
Daten vom Eingaheband - in verinderter Reihenfolge -
auf das Ausgabeband geschrieben, beide Binder werden
zuriickgespult, fiir die folgende Phase werden Ein- und Ause
gabeband vertauscht, und die i-te Phase ist beendet. In.
einer Phase muf also (IP; + 1)-mal zuriickgespult werder;
Nach L Phasen befindet sich auf dem zuletzt benutzten
Ausgabeband die Transponierte der Matrix A (Beweis

folgt), und es mubten bis dahini EI(IP,- + 1mal die Bafigs
gelesen bzw. beschricben und zuriickgespult werden.

Folgendes Beispiel soll das Verfahren verdeutlichen:
Ausgangsmatrix ist eine Matrix mit NO = 6 Spalten urid

NZ = 2 Zeilen. Die Primfaktorzerlegung von NO ist IPy*=

2, 1P, =3, L= 2. Bild 2 veranschaulicht den Lese-{Schréfir
prozed, -
Formal 18t sich die Vorschrift wie folgt definjeren:
Gegeben sind ein Ausgangsfeld F), m=1,2,..., NZENG

und eine Zerlegung NO = # IP;; IP; > 2 natiurliche Zahi

Das Feld F$) enthalt zeﬂenwexse gespeichert eine Matri
A mit NO Spalten und NZ Zeilen. Nack L > 1 Trmsfm%
tionsphasen

Band 1

MTalslefs]elr]efalwin]zm

Phasa |

D s 2 s nlzlclele]n]n] sz

Phase 2 3!;?%5‘3 .

f‘|7|2IB|3"91‘|1|:|15I|1|51|1J Band i

Bild 2. Beispiel flir das Vefahren bei NO = 6



.. NZ*NO,i=1,2,...,L

#ist; hierbei sollen ﬁn q und p ganze mchmegatwe Za.hlen

"(P >0)

MOD (¢, p)=qmodp

¥nd qfp eine ganze Zahl sein, die die grofite ganze Za.hl
einer oder gleich der rationalen Zahl q:p ist

.7/3 =2 und MOD (7,3) = 1).

Exe Ubereinstimmung der formalen Vorschrift mit der
%ébzgen Beschreibung eines praktischen Vorgehens 143t
gﬁh leicht durch Durchspielen der Vorschrift fiir vari-
%i‘endes m einsehen.

.Beweis der transponierenden Wirkung der
“Vorschrift

gg_y:: den Beweis werden folgende Beziehungen verwendet:

‘q"P 0 [fansos <p;

‘fMOD(q+r*p,p) MOD (g, p) rganz, 130

IEJE Position eines Matrixelementes A; ; einer NZ*NO-
Matrix in einem lineazren F eid F(D ist bei zeflenweiser

@

3
Easselbe Element steht in der transponierten Matrix, also
@er spaltenweise gespeicherten Matrix A, an der Position
i+ (- 1)*NZ. @
wAisgehend von der Transformationsvorschrift (1), ladt
ggich durch vollstindige Induktion beweisen, daf} sich das
fElement A; ;
Feld plp + 1 1) an der Position
q-‘.(p)z I""l - + (I"l)‘NO
=T, B, L 1B, P, WP, . TP,
) NO

I.Pl .ng '.-.']PP

NO

[Pg) _Eg ° ng T IPP

I~1 ' NO
I.Pl 'IPQ,]PS) IP-,- 'IP4 '...'IPP
son I-1 0]
#MoD ( Ry e ]I’p) w, | N
Béfindet. Nach L Phasen befindet sich A, also an der
_Posxtxon

r”F'[MOD (I-1,17,

I-1

'x+MOD( L ®

oD

KO =140+(@-1)
# |MOD (-1, Iy)

J-1

BT ) B ®

nach p > 0 Transformationen in dem linearen

Der zweite Summand auf der rechten Seite von {5) ver-
schwindet hier, da der Nenner gleich NO ist und daher
grofier als der Zihler. Entsprechend wurde auch sonst NO
gekiirzt. Durch fortgesetztes Dividieren mit Rest kann man
zeigen, daB sich jede ganze Zahl x > 0 darstellen 16t als

x=(...((nL'[PL+.qL)'IPL_I+QL_1)']PL_2 + ..
+q) Py +q. Q]
Fi‘ux=j—1muﬁwegenj—1<N0undN0=Ifr£ IP;

ny =0 sein (fiir oy > 0 wire x = NO). Es folgt daher
durch Einsetzen in (6) unter Beachtung von (2):

KD =1+ -1)-NZ
D.h. nach L Phasen befindet sich das Element A, ; tat-
sichlich an der Position, die gemiB (4) erwartet wurde.

4, Optimale Zeileniange NOPT

Wenn die durch das Problem vorgegebene Zahl der Ele-
mente einer Zeile NO gerade selbst eine Primzahl ist,
entspricht der hier beschriebene Algorithmus voll dem
»primitiven® Verfahren. Fiir hinreichend grofe Zahlen

NO ist es in solchen Fillen also sinnvoll, in einem vorberei-
tendem Arbeitsgang zuniichst die Zeilenvektoren der
Matrix mit so vielen bedeutungslosen Daten (z. B. Nullen}
aufzufiiflen, bis ein méglichst optimaler Wert NOPT fiir die
Liinge der Zeflenvektoren verwendet werden kann, Fiir die
Bestimmung von NOPT ist eine sinnvolle Zielfunktion zu
definieren. Da der Aufwand einerseits der Anzahl der
REWIND-Operationen und andererseits der Verlingerung
NOPT:NO der Zeilenvektoren proportional ist, wird

L .
7 = (NOPT:NO) - (ir,:I mop,i+L) ®)

als Zielfunktion verwendet.

Eine weitere Verbesserung laft sich erreichen, wenn paar-
weise auftretende Primfaktoren 2 zu einer Zahl 4 zusam-
mengezogen werden. Im ersten Fall wire der Aufwand
proportional 2.+ 2 + 2, im zweiten nur proportional 4 + 1.
Das beruht auf dem einmakligen Sonderfall, daf das Produkt
zweier Primfaktoren gleich deren Summe ist.

Unter Beriicksichtigung dieser Verbesserung zeigt Tabelle 1
die optimale Zahl NOPT: zu einem gegebenen NO be-
zeichnet digjenige Zahl NOPT das absolute Minimum der
Zielfunktion (8), die die kleinste Zahi grofer oder gleich
NO aus der Tabelle 1 ist.

5. Schiuf’

Fiir das Transponieren sehr grofier Matrizen mit NO
Spalter und NZ Zeilen, die zeilenweise gespeichert vor-
liegen, wurde ein Verfahren vorgeschlagen, bei-dem der
Lese-/Schreibaufwand hochstens der Summe der Prim-
faktoren von NO, vermehrt um die Anzahl der Primfak-
toren, proportional ist. Das Verfahren bendtigt lediglich
zwei sequentielle externe Datentriger. Der Direktzugriffs-
speicher mub lediglich einzeine Matrixelemente (abge-
sehen von Blockungen) aufnehmen konnen.

215



Tabelle 1. Optimale Weste fiir dje Linge NO der Zeilenvektoren

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
12 15 16 18 20
21 24 25 - 27 28
30 32 36 40 45
48 50 54 56 60
64 72 75 80 81
84 90 96 100 108
112 120 125 128 135
144 150 160 162 168
180 192 200 216 225
240 243 256 270 288
300 320 324 336 360
3735 384 400 405 432
448 450 480 486 500
512 540 576 600 625
640 648 6§75 720 729
768 800 810 864 900
960 972 1024 1080 1125
1152 1200 1215 1280 1296
1344 1350 1440 1458 1500
1536 1600 1620 1728 1792
1800 1873 1920 1944 2000
2025 2048 2150 2187 2304
2400 2430 2500 2560 2552
2700 2880 2916 3072 3125
3200 3240 3375 3456 3600
3645 3840 3888 4096

“PRIMITIVES VERFAHREN"
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Das Verfahren bringt Vorteile gegentiber dem »Primitiveii'y
wenn die Anzahi der Daten NZ*NO so grof ist, da® nickip
alle Daten im direkt zugreifbarem schnellen Speicher
untergebracht werden kdnnen, und NO > 8 ist. Wie Bild

3 zeigt, steigt der- Aufwand fiir das Transponieren mit NG
etwa logarithmisch an (bei NO*NZ = const.). Der be-
schricbene Algorithmus ist daher besonders bei groflem

NO vorteilhaft.

Erfahrungen bei der Verwendung der Systeme ICES [2]
und MATLAN [3] fiir das Transponieren grofer Matrizen.,
unter Benutzung der dort gegebenen virtuellen Speiche.
rungskapazititen, zeigen die Notwendigkeit auf, in der-
artigen Systernen schnelle Verfahren fiir diesen Zweck zu
integrieren.
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Bild 3, Ein-/Ausgabe Aufwand zum Transponieren als Funktion von NO
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