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Thema: Entwicklung von Discontinuous Galerkin Verfahren höherer Ordnung auf 
              unstrukturierten, adaptiv verfeinerten Gittern inklusive Fehlerschätzung
Ausgangssituation: Finite Volumen (FV) Verfahren auf unstrukturierten Gittern (z.B. der DLR TAU-Code) sind in der Praxis auf zweite Ordnung beschränkt, was zu übermäßig vielen Gitterpunkten und langen Simulationszeiten für große Anwendungen führt. Discontinuous Galerkin (DG) Verfahren sind Finite Elemente (FE) Verfahren mit unstetigen Ansatz- und Testfunktionen. Die DG und FV Verfahren erster Ordnung sind identisch. DG Verfahren, im Gegensatz zu FV Verfahren, lassen sich aber auf unstrukturierten Gittern auf beliebig hohe Ordnung erweitern. Da es sich bei DG Verfahren um Finite Elemente Verfahren handelt, steht zudem die gesamte FE Theorie zur Fehlerschätzung und ziel-orientierten adaptiven Gitterverfeinerung zur Verfügung. Diese erlaubt die verlässliche Berechnung von aerodynamischen Größen wie Widerstands- oder Auftriebsbeiwerte mit deutlich weniger Rechen-aufwand als mit den lokalen Gitterverfeinerungen, die derzeit in der Aerodynamic genutzt werden.

Ziel: Im Rahmen der Helmholtz-Hochschul-Nachwuchsgruppe „New flow solver technology based on adaptive higher order Discontinuous Galerkin methods“ am DLR Institut für Aerodynamik und Strömungstechnik soll der DG Strömungslöser PADGE von zwei-dimensionalen laminaren auf drei-dimensionale turbulente Strömungen erweitert werden. Hierzu müssen insbesondere auch effiziente Lösungsalgorithmen für die Diskretisierungen höherer Ordnung entwickelt werden. Dies beinhaltet eine Erweiterung der Lösung der Strömungsgleichungen als auch der adjungierten Gleichungen, welche zur Fehlerschätzung und ziel-orientierten (adjungiert-basierten), adaptiven Gitterverfeinerung benötigt werden. Das Ziel ist, grosse („large scale“) Simulationen aus der industriellen Anwendung mit einer höheren Genauigkeit pro eingesetzter Rechenzeit durchführen zu können, als dies mit heutiger Strömungslösertechnologie (z.B. der FLOWer-Code oder der TAU-Code) möglich ist.

Lösungsweg und Ergebnisse: 1. Verfahren höherer Ordnung: Numerische Verfahren höherer Ordnung erlauben es, genaue aerodynamische Beiwerte auf deutlich gröberen Gittern zu berechnen als dies mit Verfahren zweiter Ordnung möglich ist [5]. U.a. erlauben es Verfahren höherer Ordnung viskose Randschichten auf deutlich gröberen Gittern aufzulösen. So gibt es Fälle, in denen 3 Zellschichten in der Randschicht mit einem Verfahren 4. Ordnung dieselbe Genauigkeit liefert, wie 36 Zellschichten in der Randschicht mit einem Verfahren 2. Ordnung.
Theoretische Analysen haben gezeigt, dass DG Diskretisierungen, um von möglichst hoher Ordnung zu sein, nicht nur konsistent sondern im Zusammenhang mit dem zu betrachteten Zielfunktionalen (z.B. aerodynamischer Beiwert) auch adjungiert-konsistent sein müssen. Hierfür nötige Modifikationen an der Diskretisierung von Randbedingungen und an der Auswertung der aerodynamischen Beiwerte wurden hergeleitet und implementiert [2,3]. Numerische Tests haben mehrere theoretische Vorhersagen bestätigen können, u.a. dass die diskrete adjungierte Lösung, die zuvor irregulär war, nun glatt ist und dass die Genauigkeit und für bestimmte Fälle auch die Ordnung des Verfahrens hierdurch erhöht wurde.
2. Fehlerschätzung und adjungiert-basierte Verfeinerung: Häufiges Ziel von Strömungssimulationen ist, z.B. die aerodynamischen Beiwerte effizient und möglichst genau zu berechnen. Die Lösung von adjungierten Problemen bietet nun nicht nur die Möglichkeit, eine Folge von lokal verfeinerten Gittern zu erzeugen, welche speziell zur effizienten Berechnung des jeweiligen Beiwerts geeignet ist, sondern sie liefert auch eine verlässliche Schätzung des Fehlers des berechneten Beiwerts [1,6].
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Im EU-Projekts ADIGMA wurde die Fehlerschätzung und adjungiert-basierte Verfeinerung bzgl. eines Beiwertes auf mehrere Beiwerte erweitert. Basierend auf den Entwicklungen in [4] braucht das neue Verfahren anstelle der Lösung mehrerer adjungierter Lösungen nur die Lösung eines adjungierten Problems und eines adjungiert-adjungierten Problems, unabhängig von der Anzahl der Werte.
Die ziel-orientierte (adjungiert-basierte) Verfeinerung wurde mit einer anisotropen Verfeinerung kombiniert, um insbesondere anisotrope Strömungsphänomene, wie z.B. Randschichten, effizient auflösen zu können. Hierzu wurde die bestehende isotrope Verfeinerung von Vierecken auf anisotrope Verfeinerung erweitert und anisotrope Verfeinerungsindikatoren entwickelt, die auch für Verfahren höherer Ordnung mit den adjungiert-basierten Indikatoren kombiniert werden können [7].

3. Erweiterung auf drei-dimensionale Strömungen: Das DG Verfahren höherer Ordnung wurde von zwei- auf drei-dimensionale laminare Strömungen erweitert. Erste Ergebnisse für einen laminaren Delta-Flügel Testfall zeigen, dass auch in 3d mit höherer Ordnung vergleichbare Genauigkeit auf deutlich gröberen Gittern als mit Verfahren zweiter Ordnung erreichbar sind.
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Bild 1: ADIGMA Testfall: Delta-Flügel, laminare Strömung,  M=0.3, α=12.5˚, Re=4000.

Numerische Lösung eines Verfahren 4. Ordnung auf lokal verfeinertem Gitter mit 8211 Elementen (Halbmodell).
Literatur:
[1] Hartmann, R. Adaptive discontinuous Galerkin methods with shock-capturing for the compressible Navier-Stokes equations. Int. J. Numer. Meth. Fluids 51(9-10): 1131-1156, 2006.
[2] Hartmann, R. Adjoint consistency analysis of Discontinuous Galerkin discretizations. SIAM J. Numer. Anal. (2007). To appear.
[3] Hartmann, R. Error estimation and adjoint based refinement for an adjoint consistent DG discretization of the compressible Euler equations. Int. J. Computing Science and Mathematics (2007). To appear.
[4] Hartmann, R. and Houston, P. A Posteriori Error Estimation for Multiple Target Functionals. In T.Y. Hou and E. Tadmor, editors, Hyperbolic Problems: Theory, Numerics, Applications, pp. 579-588, Springer, 2003.

[5] Hartmann, R. and Houston, P. Symmetric Interior Penalty DG Methods for the Compressible Navier-Stokes Equations I: Method Formulation. Int. J. Numer. Anal. Model. 3(1): 1-20, 2006.
[6] Hartmann, R. and Houston, P. Symmetric Interior Penalty DG Methods for the Compressible Navier-Stokes Equations II: Goal-Oriented A Posteriori Error Estimation. Int. J. Numer. Anal. Model. 3(2): 141-162, 2006.
[7] Leicht, T. and Hartmann, R. Anisotropic mesh refinement for discontinuous Galerkin methods in two-dimensional aerodynamic flow simulations. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2007). To appear.
Weiteres Vorgehen: Derzeit wird an der Erweiterung des laminaren Strömungslösers auf turbulente Strömungen gearbeitet. Hierzu werden die kw-Gleichungen implementiert. Desweiteren gibt es Arbeiten an einem effizienten impliziten Lösungsverfahren. Basierend auf innerer Kondensation soll die Komplexität eines linearisierten Lösungsschrittes einer Diskretisierung höherer Ordnung auf die Komplexität einer Diskretisierung zweiter Ordnung reduziert werden. In einem weiteren Schritt sollen die reduzierten linearen Probleme mit Hilfe eines linearen geometrischen (Agglomerations-)Mehrgitter vorkonditioniert werden. Desweiteren werden die Techniken zur Fehlerschätzung und adjungiert-basierten Verfeinerung auf 3d und später auf turbulente Strömungen erweitert.
Datum: 11.10.2007
STAB
