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Entwicklung von Discontinuous Galerkin Verfahren
höherer Ordnung auf unstrukturierten
adaptiv verfeinerten Gittern inklusive Fehlerschätzung

Ralf Hartmann
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Verfahren höherer Ordnung:
I Auflösen und Verfolgen von Wirbeln

• Helikopter: Wirbelentstehung und
Blatt-Wirbel Interaktion

• Transportflugzeuge: Wirbelschleppe

I Auflösung von viskosen Randschichten

I Numerische Approximation aerodynamischer
Kräfte: Auftrieb, Widerstand, (Nick-)Momente

Fehlerschätzung:
I Verlässliche Vorhersage aerodynamischer Kräfte

Adaptive Gitterverfeinerung:
I Gitterverfeinerung für eine bessere Auflösung

von Wirbel, Randschichten, etc.

I Zielorientierte Gitterverfeinerung zur genauen
Berechnung aerodynamischer Kräfte
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Die Discontinuous Galerkin Diskretisierung



Die kompr. Euler und Navier-Stokes Gleichungen in 2D
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Die kompressiblen Euler Gleichungen:
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DG Diskretisierung der kompr. Euler Gleichungen
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Das Problem:

∇ · F c(u) = 0 in Ω,

mit u = (%, %v1, %v2, ρE)T .

Die DG(p) Diskretisierung: Finde uh in Vp
h, sodass

N (uh,vh) ≡
∑
κ∈Th

{
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∫
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∫
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+
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h,
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Vp
h =

{
v ∈ [L2(Ω)]4 : v|κ ∈ [Qp(κ)]4 ∀κ ∈ Th

}
,
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Eigenschaften von DG Verfahren
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N (uh,vh) ≡
∑
κ∈Th

{
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∫
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I Verallgemeinerung von Finite Volume Verfahren

• DG nutzt numerische Flüsse, hat eine lokale und globale Erhaltungseigen-
schaft (ist konservativ)

• DG(0) entspricht dem Basis Finite Volumen Verfahren

I Höhere Ordnung durch Erhöhung des Polynomgrads p, keine Rekonstruktion

I Unstrukturierte Gitter, lokale Verfeinerung, hängenden Knoten erlaubt

I Kommunikation benachbarter Zellen nur durch numerische Flüsse,
gut für Parallelisierung und für hp-Verfeinerung

I DG ist FEM, daher Fehlerschätzung, ziel-orientierte Verfeinerung, etc.
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Ergebnisse von Verfahren höherer Ordnung



Laminarer Testfall
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Strömung um das NACA0012 Profil:
M = 0.5, Re = 5000, α = 0.
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Strömung um das NACA0012 Profil:
M = 0.5, Re = 5000, α = 0.
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Rechnungen basierend auf DG(p), p = 1,2,3 auf einer Folge von global verfeinerten
Gittern mit 3072, 12288, 49152 und 196608 Zellen.



Simulation höherer Ordnung für laminaren Testfall
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M = 0.5, Re = 5000, α = 0 Strömung um das NACA0012 Profil.

Konvergenz von cdp und cdf unter globaler Verfeinerung, siehe [Hartmann,Houston2006]

cdp (druckbasierter Widerstandsbeiwert)
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Approximation höherer Ordnung von viskosen Randschichten
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Approximation höherer Ordnung von viskosen Randschichten
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Ebene Platte: M = 0.01, Re = 10000, siehe [Hartmann,Houston2006]

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

et
a

uu_inf

DG(1)
DG(2)
DG(3)

Blasius

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

et
a

uu_inf

DG(1)
DG(2)
DG(3)

Blasius

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

et
a

uu_inf

DG(1)
DG(2)
DG(3)

Blasius

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

et
a

uu_inf

DG(1)
DG(2)
DG(3)

Blasius



Higher order approximation of viscous boundary layers
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Ebene Platte: M = 0.01, Re = 10000

Approximation (auf 5% Genauigkeit) der viskosen Kräfte auf die Wand:

DG(1) DG(2) DG(3)

Zellen 36 5 3
DoFs 72 15 12

orthogonal zur Wand



Laminarer Deltaflügel
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ADIGMA
BTC-2
Testfall

M = 0.3,

α = 12.5◦,

Re = 4000,

isotherme
Wand



Laminarer Deltaflügel
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M = 0.3, α = 12.5◦,

Re = 4000

3264 Zellen
für das Halbmodel

links: DG(1), 2. Ordnung
rechts: DG(4), 5. Ordnung



Laminarer Deltaflügel
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M = 0.3, α = 12.5◦,

Re = 4000

3264 Zellen
für das Halbmodel

links: DG(1), 2. Ordnung
rechts: DG(4), 5. Ordnung

DG(1), 40 DoFs/Zelle:
130,560 DoFs

DG(4), 625 dofs/Zelle:
2,040,000 DoFs



Laminarer Deltaflügel, M = 0.3, α = 12.5◦, Re = 4000
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Konvergenz von CL auf einer Folge global verfeinerter Gitter
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Laminarer Deltaflügel, M = 0.3, α = 12.5◦, Re = 4000
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Konvergenz von CL auf einer Folge global verfeinerter Gitter
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