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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den Reduktionstechniken, die eine Computersimu-
lation von Straflenfahrzeugen in Echtzeit ermoglichen. Die entwickelten, implementierten
und untersuchten Reduktionsverfahren bauen hierzu auf einer Modellierung des Fahrzeugs
als Mehrkorpersystem auf. Der Schwerpunkt liegt in der Nachbildung der Kinematik und
der Elastokinematik der Radauthédngung eines Fahrzeugs. Beziiglich der Kinematik einer
Radauthéingung werden zur Modellreduktion die algebraischen Zwangsbedingungen, die
kinematisch geschlossene Schleifen beschreiben, aus den Bewegungsgleichungen des Ge-
samtfahrzeugs eliminiert. Zum Einsatz kommt entweder eine Polynominterpolation der
Kinematik oder aber die getrennte Losung der algebraischen Schleifenschlussbedingun-
gen, durchgefiihrt jeweils fiir jedes einzelne betroffene Radaufhingungs-Subsystem. Die
Elastokinematik wird hingegen vereinfacht als eine zusétzliche Verdnderung der aktuellen
Radstellung dargestellt, die sich unter der Wirkung der entsprechenden Krifte ergibt. Die
durchgéingige Implementierung der hier beschriebenen Reduktionstechniken in dem mul-
tidisziplindren Simulationsprogramm SIMPACK und einige Simulationsergebnisse werden
ebenfalls préasentiert.

Anotace

Predkladana disertaéni prace se zabyva metodami redukce modelu osobniho vozidla pro
potieby simulaci v redlném case. V popredi stoji metody k zohledneni kinematiky a
elastokinematiky zavésu kol, pficemz tyto metody musi byt implementovatelné v multi-
disciplinarnim simula¢nim programu, vychazejicim z teorie soustav mnoha téles. Pti rea-
lizaci kinematiky je cilem eliminace algebraickych rovnic, popisujicich vazbové podminky
v kinematickych smyckach zavésu, z vyslednych pohybovych rovnic vozidla. Vyuzity jsou
interpolace kinematiky zavésu pomoci polynomu nebo lokélni feseni algebraickych rovnic,
vztahujici se k danému zavésu jako k nezavislému subsystému. Vazbové rovnice jsou v
tomto ptripadé formulovany bud v relativnich nebo v ptirozenych soutadnicich; na feseni
rovnic jsou aplikovany stabiliza¢ni techniky — Baumgartova stabilizace nebo metoda pro-
jekce. Elastokinematika je fesena zjednodusené jako dodateéna zména polohy nosice kola
vlivem danych sil. VSechny odvozené metody jsou implementovany v programu SIM-
PACK, jejich ovéreni je provedeno na modelu nezavislého pétiprvkového zdavésu kola a na
modelu celého vozidla. Vysledky simulaci jsou rovnéz nedilnou soucasti této prace.
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Symbole und Schreibweise

Hé&ufig verwendete Symbole

A;;  Drehmatrix fiir die Transformation vom Koordinatensystem j ins Koordinaten-
system 1%

A’ Drehmatrix fiir Elementardrehung um die z-, y- und z-Achse, (i = z,y, 2)

®”  Verteilungsmatrix der Zwangskrifte (Zwangsmatrix)

M,; Massenmatrix des Korpers i

M  Generalisierte (verallgemeinerte) Massenmatrix

h Vektor der verallgemeinerten Kréfte und Momente (auer Zwangskrifte und
-momente)

h? Vektor der verallgemeinerten eingepréagten Kréfte

h* Vektor der verallgemeinerte Coriolis- und Zentrifugalkrifte

p Vektor der n, verallgemeinerten Lagekoordinaten

Za Vektor der verallgemeinerten abhéngigen Lagekoordinaten

Zy Vektor der verallgemeinerten unabhéngigen Lagekoordinaten (Minimalkoordina-
ten, Zustandskoordinaten)

[0} Vektor der n, geometrischen (holonomen) Zwangsbedingungen auf der Lageebe-
ne

A Vektor der ny verallgemeinerten Zwangskréfte in den Gelenken (Lagrangesche
Multiplikatoren)

ny Anzahl der Freiheitsgrade, ny = n, — n,

Ng Anzahl der Gelenke im Mehrkorpersystem
Ny Anzahl der Korper im Mehrkorpersystem
7y Sturzwinkel
) Lenkwinkel

Schreibweise in Formeln

Skalare Grofien sind in normaler Schriftstidrke durchgefiihrt, z. B. x;.
Vektoren werden durch fett gedruckte Kleinbuchstaben gekennzeichnet, z. B. r;, w;.

Rechteckige und quadratische Matrizen werden mit fett gedruckten Groflbuchsta-
ben bezeichnet, z. B. E, E,,, M.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Entwicklung von elektronischen Fahrzeugsystemen, die auf Vermeidung moglicher
Verkehrsunfille ausgerichtet sind, zeichnet sich in den letzten Jahren durch eine stetig
zunehmende Tendenz aus. Diese Systeme tragen zu der aktiven Sicherheit der Fahrzeuge
bei. Da die wesentlichen Systeme passiver Sicherheit, die ,lediglich“ die Folgen eines
Unfalls auf die beteiligenden Personen minimieren, bereits iiber das ganze Spektrum der
PKW-Fahrzeugklassen hinweg verbreitet sind, findet deren Entwicklungspotential immer
weniger Beachtung. Die Entwicklung von Systemen aktiver Sicherheit riickt hingegen
dementsprechend stark in den Vordergrund, Abbildung 1.1.

smarte,
Hoch omm WBadaptive
- - w® "5 dienelemente
mm—  Passive Sicherheit Pre-Crash Actions /Autom
Automatischer Notruf / Fahrer;
« ey Aktive Sicherheit Unterflurkonzept
: /7
: Aktiver Uberrollschutz / CA
° Seitenairbag
o .
B aktive Gurte , Dry Chassis .
© EMB+EML  \° <
= o
° &2 o SINmR) (S
& BbW(m.R.) g
1) ABC
- ACC (Distronic) Qo
n
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Verbundglas
Gurt A0 o
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Niedrig ?
1] T | 1 I 1 T L
1960 1980 2000 2020 Jahr
ABS Antiblockiersystem BAS Bremsassistentsystem ABC Active Body Control
ASR  Antriebsschlupfregelung ACC Adaptive Cruise Control EMB,EML Elektromech. Bremse, Lenkung
EBV  Elektronische Bremskraftverteilung BbW/SbW Brake-by-Wire/Steer-by-Wire DbW Drive-by-Wire
ESP  Elektronisches Stabilititsprogramm (m.R.) ( mit mechanischer Ruckfallebene) CA Collision Avoidance

Abbildung 1.1: Entwicklungsszenario der Sicherheit im Automobil (Bild Rieth et. al. [48])
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12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

An die Entwicklung und Implementierung von Systemen aktiver Sicherheit werden
hohe Anforderungen gestellt, weil man dabei stets die wesentlichen Aspekte Systemzu-
verléssigkeit, niedriger Energieverbrauch und Fahrsicherheit beim Ausfall des Systems
in Betracht ziehen muss. Hierzu stellt die nicht nur in der Automobilindustrie verbrei-
tete rechnerunterstiitzte Simulation ein leistungsstarkes Hilfsmittel zur Erfiillung vieler
Anforderungen dar, das dem heutigen Fahrzeugkonstrukteur neben dem Experiment zur
Verfiigung steht. Neben solchen neuen Systemen aktiver Sicherheit werden mit Hilfe
der Rechnersimulation bereits seit langerem natiirlich auch Systeme passiver Sicherheit
entworfen und optimiert.

Die nétige Zuverlassigkeit von Systemen aktiver Sicherheit erfordert zusétzlich sorgfélti-
ge Testphasen des Systems ,on board“ und ,off board“. Die Entwicklungs- und Test-
phasen kénnen dabei in folgende Abschnitte unterteilt werden: Reine Rechnersimula-
tion wihrend der frithen Entwicklungsperiode, Hardware-in-the-Loop (HiL) Simulation
(,,off board*) und Fahrversuche mit dem voll ausgestatteten Fahrzeug (alle Systeme ,on
board“). Die optimale Nutzung dieser Entwicklungswerkzeuge fiihrt zu kiirzeren Entwick-
lungszeiten und -kosten moderner Fahrzeuge und héherer Systemzuverléssigkeit.

Die HiL-Simulation spielt hier eine wichtige Rolle, da damit das Zusammenspiel der
schon entwickelten Fahrzeugteilsysteme als Hardware und des noch nicht existierenden
Gesamtfahrzeugs als Software in einem Hil-Priifstand getestet werden kann. Um zu-
verlissige Testergebnisse zu erhalten, muss dabei das in einer HiL.-Simulation verwendete
Fahrzeugmodell die aktuellen Fahrzeugzusténde in Echtzeit liefern. Im Hinblick auf die
notwendige Echtzeitfahigkeit des Fahrzeugmodells baut dieses in den meisten Féllen auf
einer Beschreibung als Mehrkorpersystem auf. Dabei spielen neben der Modellierung
auch die Numerik, und hier im Wesentlichen die numerischen Verfahren zur Zeitintegrati-
on der Bewegungsgleichungen, sowie die Informatik eine wichtige Rolle. Wahrend frither
die Parallelisierung der Prozesse auf Rechnersystemen mit mehreren Prozessoren (Infor-
matik) im Vordergrund stand, gewinnen heutzutage in Anbetracht der stetig steigenden
Rechenleistung der Computer die Numerik und Modellierung an Bedeutung.

Weitere Einsatzgebiete der echtzeitfdhigen Fahrzeugmodelle sind Fahrsimulatoren und
virtuelle Produktentwicklung. Wahrend die Fahrsimulatoren schon seit einigen Jahrzehn-
ten insbesondere zur Untersuchung der Fahrzeug-Fahrer-Wechselwirkung eingesetzt wer-
den, wird die virtuelle Produktentwicklung erst seit wenigen Jahren realisiert. Dabei
werden aufwendige Experimente virtuell in multidisziplindren Simulationsprogrammen
durchgefiihrt, um dadurch Entwicklungszeit und -kosten zu reduzieren.

Echtzeitfahige Mehrkorpermodelle von Fahrzeugen werden heutzutage iiberwiegend
auf Basis generischer Fahrzeugmodelle von speziell hierfiir entwickelten Computerpro-
grammen bereitgestellt. Bei eventuell erforderlichen, entsprechenden Erweiterungen, die
beispielsweise eine Anderung der Struktur des Fahrzeugmodells erfordern, st68t man al-
lerdings schnell an die Grenzen dieser Simulationsprogramme. Im Hinblick auf umfas-
sende und variable, dennoch aber echtzeitfihige Fahrzeugmodelle befasst sich die vor-
liegende Arbeit mit speziellen Reduktionstechniken, die in einem multidisziplindren und
fiir eine entsprechend umfangreiche Modellierung geeigneten Simulationsprogramm einge-
setzt werden konnen. Dabei steht die Reduktion der (Sub-)Modelle der Radauthdngung
im Vordergrund. Im Starrkorpermodell einer Radauthéngung treten typischerweise kine-
matisch geschlossene Schleifen auf, die mit zusétzlichen algebraischen Zwangsbedingungen
beschrieben werden. Zum erreichen moglichst kurzen Rechenzeiten ist es dann jedoch er-
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forderlich, diese algebraischen Gleichungen wiederum aus den Bewegungsgleichungen des
Gesamtfahrzeugs zu eliminieren; hierzu werden spezielle Methoden zur Modellreduktion
angewendet. Eine Modellreduktion ist ebenfalls notwendig, wenn man die Elastokine-
matik der Radaufhingung (die sich auf Grund einer elastischen Lagerung der Lenker
ergibt) beriicksichtigen will. Dabei ist wieder ein wichtiges Ziel, eine effiziente Losung der
Bewegungsgleichungen zu erméglichen.

Néher wird auf das Thema der Echtzeitsimulation der Fahrzeugmodelle sowie auf den
aktuellen Stand der Technik mit dem Schwerpunkt Radaufhdngungsmodelle im Kapitel 2
eingegangen. Dabei wird auch das verwendete Simulationsprogramm kurz dargestellt.
Nach der Einfithrung in die Problematik werden in Kapitel 3 die Ziele dieser Arbeit
konkret definiert. Basierend auf einem rekursiven Mehrkorperformalismus in Relativ-
koordinaten werden die existierenden und einige neue Ansétze zur Modellreduktion der
Radauthéngungen in Kapitel 4 vorgestellt. Im Vordergrund stehen hierbei diejenige Me-
thoden, mit denen Mehrkorpersysteme mit kinematisch geschlossenen Schleifen in einem
multidisziplindren Simulationswerkzeug effizient behandelt werden kénnen. Aufler der
Radaufthingungskinematik werden hier auch die Ansétze zur Reduktion der Elastokine-
matik eingefiithrt. Der Vergleich der vorgestellten Methoden wird in Kapitel 5 an Hand
der Beispiele einer Raumlenker-Radaufhdngung und eines Gesamtfahrzeugs ausfiihrlich
diskutiert. Den Beitrag, den die Ergebnisse dieser Arbeit in der Praxis leisten konnen,
und eine Zusammenfassung der Arbeit findet man schliefSlich in dem Kapitel 6.
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Kapitel 2
Stand der Technik

In diesem Kapitel werden die Ansétze geschildert, die heutzutage fiir die Modellierung
eines Fahrzeugs insbesondere hinsichtlich der speziellen Anforderungen der Echtzeitsimu-
lation verwendet werden. Besondere Aufmerksamkeit wird dabei der in dieser Arbeit
naher untersuchten Modellierung der Radaufhéngung gewidmet.

2.1 Echtzeitsimulation von Fahrzeugen

Die Dynamik eines Fahrzeugs ist einer der wichtigen Aspekte, die sein Fahrverhalten,
seine Fahrsicherheit und seinen Fahrkomfort bestimmen [35, 69]. Eine mafgebliche Rol-
le fiir die Fahrzeugdynamik spielt dabei das Fahrwerk und seine Abstimmung. Wegen
der steigenden Anforderungen an das moderne Fahrzeug steigt dabei auch der Bedarf
nach rechnerunterstiitzten Berechnungs- und Simulationsverfahren (engl.: Computer Ai-
ded Engineering — CAE), die Experimente und Messungen sinnvoll ergénzen konnen.

Zur Abstimmung der Fahrzeugdynamik haben sich Simulationsprogramme etabliert,
die auf der Theorie der Mehrkorpersysteme (MKS) basieren, siehe z. B. [38, 57]. Wéhrend
die Anforderungen an Simulationsgenauigkeit und moglichst kurze Rechenzeiten insbe-
sondere in den letzten fiinfzehn Jahren durch die neu- und weiterentwickelten Methoden
der numerischen Integration sowie neue MKS-Formalismen zur Aufstellung der Bewe-
gungsgleichungen erfiillt werden, sind zunehmend Fahrzeugmodelle erforderlich, die eine
Simulation in Echtzeit garantieren, d. h. deren Rechenzeit kleiner oder hochstens gleich
der Simulations- oder Systemzeit sein muss. Diese Eigenschaft wird kurz auch als Echt-
zeitfahigkeit bezeichnet.

,» Traditionell“ werden echtzeitfidhige Fahrzeugmodelle beispielsweise in Fahrsimulato-
ren zur Untersuchung der Fahrzeug-Fahrer-Wechselwirkung verwendet, um das Verhalten
des realen Fahrzeugs nachzubilden [21]. Um eine Simulation in Echtzeit durchfiithren zu
konnen, miissen die entsprechenden Methoden aus den Bereichen Mechanik, Numerik
und Informatik in einem engen Zusammenhang gesetzt werden, wobei friither eine Echt-
zeitsimulation hauptsédchlich durch die parallele Auswertung der Bewegungsgleichungen
ermoglicht wurde [19, 54]. Ein neues Einsatzgebiet der echtzeitfahigen Fahrzeugmodelle
sind seit einigen Jahren Fahrsimulatoren, die zur Ausbildung der Fahrer fiir innovative
Lenkkonzepte (Schaltgetriebe, Lenkungssysteme) angesetzt werden [8].

Wegen der stetig steigenden Leistung und stetig sinkenden Preise herkémmlicher Rech-
ner hat sich der Ansatz der ,,Low-Cost* Simulatoren verbreitet [2, 31| - die Simulation

15



16 KAPITEL 2. STAND DER TECHNIK

wird damit an gewthnlichen PCs moglich. Anstatt der Parallelisierung der Rechenalgo-
rithmen nehmen die MKS-Formalismen an Bedeutung zu, die die Bewegungsgleichungen
von einem speziellen, generischen Fahrzeugmodell ableiten und eventuell vereinfachen.
In den letzten fiinfzehn Jahren sind auf diese Weise einige kommerzielle Simulationspro-
gramme entstanden, wie z. B. ve-DYNA [49], CarSim [55] oder LabCar (Software) [73].
Allgemeiner Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dass eine Erweiterung des Fahrzeugmo-
dells nur beschrankt moglich ist, da eine bestimmte Fahrzeugstruktur fest vorgegeben
ist. Neben diesen speziell fiir die Echtzeitanwendung aufgebauten Programmen wurden
und werden auch urspriinglich fiir die gewohnliche offline-Analyse der Fahrzeugdynamik
angewandte Rechenprogramme (fiir eine Ubersicht siehe [38]) in dem MaBe weiterentwi-
ckelt, dass sie ebenfalls in der Lage sind, echtzeitfihige Fahrzeugmodelle zu erzeugen (z. B.
FADYS [17]). Die Besonderheit dieser Programme ist, dass sie die Bewegungsgleichun-
gen auf der Grundlage entsprechender Benutzereingaben automatisiert erstellen - diese
miissen also nicht mehr von Hand hergeleitet werden.

Hauptséchlich durch die neu entwickelten Systeme aktiver Sicherheit, siche z. B. [25],
wurde in den letzten Jahren der Bedarf an Hardware-in-the-Loop (HiL) Versuchen hervor-
gerufen. Die HiL-Simulation im Versuchslabor erméoglicht das Zusammenspiel der realen
Komponente und der virtuellen Umgebung. Beispiele wéren u. a. die Erprobung unter-
schiedlicher Regelungskonzepte am realen Steuergerit oder eine Kontrolle des Steuergeréts
durch in Echtzeit aufgebrachte Anregungen. Insbesondere durch die Vernetzung und wei-
tere Optimierung der Systeme aktiver Sicherheit (siehe [40] fiir Ubersicht oder z. B. [48] fiir
Global Chassis Control) nimmt die Bedeutung von HiL-Priifstandsversuchen und damit
gleichzeitig die Echtzeitsimulation der Fahrzeuge in Zukunft stetig weiter zu.

Ein kiinftiges Einsatzgebiet echtzeitfahiger Fahrzeugmodelle ist daneben noch die vir-
tuelle Produktentwicklung [34, 59]. Die grundlegende Idee der virtuellen Produktentwick-
lung ist die Integration monodisziplinérer, auf spezielle Problemstellungen hin ausgerich-
teter Simulationsprogramme in ein iibergeordnetes multidisziplindres CAE-Werkzeug, das
dem Fahrzeugkonstrukteur den Entwurf sowie intensive Analysen eines neu zu entwickeln-
den Fahrzeugs auf der Grundlage detaillierter und damit realistischer Simulationsmodelle
ermoglicht. Die Analyse des Systemverhaltens unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der
Mehrkérperdynamik, der Struktur- und Strémungsmechanik sowie der Elektronik ist da-
mit schon lange vor der Entstehung des realen Fahrzeugprototyps moglich. Dadurch
kénnen dann sowohl die Entwicklungszeiten als auch -kosten in bedeutendem Mafle redu-
ziert werden. Eine interessante Zukunftsvision ist dabei, sdmtliche reale Fahrzeugproto-
typen vollstdndig durch virtuelle Prototypen zu ersetzen, so dass dann die Fahrzeugpro-
duktion ganz ohne Testphase von realen Fahrzeugen ermoglicht wird [14].

Da die dynamische Simulation ein wesentlicher Bestandteil der virtuellen Produktent-
wicklung ist, sollte ein auf der Mehrkérperdynamik basierendes Programm im Mittelpunkt
eines multidisziplindren CAE-Werkzeugs stehen, das iiber effiziente bidirektionale Schnitt-
stellen zu anderen CAE-Werkzeugen verfiigt (Abbildung 2.1). Aus diesen Griinden wird
fiir diese Arbeit das vom Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt entwickelte Simu-
lationsprogramm SIMPACK [51] eingesetzt, das eine stabile und leistungsféhige Basis fiir
die Auslegung und Bewertung von Fahrzeugen anbietet.
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2.2 Bewegungsgleichungen

Um ein Ersatzmodell eines realen mechanischen Systems zu erzeugen, werden zunéchst
samtliche Einzelelemente durch ihre mechanischen Eigenschaften definiert; es entsteht
ein mechanisches Ersatzmodell, Abbildung 2.2. Auf dieses Ersatzmodell werden dann
die Prinzipe der Mechanik angewendet, um die Bewegungsgleichungen des Systems zu
erhalten. Diese Bewegungsgleichungen stehen dann fiir die Analyse des untersuchten
mechanischen Systems mit Hilfe der unterschiedlichsten Berechnungsverfahren bereit.

Der Zustand eines MKS wird eindeutig mit den Lage- p, Geschwindigkeits- p und Be-
schleunigungskoordinaten p beschrieben, die als Unbekannte in den Bewegungsgleichun-
gen auftreten. Diese Bewegungsgleichungen werden entweder als System gewohnlicher
Differentialgleichungen oder als System differentiell-algebraischer Gleichungen erzeugt.
Entscheidend ist dabei der verwendete MKS-Formalismus, auf den das konkrete Simula-
tionsprogramm aufbaut (siehe [57]). MKS-Formalismen, die die Topologie (Struktur) von
MKS ausnutzen, stellen die Bewegungsgleichungen als gewthnliche Differentialgleichun-
gen bereit,

M(p,t)p = h(p,p,t), (2.1)

mit der symmetrischen Massenmatrix M, die die Massen und Tragheitsmomente der
Korper enthélt, und dem Vektor h(p, p,t), der simtliche verallgemeinerten eingepriagten
Kréfte und Momente als auch die verallgemeinerten Kreiselterme zusammenfasst. Unter
Einfiihrung des Vektors =7 = [p? y’] kann man mit p = y die Gleichung (2.1) formal

Regler

starrer Korper mit
Koppelpunkten

Gelenk

Feder

Dampfer
Kraftstellglied

Sensor

— duBere Kraft

Umgebung

Abbildung 2.2: Beispiel fiir das physikalische Modell eines Mehrkorpersystems
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zu den Differentialgleichungen erster Ordnung zusammenfassen:
x=g(x,t) (2.2)

mit

g= Y :
M (p,t)h(p,y,t)

Dabei wird vorausgesetzt, dass M eine reguldre Matrix ist, d. h. dass ihre Inversema-
trix M ' existiert. Da (2.2) die kleinstmogliche Anzahl der Bewegungsgleichungen dar-
stellt, nennt man diese Beschreibung Minimal- oder Zustandsform. Dementsprechend
stellt p den Vektor der Minimal- oder Zustandskoordinaten dar, deren Anzahl derjeni-
gen der Freiheitsgrade des MKS entspricht, n, = ny. Im Weiteren wird der Vektor der
Minimalkoordinaten mit z, bezeichnet, z, := p.

Dem entgegengesetzt treten im Falle der Deskriptorform der Bewegungsgleichungen,

M(p,t)p = h(p,p, A, t) + @7 (p, )X, (2.3a)
0 =¢(p.t), (2.3b)

im Lagevektor p noch zusatzliche, d. h. redundante Koordinaten auf. Die Reaktionskrafte
(der letzte Term in (2.3a)) setzen sich aus den verallgemeinerten Zwangskraften A und
der Verteilungsmatrix ® = d¢/0p’ zusammen, die deren Richtung bestimmt. Mit den
Reaktionskriften werden die mechanischen Bindungen der Kérper in den Bewegungsglei-
chungen (2.3a) représentiert. Die mathematische Beschreibung dieser Bindungen stel-
len die algebraischen Gleichungen (2.3b) (n, Zwangs- oder Lagebedingungen) dar. Die
ny Bindungen schranken die Bewegungsfreiheiten der Korper ein, so dass die resultierende
Anzahl von Freiheitsgraden n; = n, — ny ist. Die Kopplung der Bewegungsgleichungen
und der Zwangsbedingungen folgt iiber die Lagrangeschen Multiplikatoren A. Die Glei-
chungen (2.3) lassen sich als implizite differentiell-algebraische Gleichungen zusammen-
fassen:

f(x,x,t) = 0. (2.4)

Dabei ist jetzt der Vektor & zusétzlich um die Lagrangeschen Multiplikatoren A erweitert,
a’ = [p" y" AT

Wie bereits oben erwédhnt, liefern MKS-Formalismen, die die Topologie eines MKS
nutzen und auf relativen Koordinaten aufbauen (rekursive MKS-Formalismen, siehe z. B.
[5, 10]), die Bewegungsgleichungen in der Zustandsform (2.1). Die entstehenden gew6hn-
lichen Differentialgleichungen lassen sich im Zeitbereich mit den bewéhrten Integrati-
onsverfahren effizient 16sen, siehe z.B. [18]. Fiir die Echtzeitsimulation sind dabei
insbesondere die nichtiterativen (expliziten und semi-expliziten) Verfahren von Bedeu-
tung. Die rekursiven MKS-Formalismen sind jedoch im Allgemeinen so aufgebaut, dass
sie die Zustandsform (2.1) nur dann liefern, wenn ein kinematisch baumstrukturiertes
MKS (siehe Abbildung 2.3) untersucht wird. Treten jedoch im System kinematische
Schleifen auf, ergibt sich die Deskriptorform (2.3) mit den algebraischen Nebenbedingun-
gen 0 = ¢(p,t), siehe z. B. [6, 51]. Die Transformation der Bewegungsgleichungen aus
der Deskriptorform (2.3) in die Zustandsform (2.1) ist zwar immer durchfithrbar, da je-
doch zunehmend zuverléssige und effiziente Integrationsverfahren zur direkten Losung von
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a) b)
6-DOF

Abbildung 2.3: Baumstrukturiertes Mehrkorpersystem (a) und System mit kinematischer
Schleife (b)

differentiell-algebraischen Gleichungen zur Verfiigung stehen, tritt dieser Ansatz mehr und
mehr in den Hintergrund.

In Fahrzeugmodellen weisen insbesondere die Radaufhédngungen kinematische Schlei-
fen auf. Zur Losung des dadurch entstehenden differentiell-algebraischen Gleichungssys-
tems werden heutzutage spezielle iterative Integrationsverfahren angesetzt. Um bei der
Echtzeitsimulation dennoch die bewahrten und effizienten numerischen Lésungsverfahren
fiir die gewohnlichen Differentialgleichungen (2.2) anwenden zu koénnen, ist in der Literatur
eine Reihe von Ansétzen zu finden, die sich mit der Modellierung von Radaufhdngungen
fiir echtzeitfahige Fahrzeugmodelle befassen. Obwohl die Ansétze in vielen Aspekten un-
terschiedlich sind, werden sie in den folgenden Abschnitten in méglichst dhnlicher Weise
zusammengestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird ein rdumliches MKS-Modell eines Personenkraftwa-
gens betrachtet, das aus den folgenden Baugruppen besteht (Abbildung 2.4): Neben dem
Fahrzeugaufbau, der iiblicherweise Karosserie, Insassen und Ladung umfasst, wiren das
die Radaufhéngungen mit Riadern, der vordere und/oder hintere Fahrschemel, die Reifen,
die Lenkung, der Antriebsstrang und die Bremsen. Wihrend die Modellierungstiefe ein-
zelner Baugruppen variieren kann, wird fiir die Simulation der Fahrdynamik zumindest
ein Grundmodell benoétigt, das aus dem Fahrzeugaufbau, den Radaufhdngungen und den
Reifen besteht.

2.3 Ersatzmodelle der Radaufhingung

Die Ersatzmodelle, die zur vereinfachten Nachbildung der Radaufhéngung verwendet wer-
den, beschrianken sich oft auf deren rein kinematische Verhalten (Radaufhédngungskine-
matik), d. h. alle Gelenke von Radaufhingung werden ideal, reibungs- und masselos be-
trachtet. In einigen Féllen der Echtzeitsimulation, wird auch die Elastizitat der Lager in
Betracht gezogen und damit die Elastokinematik der Radaufhdngung beriicksichtigt. s
werden zunéchst Ersatzmodelle betrachtet, die allein die Kinematik der Radaufhdngung
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Abbildung 2.4: Struktur des Mehrkorpermodells von einem Fahrzeug

nachbilden.

Eine Einzelradaufhingung (siehe Abbildung 2.5) setzt sich aus dem Radtréger (3),
den Lenkern (2, 4, 5, 6) und den Feder- und Dampferelementen (9, 10) zusammen. Durch
Struktur und Auslegung der Radaufhdngung wird bei Bewegung die Stellung des Rades (7)
gegeniiber dem Fahrzeugaufbau (1) gegeben. Bei lenkbaren Riddern wird die Radstellung
zusétzlich durch die Lage von Zahnstange (8) beeinflusst. Den Kérper 6 nennt man in
dem Fall Spurstange.

2.3.1 Polynominterpolation der Kinematik

In den meisten Féllen geht man bei der Modellierung der Radaufhédngung von der An-
nahme aus, dass das Radaufhédngungsgestédnge hauptsichlich fiir die Fiihrung, also fiir
die Kinematik des Radtridgers von Bedeutung ist. Das dynamische Fahrverhalten des
Fahrzeugs wird dagegen vom Gestédnge wegen der geringen Massengrofien nur geringfiigig
beeinflusst, weshalb die Korper der Lenker bei Aufstellung der Bewegungsgleichungen
vernachléssigt werden kénnen.

Die Lage eines starren Korpers im Raum lésst sich nach [56] mit dem Ortsvektor r
und mit der Drehmatrix A eindeutig festlegen, die iiblicherweise drei kartesischen Koor-
dinaten x, y, z und drei Drehwinkel ¢;, ¢ = 1,2, 3 beinhalten. Diese sechs Léngen- und



22 KAPITEL 2. STAND DER TECHNIK

Abbildung 2.5: Struktur einer typischen Einzelradaufhdngung

Drehkoordinaten hdngen vom Lagevektor p ab,

r =r(p), (2.5a)
vi = wi(p), 1=1,2,3. (2.5b)

Da diese analytische Darstellung in der Praxis unter Umstdnden nur schwer bestimm-
bar ist, wird sie durch einfache Polynomfunktionen ersetzt, die die Ortsvektoren r und
Drehmatrizen A interpolieren. Da man bei der Untersuchung von Radaufhéngungski-
nematik hochstens zwei Freiheitsgrade (Hub- und Lenkbewegung) betrachtet, werden
hierzu hochstens zweidimensionale Polynomfunktionen benotigt. Wéahrend der Simula-
tion werden dann nicht die exakten Gleichungen (2.5), sondern diese Polynomfunktionen
ausgewertet. Die Stiitzpunkte der Naherungspolynome werden in der Praxis durch eine
Bewegungsanalyse der Radauthéingung fiir einen bestimmten Arbeitsbereich gewonnen.
Diese sehr verbreitete Methode zur Darstellung der Ubertragungsfunktion des Gestan-
ges wurde von mehreren Autoren bearbeitet und veréffentlicht, z. B. [1, 27, 45, 64, 65]. Im
Abschnitt 4.7 wird dieser Ansatz im Zusammenhang mit anderen Methoden dargestellt.

2.3.2 Explizite Kinematik des Radtrégers

Bei manchen Typen von Radaufhédngung ist es moglich, die Zwangsbedingungen (2.3b)
unter Einfithrung der unabhéngigen Koordinaten z, in die explizite Form

P =p(zu) (2.6)

iiberzufithren oder die Zwangsbedingungen in dieser expliziten Form direkt abzuleiten.
Mit den Zustandskoordinaten z, werden also die unbekannten abhéngigen Lagekoor-
dinaten p bestimmt und damit dann die Beschreibung der Radaufhingungskinematik



2.3. ERSATZMODELLE DER RADAUFHANGUNG 23

angegeben:
r=7(zu), (2.7a)

Diese Vorgehensweise wird z. B. von Rill [49] fiir Federbein-Radaufhdngung und Schrég-
lenkerachse vorgeschlagen. Dabei wird die Tatsache genutzt, dass sich die Lage der Sprei-
zachse analytisch eindeutig beschrieben lésst, d. h. es werden (2.6) bzw. (2.7) analytisch
abgeleitet. Unter dem Namen Suspension Composite Joint wird diese Methode auch
von Lee [42] erortert (leider ohne ausfiihrlichere Beschreibung, die vielleicht koreanisch
geschriebenen Berichten entnommen werden konnte). Choi [15, 16] dagegen erweitert
die Palette um die Beschreibung der Doppelquerlenker-Radaufhéngung. Zu den neueren
Verdffentlichungen, die sich mit dieser Methode befassen, gehort [20].

2.3.3 Implizite Kinematik des Radtrigers

Bei einer Radauthéingung mit kinematischen Schleifen ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen in der Deskriptorform (2.3). Um die implizit formulierten holonomen Zwangsbe-
dingungen

¢(p)=0 (2.8)

aus den Bewegungsgleichungen zu eliminieren, werden die Zwangsbedingungen bereits bei
der Losung der Kinematik ausgewertet. Die Lage des Radtréigers wird hierbei numerisch
durch die Tterativlosung der Zwangsbedingungen bestimmt (Lageproblem), anschlieBend
wird noch eine Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsanalyse durch Auswertung der
Ableitungen

®,p =0,
®,p+P,p=0

durchgefiihrt [49]. Die Jacobi- oder auch Verteilungsmatrix ®,, ergibt sich durch partielle
Ableitung der Lagebedingungen ¢ nach den Lagekoordinaten p,

99

=5

(2.9)

Die Bewegungsgleichungen des Fahrzeugmodells kénnen dann in der Zustandsform (2.1)
dargestellt werden, die Radauthéngung wird somit als ein reduziertes Subsystem betrach-
tet.

Rulka [52] hat diese Methode unter dem Namen Makrogelenk fiir die rekursive For-
mulierung der Bewegungsgleichungen abgeleitet. Die Zwangsbedingungen (2.8) werden
dabei wahrend der Auswertung des explizit definierten Radtréigergelenks iteriert. Alter-
nativ kann man die abhéngigen Koordinaten p mittels der numerischen Integration der
explizit dargestellten Geschwindigkeitsbedingungen ermitteln,

p = p(zuu zwp)a
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siehe [46]. Die Bewegungsgleichungen des MKS miissen dann allerdings um diese differen-
tiellen Zusatzgleichungen erweitert werden. Die kinematische Ubertragungsfunktion des
Gestdnges wird damit befriedigend beriicksichtigt.

Néheres zu dieser Methode kann man in [53] finden. Im Abschnitt 4.5 wird diese
Methode noch weiter analysiert.

2.3.4 Subsystem Synthesis Method

Ein weiterer Ansatz zur Modellierung einer Radaufhdngung ist die so genannte Subsys-
tem Synthesis Method (SSM), die von Kim abgeleitet wurde, siehe z. B. [28, 30]. Die
Methode geht von der Annahme aus, dass sich das zu simulierende Fahrzeug auf den Be-
zugskorper Aufbau sowie mehrere Subsysteme wie Radauthéngungen, Antriebstrang, usw.
aufteilen léasst. Die entstehenden Bewegungsgleichungen werden dann in einer modularen
Modellierung so formuliert, dass sich die Gleichungen des Aufbaus und der geschlossenen
Subsysteme separat behandeln lassen. Im Vordergrund stehen dabei die Bewegungsglei-
chungen des Fahrzeugaufbaus, die um die dynamischen Effekte erweitert werden, die durch
Wechselwirkung mit den Subsystemen auftreten.

In der SSM miissen zuerst die effektive Massenmatrix und der effektive Kraftvektor
jedes Subsystems berechnet werden. Deise verursachen die dynamischen Effekte, die auf
Grund der physikalischen Koppelung zwischen den Subsystemen und dem Aufbau auftre-
ten. Mit den 6x6 effektiven Massenmatrizen M ,; und den 6 x 1 effektiven Kraftvektoren h;
aller ng,;, Subsysteme erhélt man die Bewegungsgleichungen des Aufbaus als gew6hnliche
Differentialgleichungen in der folgenden Form (vgl. (2.1)):

Nsub Nsub

(MB + ZMZ)ﬁB —hp+ > h. (2.10)
=1 =1

Dabei beschreibt pg allein die Beschleunigung des Aufbaus, weiter stehen M g fiir die
Massenmatrix und hp fiir den Kraftvektor des Aufbaus. Mit der aus (2.10) bekannten
Aufbaubeschleunigung pz werden dann die Bewegungsgleichungen der ng,, Subsysteme
gelost, die im Allgemeinen in der Deskriptorform (2.3) angegeben sind:

Mg, ps, = hs, + @5 As, — M . Py, (2.11a)
0 = ¢g,(ps,)- (2.11b)

mit i = 1,...,ngp. In (2.11) ist Mg, die Massenmatrix und hg, der Kraftvektor des
i-ten Subsystems, M gg, fasst die dynamischen Auswirkungen des Bezugskérpers auf das
Subsystem zusammen. Wegen Gegenwirkung von Bezugskorper und Subsysteme spiegeln
sich diese Matrizen und Vektore in M; und h; wider. Die Besetztheit und die Dimensio-
nen der Matrizen und Vektoren von (2.11) ist von der verwendeten MKS-Formulierung
abhéngig [30].

Abbildung 2.6 zeigt den Berechnungsablauf der SSM. Mit vom Integrator berech-
neten Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten werden im ersten Subsystemmodul (A)
zunéchst Matrizen Mg,, M gg,, hs, und ®g, und anschliefend M, und h; ausgewertet.
Danach werden die Bewegungsgleichungen des Aufbaus nach den Beschleunigungen pg
aufgelost. Zuletzt werden dann im zweiten Subsystemmodul (B) die Beschleunigungen
und verallgemeinerten Zwangskrifte der Subsysteme geméfl Gleichung (2.11) berechnet.
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Abbildung 2.6: Berechnungsablauf der Subsystem Synthesis Method wéhrend eines Inte-
grationsschrittes

Die Beschleunigungen pp und pg. werden dann dem Integrationsalgorithmus weitergege-
ben. Die SSM bietet damit naturgeméfl einen modularen Aufbau des Modells an. Der
grofite Vorteil dieser Methode ist die Parallelisierbarkeit des Berechnungsprozesses, wenn
das untersuchte MKS mehrere voneinander entkoppelte Subsysteme beinhaltet.

2.3.5 Beriicksichtigung der Elastokinematik

Die Beriicksichtigung der Elastokinematik eines Radaufhéngungsmodells ist oftmals mit
Problemen verbunden (hauptséchlich wegen der , Steitheit“ der Bewegungsgleichungen,
siehe z. B. [18]), die eine Echtzeitsimulation verhindern. Deswegen wird bei der Echtzeit-
simulation von Fahrzeugen oft nur die Kinematik der Radaufhéngung betrachtet und auf
die Elastokinematik verzichtet. Infolgedessen sind auch die Literaturquellen zur Abbil-
dung der Elastokinematik in Echtzeitmodellen eher selten.

Die Ersatzmodelle zur Modellierung der Elastokinematik kann man auf mehrere Grup-
pen verteilen. Ein erster Modellierungsansatz entspricht im Grunde der Nachbildung der
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Kinematik. Die Lenker der Radaufhdngung werden dabei als masselose Kraftelemente
mit sehr hoher Steifigkeit und Dampfung simuliert [49, 60]. Weil nur die Nachgiebigkeit
der Lenker betrachtet wird, weist die Radtrdgerbewegung nur sehr geringe Abweichun-
gen von der reinen, starren, in den vorangehenden Abschnitten beschriebenen Kinematik
auf. Dem Vorteil der einfachen Modellierung steht der Nachteil gegeniiber, dass man zur
Simulation spezielle Integrationsverfahren verwenden muss, die zur Behandlung steifer
Differentialgleichungen geeignet sind, siehe z. B. [3, 18]. Diese Steifheit der Bewegungs-
gleichungen lésst sich hier physikalisch durch die hohen Eigenfrequenzen des Systems
begriinden. Auflerdem ist eine komplizierte und unter Umstdnden problematische Ab-
stimmung von Steifigkeiten und Dampfungen der Kraftelemente notwendig [58].

Um das elastokinematische Verhalten realitdtsnaher abzubilden, muss man die elasti-
schen Lager zwischen dem Fahrzeugaufbau und der Radauthdngung beriicksichtigen. Da
dadurch jedoch sehr umfangreiche Modelle entstehen, die fiir die Echtzeitsimulation nicht
mehr verwendbar sind, werden nur diejenigen Richtungen der Elastizitét beriicksichtigt,
die die Elastokinematik am Meisten beeinflussen [49].

In [32] wird die Elastokinematik der Radaufhéngung vereinfacht als eine zusétzliche
Veranderung der aktuellen, aus der Kinematikberechnung bekannten Lage dargestellt, die
linear von den wirkenden Kréften abhéngt. Um bei der Echtzeitsimulation die Modelle
moglichst einfach zu halten, wird allerdings nur die Spurwinkeldnderung betrachtet, die
Verinderung anderer Koordinaten wird dagegen vernachlissigt, siehe hierzu auch [1, 64].

In der vorliegenden Arbeit wird die Nachbildung der Elastokinematik in Abschnitt 4.8
behandelt.

2.4 Verwendete Simulationsumgebung

Wie bereits erwahnt, wird fiir die Implementierung der Methoden und fiir die Simula-
tionen das Programmpaket SIMPACK [51] verwendet. SIMPACK wurde im Deutschen
Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt urspriinglich fiir die Simulation von Robotern und
Fahrzeugen entwickelt. Durch stédndige Weiterentwicklungen [36, 37, 39, 41] ist es zum
heutigen multidisziplindren Software-Werkzeug geworden, das zur Simulation umfassen-
der mechatronischer Fahrzeugsysteme eingesetzt wird.

Die Basis von SIMPACK bilden die Bewegungsgleichungen von Mehrkorpersystemen,
die auf einer Beschreibung mittels relativer Koordinaten aufbauen [51]. Der effiziente
O(N)-Formalismus [10, 50] liefert fiir baumstrukturierte MKS die Bewegungsgleichungen
in der Zustandsform (2.2), was dazu beitrigt, dass der Rechenaufwand zur Auswertung
der Gleichungen nur linear mit der Anzahl der Korper ansteigt. Fiir MKS mit kinema-
tisch geschlossenen Schleifen wird zusétzlich noch die kleinstméogliche Anzahl an Zwangs-
bedingungen von ,schleifenschlieBenden® Gelenken beriicksichtigt, es ergeben sich dann
die Bewegungsgleichungen in der Deskriptorform (2.4), die im Vergleich zur Zustands-
form (2.2) in der Regel nicht mehr so effektiv integriert werden kénnen. Aufler starren
Korper bietet SIMPACK die Moglichkeit zur Einbeziehung elastischer Koérper. Die Be-
wegungsgleichungen werden in einer numerischen oder wahlweise in einer symbolischen
Form generiert.

Die grobe Struktur von SIMPACK ist in Abbildung 2.7 aufgezeigt. Dem Benutzer
steht zur Modellierung eine Bibliothek von unterschiedlichsten Elementen wie z. B. Ge-
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Abbildung 2.7: Struktur von SIMPACK

lenken, Kraftelementen oder Zeitanregungen zur Verfiigung, die die Erstellung des Modells
erheblich erleichtert. Dies schlieit die vorgefertigte Beschreibung vieler Gelenktypen, von
Getrieben, Kraftgesetzen hydraulischer Elemente, Reifenmodellen usw. ein. Auflerdem
kann man die Bibliothek leicht um frei programmierbare User-Routinen fiir benutzer-
spezifische Elemente erweitern. Da SIMPACK ein ,offenes“ Programm ist, kann man
zur Losung unterschiedlicher multidisziplindrer Aufgaben die mannigfaltig vorhandenen
Schnittstellen zu anderen Simulationsprogrammen nutzen.

Zur Systemsynthese und -analyse bietet SIMPACK eine umfangreiche Palette von Ver-
fahren an. Mit der statischen Analyse kann man z. B. die Lagegréfien oder nominellen
Parameter der Kraftelemente fiir die Gleichgewichtslage bestimmen. Die kinematische
Analyse beinhaltet den Systemzusammenbau oder die Berechnung konsistenter Anfangs-
werte fiir MKS mit geschlossenen Schleifen. Zur Loésung der Bewegungsgleichungen im
Zeitbereich wird die dynamische Analyse durchgefiihrt, die sich wie die meisten ande-
ren Analyseverfahren um eine Parametervariation oder Optimierungsaufgaben erweitern
ldasst. Die FFT-Analyse der Simulationsergebnisse als Beispiel einer nachgeordneten Be-
arbeitung der Simulationsergebnisse ergénzt die dynamische Analyse. Die Methoden der
linearen Systemanalyse stehen dem Anwender ebenfalls zur Auswahl.
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Kapitel 3

Ziele der Arbeit

Echtzeitfahige Mehrkorpermodelle von Fahrzeugen werden im grolen Mafle durch spezi-
ell fiir diese Zwecke entwickelte Programme erzeugt. Da jedoch diese Programme meist
eine vorgegebene Struktur des Fahrzeugmodells voraussetzen (generisches Fahrzeugmo-
dell), ist damit eine detaillierte Modellierung des Fahrzeugs auf Grund der darin fest
implementierten Bewegungsgleichungen nicht moglich. Um die Grenzen solcher Program-
me zu iiberwinden, bieten multidisziplindre Mehrkoérperprogramme, mit denen die unter-
schiedlichsten Simulationsaufgaben gelést werden konnen, einen Ausweg. Die mit diesen
Programmen erstellten Fahrzeugmodelle sind aber unter Umsténden fiir die Echtzeitsimu-
lation unbrauchbar, u. a. auch weil sie die Bewegungsgleichungen nicht in einer geeigneten
Form bereitstellen. Eine Modifizierung des Modells ist daher notwendig. Von besonderer
Bedeutung ist dabei die Darstellung der Bewegungsgleichungen in Form von gew6hnlichen
Differentialgleichungen, die man mit nichtiterativen numerischen Integrationsverfahren ef-
fektiv 16sen kann.

Die von einem Mehrkorperprogramm erstellten Bewegungsgleichungen formen im All-
gemeinen nur dann ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen, wenn das untersuchte
Mehrkorpersystem eine Ketten- oder Baumstruktur aufweist, d. h. die Kérper werden zu-
einander so verbunden, dass es nur einen eindeutiger Weg vom Inertialsystem zu jedem
der Korper gibt. Wenn jedoch im Mehrkorpersystem kinematisch geschlossene Schleifen
auftreten, formen die Bewegungsgleichungen ein differentiell-algebraisches Gleichungssys-
tem, zu dessen Losung iterative Integrationsverfahren eingesetzt werden. Da sich dabei
jedoch die Anzahl der benétigten Auswertungen der Bewegungsgleichungen nicht vorab
abschétzen lésst, sind diese Integrationsverfahren bzw. Bewegungsgleichungen in Form
von differentiell-algebraischen Gleichungen nicht geeignet.

In Fahrzeugmodellen treten kinematisch geschlossene Schleifen vor allem in Rad-
aufhdngungen auf. Um dadurch hervorgerufene algebraische Gleichungen aus den Be-
wegungsgleichungen zu eliminieren, wird fiir Echtzeitsimulation insbesondere die Metho-
de der Polynominterpolation der Radaufhidngungskinematik verwendet. Wéihrend der
Simulation werden hierbei in tabellierter Form abgelegte Daten ausgewertet. Diese Da-
ten charakterisieren die kinematische Ubertragungsfunktion der Radaufhingung mittels
Kennfeldern. Die benétigten Daten werden in einem pre-processing Schritt erstellt. Bei
dieser Methode konnen jedoch einerseits auf Grund der Interpolation der Daten Un-
genauigkeiten auftreten, andererseits muss man die Daten nach jeder Parameter- oder
Strukturdnderung neu erstellen.
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Eine Alternative fiir die Echtzeitsimulation der Fahrzeuge ist die Subsystem Synthesis
Method. Hierbei werden die Radaufhingungen als voneinander unabhéngige Subsys-
teme betrachtet und simuliert. Diese Methode erfordert jedoch einen speziellen MKS-
Formalismus, so dass sie sich nicht in einem vorhandenen multidisziplindren Mehrkorper-
programm anwenden l&sst.

Eine analytische Losung der algebraischen Gleichungen ist fiir Echtzeitsimulation eben-
falls anwendbar, sie ist jedoch nur fiir bestimmte Radaufhdngungstypen verfiighar. Au-
Berdem muss man die analytischen Gleichungen fiir jeden Radaufhdngungstyp erzeugen,
wodurch der Wartungsaufwand und die Fehleranfilligkeit unangemessen hoch sind.

Hinsichtlich dieser Problemstellung werden fiir die vorliegende Arbeit folgende Ziele
gesetzt:

1. Zusammenfassung der existierenden Methoden, die zur Abbildung der Kinematik
von herkémmlichen Radauthédngungen in einem multidisziplindren Mehrkorperpro-
gramm verwendet werden kénnen und die von der Radaufthéngungsstruktur un-
abhéngig sind: Polynominterpolation und implizite Kinematik.

2. Weiterentwicklung der existierenden Methoden zur Reduktion der Radaufthéngungs-
modelle hinsichtlich deren Kinematik.

3. Zusammenfassung und Weiterentwicklung der Methoden zur Reduktion der Rad-
aufhdngungsmodelle hinsichtlich der Elastokinematik.

4. Implementierung der vorgeschlagenen Ansétze in einem multidisziplindren Simula-
tionsprogramm, um moglichst objektive Ergebnisse fiir den Vergleich den Methoden
zu bekommen.

5. Verifikation der neu entwickelten Methoden unter Verwendung der Simulations-
beispiele Raumlenker- und Federbein-Radaufhdngung sowohl an einem virtuellen
Priifstand als auch in einem Gesamtfahrzeugmodell.



Kapitel 4

Losungsansatze und Methoden

In diesem Kapitel werden die Methoden zur Reduktion der Radauthdngungsmodelle in
einer gemeinsamen, auf der rekursiven Kinematik basierenden Form dargestellt. Diese
soll es ermdoglichen, die unterschiedlichen Methoden einheitlich zu betrachten um dann
den anschliefenden Vergleich auf einer gemeinsamen Basis durchfiithren zu konnen. Die
Modellierung der Radaufhéngungen ist dabei von besonderer Bedeutung, da hier sehr
h&ufig kinematisch geschlossene Schleifen zu beriicksichtigen sind. Die damit verbundenen
kinematischen Zwangsbedingungen, die im Allgemeinen als stark nichtlineare algebraische
Gleichungen definiert werden, fithren dann zusammen mit den Bewegungsgleichungen zu
einem differentiell-algebraischen Gleichungssystem.

Ausgehend von der rekursiven Kinematik (Abschnitt 4.2) und den daraus resultieren-
den Bewegungsgleichungen (Abschnitt 4.3) werden auf ein detailliertes Radaufhdngungs-
modell unterschiedliche Methoden zur Modellreduktion angewandt. Ziel der Reduktion
ist dabei, dass man Bewegungsgleichungen in Form differentiell-algebraischer Gleichun-
gen vermeidet. Neben der Abbildung der Kinematik der Radaufhéngung wird im Ab-
schnitt 4.8 der Ansatz der zentralisierten Elastizitét zur Beriicksichtigung der Elastoki-
nematik erlautert.

4.1 Kinematik der Verbindungen

Die Verbindung zweier benachbarter Kérper wird in der Praxis auf verschiedene Weisen
realisiert. Eine der Moglichkeiten ist eine Verbindung, die die Bewegungsfreiheit der
Korper zueinander einschrankt, im Weiteren als Gelenk bezeichnet (im Gegensatz zu
z. B. Kraftelementen, die zwar die Bewegung beeinflussen, diese aber nicht unmittelbar
einschrianken). Die mathematische Beschreibung der Gelenke ist sowohl implizit als auch
explizit moglich. Die Kinematikbeziechungen eines Gelenks werden zunéchst auf dessen
zwei Verbindungspunkte K; und L; angewandt, die sich je auf einem der zu verbindenden
Korper befinden, siehe Abbildung 4.1. Dabei wird in jedem der Verbindungspunkte ein
korperfestes, kartesisches Koordinatensystem definiert.

Beschrénkt zundchst auf skleronome Gelenke (d. h. die Beschreibung ist zeitinvariant)
verwendet man zur Bestimmung der Gelenkkinematik im ersten Fall Bindungsgleichungen
in impliziter Form (implizite Zwangsbedingungen, vgl. (2.8)),

¢(Pk,L;) = 0. (4.1)
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Inertialsystem

Abbildung 4.1: Rekursive Kinematik des Korpers j

Der Vektor py 1, fasst die sechs relativen Koordinaten (drei Langen- und drei Drehkoor-
dinaten) des Gelenks zusammen, die zur Beschreibung der sechs Freiheitsgrade der zuein-
ander freibeweglichen Korper erforderlich sind. Da in (4.1) nur die Lagekoordinaten p KL
auftreten, handelt es sich um holonome Zwangsbedingungen. Die in der technischen Pra-
xis eher selten auftretenden nichtholonomen Bindungen sind fiir die vorliegende Arbeit
nicht von Bedeutung und werden daher nicht betrachtet.

Definiert man auf jedem der Korper ¢ ein korperfestes kartesisches Koordinatensystem
(Bezugsystem) mit dem Ursprung im Massenmittelpunkt S;, dann lassen sich die Lage und
die Orientierung dieses Bezugsystems in einem raumfesten Koordinatensystem (Inertial-
system) eindeutig durch einen Lagevektor p, bestimmen. Fasst man die Lagevektoren p,

aller ny, Korper i zusammen, kann man fiir das gesamte MKS mit p” = [p{ pj ... p} ]
statt (4.1)
¢(p)=0 (4.2)

schreiben. Neben den impliziten Lagebedingungen (4.2) sind auch die impliziten Zwangs-
bedingungen auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene von Bedeutung, die man
durch zeitliche Ableitung von (4.2) erhilt:

- d op . .
b= 176 = b = Bib =0, (13

¢ = E¢ =®,p+®,p=0. (4.4)
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Dabei tritt die Verteilungsmatrix ®,, (siehe Gleichung (2.9)) auf.

Die zweite, explizite Darstellung der Gelenkkinematik macht sich die freien Richtungen
des Gelenks zu Nutze, in denen eine relative Bewegung der benachbarten Kérper moglich
ist. Den freien translatorischen und rotatorischen Richtungen werden die voneinander
unabhéngigen GelenkzustandsgroBen gq; des Gelenks j zugeordnet. Die Gelenkkinema-
tik wird dann durch diese Zustandsgrofien beschrieben. Fiir den Ortsvektor der zwei
Verbindungspunkte K, L; in Abbildung 4.1 gilt

rgj (qj7t) = rKij (qyt) (45&)

und fiir die Drehmatrix, die die relative Orientierung vom Koordinatensystem im Punkt L;
gegeniiber dem Koordinatensystem im Punkt K; abbildet, gilt

Agj (q]7t> = AKij (qj7t) (45b)

Im Gegensatz zu den impliziten Zwangsbedingungen (4.2) bis (4.4) werden (4.5a) und (4.5b)
zeitvariant betrachtet. Dies ist fiir diese Arbeit bedeutsam, weil die verwendeten Redukti-
onsmethoden auf der Gelenkkinematik in expliziter Form beruhen. Von der Zeit abhéngige
Gelenke nennt man rheonom.

Die relative Geschwindigkeit und Beschleunigung des Gelenks j ergeben sich durch
zeitliche Ableitung, siehe z. B. [11, 56]:

] ) or,. or,. ) _
'vgj(qja qjat> =Ty = ﬁq] + atg] = JTj(qj)qj + Uy, (qj,t), (45(3)
J
. . ory, .. Ovy, .  Ovg, . .
ag,(a;:4;,4;:t) = by, = aquz q; + aqg? a4+ = Jri(9,)8; + @y, (a;, 4, t).
J J

(4.5d)

Die Jacobimatrix der Translation Jr; ergibt sich als partielle Ableitung des Ortsvektors
nach dem Zustandsvektor des Gelenks, Jr; = Org;p, /8qu, zusétzlich treten noch der
lokale Geschwindigkeitsvektor v, und der lokale Beschleunigungsvektor @, auf. Fiir die
relative Winkelgeschwindigkeit und -beschleunigung gilt entsprechend (4.5¢) und (4.5d):

ng (qj7 f]j»t) = ijLj = JRj(qj)Qj + ng (qjat)v (456)
Ay, (qgwqg',q]'»t) = ng = JRj(qg')qg' + oy, (qj7Qj7t)' (4.5f)

Die Jacobimatrix der Rotation J p; ldsst sich formal &hnlich wie Jr; iiber die infinitesi-
malen Drehungen berechnen. Ein anschaulicherer und in der Praxis héufiger verwendeter
Weg ist aber ihre Ableitung iiber die Elementardrehungen fiir eine ausgewéhlte Drehrei-
henfolge (z. B. Kardan- oder Eulerwinkel, siehe dazu auch [56, 63]). Daneben sind @,
der lokale Drehgeschwindigkeitsvektor und @, der lokale Drehbeschleunigungsvektor.

4.2 Rekursive Kinematik des Mehrkorpersystems

Fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen wird in dieser Arbeit eine rekursive Vor-
gehensweise verwendet. Die rekursive Kinematik des starren Koérpers sei hier nur kurz
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zusammengefasst, eine ausfiihrliche Beschreibung ist z. B. in [5] und [6] zu finden, wei-
tere Literaturquellen zu diesem Thema sind z. B. [10, 51]. Der Einfachheit halber sei
im Weiteren vorausgesetzt, dass das MKS aus lediglich einziger Kette mit n; Kérpern
besteht.

Die Bewegung des starren Kérpers wird durch die absoluten Koordinaten des Inerti-
alsystems beschrieben. Wenn man die Baumstruktur des Systems (Topologie) ausnutzt,
kann man die Bewegung des Korpers j iiber die Bewegung des Korpers ¢ und die Relativ-
bewegung des Korpers j beziiglich Korper ¢ bestimmen, sieche Abbildung 4.1. Der Korper ¢
ist Bezugskorper des Korpers j (j =i + 1), wobei die Korper, die eine kinematische Kette
bilden, vom Inertialsystem aus nummeriert werden.

Die Lage des starren Korpers j im Raum wird durch sein Bezugsystem mit dem
Ursprung im Massenmittelpunkt S; eindeutig beschrieben, Abbildung 4.1. Dieses Bezug-
system wird im Inertialsystem durch den Ortsvektor rg,, die Geschwindigkeit vg;, die
Beschleunigung ag;, die Drehmatrix Ag;, die Drehgeschwindigkeit wg;, und die Drehbe-
schleunigung aig; festgelegt, wobei der entsprechende erste Index I im Falle eines Vektors
oder einer Drehmatrix beziiglich des Inertialsystems weggelassen ist (also z. B. ws, = wig;).
Unter Verwendung der Relativkinematik (e; — e;) ergibt sich fiir diese GréBen:

rs, =Ts, +Tss;, (4.6a)
Vs; = Vs, + Ws,Ts,s; + Si?Lsisj, (4.6b)
as, = as, + Qg5,Ts;5;, + Ws,Ws,T's;5; + QGJSZ-S};“Sisj + Si;‘sisj, (4.6¢)
Ag = Ag Ags, (4.6d)
wg, = Ws, + Wg,s; (4.6e)
as;, = g, + ws,ws;s; + SaJsisj- (4.6£)

Dabei bedeutet (S:I; ) die zeitliche Ableitung des Vektors @ im Koordinatensystem S;. Der
Operator (~) stellt die schiefsymmetrische Matrix des entsprechenden Vektors dar,

Wy 0 —W, Wy
w=| wy — W= W, 0 —wg
W, —Wy Wy 0

Die Relativbewegung 5;S5; entwickelt man dabei {iber die Gelenkkinematik nach der
Regel

SZ'S]' — SZKJ + Kij —|— Lij,

wobei K; den gelenkéufleren und L; den gelenkinneren Verbindungspunkt des Gelenks j
darstellt. Im Anhang A wird die Relativkinematik ausfiihrlicher dargestellt, an dieser
Stelle seien nur die resultierenden Gleichungen (A.3) fiir die korperfesten Verbindungs-
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punkte K; und L; im Inertialsystem angegeben:

rs,s; = Tsk; T Tr;L; T TLs; = As (s, Tsik; + Ask, Ty, T 5,TLs;) =
= Agi Si’l”sisj, (47&)

S . ~
T'sis; = ASi 87885 = ASi(ASinvgj + ASinng SirLij)7 (47b)
See

7

Ts,s; = As, 5,755, =

- ASi(ASin ag; + ASindgj SiTLs; + ASina)g.f (ASindjgj SirLij))’ (4.7¢)
ASiSj = ASinAngLij, (47d)
ws,s; = As; As Wy, (4.7e)
Sy .
Ws,s; = ASZ' S;Ws;s; = ASZ'ASinagj' (47f)

Der Vektor g,7rr.s, ist der im System L; konstante Ortsvektor p rp s, der nach der
Transformation 71,5, = Ags,kx; Ay, £,7L;s; im System S; gegeben wird (fiir A,; gilt Glei-
chung (4.5b)).

Jeder Korper j verfiigt tiber nur einen gelenkinneren Verbindungspunkt L;, kann
aber beliebig viele gelenkéuBlere Verbindungspunkte K;;; haben. Jede zum gelenkinneren
Punkt L; gehérende Verbindung wird durch die Gleichungen (4.5) gegeben und ezplizites
Gelenk des Kdrpers j genannt. Die zugehorigen verallgemeinerten Gelenkkoordinaten

q; = [Qj,l qj2 --- Qj,nfj]T

)l

mit denen man die Kinematik des expliziten Gelenks j beschreibt, représentieren die ny;
Freiheitsgrade des Gelenks.

Setzt man die gelenkspezifische Kinematik (4.5) in die Relativkinematik (4.7) und das
Ergebnis in die Gleichungen (4.6) ein, ergibt sich eine rekursive Vorschrift zur Berechnung
der absoluten Beschleunigungen aller Korper j einer kinematischen Kette eines MKS:

a;=Cja;+ J;4;,+a; mit a] = [agj agj], (4.8)

siehe [51]. Die absolute Lage r; und Geschwindigkeit v, ergeben sich in entsprechender
Weise.

Durch sukzessives Einsetzen der Beschleunigungen a;, : =0,...,n,—1, j = 1+ 1,
in (4.8) ergibt sich fiir einzelne Beschleunigungen a; = J,;§ + @; bzw. zusammengefasst
fiir alle Bezugsysteme (5 = 1,...,ng)

a=Jqg+a. (4.9)

Dabei steht J fiir Gesamtjacobimatrix (auch globale Jacobimatrix nach [11]) und @ fiir
Gesamtvektor der lokalen Beschleunigungen. In dem Zustandsvektor g werden die n,
Zustandskoordinaten aller n, expliziten Gelenke j des Mehrkorpersystems, j = 1,...,ng,
ng = Ny, zusammengefasst,

a=1lal @ - @) =ln1 Q2 Qg ©1 B2 - Gugng,,) =0 @ )"
Durch (4.9) wird die Abhéngigkeit der Beschleunigungen a von ¢ deutlich, die eine Pro-
jektion aus dem Raum der Lagekoordinaten in den Zustandsraum darstellt. Diese Pro-
jektion ermoglicht eine Reduktion der Bewegungsgleichungen, was im néchsten Abschnitt
verdeutlicht werden wird.
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4.3 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen stellen die mathematische Beschreibung eines mechanischen
Systems dar, auf die die unterschiedlichsten mathematischen Verfahren zur Systemana-
lyse angewendet werden kénnen. Eine entsprechende Ubersicht ist fiir den Bereich der
Fahrzeugsysteme z. B. in [35] gegeben. Die fiir diese Arbeit mafigebliche Form der Be-
wegungsgleichungen geht von den Newton-Eulerschen Gleichungen aus, die zunéchst fiir
jeden einzelnen Korper j, j = 1,...,ny, aufgestellt werden (Impuls- und Drallsatz),

mja’SJ = fj?

Ijasj +ijijSj = lj.

Dabei ist m; die Masse des Korpers j und I; ist sein Trégheitstensor. Die Newton-
Eulerschen Gleichungen werden beziiglich des Massenmittelpunktes S; des Korpers j an-
geschrieben, ag; steht fiir die Beschleunigung dieses Punktes. ag, ist die Drehbeschleu-
nigung und wg,; die Drehgeschwindigkeit des Korpers j. Alle auf Korper j wirkenden
Krifte f; und Momente I; beziehen sich zum Massenmittelpunkt Sj.

Die Newton-Eulerschen Gleichungen des gesamten Mehrkorpersystems lassen sich zu

Ma+h"=h" (4.10)
zusammenfassen. Dabei ist M die blockdiagonale Massenmatrix,
M = diag{myE myE ... m, E I, ... I,},

in dem Vektor a werden die translatorischen und rotatorischen Beschleunigungen zusam-
mengefasst:

— (a7 T T T T T T
a=lag ag ... a5 ag ag ... ag ]

Der Vektor h° beinhaltet die Kreiselterme,

5 C

h I[O (G)SIIlel)T ((:)521-2(.052)T ("bsnkInkank

und in dem Vektor A" treten alle auf jeden einzelnen Kérper wirkenden Kriifte und
Momente auf:

R =n"+h =[f 7 ... 0 ... 0"
(beinhaltet sowohl die eingepriigten Krifte h” als auch die Reaktionskrifte h').

Die Reaktionskrifte ' entstehen auf Grund der mechanischen Bindungen einzelner
Korper und miissen deshalb sowohl betrags- als auch richtungsméfig die Bewegung der
Korper in gesperrte Richtungen verhindern. Der Zusammenhang der Reaktionskréfte
mit den gesperrten Richtungen ldsst sich mit A = ®X ausdriicken. Dabei bestimmt

die Verteilungsmatrix @ (siehe z. B. Gleichung (4.3)) die Beitréige der verallgemeinerten
Reaktionskrifte X in die Koordinaten der Reaktionskrifte k' .
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Die Bewegungsgleichungen (4.10), ergénzt um die Zwangsbedingungen (4.2), stellen
ein System von 6n; + n, differentiell-algebraischen Gleichungen fiir 6n; + n, Unbekann-
ten @ und A dar,

Ma=h"—h"+ &7\, (4.11a)
0 = ¢(p), (4.11b)

das einerseits mit den Mitteln der numerischen Mathematik direkt gelést werden kann.
Dabei garantiert die Verteilungsmatrix ® gemeinsam mit den verallgemeinerten Reakti-
onskriften A die Erfiillung des durch (4.2) beschriebenen kinematischen Zwangs. Um die
Anzahl der zu l6senden Gleichungen zu reduzieren, kann man andererseits aber vorher
noch die Topologie des Systems ausnutzen.

Topologisch gesehen entstehen durch die Bindungen im Mehrkorpersystem entweder
kinematische Ketten oder, wenn die Kette am gleichen Korper anfingt und endet, ki-
nematische Schleifen. Unter Ausnutzung dieser Tatsache lésst sich die Kinematik aller
Korper einer Kette wie in Abschnitt 4.2 beschrieben rekursiv iiber die Relativkinematik
der Gelenke bestimmen. Die Gelenke werden dabei in explizite Gelenke (diese bilden die
Kette aus) und in schleifenschlieBende Gelenke aufgeteilt (diese schlieen die Kette zur ki-
nematischen Schleife und werden tiber die impliziten Bindungsgleichungen (4.2) bis (4.4)
beschrieben). Dementsprechend werden auch die (globalen) Reaktionskrifte b’ aufgeteilt,

R =h,+h,=®I\, + B!\,

wobei sich der Index ,,0* auf die Reaktionskréfte der expliziten Gelenke bezieht, der Index
,¢ hingegen auf diejenigen der schleifenschlielende.
Setzt man die Projektion (4.9) in (4.11a) ein,

M(Jg+a)=h"—h"+®Ix, + ®7 N, (4.12)

und multipliziert von Links mit der globalen Jacobimatrix J* (aus Gleichung (4.9)),
bekommt man die reduzierten Bewegungsgleichungen:

Mg=h—h+®[X, (4.13)
mit
M=J"MJ, h°=J"R", h=J"(A"+Ma) ud @ =J"®!

Dabei nutzt man die globale Orthogonalitit der freien und gesperrten Richtungen der
expliziten Gelenke aus,

®,J =0 bzw. J'®' =0, (4.14)

wodurch die Reaktionskréfte der expliziten Gelenke aus (4.12) entfallen, siehe dazu z. B.
auch [11]. Damit auch die Reaktionskréfte der impliziten Gelenke verschwinden, muss man
auf (4.13) die Orthogonalitéatsbeziehung in Koordinaten der impliziten Gelenke anwenden,
siche Abschnitt 4.5.
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Bei baumstrukturierten Mehrkorpersystemen ohne kinematische Schleifen fallt der
letzte Term aus (4.13) weg und es verbleiben nur ny Bewegungsgleichungen in ny Minimal-
koordinaten, wobei ny der Anzahl der Systemfreiheitsgrade entspricht. Bei Mehrkorper-
systemen mit kinematischen Schleifen miissen dagegen die n, Gleichungen (4.13) um die
ng — ny Zwangsbedingungen der schleifenschlieenden Gelenke (vgl. Gleichung (4.11b)),

¢(q) =0, (4.15)

erginzt werden. Die Verteilungsmatrix ®, in (4.13) kann man dabei direkt mittels
D, = J¢p/0g" ableiten.

Die Bewegungsgleichungen (4.13) zusammen mit den Zwangsbedingungen (4.15) stel-
len ein System differentiell-algebraischer Gleichungen vom Index 3 dar, [18]:

Mg=h—h"+®]X, (4.16a)
0= o(q), (4.16b)

Eine solche Index 3 Formulierung fiihrt jedoch zu numerischer Instabilitat bei der Losung.
Abhilfe schafft die Transformation auf analytisch dquivalente Systeme von niedrigerem
Index, die zur numerischen Lésung besser geeignet sind. Der Index lésst sich u. a. dadurch
reduzieren, dass man anstatt (4.15) die zeitlichen Ableitungen

p=o,4=0 (4.17)
bzw.
¢ =D, +D,q=0 (4.18)

dieser Zwangsbedingungen verwendet. Beim Ansetzen der Zwangsbedingungen auf Be-
schleunigungsebene (4.18) lauten die Bewegungsgleichungen in Matrizenform beispiels-

weise:
M T q h® — h¢
NI (19
wobei ¢ = —¢>qq gilt.

Die Anzahl der ny Freiheitsgrade eines Mehrkorpersystems mit kinematischen Schlei-
fen ist kleiner als die Anzahl der Freiheitsgrade aller expliziten Gelenke, n, = Z?il Ngj.
Die Koordinaten g sind folglich nicht unabhéngig, der Zustand des Systems wird eindeu-
tig bereits durch n; Zustandskoordinaten definiert, die man z. B. durch Auswahl von n;
unabhéngigen Koordinaten z,,, ¢ = 1,...,n; (zusammengefasst im Vektor z,) aus dem
Vektor g bekommt. Die restlichen Koordinaten z,;, i = 1,...,n, (zusammengefasst im
Vektor z,) sowie die Ableitungen 2,, Z, hédngen von z,, 2, und 2, ab. Zur Beschreibung
dieser Abhéngigkeiten konnen die Bedingungen (4.15) und ihre Ableitungen (vgl. (4.17)
und (4.18)) herangezogen werden.

4.4 Mehrkorpermodell einer Radaufhingung

4.4.1 Struktur und Kinematik einer Radaufhingung

Als Referenzmodell zur Demonstration der Reduktionstechniken wird ein detailliertes
MKS-Modell einer Radaufthdngung eingefiihrt. Dabei wird nur die Kinematik der Rad-
aufhdngung betrachtet, d. h. alle Gelenke sind ideal reibungs- und masselos. Die in den
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realen Radaufhdngungen verwendeten elastischen Lagerelemente werden zunéchst nicht
betrachtet.

Eine Radaufhdngung besteht aus Radtrager, Rad und Lenkern (siche Abbildung 2.5
auf Seite 22), wobei letztere die kinematische Fiithrung des Rades tibernehmen. Je nach
Anordnung der Lenker und der verwendeten Gelenktypen entsteht eine breite Palette un-
terschiedlicher Radaufhdngungen mit einem oder zwei Freiheitsgraden, die dem Fahrzeug-
konstrukteur im Hinblick auf unterschiedliche Anforderungen zur Verfiigung stehen [44].

Betrachtet wird das in Abbildung 4.2 (a) dargestellte Modell einer Radaufhdngung,
dessen Topologie in Abbildung 4.2 (b) skizziert ist. Die kinematische Kette wird dann vom
Fahrzeugaufbau (Kérper 1) zum Radtréger (Korper 3) tiber einen der Lenker (Korper 2)
aufgebaut. Im Folgenden sei geméfl Abbildung 4.2 (b) angenommen, dass hierzu der Len-
ker L; verwendet wird. Uber die verbleibenden Lenker (Korper i, i = 4, 5, 6), entstehen
dann die kinematischen Schleifen, die die Beweglichkeit des Radtrégers in dem Mafle ein-
schrénken, dass hinsichtlich der Radaufhdngungskinematik die gewiinschte Bewegungsfrei-
heit des Rades erzielt wird. Die kinematische Ubertragungsfunktion der Aufhingung wird
dann beschrieben durch die Bewegung des mit dem Radtrager fest verbundenen Koordi-
natensystems e,; := (€ny, €y, €rr.) im Radmittelpunkt M relativ zum Referenzsystem
ep = (eps, €py, €p;) im Punkt B auf dem Fahrzeugaufbau. Im Falle der kinematischen
Kette iiber den Lenker 2 gilt fiir deren Relativkinematik vom Aufbausystem ey zum
Koordinatensystem e,, (dargestellt im Koordinatensystem e, siche Abbildung 4.2 (a))

TBM = TBB, + Ty T Towum, (4.20a)
Apm = Agp, Ap,cyAcy i (4.20b)

In rp,c, und Ap, ¢, spiegelt sich die Kinematik der Gelenke in Punkten B; und C; wider,
die GroBen rpp,, App, bzw. ro,nm, Ac,m sind dagegen im aufbau- bzw. radtrégerfesten
System konstant. Fiir die translatorische und rotatorische Geschwindigkeit ergibt sich
damit

TBM = TB,C, +WBC,TCy M,

WBM = WB, ()

fiir die entsprechenden Beschleunigungen folgt

Ty =TB,cy T WBe,TerM + WBey (W, Toy M),

WBM =WB,C; -

Der Einfachheit halber beschriankt man sich bei den weiteren Ausfithrungen zur Ubert-
ragungsfunktion auf den Ortsvektor und die Drehmatrix, die Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen werden entsprechend der in [63] dargelegten Theorie der gleichzeitigen
Bewegungen aufgebaut. Die restlichen Lenker ¢, ¢« = 4, 5, 6 des Gestédnges werden iiber
herkommliche Gelenke an den Radtrager gekoppelt, die schleifenschliefenden Gelenke sind
zwischen diesen Lenkern und dem Aufbau eingebaut, Abbildung 4.2 (b). Die Beriick-
sichtigung der kinematischen Schleifen wird in dem folgenden Beispiel an Hand des in
Abbildung 4.3 dargestellten ebenen Modells einer Doppelquerlenker-Radaufhéngung de-
monstriert.
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b)

Abbildung 4.2: Skizze (a) und Topologie (b) einer typischen Radaufhéngung
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Beispiel 4.1 Das ebene Modell der Doppelquerlenker- Radaufhingung, siehe Abbildung 4.3,
besteht aus den folgenden drei Korpern, die miteinander und mit dem Aufbau tber die vier
Drehgelenke in Punkten By, By, C1, Cy verbunden sind. Der Korper 3 stellt den Radtriger
dar, die Kérper 2 und 4 sind jeweils der untere und obere Lenker. Die Drehgelenke in
Punkten By, Ci, Cy seien explizit definiert, als schleifenschlieffendes, implizit formulier-
tes Gelenk wird also das Drehgelenk in By gewdhlt. In der Ebene hat die Radaufhdingung
ng=3-ng—2 N, =1 Freiheitsgrad, wobei ny, = 3 die Anzahl der Korper (aufler dem
Fahrzeugaufbau) und n,., = 4 die Anzahl der Drehgelenke ist.

Abbildung 4.3: Ebenes Modell der Doppelquerlenker-Radaufthédngung

Die Rotation im Drehgelenk wird mit dem relativen Winkel p;; zwischen dem Kérper i
und dem Korper j definiert. Die Gelenkkoordinaten der drei expliziten Drehgelenke in By,
C1, Cy kann man z. B. wie folgt auf unabhdngige Koordinaten z, und abhdingige Koordi-
naten z, verteilen:

P! P12 Zul
q= 1143 [ = | P23 | = | Ral
d, P34 Za2

Die Dimension von z, ist ny = 1, die ny Koordinaten z, hdngen von den unabhdngigen
Koordinaten z, ab, wobei diese Abhdngigkeit mit den ny Bedingungen gegeben ist, ny = 2,
die den Zwang im schleifenschlieffenden Gelenk in Bs definieren. Die Bedingungen er-
fordern Ubereinstimmung der Punkte By (auf dem Aufbau) und BYy (auf dem Lenker 4)
beziiglich Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung. In Vektordarstellung lauten die La-
gebedingungen:

¢ = 7‘323527"332—7"33520, (421)
womit dann die zwei skalaren Zwangsbedingungen in Richtung y und z definiert sind.

Auf Grund der Zwangsbedingungen (4.21) bzw. (4.15) stellen die Bewegungsglei-
chungen des Gesamtfahrzeugs also ein System differentiell-algebraischer Gleichungen der
Form (4.16) dar. Um diese Gleichungen auf die fiir die Echtzeitsimulation besser geeigne-
ten gewohnlichen Differentialgleichungen (2.1) zu transformieren, kann man verschiedene
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Reduktionstechniken anwenden, siehe z. B. [22, 63, 67]. In den weiteren Abschnitten wer-
den ausgewihlte Reduktionstechniken beschrieben, wobei stets zu beachten ist, dass diese
auf die durch einen rekursiven Formalismus erzeugten Bewegungsgleichungen angewendet
werden kénnen.

4.4.2 Charakteristische Gelenkpaare

Im Hinblick auf eine Vereinfachung der Bewegungsgleichungen einer Radaufhéingung sind
insbesondere zwei Punkte von entscheidender Bedeutung: Erstens werden zur Untersu-
chung der Fahrdynamik die Fahrzeuge unterschiedlichsten Fahrtests unterworfen. Die
resultierenden Testergebnisse beziehen sich in den meisten Féllen auf die Bewegung des
Fahrzeugaufbaus. Die Bewegungen anderer Fahrzeugkomponenten sind hingegen eher sel-
tener von Interesse. Zweitens wird die Masse des Gesamtfahrzeugs hauptséchlich durch
den Aufbau (inklusive Karosserie, Ladung, Motor, Insassen) bestimmt, daneben sind noch
die Massen von Rédern und Radtrégern ebenfalls bedeutend. Die Dynamik der Lenker der
Radauthéngungen tréagt dagegen zur Fahrdynamik nur geringfiigig bei, weil die Massen
der Lenker im Vergleich zu denen der anderen Korper betragsméafig kleiner werden.

Fiir eine vereinfachte Modellierung der Radaufhdngung liegt deshalb die Idee nahe, die
fiir die Dynamikanalyse weniger bedeutenden Lenker zu vernachlissigen. Um jedoch auch
im Falle weitgehender, komplexer Fahrmandver die Reifenkréafte moglichst realitdtstreu
nachzubilden, ist hingegen die Radstellung und damit die kinematische Ubertragungs-
funktion dieser Lenker zu beriicksichtigen. Die kinematische Ubertragungsfunktion jedes
als masselose Koppelstange betrachteten Lenkers wird dabei durch die zwei zugehorigen
Gelenke bestimmt, die man auch als charakteristisches Gelenkpaar (siehe [68]) zusam-
menfasst (z. B. die Gelenke in Punkten By und C; von Abbildung 4.3).

Die Lenker werden also als masselose Koppelelemente betrachtet, die Zustandskoordi-
naten dieser Lenker treten deshalb im Vektor g nicht mehr auf, wodurch sich die Anzahl
der Bewegungsgleichungen des Gesamtsystems reduziert. Das charakteristische Gelenk-
paar des Lenkers L; von Abbildung 4.2 (b) spiegelt sich nun in dem expliziten Gelenk des
Radtragers 3 wider:

TBiC1 = Ty ABlcl = Ag:w

siehe Gleichung (4.20). Die Bewegungsgleichungen miissen dann allerdings noch um die-
jenigen Zwangsbedingungen erweitert werden, die die kinematische Ubertragungsfunktion
der charakteristischen Gelenkpaare restlicher Lenker (Korper i, ¢ = 4, 5, 6) beschrieben.

Bei Radaufhédngungen sind hauptséchlich folgende charakteristischen Gelenkpaare von
Bedeutung, siehe [44]: Kugelgelenk/Kugelgelenk, Drehgelenk /Kugelgelenk und Federbein
(im Falle der McPherson-Radaufthingung). Die Zwangsbedingungen der charakteristi-
schen Gelenkpaare kann man, wie bereits in Abschnitt 4.1 angefiihrt, explizit oder implizit
formulieren. Fiir die genannten Gelenkpaare werden sie im Folgenden hergeleitet (siehe
z. B. auch [62]).

Kugelgelenk /Kugelgelenk (Abbildung 4.4 (a)). Die zwei Kugelgelenke in B; und C;
haben insgesamt sechs Freiheitsgrade. Da jedoch ein Freiheitsgrad der Drehung der Stan-
ge um ihre eigene Achse zugeordnet wird, erlaubt diese Verbindung fiinf freie Bewegungen.
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Bei der impliziten Formulierung besteht die Zwangsbedingung in der konstanten Lénge [;
der Stange,

T 2
¢1 = rBiCiTBz'Ci — lz =0.

Bei der expliziten Formulierung lauten die fiinf Gelenkkoordinaten

g=[Cna A"

Die Winkel ¢ und n bestimmen dabei die Lage der Stange, die Winkel «, # und ~ die
Orientierung vom Koordinatensystem in C; gegeniiber dem Koordinatensystem in B;.
Damit folgt fiir die relative Lage und Orientierung des Gelenkpaares,

l; cosncos
ry=7rpc, = | licosnsin¢ |, A, = Ap,c, = A (a)AY()A*(y),
[;sinn

wobei in diesem Fall «, # und v die Kardanwinkel (siehe [56]) sind.
Drehgelenk/Kugelgelenk (Abbildung 4.4 (b)). Fiir die vier Freiheitsgrade des Ge-

lenkpaares (Drehung um die Drehachse d,,; und drei Drehungen im Kugelgelenk in C})
lauten die zwei impliziten Zwangsbedingungen

T 2
¢ = TB.c,TBC; — [;=0

br = dlrc, — |l P

cos (g = 0.

Die erste Bedingung setzt einen konstanten Abstand [; der Verbindungspunkte B;, C;
voraus, die zweite Bedingung basiert auf der Annahme, dass der Winkel (, zwischen dem
Vektor rp,, und der Drehachse d,,; konstant bleiben muss. Die Drehachse wird durch
die zwei Punkte B; und B,y gegeben, d,o; = Tp;p,,,-

Die Gelenkkoordinaten der expliziten Formulierung sind:

q=[na g

Dabei ist n der Drehwinkel des Armes um die Drehachse d,,; und «, § und v bestimmen
die Orientierung vom Koordinatensystem in C; gegeniiber dem Koordinatensystem in B;.
Fiir die relative Lage und Orientierung gilt

l;sin (ycosn
T, =Tpc, = l; cos (o , A, =Apc, =A% (a)AY(B)A* (7).
[; sin (p sinn

Federbein (Abbildung 4.4 (c)). Diese Verbindung verfiigt tiber vier Freiheitsgrade,
die Bewegungen im Schubgelenk des Dampfers (ein Freiheitsgrad) und im Kugelgelenk
in B; zwischen Federbein und Aufbau (drei Freiheitsgrade) ermoglichen. Die Schubach-
se dg, und der Vektor rp,¢, miissen zueinander parallel ausgerichtet sein. Da die Schu-
bachse mit dem Einheitsvektor ec,, des Koordinatensystems in C; identisch ist, bedingen
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Abbildung 4.4: Charakteristische Gelenkpaare

die zwei impliziten Zwangsbedingungen, dass die Einheitsvektoren ec;, und ec,, senkrecht
zum Ortsvektor rp,¢c, liegen miissen:

P = [ eéixrBiCi ] =0.
eCiyrBiCi
Fiir das explizite Gelenkpaar mit den vier unabhéngigen Koordinaten

q= [lsch a 3 7]T
bekommt man folgende relative Lage und Orientierung:

lsen, sin 3
ry=7rpc, = | —lsensinacosf |, A, = Apg,c, = A"(a)AY(5)A* (7).
lsen cOS accos 3

Die Winkel oo und  bestimmen die Orientierung der Schubachse d,.,, der Winkel ~ ist die
Drehung von Koordinatensystem e, um die Schubachse d, und s (t) der verédnderliche
Abstand der Verbindungspunkte B; und C;.

Beispiel 4.2 Die ebene Doppelquerlenker- Radaufhingung aus Beispiel 4.1 wird dadurch
vereinfacht, dass man jeweils die Lenker 2 bzw. 4 durch eine mittels expliziter bzw. impli-
ziter Zwangsbedingungen ausgedriickte masselose Verbindung mit konstanter Linge (d. h.
Drehgelenk/Drehgelenk) ersetzt. In der Gelenkkinematik vom Radtrager 3

0
rg = | licospn |, Ay = A"(p12+ pa3)
ll sin P12

spiegelt sich das charakteristische Gelenkpaar vom Lenker 2 und die Gelenkkoordinaten
vom Radtrdger 3 lauten damat:

_ | Pz | | Rl
= [ P23 } [ Zal ]
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Fiir das schleifenschliefende Gelenkpaar, das den oberen Lenker j ersetzt, erhdlt man
folgende Zwangsbedingung:

gbl = ?/%232 + Z%QBQ - lg = O (422)
Dabei ist [y bzw. Iy die Linge des unteren bzw. oberen Lenkers.

Durch Vernachlissigung der Gestédngekorper der Radauthéngung werden die Anzahl
der Korper und damit die Anzahl der Koordinaten q und der Bewegungsgleichungen
der Radaufhdngung erheblich reduziert. Die Bewegungsgleichungen des Fahrzeugs stel-
len jedoch weiterhin ein System der in Echtzeit nicht 16sbaren differentiell-algebraischen
Gleichungen (4.16) bzw. (4.19) dar. Diese Reduktion ist jedoch eine Basis, auf der dann
die weiteren Reduktionstechniken aufbauen.

4.5 Makrogelenk

4.5.1 Bewegungsgleichungen in unabhingigen Koordinaten

Die Reduktion der Anzahl der Koordinaten g und der Bewegungsgleichungen von der
Radauthéngung basiert auf der Kenntnis von Systemeigenschaften und -struktur. Die
Massen der Korper, die fiir die Dynamik des Mehrkorpersystems unerheblich sind, werden
vernachlissigt. Nur die kinematische Ubertragungsfunktion dieser Kérper wird mittels
ihrer charakteristischen Gelenkpaare beriicksichtigt.

Unabhéngig von dieser auf das konkrete Mehrkorpersystem bezogenen Reduktion las-
sen sich die verallgemeinerten Kréfte A aus der Bewegungsgleichungen (4.19) durch die
Standard-Reduktionstechniken eliminieren, siehe z. B. [22, 63]. Mit der Einfithrung der
kleinstmoglichen Anzahl an System-Zustandsgroffien und der Projektion der Bewegungs-
gleichungen in den Zustandsraum entstehen neue Bewegungsgleichungen. Die Berech-
nungskomplexitit wird dadurch reduziert, da nur die Minimalzahl der Gleichungen inte-
griert werden muss. Die Anzahl der Zustandskoordinaten z, (auch Minimalkoordinaten
oder unabhéngige Koordinaten genannt) entspricht der Anzahl von Freiheitsgraden n
des Gesamtsystems. Diese oft verwendete Reduktionsmethode wird nun kurz zusammen-
gefasst.

Fir Mehrkorpersysteme mit kinematischen Schleifen ist die Anzahl der Gelenkkoor-
dinaten q grofler als die Anzahl der unabhéngigen Koordinaten z,, die den Zustand des
Systems eindeutig bestimmen. Die n, iiberbestimmten Gelenkkoordinaten g lassen sich
als eine lineare Kombination der Minimalkoordinaten z, auf der Ebene der Geschwindig-
keit darstellen,

qj = TjZul + TjoZuz +  + TingZung,  J = 1,000y,
oder kurz in der Matrizenform:
qg=Rz,. (4.23)

Durch Einsetzen von (4.23) in die Geschwindigkeitsbedingung (4.17) der schleifenschlie-
Benden Gelenke folgt:

®,q=%,Rz,=0 < @®R=R"®]=0. (4.24)
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Die lineare Unabhéngigkeit der Minimalkoordinaten z,, ist notwendige Voraussetzung fiir
die Orthogonalitétsbeziechung ®,R = 0 (vgl. (4.14)). Auf der Ebene der Beschleunigun-
gen resultiert (4.23) in

Nach der Projektion der Bewegungsgleichungen (4.13) in den Zustandsraum (gegeben
durch (4.25)) und der Multiplikation von links mit R” ergibt sich die Minimalzahl der
Bewegungsgleichungen in den Zustandskoordinaten:

R"MRz,+ R"RMRz,= R"h* — R"h°.

Die verallgemeinerten Zwangskrifte A, der schleifenschlieBenden Gelenke entfallen auf
Grund der Orthogonalititsbeziehung (4.24): RT@Z)\C = 0. Kurz zusammengefasst lauten
dann die Gleichungen:

~

Mz,=h"—h', (4.26)
mit
M=R"MR, h°=R'h*, h°=R"(h‘+ MR3,).

Diese Darstellung entspricht der Herleitung der Bewegungsgleichungen (4.13) fiir baum-
strukturierte Mehrkorpersysteme (d. h. ohne den Term ‘bg}\c), wobei hier speziell R = J
gilt. Die Projektion in den Zustandsraum wird fiir gewohnliche Mehrkorpersysteme meis-
tens direkt auf (4.11a) angewendet (mit ® R = 0). Fiir vorliegende Arbeit wird sie jedoch
auf Grund des verwendeten rekursiven Formalismus als zusétzliche, nachgelagerte Projek-
tion auf (4.19) angewendet.

Fiir die Aufstellung der Matrix R ist nun die Wahl der unabhéngigen Koordinaten z,,
mafgeblich. Es gibt verschiedene Methoden um diese Koordinaten zu bestimmen. Fiir
die weiteren Uberlegungen ist insbesondere die Koordinatenzerlegung (engl.: generalized
coordinate partitioning, siche z. B. [67]) von Bedeutung. Bei dieser Methode werden
in den Systemkoordinaten unabhéngige Koordinaten z, und abhéngige Koordinaten z,
unterschieden,

T LTIT,

Zq

q=|[z

Bei einem allgemeinen MKS ist es moglich, die unabhéngigen Koordinaten aus den
Gelenkkoordinaten subjektiv zu wéhlen,

Bg = #,.

Die konstante Matrix B besteht lediglich aus Null- und Eins-Elementen. Sie soll so
gewihlt werden, dass die unabhéngigen Koordinaten die eindeutige Bestimmung der Sys-
tembewegung im méglichst ganzen Bewegungsraum ermoglichen. Bei einem allgemeinen
Mehrkorpersystem kann jedoch dazu kommen, dass die gewéhlten unabhéngigen Koor-
dinaten die eindeutige Lagebestimmung des Mehrkorpersystems nur in einem Teil des
Bewegungsraums erméoglichen. Bewegt sich das Mehrkorpersystem auflerhalb dieses Un-
terraums, ist eine neue Wahl der unabhingigen Koordinaten notwendig. Da jedoch eine



4.5. MAKROGELENK 47

Radaufhéngung ein relativ einfaches System mit niedriger Zahl der Gelenkkoordinaten g
und beschriankter Bewegungsmoglichkeit ist, lassen sich durch subjektive Wahl die geeig-
neten unabhéngigen Koordinaten fiir das ganze Bewegungsraum bestimmen.

Entsprechend der Zerlegung der Koordinaten auf unabhéingige und abhingige wird
auch die Verteilungsmatrix aufgeteilt:

u

g = [®., .] { z } ~ 0. (4.27)

Da ®,, eine reguldre Matrix ist, ergibt sich daraus
2,=—-9'®, 2, (4.28)

bzw. folgende Berechnungsvorschrift fiir die Matrix R:
: &1
g = { Za } - { ‘I’%q’zu }zu = Rz, (4.29)

Die Matrix R héngt von Koordinaten g des Gesamtsystems ab und muss in jedem
Zeitschritt der Integration neu berechnet werden. Dieser Aufwand lésst sich jedoch re-
duzieren, wenn man das nach dem Abschnitt 4.4.2 bereits vereinfachte Radaufhdngungs-
modell mit charakteristischen Gelenkpaaren betrachtet und dadurch die Berechnung der
Matrix R auf dieses Radaufhdngungsmodell beschrankt. Diese Vorgehensweise wird im
folgenden Abschnitt verdeutlicht.

4.5.2 Radaufhingung als Makrogelenk

Bei dem Fahrzeugmodell treten die abhéngigen Koordinaten z, in einem Subsystem (Rad-
aufhéingung) auf. Sie sind abhéngig von den Koordinaten z,,, die nur bei demselben Sub-
system vorkommen. Die Erstellung der Matrix R l&sst sich daher nur auf das Subsystem
begrenzen. Betrachtet man das vereinfachte Radaufhédngungsmodell (Abschnitt 4.4.2),
dann treten die Gelenkkoordinaten q der Radaufhdngung in einem einzigen Gelenk — im
Gelenk des Radtréigers 3 — auf. Die Matrix R ist deswegen von anderen Gelenkkoor-
dinaten des Systems bzw. von anderen Gelenken unabhéngig, was man bereits bei der
Evaluierung der Gelenkkinematik (4.5) vom Radtréger nutzen kann, indem man (4.23)
und (4.25) wie folgt direkt einarbeitet:

Tgs = Tgs(Za3, Zu3), (4.30)
Vg3 = JT3q3 + 65]3 = JT3R3,.ZH3 + 693 = jngug + 593, (431)
Ay, = JT3Q3 + 693 = JT3R32U3 + JT3R32U3 + 693 = jT32u3 + dgg (432)

und entsprechend fiir die Drehbewegung A,,, w,, und o, mit den Gelenkkoordinaten
des Radtriigers 3: q} = [27, zT;]. Die Gelenkkinematik bzw. die Ubertragungsfunktion
kann dabei direkt fiir ein radtrégerfestes Koordinatensystem mit dem Ursprung in einem
beliebigen Punkt R (wie z. B. Radmittelpunkt M oder Massenmittelpunkt Ss) abgeleitet

werden,

Tys = TBR, A93 = AB1R~ (433)
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Da sich die Ubertragungsfunktion des gesamten Subsystems in der Kinematik eines einzi-
gen Gelenks (in diesem Fall im Radtrigergelenk) widerspiegelt, nennt man dieses Gelenk
Makrogelenk.

Fiir die Beschleunigung a4, , oy, vom Radtréger ist auch der Term Rz, von Bedeutung,
der durch die Ableitung der Gleichung (4.27) gewonnen wird,

D, 5, +®,.2,+P, 2, +®,2,=0.
Daraus ergibt sich:

2,= -9 '®, 2, - B (D, 2, + D, %) (4.34)

. &1 C&-lrd 2 . .
q= { Ze } - { P P ] f+ { U@ E 220 | Ry ks,

Die Abhéngigkeiten (4.33) konnen unterschiedlich gestaltet werden, je nach Wahl der
Koordinaten q5. Im Prinzip bieten sich bei dem Radtrédger die relativen Gelenkkoordi-
naten an, die bereits wegen Einfithrung des expliziten Gelenkpaars des ersten Lenkers
auftreten (vgl. Beispiel 4.2). Als Alternative kann man jedoch fiir die Beziehungen (4.33)
auch andere Koordinaten wéhlen, was im Abschnitt 4.6 néher untersucht wird.

Relative Gelenkkoordinaten

Im nach dem Abschnitt 4.4.2 vereinfachten Radaufhingungsmodell wird die Ubertra-
gungsfunktion des Lenkers im expliziten Gelenk des Radtrégers eingeschlossen. Da dies
das einzige explizite Gelenk des Subsystems ist, treten im Koordinatenvektor g4 des Sub-
systems nur die Gelenkkoordinaten des ersten Lenkers und die des Radtragers auf.

Das explizite Gelenk ermoglicht dem Radtréger hochstens fiinf Freiheitsgrade je nach
dem charakteristischen Gelenkpaar des Lenkers L; (Korper 2), n, < 5. Die impliziten
Gelenke (entsprechen den restlichen Lenkern bzw. Korpern i, ¢ = 4, 5, 6, nach Ab-
bildung 4.2 (b)) schranken weiter die Beweglichkeit des Radtrédgers ein, wobei fiir die
Radaufthéngung mit n; Freiheitsgraden die Anzahl der impliziten Zwangsbedingungen
ny =n, —nys ist. Die Matrix R ergibt sich entsprechend der Gleichung (4.29). Die
Matrix ®.,,, die invertiert werden muss (siche auch Gleichung (4.28)), hat hochstens Di-
mension von ny X ny, wobei n, < 4 ist.

Beispiel 4.3 Die schleifenschliefiende Zwangsbedingung der vereinfachten ebenen Doppel-
querlenker- Radaufhingung wurde im Beispiel 4.2 angefiihrt. Dabei gilt fir die raumlichen
Koordinaten des Vektors rc,p, (siehe Abbildung 4.3 auf Seite 41):

LCyBy 0
TeuBy, = | YeuB, | = | l1c0s w12 + 13 cos (12 + 023) — Yn B,
ZC5Bs ll sin P12 + l2 sin (g012 -+ §023) — 2B B>

Wenn man die Vektorkoordinaten in die Zwangsbedingung (4.22) einsetzt, ergeben sich
auf Grund der Aufteilung auf abhdngige und unabhdngige Koordinaten, z,1 = po3 und
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Zu1 = P12, die folgenden Verteilungsmatrizen,

_
82{11

= [2 (L cos p12 + lo cos (12 + 923) — Yp By ) ( — lasin (12 + ¢23)) +

P,

+ 2(Iy sin 1 + losin (@12 + @23) — 28, 8,) (L2 cos (p12 + 9023))] ,

_ O
aZul
= [2(11 cos p12 + Iz cos (12 + @a3) — yBle) ( — [y sin @19 — ly sin (19 + @23))—1-

+ 2([1 sin P12 —+ lg sin (@12 —+ (,023) — 23132) (ll COS Q19 + 12 COS ((,012 + @23))} .

P,

Fiir die Wahl vom Bezugspunkt R = Cy dndert sich die Kinematik des expliziten
Gelenks auf Lageebene nicht, der Ortsvektor vy, und die Drehmatriz A, kénnen jedoch
erst nach der Losung des Lageproblems (®(zq4,z.) = 0 — z,) berechnet werden. Fiir die
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsberechnung miissen dagegen die erweiterten Ma-
trizen Jrs, J g3, Gg3 und &gz (siehe (4.32)) ermittelt werden.

Die Aufstellung der Zwangsbedingungen ¢ lésst sich fiir Radaufhdngungsmodelle in
gewissem Umfang automatisieren. Jede kinematische Schleife wird durch vier Ortsvek-
toren aufgebaut, Abbildung 4.5. Im Falle der relativen Gelenkkoordinaten ergibt jede
Schleife folgende Zwangsbedingungen (angegeben im System Bj):

B¢y T o, — T — T, =0, (4.35a)
Apc,Acic,Ap 5 Aglc. = 0. (4.35b)

Die Grofien Ap, g, und Acio, sind vom Vektor g; des Radtréigers abhéngig. Weil nur
wenige Gelenktypen in der Radaufthdngungskonstruktion verwendet werden, lassen sich
die Kinematikbeziehungen moglicher charakteristischer Gelenkpaare per Hand ableiten
(siche Abschnitt 4.4.2) und in der Form einer Gelenkpaar-Bibliothek verwenden. Durch
Einsetzen der Kenngrofien von verwendeten Gelenkpaaren in (4.35) wird der Prozess der
Aufstellung von Zwangsbedingungen automatisiert.

Neben der Aufstellung der Zwangsbedingungen ist vor allem auch ihre Losung ei-
ne Aufgabe, die geméfl den Anforderungen an eine Echtzeitsimulation bewéltigt werden
muss. Die Zwangsbedingungen stellen iiblicherweise ein System von stark nichtlinearen
Gleichungen dar, fiir die folgende Losungsverfahren zur Verfiigung stehen.

4.5.3 Lo6sung nichtlinearer Zwangsbedingungen

Die Berechnung der Kinematik auf Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene
ist dann moglich, wenn sowohl unabhéngige als auch abhéngige Koordinaten z, und z,
und ihre Ableitungen bekannt sind. Die unabhéngigen Koordinaten z, sind aus der Zeit-
integration bekannt, die abhéngigen z, und ihre Ableitungen miissen aus den impliziten
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Bedingungen
¢ (z,4,2,) =0, (4.36)
P, z,+®,,2,=0, (4.37)
D, 5, +®,.2,+P, 2, +®,2,=0 (4.38)

berechnet werden. Die Gleichungen (4.37) und (4.38) sind linear, (4.36) dagegen nichtline-
ar. Gesucht ist eine Methode, um den Losungsvektor z, dieser ny = n, — ns nichtlinearen
Gleichungen ¢(z,) = 0 moglichst effizient zu bestimmen.

Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems

Wenn die Bewegung des Radtrédgers wéahrend der Simulation lediglich nahe einer Nomi-
nallage erfolgt, konnen die nichtlinearen Zwangsbedingungen (4.36) linearisiert werden.
Bei der Radaufhdngung ist die Nominallage iiblicherweise die Lage, in der das Fahrzeug
im statischen Gleichgewicht ist. Bei der Linearisierung wird die nichtlineare Funktion
¢(z,) = 0 durch eine lineare Abbildung Az,;, + b = 0 ersetzt. Die Losung 2, dieser li-
nearen Abbildung ist dann eine Ndherung von z, in der Umgebung der Nominallage z .
Unter Verwendung einer Taylorentwicklung und der Vernachléssigung von Termen zweiter
und hoherer Ordnung wird das nichtlineare Gleichungssystem entwickelt zu

¢(zaL> Zu) = ¢0 + QZGO(ZGL - zaO) + QzuO(zu - zuO) =0
mit

0 0
¢0 = ¢(Za0, Zuo), (I)zaO = —¢(Za072u0) und ‘I’zuo = —¢(za07zu0>‘

T T
0zl 0zl

Fiir die lineare Abbildung ergibt sich damit

A: @ZQO lll'ld b: q’)o—tI)ZaozaO—l—(I)Zuo(zu—zuo).

Abbildung 4.5: Vektorkette bei der automatischen Aufstellung der Zwangsbedingungen
unter Anwendung von relativen Gelenkkoordinaten
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Die linearisierte Losung z,;, die in unmittelbarer Umgebung der Nominallage die exakte
Losung z, anndhert, wird in der Praxis nach dem Vorschrift

Zar = Zao — R 0Py — @0 ®.002, = k — KAz,

berechnet, mit Az, = z, — Zyo.

Die Nominallage z,o muss konsistent sein, d. h. sie muss die Bedingung ¢ (2,9, 2u0) = 0
erfiillen. Dies ist das einzige nichtlineare Gleichungssystem, das nur einmal am Anfang
der Simulation gelost werden muss. Die Losung der linearisierten Gleichungen ist ein-
fach. Die Rechenzeiten lassen sich gut abschétzen. Doch fiir groflere Bewegungen der
Radauthéngung fiihrt die Linearisierung zu ungenauen Ergebnissen, so dass man auf die
nichtlinearen Zwangsbedingungen zuriickgreifen muss.

Iterative Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

Die impliziten Lagebedingungen sind im Allgemeinen stark nichtlineare algebraische Glei-
chungen. Um dieses nichtlineare Gleichungssystem l6sen zu konnen, d. h. die Nullstel-
len z, der Funktion ¢ zu finden, verwendet man (aufler den trivialen, analytisch lésba-
ren Féllen) die iterativen Verfahren. Diese Iterationsverfahren gehoren zu den Stan-
dardlosungsverfahren der numerischen Mathematik [13, 26]. In der Mehrkorperdyna-
mik werden sie hauptséchlich bei der Berechnung der konsistenten Anfangswerte der Si-
mulation und bei der Berechnung der Gleichgewichtslage des Mehrkorpersystems ange-
setzt [3, 18].

Bei dem Iterationsverfahren wird ein Gleichungssystem F(z,) = z, gesucht, das eine
Folge z,0, 241, - - . bildet, die zur richtigen Losung z, des nichtlinearen Gleichungssystems
¢(z,) = 0 konvergiert. Eine hiufig verwendete Methode ist das Newtonverfahren,

2 =20 — @ (20M) (2. (4.39)
Die Jacobimatrix ®,, wird in der Regel nur ndherungsweise mit einem numerischen Ver-
fahren berechnet. Wegen der Einfithrung von unabhéngigen Koordinaten fiir das Rad-
aufhéingungs-Subsystem liegt jedoch die analytisch dargestellte Jacobimatrix vor (siehe
z. B. (4.27)), was man bei der Iteration nutzen kann.

Einer der Vorteile des Newtonverfahrens gegeniiber anderen Iterationsverfahren ist
schnelle Konvergenz. Diese ist allerdings (allgemein bei den Iterationsverfahren) nur un-
ter bestimmten Voraussetzungen (z. B. ,gute” Startwerte z,9, glatte Funktion ¢, usw.)
gegeben. Da aber bei der Echtzeitsimulation die Zeit fiir einen Integrationsschritt be-
grenzt ist, muss man die maximale Anzahl der Iterationen beschrinken. Das kann dazu
fithren, dass die Genauigkeitsanforderungen der Integration nicht mehr erfiillt werden
konnen und die Ergebnisse der Simulation ungenau werden. Diese Nachteile kénnen mit
dem folgenden Verfahren umgangen werden.

Integration der Zwangsbedingung auf Geschwindigkeitsebene

Um eine fiir die Echtzeitsimulation ungeeignete Iterativlésung zu vermeiden, kénnen die
Lagekoordinaten z, durch die Integration der Zwangsbedingung auf Geschwindigkeitsebe-
ne (4.37) gewonnen werden. Die Anzahl der integrierten Differentialgleichungen wird zwar
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um n,, hoher, die explizit dargestellten Gleichungen
2,=—-®'®, 2, (4.40)

sind jedoch, im Vergleich zu den Bewegungsgleichungen, von so einfacher Gestalt, dass der
zusétzliche Aufwand unerheblich ist. Der Zustandsvektor des Gesamtsystems erweitert
sich demgeméfl um die Koordinaten z,.

Wegen des Rundungsfehlers der numerischen Integration von (4.40) kann es jedoch,
insbesondere bei ldngeren Simulationen, dazu kommen, dass die integrierten Koordina-
ten z, die Lagebedingung (4.36) nicht mehr erfiillen. Es entsteht der so genannten ,, Drift-
oftf“ Effekt, der sich aber durch Stabilisierungstechniken abschwéchen oder gar vermeiden
lasst [47].

Fiir die Stabilisierung der Losung von nichtlinearen Gleichungssystemen sind insbeson-
dere folgende zwei Methoden anwendbar, da sie vollig unabhéngig von dem verwendeten
Zeitintegrationsverfahren laufen kénnen. Da nur die Losung der Zwangsbedingung auf
Geschwindigkeitsebene (4.37) stabilisiert werden muss, ist auch die einfache Implementie-
rung der Methoden gegeben.

e Baumgarte-Stabilisierung [9]. Bei dieser Stabilisierung wird zur Berechnung der
Geschwindigkeitskoordinaten z, die Zwangsbedingungen sowohl auf Geschwindig-
keits- als auch auf Lageebene herangezogen,

b, 2,+P.. 2, +apd(z42,) =0.
Daraus folgt anstatt (4.40) die stabilisierte Differentialgleichung:
2,=—® (P, 2, + apd(24, 24)). (4.41)

Der konstante Koeffizient ap ergibt, wie schnell die in (4.41) auftretenden Stérun-
gen geddmpft werden. Wird ap zu klein gewihlt, dann gibt es kaum Anderungen
gegeniiber (4.40). Ein zu grofiler Wert von ap fiihrt dagegen zu einer Steifheit der
Gleichungen (4.41), die dann den Berechnungsaufwand erheblich beeintréchtigt. Die
Bestimmung des Koeffizienten ap ist deshalb bei Mehrkorpersystemen in der Regel
problematisch. Da es hier jedoch nicht fiir das gesamte Fahrzeugmodell, sondern
nur fiir die Radaufhdngung bendétigt wird, ist eine Bestimmung mdoglich und muss
in der Regel nur einmal fiir jeden Typ der Radaufhdngung durchgefiithrt werden.

e Projektion der Naherungslosung (siehe z. B. [47]). Die Grofie 2, aus dem Integra-
tionsverfahren zum Zeitpunkt ¢, wird als eine gendherte Losung der Lagebedin-
gung (4.36) interpretiert. Die Naherungslosung wird in einen Unterraum projiziert,
in dem der Vektor z, liegt. Die Projektion erfolgt durch iteratives Newtonverfahren:

zgk+1) _ ng) o (I)_l(ia)(,b(z(k)).

Wegen der Anforderungen an die Echtzeitfahigkeit konnen nur ein bis zwei Iterati-

onsschritte (k = 0 bzw. k = 1) zur Korrektur durchgefiithrt werden. Fiir k£ = 0 ist

dann z,(lo) =z, und z, = zgl).
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Zur Berechnung der Gelenkkinematik auf Lageebene wird der korrigierte Wert z,
verwendet. Zur Berechnung von Geschwindigkeit und Beschleunigung kann ent-
weder die bereits vorhandene Jacobimatrix ®.,(2,) herangezogen werden, oder sie
kann neu mit korrigierten Werten berechnet werden ®,,(z,).

Im Gegensatz zur Baumgarte-Stabilisierung miissen keine Stabilisierungsparameter
bestimmt werden. Der zuséatzliche Rechenaufwand ist, insbesondere wenn man keine
neue Jacobimatrix ®, (z,) berechnet, gering.

Beide Stabilisierungstechniken werden iiblicherweise auf die differentiell-algebraischen
Gleichungssysteme (4.19) vom Index 1 angewendet, in denen die Zwangsbedingungen auf
Beschleunigungsebene auftreten. Hier wird dagegen nur die Geschwindigkeitsbedingung
integriert, so dass der zu erwartenden Drift mit den Stabilisierungstechniken gut unter-
driickt werden kann.

Auf die Stabilisierung der Zwangsbedingungen kann unter Umstdnden dann verzichtet
werden, wenn die Simulationsgenauigkeit vorab offline abgeschétzt werden kann. In einem
Hardware-in-the-Loop Priifstand mit genau vordefinierten Simulationsszenarien ist dies
moglich. Die Echtzeitsimulation in einem Fahrsimulator muss dagegen stabilisiert werden,
um den , Drift-off* Effekt zuverlissig zu vermeiden.

Alle oben genannten Methoden haben das Ziel, die abhéangigen Koordinaten z, zu
berechnen, wobei sie von der impliziten Darstellung der Zwangsbedingungen ausgehen.
Viele damit verbundene Probleme lassen sich vermeiden, wenn die Zwangsbedingungen in
der expliziten Form z, = z,(z,) gegeben sind. Der Bereitstellung der expliziten Zwangs-
bedingungen wird der Abschnitt 4.7 gewidmet.

4.6 Makrogelenk in natiirlichen Koordinaten

Die Reduktion der Radaufhdngungsmodelle im Abschnitt 4.5 verwendet die Formulierung
in unabhéngigen Koordinaten. Das zentrale Thema ist dabei die Losung der Lagebedin-
gungen (4.36), die in der Regel starke Nichtlinearitéiten aufweisen. Die Linearisierung der
Gleichungen ist moglich, sie ist jedoch nur in einem gewissen Bereich um die Nominallage
anwendbar. Als Alternative, die eine effiziente Auswertung der nichtlinearen Gleichungen
ermoglichen konnte, bietet sich die Formulierung des Problems in natiirlichen Koordina-
ten [23, 22].

Im Vergleich zu anderen Koordinatentypen, z. B. zu Relativkoordinaten oder karte-
sischen Koordinaten, hat die Verwendung natiirlicher Koordinaten im Allgemeinen den
Vorteil, dass keine trigonometrischen Funktionen in den Lagebedingungen auftreten (siehe
Beispiel 4.4) und die Nichtlinearitdten sind dann hochstens quadratisch. Die Jacobima-
trix ® weist dadurch nur lineare Elemente auf (Gleichungen (4.49)). Von Nachteil ist
dagegen, dass die direkte Formulierung der Kérperbewegung, insbesondere der Drehbe-
wegung, nicht moglich ist, was zusétzliche Berechnungen erforderlich macht (siche Ab-
schnitt 4.6.4).
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4.6.1 Theoretische Grundlagen natiirlicher Koordinaten

Natiirliche Koordinaten fassen die kartesischen Koordinaten gewisser Punkte und nor-
mierter Richtungsvektoren des Systems zusammen. Diese Punkte und Richtungsvektoren
sind jeweils einem Gelenk zugeordnet und lassen sich somit auf die zwei benachbarten
Korper beziehen, die durch das Gelenk verbunden sind. Starre Kérper lassen sich somit
durch konstante Abstdnde zwischen verschiedenen Punkten und durch konstante Win-
kel zwischen den Vektoren des Korpers charakterisieren. Die Freiheit in den Gelenken
wird beschrieben durch die Identitdt von Punkten bzw. Richtungsvektoren benachbar-
ter Korper. Die Verwendung natiirlicher Koordinaten wird nun kurz an einem einfachen
ebenen Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 4.4 Ein ebenes mechanisches System von Korpern 1, 2, 8 und 4, drei Drehge-
lenken und einem Schubgelenk hat einen Freiheitsgrad (Abbildung 4.6). Die Drehgelenke
werden durch die Punkte A, B und D charakterisiert, das Schubgelenk durch den Punkt C
und den Richtungsvektor w. Die Punkte A und B liegen auf dem Korper 2, die Punkte C
und D und der Richtungsvektor uw liegen auf dem Korper 4. Auf dem Korper 3 liegt der
Punkt H, aber auch der Punkt B.

Im Weiteren wird folgende Schreibweise verwendet. Die Ortsvektoren der Punkte sind

’ri:[xi yz ZZ']T7 i:AaBach7H7

die Relativvektoren zwischen den Punkten sind

l’” :E] ZT; o . .
ri; = Yij - Yi — Yi ) Z,j:A,B,O7D,H7 Z#]
Zij Zj V2

Die Grof$e eines Vektors, l;; = |rijol, i,5 = A, B,C,D,H, i j, ist gleich dem Abstand
der zwei Punkte i und j in der Nominallage des mechanischen Systems (Index 0). Fir
den Richtungsvektor w gilt:

u=[u, u, u,)’, |ul=1.

D , H
0
\c
©
o3
Y 1
z T O)Q/(B
A

Abbildung 4.6: Beispiel eines ebenen Mechanismus



4.6. MAKROGELENK IN NATURLICHEN KOORDINATEN 55

Alle Koordinaten werden im Inertialsystem angegeben, die Darstellung in einem anderen
Koordinatensystem ist ebenso maglich.

Die Punkte A und D sind fest. Die Koordinaten der Punkte B, C', H und des Rich-
tungsvektors w sind die natirlichen Koordinaten in der Gesamtanzahl 3 x 4 =12. Das
Mehrkérpersystem hat eine Zustandskoordinate (z. B. z, = yu ), von der die anderen elf
Koordinaten abhdngen,

T
Zo = [T Y 2B Tc Yo Zo TH FH Up Uy Us] .

Fiir die elf Koordinaten z, werden nun elf Bedingungen definiert. Die ersten vier
Bedingungen folgen aus der Voraussetzung ,ebenes mechanisches System“:

¢ =2 =0, ¢3 =2 =0
¢9 =20 =0, ¢y :=u, =0. (4.42)

Die weiteren Bedingungen ergeben sich aus der Starrheit der Korper. Der Ortsvek-
tor ragp = rg — T4 zwischen den Punkten A und B auf dem ersten Korper muss die
konstante Linge lag aufweisen. Dafiir ergibt sich die Bedingung

G5 1= 7°£B"°AB - l,243 = (zp — $A)2 + (yp — yA)2 - 5?43 =0, (4.43)

wobei lap = |7 apo| die Linge des Vektors r ap in der Nominallage ist. Fir weitere Punkte
auf den Koérpern 3 und 4 gilt dementsprechend

G = ThyTer — 5y =0, ¢r == réprep —lgp = 0. (4.44)

Auflerdem muss der Richtungsvektor w auf dem Korper 4 den konstanten Winkel p zum
Vektor rcp aufweisen. Aus dem Skalarprodukt folgt,

b3 :=ulrep — \ul|replcos = u,(zp — o) +uy(yp —yo) — k =0, (4.45)

mit der Konstante k = lcp cos@ und |u| =1, lop = |rep|. Die Konstante k wird in der
Nominallage definiert.

Mit den weiteren Bedingungen wird die Funktionalitit des Schubgelenks beschrieben.
Der Richtungsvektor w ist parallel mit dem Vektor rgy. Das Kreuzprodukt dieser zwei
Vektoren muss daher der Nullvektor sein, i X Ty = 6, was fiir den ebenen Mechanismus
folgende Bedingung ergibt

¢y = uy(yn — yn) — uy(rg —xp) = 0. (4.46)

Weiter gilt fir das Schubgelenk, dass der Punkt C' auf der Geraden liegt, die durch die
Punkte B und H gegeben ist, yo — ygp = m(xrc — xg), mit dem Richtungskoeffizienten der

Gerade m = YL=YE  Dijese Bedingung kann man umformen zu
TH—TB

$10 == (vc —2B)(ya — yB) — (Yo — yB)(wg —xp) = 0. (4.47)

Die Funktionalitdt der Drehgelenke wird dadurch gesichert, dass die zugehorigen Punk-
te (A, B, D) den Korpern 1, 2, 3 und 4 gemeinsam sind, d. h. die Punkte treten in der
Bedingungen beider benachbarter Korper auf, die die konstanten Abstinde kéorperfester
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Punkte definieren (z. B. beim Drehgelenk im Punkt B sind es die Gleichungen (4.43)
und (4.44) fir die Korper 2 und 3).
Die letzte Bedingung besagt schliefSlich, dass die Léinge des Vektors w gleich Eins ist,

o =wu—1=ul+u —1=0. (4.48)

Mit diesen elf Zwangsbedingungen (4.42) bis (4.48) kann die Lage des Mehrkdorpersys-
tems fiir gegebene z,, eindeutig bestimmt werden. Fiir die Berechnung der Kinematik und
Dynamik des Mehrkorpersystems sind auflerdem noch die Jacobimatrizen von Interesse,
die folgende einfache Form haben

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 1
2T AB 29a 0 0 0 0 0 0 O 0 0

@Za = —2.%’BH —2yBH 0 0 0 0 2xBH 0 0 0 0 s
0 0 0 —2xcp —2yep O 0 0 0 0 0
0 0 0 — Uy —Uy 0 0 0 oD Ycb 0
Uy —u, 0 0 0 0 —u, 0 ygg —wxg 0
—ycr rcu O ypw —xpw 0 —ypc 0 O 0 0

i 0 0 0 0 0 0 0 0 2u, 2u, 0]

(4.

®. =[00000 2ypy 00 u, zpc 0], (4.5

Die Elemente der Jacobimatrizen hdngen nur linear von den natirlichen Koordinaten ab.
Dies gilt auch fiir ein rdumliches mechanisches System.

Die natiirlichen Koordinaten werden nur zur Formulierung der Zwangsbedingungen
angesetzt, da der verwendete MKS-Formalismus keineswegs modifiziert werden soll. Da-
mit lassen sich die weiteren Vorteile der natiirlichen Koordinaten fiir die Formulierung
der Bewegungsgleichungen (z. B. konstante, diinnbesetzte Massenmatrix, keine Coriolis-
und Zentrifugalkrifte, siehe [22, 63]) nicht nutzen.

Die Nachteile der natiirlichen Koordinaten bestehen aus einer hohen Anzahl der un-
bekannten Koordinaten z, und der Aufwindigen Darstellung der Drehbewegung. Von
Vorteil ist dagegen, dass in Lagebedingungen die Nichtlinearitéten hochstens quadratisch
auftreten.

4.6.2 Allgemeine Radaufhingung

Der Ansatz der natiirlichen Koordinaten wird auf die Raumlenker-Radaufhdngung (Fiinf-
lenker-Radaufthéngung) angewendet. Da diese Radaufhdngung nur iiber Kugelgelenke
verfiigt, werden Koordinaten der Punkte in der Mitte der Gelenke als natiirliche Koor-
dinaten verwendet, siche Abbildung 4.7. Fiir fiinf Punkte C bis C5 gibt es insgesamt
fiinfzehn natiirliche Koordinaten, die man im Lagevektor des Radtréigers 3 zusammen-
fasst:

T T
D3 = [P3,1 P32 P33 P34 --- P3,15] = [SEBlcl YBiC1 *Bi1C1 TBiCy --- 23105} )
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Abbildung 4.7: Kinematische Skizze der Raumlenker-Radaufhdngung

wobei alle Koordinaten relativ zum gelenkdufleren Punkt B; des Makrogelenks angegeben
werden.

Die als starr angenommenen Lenker der Radauthéngung haben zwei Kugelgelenke in
Punkten B; und C;. Fiir diese korperfesten Koppelpunkte der fiinf Lenker ergeben sich
deshalb fiinf Zwangsbedingungen:

¢ =rperpc — =0 i=1..5 (4.51)

mit rp,c, = Tp,c; — T, und l; = [rpc0

Weitere Bedingungen ergeben sich aus der Starrheit des Radtrégers. Ein freier Kérper
hat im Raum sechs Freiheitsgrade. Um die Lage des Korpers eindeutig zu bestimmen,
braucht man drei korperfeste Punkte P;, P, und P3. Die neun kartesischen Koordinaten
der Punkte sind jedoch voneinander abhéngig, weil die Punkte korperfest sind. Die Lage
der Punkte wird durch drei Zwangsbedingungen beschrankt, die die konstanten Abstéande [
zwischen den Punkten gewéhrleisten,

T 2 —

TP1PQTP1P2 - lP1P2 - 07
T 2 _

rP1P3TP1P3 - lP1P3 — 07 (452)
T 2 _

erPgerZPS - lP2P3 - O

Die sechs restlichen Koordinaten sind frei und spiegeln die sechs Freiheitsgrade des Korpers
wider. Die drei Punkte am Korper werden Basispunkte genannt. Jeder andere korperfes-
te Punkt @ (Zusatzpunkt) muss wegen der Starrheit des Korpers konstante Abstédnde zu
den Basispunkten haben, was jeweils drei weitere Zwangsbedingungen ergibt:

ThoTrQ —lpo =0, i=123. (4.53)

Beim Radtriager werden aus praktischen Griinden als Basispunkte C4, ('35 und Cj
gewihlt; die Punkte Cy und C} sind Zusatzpunkte. Fiir diese fiinf radtréagerfesten Punkte
ergeben sich drei Bedingungen nach (4.52) und sechs Bedingungen nach (4.53).

Der Verbindungspunkt des Dampfers auf der Radauthédngung Do erweitert den Vek-
tor p, um drei weitere unbekannte Koordinaten,

_ T _ T
D3 = [pS,l -.. D316 P3,17 Ps,ls] = [373101 -+« TB1De YBiD¢ ZBch] .
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Die Formulierung der drei zugeordneten Zwangsbedingungen richtet sich danach, welcher
Korper der Radaufthéngung mit dem Dampfer verbunden ist. Wenn der Punkt Dy auf
dem Radtréger liegt, werden die drei Bindungen nach (4.53) angewendet.

Der Verbindungspunkt D¢ kann aber auch auf einem Lenker liegen. Gibt man diesem
Lenker die Nummer 1, so folgt, dass die zwei Vektoren rp,¢, und 75, p, kollinear sind
bzw. dass der Vektor rp, p,, linear vom Vektor rg, ¢, abhingt [22],

Tp,c, — KTBDc = 0, (454)

wobei k = lp,¢,/lg,p. > 1 eine Konstante ist. Fiir die natiirlichen Koordinaten p; der
Raumlenker-Radaufhdngung werden damit insgesamt siebzehn Zwangsbedingungen defi-
niert.

Wenn die zwei unteren Lenker 2 und 4 zu einem Dreieckslenker zusammengelegt
werden, d.h. Cy = (', und der Punkt D¢ auf diesem Dreieckslenker liegt, unterlie-
gen seine drei Koordinaten wieder den Bedingungen fiir einen korperfesten Zusatzpunkt

(vgl. (4.53)),

T 2 _
rchcrchC - lC1DC - 07
T —
rBlDCTBlDC - lBlDC - O’

T 2 _
TBQDCTBZDC - lBQDC - 0

Bei solcher Radauthdngungen fallen die Koordinaten von C; aus dem Vektor p; weg. Das
Gleiche gilt auch im Falle des oberen Dreieckslenkers (Cy = C3). Damit wird die Anzahl
der Zwangsbedingungen ¢ und Koordinaten p; um drei bzw. sechs reduziert.

Fiir die Radaufthdngung mit einem Freiheitsgrad wird eine der Koordinaten ps; als
unabhéngige Variable gewéhlt, z. B. wird

Zul = p3,3 = 23101'

Oft ist es jedoch vorteilhaft, die Dampferlange lgqm (), als 2,1 zu definieren:

Zul = P3,19 = ldam -

Die zugehorige Zwangsbedingung vergleicht den Abstand zwischen den zwei Verbindungs-
punkten Dp und D¢ mit der Dampferlinge lgq,:

T 2 _
T"peDpTDcDp — Liam = 0.

Méochte man auch die Lenkbewegung der Radauthéingung beriicksichtigen, um eine
moglichst universelle Beschreibung zu erhalten, so wird der Lenker 7 als Lenkstange be-
trachtet. Die Bewegung der Zahnstange wird dann durch die Querbewegung des Punk-
tes By charakterisiert. Seine Querkoordinate yp, g, muss also im Vektor der natiirlichen
Koordinaten auftreten:

P320 = Zu2 = YB:Bs-
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Kinematikauswertung

Die Kinematik der Radaufhingung ist mit den oben abgeleiteten Zwangsbedingungen
eindeutig bestimmt. Fiir die neunzehn bzw. zwanzig natiirlichen Koordinaten p; gibt
es achtzehn Zwangsbedingungen fiir die Radaufhingung mit einem bzw. zwei Freiheits-
graden. Der Vektor p; wird in die unabhéngigen Koordinaten z, und die abhéngigen
Koordinaten z, zerlegt und die Gelenkkinematik des Radtrégers wird nach Abschnitt 4.5
berechnet. Durch die Wahl natiirlicher Koordinaten ergeben sich in den Zwangsbedin-
gungen hochstens Terme zweiter Ordnung und in den Jacobimatrizen hochstens Terme
erster Ordnung in den Koordinaten (Beispiel 4.4).

Die Mehrzahl der Einzelradaufhéingungen, die Kugel- oder Drehgelenke beinhalten,
ist mit den oben angefiihrten Zwangsbedingungen l6sbar, weil die Raumlenker-Radauf-
hiangung eine Verallgemeinerung dieser Gruppe der Radaufhéngungen darstellt [44] (Ab-
bildung 4.8). Fiir wenige Radaufhidngungen, die auch andere Gelenktypen beinhalten,
miissen jedoch die Zwangsbedingungen modifiziert bzw. neu abgeleitet werden, was am
Beispiel von Federbein-Radaufhéangung im Abschnitt 4.6.5 demonstriert wird.

Die obigen Kinematikgleichungen beschreiben die Grundlage des Makrogelenks mit
den natiirlichen Koordinaten. Um die Bewegung des Radtrédgers vollig zu bestimmen,
muss nun die Bewegung des Radmittelpunktes M und die Drehbewegung dargestellt wer-
den.

t\g‘ “‘ \%@\g«

N @ e
<2 ¥ 2\/

Abbildung 4.8: Ubersicht der von der Raumlenker-Radaufhéngung ableitbaren Einzelrad-
aufhéngungen (Bild nach Matschinsky [44])
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4.6.3 Translatorische Bewegung des Radtrigers

Zur Bestimmung der Bewegung des Radtrédgers wird das Koordinatensystem herangezo-
gen, dessen Ursprung im Radmittelpunkt liegt. Da der Radmittelpunkt M ein radtréger-
fester Punkt ist, kann man seine Bewegung relativ zur bereits bekannten Bewegung eines
Bezugspunktes (z. B. C) angeben,

Ty =7c, + Aurc,u, (4.55a)
VN = Vo, + WMTo M, (4.55b)
ay =ac, + ayre,py + Wu@WNTo M- (4.55¢)

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Drehbewegung des Radtrigers ebenfalls bereits be-
kannt ist (siehe 4.6.4).

Anstatt (4.55) kann M auch als Zusatzpunkt () auf dem Radtréger aufgefasst werden.
Der Vektor p; wird dann um die drei kartesischen Koordinaten von M und der Vektor
der Zwangsbedingungen ¢ um drei Gleichungen (4.53) erweitert.

Die dritte Moglichkeit zur Berechnung von M besteht darin, dass man einen Zusatz-
vektor der unbekannten Koordinaten von M einfiihrt

Za = [TBiM YBiM ZBlM]T- (4.56)

Der Lagevektor ist dann,

Py =z, Zu 2]

Der Vektor z,; tritt nur in den drei zusétzlichen Bedingungen (4.53) auf, die man kurz
als lokale Zwangsbedingungen ¢; kennzeichnet. Dabei gilt,

¢(za7 zu) = 07
¢l(za7 Zals Zu) =0.

Die zusétzlichen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsbedingungen lauten,

. d . ) .
¢l = aqsl = (I)lzaza + (I)lzalzal + (I)lzuzu - 07

d . . . )
¢l - Eqsl = (plzaza + q)lzalzﬂll + (PlZuz“ tep =0

mit ®,,, = d¢,/0zL, @, = 0¢, /02T, ®,, = 0¢p,/0zT und mit dem Zusatzterm in den

al’
Beschleunigungsbedingungen cp;. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung von M sind

dann:

. _1 . .
Zal = _(ﬁlzal (q)lzaza + leuzu)a

2al - _(ﬁl;il ((I)lzaéa + q:)lzu‘éu + cBl)
oder durch Einsetzen aus (4.28) und (4.34) in 2, und 2Z,:

Za = _(I)l;il(q)lza(_@;llq)zu) + (Plzu)zu = JTMzua (457)
Ea ==, (B, (—®.,) + P )2y — B (DD, 20+ D 2) +opr) =
— JraiEa + Z. (4.58)

lza.l a
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Die entstehenden Gleichungen (4.57) und (4.58) sind komplizierter als diejenigen, die
durch Erweiterung des Koordinatenvektors z, nach der zweiten Vorgehensweise gewonnen
wurden (vgl. (4.28) und (4.34)). Vorteilhaft ist aber, dass die Jacobimatrix ®,,; von
kleinerer Dimension und damit einfacher invertierbar ist.

Beispiel 4.5 Die Raumlenker-Radaufhdngung hat n,, +n,,, = 17+ 3 = 20 abhdngige Ko-
ordinaten z, (inklusiv die Koordinaten des Radmittelpunktes M ). Die Jacobimatriz ® .,
die invertiert werden muss, hat deshalb 400 Elemente. Bei Aufspaltung der Zustands-
grofien auf z,; und z, ergeben sich die Matrizen ®,,; mit 289 Elementen und ®,,; mit
9 Elementen. Insgesamt sind es also um 2n,,n,,, = 102 weniger Elemente.

Zur Berechnung des Ortsvektors vom Radmittelpunkt wird die zweite Vorgehensweise
gewahlt, um die Gleichungen einfach zu halten. Die dritte Methode kommt dagegen bei
der Auswertung der Drehbewegung zum Ansatz.

4.6.4 Drehbewegung des Radtréigers

Die rekursive Berechnung der Drehkinematik ist bei Verwendung natiirlicher Koordinaten
nicht ohne weiterem moglich. Dem verwendeten rekursiven MKS-Formalismus miissen die
Daten zur Verfiigung gestellt werden, die die Drehbewegung des Radtréagers beschreiben.
Dies betrifft die Drehmatrix A,;, die Drehgeschwindigkeit wj,;, die Jacobimatrix der
Rotation J gy; und die lokale Drehbeschleunigung @, d. h. der Anteil, der nicht von der
zweiten Ableitung des Zustandsvektors 2, abhingt (siche Gleichungen (4.5¢) und (4.5f)).

Beim Makrogelenk in natiirlichen Koordinaten kann die Berechnung der Drehkinema-
tik in folgenden Schritten erfolgen:

e Es wird zuerst die Drehmatrix Aj; mittels der drei radtriagerfesten Basispunkte Cf,
(3, U5 bestimmt, siche Anhang B. Die Elemente Ay , ¢,7 = 1,2, 3, der Drehma-
trix sind die Koordinaten der Einheitsvektoren z, 7, k vom durch die Basispunkte
aufgespannten Koordinatensystem, vgl. (B.4).

e Es wird die indirekte Aufgabe gelost, d. h. mittels der bekannten Drehmatrix A,
werden die unbekannten Drehkoordinaten bestimmt, die in einem Vektor z,p zu-
sammengefasst werden, siehe (B.6). Die explizite Darstellung von z,p wire zwar
vorteilhaft, kann aber je nach gewéhlten Drehkoordinaten sehr aufwendig werden,
siehe z. B. [56, 61]. Durch die Wahl

ZaD = [iT jT kT]T = [AM11 Apar Anzt Avnz - AM33]T
entstehen neun implizite Zwangsbedingungen (siche (B.4) und (B.5)),

¢ = Ap(zap) — Apor(Za, 2u) = 0. (4.59)

Die Aufgabe wird weiter, wie im Abschnitt 4.6.3 geschildert, durch Einfithrung des
Zusatzvektors (4.56) gelost, wobei z, = z,p. Fiir die erste und zweite Ableitung
der Drehkoordinaten 2,p, Z,p wendet man (4.57) und (4.58) entsprechend an.
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e Die Koordinaten von Drehgeschwindigkeit und -beschleunigung werden mittels ihrer
schiefsymmetrischen Matrizen abgeleitet,

oy = AyAT
G = Ay AL + Ay A,

Fiir die Komponenten der Drehgeschwindigkeit wj; folgt daraus,

Wi = _(AM21AM31 + AMQZAM32 + AM23AM33)7 (4.60a)
Wiy = AM11AM31 + AM12AM32 + AMISAM:BB; (4.60Db)
wirs = —(Aymi Anior + AniiaAnize + Aviia Anras). (4.60c)

Durch einsetzen der Elemente von Matrizen Aj; und

. ZaD1 %aD4 *aDT7 Jimzu erzu kazu
AM = ZaD2 “aD5 ZaD8 = Jiyzu ijzu Jkyzu
ZaD3 2aD6 ZaD9 Jizzu szzu szzu

in (4.60) (siehe auch (B.9)) ergibt sich schliefllich das Ergebnis

—(Jigzi + Jjyzj + Jiy2i)
wy = Jiwzi + Jje2j + Jrzzr | Z2u = JrRMZ0-
—(JizYi + Ji2Y; + Jiaic)

Der Term @), ergibt sich in dhnlicher Weise,

_@izi + @Zj + @Zk + UiZi + Yi% + Ukk)

Die Drehbewegung des Radtrégers wird durch die Bewegung der drei Basispunkte Cf,
(3 und C5 eindeutig bestimmt. Um diesen Ansatz fiir alle Radaufhdngungstypen ver-
wenden zu konnen, miissen die Koordinaten dieser drei Punkte immer im Vektor der
natiirlichen Koordinaten auftreten.

4.6.5 Federbein-Radaufhingung

Die Eigenart der Federbein-Radaufhingung (auch McPherson-Radaufhdngung genannt,
siche Abbildung 4.9) besteht darin, dass das Federbein die Rolle der oberen Querlenker 5
und 6 iibernimmt und dadurch zum Kinematikverhalten der Radaufhdngung beitrigt. Als
natiirliche Koordinaten werden die Koordinaten der drei Basispunkte C';, C3 und Cs, die
Koordinaten des Zusatzpunktes C; und die Koordinaten eines Hilfspunktes H, insgesamt
also fiinfzehn Koordinaten gewéhlt. Der Punkt H liegt auf dem oberen Dampferkorper
in der Achse des Federbeins, die durch die Punkte Dg und D¢ gegeben ist.

Fiir die drei Lenker 2, 4, 7 gelten die drei Zwangsbedingungen nach (4.51), fiir die
drei Basispunkte C, C5, Cy die drei Zwangsbedingungen nach (4.52) und fiir den Zusatz-
punkt Cy des Radtrigers weitere drei Zwangsbedingungen nach (4.53).
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Abbildung 4.9: Kinematische Skizze der Federbein-Radauthdngung

Ausgehend davon, dass C5 = D¢ gilt, wird die translatorisch-sphérische Bewegung
des Federbeins durch folgende Bedingungen gewéhrleistet: Der Abstand zwischen den
Punkten des oberen Dampferkorpers H und Dp bleibt konstant,

R 2 _

Die Vektoren rp,u und rp,c, miissen kollinear bleiben. Da der Vektor rp,c, nicht
konstant ist, wiirde die Bedingung fiir kollineare Vektoren (4.54) zu stark nichtlinearen
Gleichungen fithren (k wird nicht konstant). Deswegen werden die nétigen Bedingun-
gen mit Hilfe des Kreuzprodukts gewonnen, 7p,yrp,c, = 0. Aus den drei abhéngigen
Gleichungen miissen zwei unabhingigen Bedingungen auswihlt werden, z. B.:

D11 = YDpCsZDgH — 2DpCsYDpH = 0,

¢12 = zD303xDBH - ngngDBH = O

Die weiteren zwei Bedingungen miissen gewéhrleisten, dass die Winkel zwischen dem
Vektor rp,n und Vektoren r¢, ¢, und rc,c, konstant bleiben,

¢13 = TgBHrCng - |TDBH| |r0103| COS 1 = 0,

Gra = T], yTcs0s — |Tpyul [Tcycs| cospa = 0.

Mit diesen vierzehn Zwangsbedingungen werden die vierzehn abhéngigen natiirlichen
Koordinaten der Federbein-Radaufhdngung bestimmt. Die Berechnung der translatori-
schen Bewegung als auch der Drehbewegung des Radtrigers (Abschnitte 4.6.3 und 4.6.4)
andert sich nicht.

Man kann leicht erkennen, dass die Variablen in allen abgeleiteten Zwangsbedingun-
gen linear oder hochstens quadratisch auftreten (siehe Beispiel 4.4). Die Anzahl der
resultierenden Zwangsbedingungen ist allerdings héher als bei Verwendung von anderen
Koordinatentypen (z. B. Relativkoordinaten).
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Im Vergleich zum Makrogelenk mit den relativen Koordinaten haben die entstehenden
kinematischen Gleichungen eine kompakte Form, die sehr transparent ist. Die Berechnung
der Drehbewegung ist zwar komplizierter, dagegen muss aber keine rekursive Vorschrift
verwendet werden, die alle entstehenden kinematischen Schleifen der Radaufhdngung in
Betracht zieht. Die Erweiterung der Palette aller bis jetzt behandelten Radauthdngungs-
typen auf neue Modelle ist deshalb leicht durchfiihrbar. Dazu trigt auch die Tatsache
bei, dass sich die Gelenktypen géngiger Radaufhingungen auf Kugel-, Dreh- und Schub-
gelenke beschrianken. Von Vorteil ist weiterhin, dass die Anzahl der Eingangsparameter
einzelner Radaufthdngungen aufs Minimum reduziert wird, da nur die Koordinaten aller
Punkte eingegeben werden miissen.

4.7 Kennfeldgelenk

Wie im Abschnitt 4.5 gezeigt, ist die Losung der impliziten Zwangsbedingungen (4.36)
problematisch, was die Genauigkeit der Ergebnisse (z. B.,,Drift-off*) und die Effizienz der
Ergebnisermittlung, Stichwort Iteration, angeht. Diese Probleme lassen sich vermeiden,
indem man die Relativkinematik des Radtrigergelenks direkt mittels unabhéngiger Ko-
ordinaten ermittelt, r,, = r,(2,), Ay = Ay (2y) bzw.

P3 = P3(2u), (4.61)

wobei im Vektor p; je drei Langen- und Drehkoordinaten des Radtrégers beziiglich Ko-
ordinatensystem in B; auf dem Fahrzeugaufbau zusammengefasst werden (vgl. (4.33)),
P = [P31 P32 .- p3,6]T = [TBR YBR ZBiR 1 P2 903]T~

Wenn die Gleichung (4.61) nicht gegeben ist oder aber aus Effizienzgriinden nicht sinn-
voll eingesetzt werden kann, so konnen die Funktionen ps;(z,) mit ¢ =1,...,6 durch
Spline-Funktionen pj;(2,) ersetzt werden [13, Abschnitt 7.1.2.6.]. Diese oft verwendete
Reduktionsmethode (siehe z. B. [1, 27, 45, 64, 65]) wird durch zweidimensionale Felder
der Daten von ps;(z,) charakterisiert und deshalb im Weiteren Kennfeldgelenk genannt.
An dieser Stelle sei die Methode nur kurz zusammengefasst.

Nach [13, Abschnitt 7.1.2.6.] wird eine Spline-Funktion Si(x), die eine Funktion f(z)
ersetzt, auf einem Gitter der diskreten Stiitzwerte f; aufgespannt, die in den Knoten z;,
i =1,...,n,, definiert werden, f; = f(z;). Die Spline-Funktion Si(z) vom Grad k ist
stiickweise durch Polynome gegeben, die innerhalb einzelner Intervalle [z;, x;,1] definiert
sind. Die Polynome (ebenfalls vom k-ten Grad) miissen an der Intervallgrenze k — 1-fach
stetig differenzierbar sein. Dadurch bekommt man eine genéherte Losung der gegebenen
Funktion f(z) auch zwischen den Stiitzwerten f;.

Eine Radaufhingung ldsst sich mit Hilfe von hochstens zwei Freiheitsgraden (z,,
Zy2) beschrieben. Die Spline-Funktionen pj; lassen sich deshalb geometrisch als Flidchen
darstellen, Abbildung 4.10. Die Stiitzwerte ps; (a,3) = P3,i(Zui(a)s Zuz(3)) mit i =1,...,6
werden durch die exakte Losung der Gleichungen (4.61) in den gegebenen Knoten z,1(a),
a=1,...,n.,,und z,@p), 8 =1,...,n,,, festgelegt. Die fiir die Gelenkkinematik eben-
falls benétigten Jacobimatrizen Jr;, J g; und die Terme v, @,, (siehe Gleichungen (4.5))
werden néherungsweise aus den Ableitungen der Spline-Funktionen p; ; berechnet. Da die
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p37ia(1»nzu2)

Abbildung 4.10: Graphische Darstellung der bi-kubischen Spline-Funktion p; ;

Funktionen ps;(2,) durch bi-kubische Spline-Funktionen (k = 3) in beide Richtungen in-
terpoliert werden, ist gewihrleistet, dass auch die Ableitungen ps; und ps; stetig sind.

Wenn die Relativkinematik des Radtriagergelenks direkt fiir den Radmittelpunkt M
definiert wird, R = M, stimmt der Radhub z,; mit der Vertikalkoordinate z,; iiberein:
P33 = Z,m = Zy1. Dadurch wird die Anzahl der bendtigten Spline-Funktionen auf fiinf
reduziert.

Die interpolierenden Spline-Funktionen geben an den diskreten Stiitzwerten ps; a,g)
die genaue Werte der Funktion ps,; wieder. Alternativ wére auch eine Approximation ge-
gebener Stiitzwerte moglich, diese ist aber nur dann sinnvoll, wenn es sich um gemessene
Daten handelt, die mit Messfehlern behaftet sind. Die Genauigkeit des resultierenden
Ersatzmodells ist von der Interpolationsgiite abhédngig. Hohere Anforderungen an die Ge-
nauigkeit der Interpolation lassen sich mit einer erhéhten Zahl der Stiitzwerte erreichen.
Mit Einfithrung von (4.61) liegt denn der wesentliche Bestandteil dieser Reduktionsme-
thode darin, die Spline-Funktionen méoglichst effizient zu evaluieren.

Um die entsprechenden Stiitzwerte zu bekommen, muss man eine Bewegungsanalyse
der Radauthéingung durchfithren. Diese Bewegungsanalyse kann entweder virtuell mit
Hilfe von Simulation oder aber auch experimentell auf einem Priifstand erfolgen. Dann
ist allerdings die Daten-Approximation anstatt Interpolation vorzuziehen.

Der Nachteil dieser Reduktionsmethode liegt daher darin, dass man die Bewegungs-
analyse immer dann neu durchfiihren muss, wenn die Struktur oder nur die Parameter
der Radaufhingung gedndert werden. Vorteilhaft ist diese Methode dagegen bei einer
Modellweitergabe, da man die Daten der Radauthdngung nicht bekannt geben muss.
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4.8 Vereinfachung der Elastokinematik

Wenn sich die Kréfte zwischen Reifen und Fahrbahn dndern, kommt es zu einer Bewegung
des Rades, die durch Nachgiebigkeiten der einzelnen Gummilager und der Korper der
Radaufhéngung inklusive Zwischenrahmen (Fahrschemel) hervorgerufen wird. Auf Grund
dieser Bewegung dndert sich die aktuelle Lage der Radaufhédngung (vgl. (4.61)):

P3 = P3(zu; h), (4.62)

mit dem Vektor h, der alle auf die Radauthéingung wirkenden Kréfte f; und Momente [;
zusammenfasst

h=1[fe f, fo Lo I, L' =[h hy ... he.

Die Anderung der Radstellung auf Grund der wirkenden Krifte h nennt man Elastoki-
nematik.

Eine umfassende Beschreibung der Elastokinematik ist in [44] zu finden, manche
Aspekte, insbesondere hinsichtlich des Fahrverhaltes, werden auch in [69] besprochen.
Wihrend die Modellierung der Radaufhéngungskinematik fiir Echtzeitsimulationen unab-
dingbar ist, wird die Elastokinematik der Radauthéngung vergleichsweise selten beriick-
sichtigt. Zu den grofiten Schwierigkeiten gehoren die Beschaffung der nétigen Daten von
elastischen Gummilagern und hinsichtlich des Integrationsverfahrens eventuelle Instabi-
litdt des Gesamtsystems und die hochfrequenten Schwingungen, die auf Grund hoher
Lagersteifigkeit auftreten, siche auch [58].

4.8.1 Zentralisierte Elastizitat

Die vereinfachenden Gleichungen, die im Rahmen dieser Arbeit fiir die Elastokinematik
abgeleitet werden, basieren auf der Idee der zentralisierten Elastizitdt [53, 66]. Das Kon-
zept der zentralisierten Elastizitat geht von der Annahme aus, dass sich die kinematischen
und die elastokinematischen Losungsanteile bei der Lageberechnung des Radtrégers ge-
trennt behandeln lassen. Fiir die kinematische Losung kénnen die bereits beschriebenen
Methoden (Abschnitte 4.5 und 4.6) angewendet werden. Der elastokinematische Anteil
kann unabhéngig davon weiter verarbeitet und vereinfacht werden.

Man kann die getrennten Losungen so interpretieren, dass es sich um einen Radtrager
handelt, der in zwei Teilkorper aufgeteilt ist. Die Bewegung des ersten Teilkorpers k ergibt
sich, wenn die Lagerelemente der Radaufhdngung als ideale Gelenke ohne Nachgiebigkei-
ten betrachtet werden. Zur Bestimmung der Bewegung dieses Korpers k£ kénnen z. B. die
Methoden nach Abschnitten 4.5, 4.6 oder 4.7 herangezogen werden. Die Bewegung des
zweiten Teilkorpers e bekommt man als eine zusétzliche Lagednderung des Radtrégers
beziiglich Korper k, die sich wegen der diesmal elastischen Lagerung auf Grund der wir-
kenden Krifte h ergibt, siche Abbildung 4.11. Die Gelenkkinematik des Radtrégers ist
nun

rg3 - rBlR - rBle (Z”LL) + rRkRe (Zue),
Ags = AB1R = ABle (zU)ARkRe (Zue)-
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Abbildung 4.11: Ansatz der zentralisierten Elastizitdt: Der Ortsvektor (links) und die
Krifte (rechts)

Die unabhéngigen Koordinaten z,. entsprechen den Freiheitsgraden des Korpers e ge-
geniiber Korper k.

Die dynamischen Bewegungsgleichungen dieser zwei Korper in der Zustandsform (sie-
he (2.2)) lauten

Ty, = g (T, e, 1), (4.63a)
. = g.(xk, T, 1), (4.63Db)
wobei der Vektor ! = [z 2! ] alle ZustandsgroBen des Kérpers e zusammenfasst. Die

rechten Seiten der Gleichungen beinhalten u. a. das Kraftgesetz der zentralisierten Elas-
tizitat, das die Elastizitdten und Nachgiebigkeiten aller Radaufhdngungselemente zusam-
menfasst und das in allen freien Richtungen des Kérpers e (relativ zum Korper k) wirkt.

Wegen der hohen Gesamtsteifigkeit der Radauthéngung weist der Korper e hochfre-
quente Ubergangsschwingungen mit kleinen Amplituden auf. Nach dem in der Rege-
lungstechnik verbreiteten Verfahren der singuldren Storungsrechnung [33, 43], das zur
Ordnungsreduktion des Systems, d. h. zur Verringerung der Anzahl der Zustandsvariablen
verwendet wird, wird der Zustandsvektor x; dem langsamen und der Zustandsvektor x.
dem schnellen Teilsystem zugeordnet. Die Gleichungen (4.63) fithrt man deshalb iiber zu

¢k = gk(wlm Le, t)a

6dze - ge(wkn Le, t)

mit dem dominanten langsamen Teilsystem der Koordinaten xj, dem schnellen Teilsystem
der Koordinaten x, und mit dem kleinen Wert €. Da die Ubergangsvorginge des Kérpers e
(d. h. hochfrequente Schwingung des schnellen Teilsystems mit kleinen Amplituden) von
geringer Bedeutung fiir das Fahrverhalten des Fahrzeugs sind, vernachldssigt man die-
sen Losungsanteil, indem man ¢ = 0 setzt, und man bekommt ein System differentiell-
algebraischer Gleichungen

& = g (@), T, 1), (4.64a)
0 =g . (xk, ., ). (4.64Db)



68 KAPITEL 4. LOSUNGSANSATZE UND METHODEN

Von der Bewegung des Korpers e wird damit nur der quasi-stationire Anteil (engl.: quasi-
steady-state Model [33]) berticksichtigt.

Die zentralisierte Elastizitédt ist im Allgemeinen durch drei translatorische und drei
rotatorische Feder/Dampfer-Elemente jeweils in a-, y- und z-Richtung dargestellt. Mit
der Vernachléssigung des Vektors &, bleiben nicht nur die Beschleunigungen z,., sondern
auch die Geschwindigkeiten z,. des Korpers e unberiicksichtigt. Deswegen werden auch
die Dampfungseigenschaften der Gummilager vernachlassigt und die zentralisierte Elasti-
zitat lasst sich als eine diskrete Feder auffassen. Dass die kompliziert zu bestimmenden
Déampfungsgrofien der Gummilager nicht mehr erforderlich sind, ist einer der Vorteile
dieser Betrachtungsweise.

4.8.2 Bewegungsgleichungen des Radtrigers

Impuls- und Drallsatz angewandt auf die Korper k£ und e ergeben

mrar, = fi. + fin+ f.+ fe, (4.65a)
I, + wndywrns = U + 1 + 1+ 1 (4.65b)
und
meare = —fo — fo+ frad (4.65¢)
Ieale + ‘:JIeIewIe = _lz - lZ + l?%ad‘ (465d)

Dabei ist m die Masse und I der Tragheitstensor des Korpers. f" und I" bzw. f° und
¢ sind die Reaktionskrafte und -momente bzw. eingepragte Kriafte und Momente. Die
unteren Indizes beziehen sich jeweils auf den Korper k bzw. e.

Wendet man (4.64) auf die Bewegungsgleichungen (4.65) an, dann ergibt sich aus (4.65¢)
und (4.65d) der quasi-stationdre Anteil der Bewegung des Korpers e:

0=—f.—fet Frua
0= —I¢ —Ic + Upaa,

was man in einer Vektorgleichung zusammenfasst:
0 =—h. — hi(zu) + ALy (4.66)

Die Masse mg und der Tragheitstensor I3 des Radtréigers 3 werden dann dem Korper &
zugeordnet, my = mg, I, = I3.

In den durch z,, gegebenen freien Richtungen des Kérpers e wirkt das Federelement h¢
der zentralisierten Elastizitét, in den gesperrten Richtungen treten dagegen die Zwangs-
krifte h] auf. Da wegen der Orthogonalitéit der freien und gesperrten Richtungen auch
die Vektoren h{ und h orthogonal sind, kann man (4.66) auf

0= _h’g + h?{ad?
0= —h+h,, (4.67)

aufteilen. Fiir die Berechnung von z,. ist nur noch die Gleichung (4.67) von Bedeutung.
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Das System differentiell-algebraischer Gleichungen (4.65a), (4.65b) und (4.67) muss
bei der offline Simulation iterativ gelost werden. Die Iteration wird bei der Echtzeitsimu-
lation dadurch umgangen, dass die aus dem letzten Integrationsschritt vorgeschlagenen
Startwerte zq(fc}d) fiir die Kinematikauswertung im aktuellen Integrationsschritt verwendet
werden und auf die iterativen Korrektionsschritte verzichtet wird. Die Startwerte z ')
fir den néchsten Integrationsschritt werden mit bekanntem Vektor h},,, durch (4.67)
gegeben.

Die Gleichung (4.67) wird in der Praxis in der expliziten Form gegeben,

Zue = zue{h%ad)'

Dies definiert die Abhéngigkeit der Radstellungsénderung von den auf das Rad wirkenden
Kréften und Momenten, die z. B. in einem Priifstand ermittelt wird.
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Kapitel 5

Vergleichende Bewertung und
Ergebnisse

Dieses Kapitel befasst sich mit dem Vergleich und Bewertung der bisher beschriebenen Me-
thoden auf der Grundlage entsprechend geeigneter Simulationsszenarien und den daraus
resultierenden Ergebnissen. Nach einem einfithrenden Abschnitt iiber die numerische Inte-
gration werden zwei Beispielmodelle untersucht: Die Raumlenker-Radaufhéngung und ein
PKW-Modell. Um die unterschiedlichen Modellierungstechniken zu vergleichen, werden
die im Kapitel 4 angefiihrten Methoden auf das erste Modell angewendet. Fiir das Ge-
samtfahrzeugmodell werden dann nur ausgewéhlte Reduktionsmethoden angesetzt. Ziel
ist es, die resultierenden Unterschiede in den Simulationsergebnissen an Hand verschiede-
ner Fahrmanéver aufzuzeigen.

5.1 Numerische Integration

In diesem Abschnitt werden die im Weiteren zur Simulation eingesetzten numerischen
Integrationsverfahren kurz beschrieben. Dabei kann es sich allein schon aus Platzgriinden
nicht um eine ausfiihrliche Beschreibung der heutzutage fiir die Echtzeitsimulation im
Bereich der Fahrzeugdynamik verwendeten Integrationsverfahren handeln. Ausfiihrlich
behandelt werden Integrationsverfahren z. B. in [3], auf die besonderen Aspekte dies-
beziiglicher Echtzeitanforderungen wird u. a. in [22, 24, 49| eingegangen.

Die Bewegungsgleichungen von Mehrkorpersystemen fiithren oftmals auf differentiell-
algebraische Gleichungen der Form (2.4); dies ist z. B. auch bei allen Referenzmodellen
der nachfolgenden Simulationsbeispiele der Fall. Zur Losung solcher nichtlinearen Glei-
chungssysteme werden in der Regel implizite numerische Integrationsverfahren angewen-
det. Grundgedanke jeglicher numerischen Zeitintegrationsverfahren ist es, die Bewegungs-
gleichungen zu diskretisieren und den diskreten Zustandsvektor @x,, zu diskreten Zeitpunk-
ten t, mit t,, = t,_1 + h, zu ermitteln; h,, beschreibt dabei die (aktuelle) Schrittweite der
Integration. Die impliziten Integrationsverfahren benétigen jedoch in jedem Zeitschritt
t,_1 — t, eine iterative Losung der diskretisierten nichtlinearen Bewegungsgleichungen.
Da die Auswertung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen insbesondere im Fall eines
allgemeinen MKS-Algorithmus in der Regel relativ zeitaufwendig ist, versucht man durch
eine geeignete Schrittweitensteuerung trotz moglichst grofler Schrittweiten h,,, wodurch

71
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die Anzahl der Auswertungen wiahrend der Integration moglichst gering gehalten wird,
vorgegebene Fehlertoleranzen einzuhalten. Die Schrittweite wird dabei auf der Basis der
aktuellen Genauigkeit der diskreten Losung gesteuert.

In die diskreten Bewegungsgleichungen geht im Falle von Einschrittverfahren das Fr-
gebnis des letzten Integrationsschrittes ein, bei Mehrschrittverfahren werden hingegen
Informationen iiber die Losungen @,_; in den vorherigen Schritten ¢,_;, j = 1,...,s,
genutzt. Da Mehrschrittverfahren in der Regel weniger Auswertungen der Bewegungsglei-
chungen als Einschrittverfahren benétigen, sind sie bei offline Simulation vorzuziehen. In
den nachfolgenden Simulationen wird der implizite Mehrschrittalgorithmus DASSL ([12])
bzw. seine in SIMPACK implementierte Modifikation SODASRT eingesetzt. Gegeniiber
DASSL kann SODASRT z. B. auch zur Berechnung iiberbestimmter differentiell-algebra-
ischer Gleichungssysteme bei gleichzeitiger Beriicksichtigung der Unstetigkeiten verwendet
werden.

Da sich die Anzahl der benétigten Aufrufe der Bewegungsgleichungen (2.2) oder (2.4)
bei den impliziten Integrationsverfahren nicht vorab abschétzen lasst, werden fiir die
Echtzeitsimulation explizite oder semi-explizite Integrationsverfahren bevorzugt, siehe
z.B. [2, 4, 7,15, 29, 55]. Diese Verfahren bendtigen keine interne Iteration eines nichtli-
nearen Gleichungssystems und die Anzahl solcher Auswertungen pro Zeitschritt ist somit
fest vorgegeben. Da sich gewohnliche Differentialgleichungssysteme numerisch wesentlich
einfacher 16sen lassen, ist es fiir eine Echtzeitsimulation vorteilhaft, die Bewegungsglei-
chungen in der Form (2.2) als System gewohnlicher Differentialgleichungen bereitzustellen.
Dies wird in der Praxis entweder durch eine verdnderte Modellierung (héndische Modell-
reduktion), durch spezielle Formalismen oder durch spezielle, formalismusunabhéngige
Reduktionen erreicht. Im Rahmen dieser Arbeit wird hauptséichlich der letztgenannte
Weg verfolgt.

Ein bedeutender Nachteil expliziter Integrationsverfahren ist, dass die numerische
Losung wegen der so genannten Steifheit der Gleichungen instabil werden kann. FEin
Phénomen, das in der Fahrzeugdynamik haufig auftritt, z. B. bei Verwendung bestimmter
Reifenmodelle. Daraus resultiert dann das folgende Dilemma: Einerseits weisen implizite
Integrationsverfahren zwar die besseren Stabilitédtseigenschaften auf, andererseits weisen
diese jedoch auf Grund der internen Iterationen einen nicht vorhersehbaren Rechenauf-
wand auf. Ein Ausweg wire zwar, die maximal zuléssige Anzahl an Iterationsschritten pro
Integrationsschritt zu begrenzen, damit ist aber dann der Integrationsfehler vollstéandig
unbestimmt. Ein anderer Ausweg wéire es, bei einem expliziten Integrationsverfahren
die Schrittweiten h,, sehr klein zu wahlen, wodurch auch diese Verfahren in der Regel
eine numerisch stabile Losung gewéhrleisten. Gerade im Bereich der Echtzeitsimulation
der Fahrzeugmodelle ist letztgenannte Vorgehensweise oftmals sinnvoll, da insbesondere
wegen den hohen Abtastraten elektronischer Fahrzeugsysteme aktiver Sicherheit Schritt-
weiten h, zwischen 1 und 5 ms gewéhlt werden miissen. Um die Anforderungen an die
Echtzeitfahigkeit des Fahrzeugmodells zu erfiillen, kann man aber eventuell auch die stei-
fen und nicht-steifen Baugruppen getrennt mit unterschiedlichen Schrittweiten 16sen [1].
Im Gegensatz zur offline Simulation sind bei der Echtzeitsimulation Einschrittverfahren
vorzuziehen, insbesondere z. B. bei Beriicksichtigung von Fahrbahnunstetigkeiten oder bei
einer zu erwartenden starken Anderung des Losungsverhalten.

Um die Rechenzeiten einzelner Modellvarianten anschaulich vergleichen zu kénnen
wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit bei einigen Simulationen der einfachste Vertre-
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ter der Einschrittverfahren — das explizite Euler-Verfahren — an (2.2) angewendet. Die
Berechnungsvorschrift dieses Verfahrens lautet:

Ty =Tp1+ hg<wn717tn71)' (51)

Die Schrittweite h ist dabei konstant fiir das ganze Simulationsintervall, die Bewegungs-
gleichungen miissen pro Zeitschritt nur einmal ausgewertet werden.

5.2 Beispiel Raumlenker-Radaufhingung

Die Methoden zur Reduktion des Mehrkorpermodells werden am Beispiel der Raumlenker-
Radauthdngung (bezeichnet auch als Fiinflenker-Radaufhéingung, siehe Abbildung 5.1)
demonstriert. Die Daten dieser Radauthédngung entstammen einem Radaufthdngungsbei-
spiel nach [38] und sind im Anhang C zusammengefasst.

5.2.1 Modellbeschreibung

Die fiinf Lenker ¢ werden mit je zwei Kugelgelenken B; bzw. C;, i = 2,4,5,6,7, an den
Aufbau 1 bzw. an den Radtrdger 3 gebunden. Das Rad ist mit dem Radtriager fest
verbunden. Zur Federung wird ein parallel wirkendes lineares Feder/Dampfer-Element
verwendet. Dieses Element wirkt ebenfalls zwischen dem Aufbau und dem Radtréger. Der
Reifen wird einfach durch eine lineare Feder zwischen dem Radmittelpunkt M und der
Strafle modelliert. Die Lénge des entspannten Feder/Dampfer-Elements und die Lénge
der unbelasteten Reifenfeder muss fiir jedes Modell so festgelegt werden, dass sich das
System in der vorgegebenen Nominallage im Gleichgewicht befindet.

2 (Lenker L)

4 (Lenker Ly)
By
3 (Radtréger)

5 (Lenker Lg)

6 (Lenker Ly) —
)

7 (Lenker Lj

Abbildung 5.1: Skizze der Raumlenker-Radaufhéingung
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Das untersuchte Modell wird als ,, Viertel-Fahrzeug® modelliert, d. h. das Modell be-
steht lediglich aus einer Radauthéngung und einem Viertel des Fahrzeugautbaus. Da der
Aufbaukoérper nur vertikale translatorische Bewegung ausiiben kann, haben die Tréigheits-
und Deviationsmomente des Aufbaus keine Bedeutung und miissen deswegen nicht beriick-
sichtigt werden. Insgesamt werden in der untersuchten Radaufhéingung folgende Anderun-
gen gegeniiber Originalmodell (siehe [38]) vorgenommen: Es werden Trigheitsmomente
aller Lenker beriicksichtigt, Fahrzeugaufbau wird massebehaftet betrachtet und Federung
wird am Radtrdger und nicht am Lenker 7 angebracht.

5.2.2 Modellvarianten

Das Referenzmodell fiir die folgenden Berechnungen ist die vollmodellierte Radaufhéangung
mit allen Korpern, bezeichnet als 5link_ref in Tabelle 5.1. Das Modell 5link_table unter-
scheidet sich dadurch von diesem Referenzmodell, dass die Radaufhdngung Abschnitt 4.7
folgend durch die diskretisierten Lagebedingungen nachvollzogen wird. In Modellvariante
Slink_macro wird das Radaufhdngungsmodell mittels Makrogelenk in Relativkoordinaten
vereinfacht (sieche Abschnitt 4.5), die abhédngigen Koordinaten z, werden dabei durch In-
tegration berechnet und mit dem Baumgarte-Verfahren nach Gleichung (4.41) stabilisiert.
Mit 5link_natco ist diejenige Modellvariante bezeichnet, bei der die Radaufhdngungskine-
matik geméafl Abschnitt 4.6 durch Makrogelenk in natiirlichen Koordinaten beschrieben
ist, wobei die nichtlinearen Lagebedingungen entweder iterativ gelost (Abschnitt 4.5.3
auf Seite 51) oder direkt durch die Integration mit stabilisierter Losung (Abschnitt 4.5.3
auf Seite 51) gewonnen werden. Auflerdem wird ein weiteres Modell mit diskretisierten
Lagebedingungen zur Beschreibung der Radaufhdngung untersucht, bei dem jedoch die
Massengrofien der Lenker dem Aufbau und dem Radtriger zugeschlagen werden. Dieses
Modell ist in Tabelle 5.1 unter Bezeichnung 5link_table_subst zu finden.

Dieser Massenausgleich beschrankt sich auf die Massen der Lenker, deren Tragheits-
momente bereits im Referenzmodell sehr gering sind und deswegen nicht umgerechnet
werden. Ein anderer Anwendungsfall eines solchen Massenausgleichs wére z. B. bei der
Berechnung der Dynamik von Verbrennungsmotoren das Ersatzmodell des Kurbeltriebes,
siehe z. B. [61].

Die Masse jedes Lenkers L; der Radaufhéngung, ¢« = 1,...,5, wird hierbei zunéchst auf
eine Ersatzmasse mp, bzw. m¢, in jedem der beiden Koppelpunkte eines Lenkers verteilt.
Die Aufteilung muss dabei

m; = mp, + me;,

mirgLi =mp,Th, + me,Tco,

fiir alle 4, ¢ = 1,..., 5, erfiillen, wobei 75, den Radiusvektor des Massenmittelpunkts S,
des i-ten Lenkers bezeichnet. Fiir die bekannten Punkte B;, C; folgt daraus
_ |Tsici )
f lBiCi iy
|rSiBz'
me, = ———m,; bzw. mg, =m; —mp,,
I,c,

wobei mp,, m¢, die Ersatzmasse des Lenkers L; im Koppelpunkt B;, C; beschreibt, I, ¢,
ist dann die Lange des Lenkers.
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Tabelle 5.1: Ubersicht der Modellvarianten von der Raumlenker-Radaufhéingung

Bezeichnung Beschreibung Abschnitt
Slink_ref Vollmodellierte Radauthéngung

Slink_table Kennfeldgelenk-Ansatz 4.7
5link_table_subst Wie 5link_table aber mit Massenersatz der Lenker 4.7
5link_macro Makrogelenk-Ansatz mit Relativkoordinaten, 4.5

z, berechnet mittels Integration von 2, und
stabilisiert mit Baumgarte-Verfahren

5link_natco_* Makrogelenk-Ansatz mit natiirlichen Koordinaten, 4.6
* = iter z, als iterative Losung von ¢, ®., numerisch 4.5.3, S. 51
* .= iter.a Wie 5link_natco_iter, aber ®, analytisch vorgegeben 4.5.3, S. 51
* .= proj z, als projizierte Losung der Integration von 2z, 4.5.3,S. 51
* .= baumgte z, berechnet mittels Integration von %z, und 4.5.3, S. 51

stabilisiert mit Baumgarte-Verfahren

Durch das Hinzufiigen der Ersatzmassen zum Aufbau 1 (iiber alle Koppelpunkte B;)
und Radtrager 3 (iiber alle Koppelpunkte C;) éndern sich Masse m;, Schwerpunktlage 7,
und Trégheitstensor I;, ¢ = 1,3, dieser Korper. Die nétigen Umrechnungen werden im
Folgenden fiir den Radtriager angefiihrt, gelten aber entsprechend auch fiir den Fahrzeug-
aufbau. Fiir die neue Gesamtmasse m3 des Radtréigers 3 gilt

5
m3 =mgz + g me;,

=1

wobei mg die urspriingliche Masse des Radtrigers bezeichnet. Die neue Lage 7g, des
Schwerpunktes des Radtrégers ergibt sich aus dem Gleichgewicht der statischen Momente
aller materiellen Punkte eines Korpers (siehe z. B.) als

1 5
Fss = _—(m3T53 + E mcz.’l‘ci).
ms i=1

Daneben muss noch der Trégheitstensor der Massengeometrie des Korpers entsprechen,
I= f #1#dm. Damit errechnet man den angepassten Trigheitstensor 3I5 im radtréger-
festen Koordinatensystem e; zu

5
T T T
sls = 313+ E (r33Cir530iE - TSBCiTS;;Ci)mCi‘

=1

5.2.3 Simulationsszenarien

Das Viertel-Fahrzeug Modell wird in zwei Simulationsszenarien untersucht. Im ersten
Simulationsszenario wird das Modell am Radaufstandspunkt A in vertikaler Richtung
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mit einem harmonischen Signal erregt. Als Ergebnis wird das Amplitudenspektrum des
Fahrzeugaufbaus in vertikaler Richtung bei einer Anregungsfrequenz von f = 0,4 Hz bis
f = 20 Hz und mit einer konstanten Anregungsamplitude von A4, = 0,005 m beobachtet,
d. h. die Anregungsfrequenz wird im Frequenzbereich der erwarteten Eigenfrequenzen des
Modells gewahlt.

Diese Anregungsfrequenz f wird in einer sequentiellen Schleife so lange konstant ge-
halten, bis sich das System in einem eingeschwungenen Zustand befindet. Erst dann
wird eine Fouriertransformation des eingeschwungenen Ausgangssignals (FFT-Analyse)
durchgefiihrt, wobei die Amplitude der ersten harmonischen Schwingung auf Lageebene
ausgewertet wird.

Um die Rechenzeiten zu vergleichen und das Modell in einem gréfleren Bewegungs-
bereich zu untersuchen, wird das zweite Simulationsszenario definiert. In diesem Fall
wird das Modell ebenfalls im Radaufstandspunkt A in vertikaler Richtung mit einem
vordefinierten quasi-stochastischen Signal, dargestellt in Abbildung 5.2, erregt. Dieses
Anregungssignal ergibt sich als ,schlechte unbefestigte Strafie“ (engl.: bad unfortified
road) aus der SIMPACK-Bibliothek der Polynomfunktionen, siehe [72]. Beobachtet wird
die absolute Bewegung des Radtrégers wihrend der Simulationszeit T%;,, = 20 s.

-0.24

NN
N Lo /
YN A/
\\/

0 05 1 15 2
Zeit t[g

zp [m]

-0.34

Abbildung 5.2: Periodisches Anregungssignal (nur eine Periode dargestellt)

5.2.4 Bewertung der Simulation

Die Ergebnisse der unterschiedlichen Modellvarianten sind fiir das erste Simulationsszena-
rio in den Abbildungen 5.3 und 5.4 zu sehen. Verglichen wird das Amplitudenverhéltnis
Ap./Aa.; dabei ist Ag. die Amplitude der ersten harmonischen Schwingung der Vertikal-
bewegung des Fahrzeugaufbaus (Ausgangssignal), die Amplitude der Vertikalerregung im
Radaufstandspunkt (Eingangssignal) wird mit A4, bezeichnet. Die beiden deutlich aus-
geprigten Resonanzfrequenzen des Modells liegen bei f; ~ 0,69 Hz fiir geddmpfte Massen
und fy ~ 13,0 Hz fiir ungeddmpfte Massen. Die Resonanzfrequenzen f; der ungedampften
Massen der reduzierten Modelle (aufier 5link_table_subst) sind héher als beim Referenzmo-
dell, fo,.q = 14,0 Hz. Sie sind dabei wie erwartet von der ausgewéhlten Reduktionstech-
nik unabhéngig. Die Resonanzfrequenz f; der geddmpften Massen bleibt unveréndert.
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Amplitudenverhagltnis Ag, / Ap, [-]
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Abbildung 5.3: Erstes Simulationsszenario — Verhéltnis der Amplitude Ap, der ersten
harmonischen Schwingung des Fahrzeugaufbaus zur Amplitude A4, der Vertikalerregung
im Radaufstandspunkt (* steht fiir _iter, _iter_a, proj und _baumgte)
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Abbildung 5.4: Erstes Simulationsszenario, Radaufhéingungsmodell mit Ersatzmassen —
Verhiltnis der Amplitude Ap. der ersten harmonischen Schwingung des Fahrzeugaufbaus
zur Amplitude A4, der Vertikalerregung im Radaufstandspunkt
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Die Amplituden aller reduzierten Modelle liegen innerhalb des durch die beiden Reso-
nanzfrequenzen begrenzten Bereichs unter den Amplituden des Referenzmodells 5link _ref,
wobei die Differenz mit steigender Frequenz zunimmt. Dieses Verhalten liegt in der Ver-
nachlassigung der Massengrofien der Lenker, die auf niedrigere ungedampfte Massen der
reduzierten Modelle fiithrt. Um diese Effekte moglichst zu minimieren, sind im Ersatzmo-
dell 5link_table_subst die Massen der Lenker dem Aufbau und dem Radtréiger zugeordnet
worden. Die Ergebnisse in Abbildung 5.4 zeigen, dass dieses Ersatzmodell in guter Uber-
einstimmung mit dem Referenzmodell ist.

Fiir einen Vergleich der Rechenzeiten wird die Radaufhédngung im zweiten Simulati-
onsszenario mit einem periodischen Signal erregt. Die Zeitintegration erfolgt dabei fiir jede
Modellvariante mit dem expliziten Euler-Verfahren mit der Schrittweite h = 1 ms. Die
Rechenzeiten T py fiir die Simulationszeit von Ty;,,, = 20 s sind in Tabelle 5.2 angefiihrt.
Der gesamte Rechenzeitvergleich wird auf ein und demselben PC durchgefiihrt, ausgestat-
tet mit einem Intel Xeon (Pentium IV) Prozessor mit einer Taktfrequenz 3,2 GHz, einem
Arbeitsspeicher von 4 GB RAM und einem Betriebssystem Microsoft Windows XP. Mit
diesem Rechner liegen die Rechenzeiten aller reduzierten Modelle deutlich unter der Si-
mulationszeit. Der Echtzeitfaktor kgz = Topy /Tsim liegt zwischen kpy = 0,42 (Modell-
variante 5link_natco_iter) und kgz = 0,14 (Modellvariante 5link_table), alle Modelle sind
deshalb echtzeitfdhig. Das Referenzmodell 5link_ref beinhaltet kinematisch geschlossene
Schleifen und wird deshalb mit dem Integrationsverfahren SODASRT mit einer konstan-
ten Schrittweite von Ay, mqe; = 0,001 s berechnet. Obwohl die gesamte Rechenzeit dieses
Referenzmodells auch unter der Echtzeit liegt, muss es nicht in jedem einzelnen Integrati-
onsschritt gewéhrleistet werden. Die Echtzeitfdhigkeit des Referenzmodells wird deshalb
nicht garantiert.

Man beachte, dass die Rechenzeiten der Modellvarianten 5link_table und 5link_macro
deutlich unter den Rechenzeiten der anderen Modelle liegen. Die Variante 5link_natco_iter
ist dagegen wegen der Iterativlosung der Lagebedingungen (4.36) die zeitaufwindigste.
Wenn allerdings fiir die Iteration die analytische Jacobimatrix ®, herangezogen wird
(Modell 5link_natco_iter_a), sinkt die Rechenzeit um fast 25%. Dies ist aber nur bei dem
Ansatz mit natiirlichen Koordinaten der Fall, da dabei die Jacobimatrix diinn besetzt

Tabelle 5.2: Zweites Simulationsszenario — Rechenzeiten Topy der numerischen Integra-
tion mit dem expliziten Euler-Verfahren, die Simulationszeit betréigt T;, = 20 s

Modell Tepu 8| kez [
Slink _ref 6,92 0,34
Slink_natco_iter 8,47 0,42
Slink_natco_iter_a 6,41 0,32
5link_natco_proj 4,05 0,20
5link_natco_baumgte 4,22 0,21
5link_macro 3,23 0,16
Slink_table 2,88 0,14

* SODASRT, Ay pmaz = 0,001s
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ist und ihre Vorgabe in analytischer Form gegeniiber der numerischen Berechnung zu
deutlichen Zeitvorteilen fiihrt. Im Falle des Makrogelenks mit der Formulierung in Re-
lativkoordinaten ist dagegen die Jacobimatrix von kleiner Dimension und voll besetzt,
die Vorgabe der analytischen Jacobimatrix kann dann teilweise zu genaueren Ergebnissen
beitragen, jedoch kaum zu kiirzeren Rechenzeiten.

Noch kiirzere Rechenzeiten sind auch dann zu erwarten, wenn man innerhalb des
Makrogelenks die iterative Losung der Koordinaten z, (Gleichung (4.39)) umgeht. Die
numerische Integration der Geschwindigkeitsbedingungen (4.40) erweist sich als niitzliche
Vorgehensweise. Werden zusétzlich noch die Stabilisierungstechniken aus Abschnitt 4.5
angewendet, kann dann auch die Simulationsgenauigkeit in vorgegebenen Toleranzen ge-
halten werden. Eine Beurteilung der beiden hier verwendeten Stabilisierungstechniken
bei der Formulierung in natiirlichen Koordinaten erfolgt auf Grund des Residuums ¢, der
Lagebedingung (4.51), in der die konstante Linge des ersten Lenkers festgelegt ist, siehe
Abbildung 5.5.

Fiir die Baumgarte-Stabilisierung, siehe Gleichung (4.41), angewandt in der Modell-
variante blink_natco_baumgte, ist der Koeffizient oz mafigeblich. Beim betrachteten Bei-
spiel ist die Baumgarte-Stabilisierung bis etwa ag = 2000 stabil. Fiir Werte ap > 2000
wird die numerische Integration jedoch instabil weswegen dieser Bereich auch nicht wei-
ter betrachtet wird. Wie Abbildung 5.5 zeigt, nimmt das Residuum ¢; im Bereich von
1 < ap < 2000 mit steigendem ap ab, in der Genauigkeit der Losungen der Bewegungs-
gleichungen bleibt davon jedoch unbeeinflusst, sieche Abbildung C.2. Der Koeffizient ap >
ist also fiir dieses Simulationsmodell im Bereich 1 < ag < 2000 zu wéihlen, die folgenden
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Abbildung 5.5: Zweites Simulationsszenario — Residuen bei der Auswertung der Lage-
bedingung (4.51) bei der Baumgarte-Stabilisierung (Modellvariante 5link_natco_baumgte)
und bei der Stabilisierung mittels Projektion (Modellvariante 5link_natco_proj)



80 KAPITEL 5. VERGLEICHENDE BEWERTUNG UND ERGEBNISSE

Berechnungen sind mit ag = 5 durchgefiihrt.

Durch die Stabilisierung mittels Projektion im Modell blink_natco_proj kann das Resi-
duum ¢;, wie Abbildung 5.5 zeigt, im Vergleich zur Baumgarte-Stabilisierung erheblich
reduziert werden; es ergibt sich in der GréBenordnung O(¢;) = 1071°, withrend bei der
Baumgarte-Stabilisierung héchstens O(¢;) = 1078 fiir ag = 2000 erreicht wird. Im Allge-
meinen nimmt mit steigenden Genauigkeitsanforderungen die Zahl der Projektionsschritte
zu deren Erfiillungen zu, wodurch allerdings dann auch die erforderlichen Rechenzeiten
ansteigen. Bei der Stabilisierung der Lagebedingungen des Makrogelenks 5link _natco_proj
erwiesen sich im Normalfall zwei Projektionsschritte bei moderaten Genauigkeitsanforde-
rungen als ausreichend, wobei die erreichten Rechenzeiten mit denjenigen der Baumgarte-
Stabilisierung vergleichbar sind, sieche Tabelle 5.2. Einer der Nachteile der Baumgarte-
Stabilisierung ist, dass sie auf eine Storung mit Verzogerung reagiert (Abbildung 5.5), wes-
wegen das Residuum nach Auftreten einer entsprechenden Anregung die Toleranzschranke
sogar iiberschreiten kann. Bei der Projektionsmethode tritt dieses Phdnomen zwar nicht
auf, da jedoch das Residuum bei einer Anregung (sténdig) ansteigt, kann auch hier bei
langeren Simulationszeiten die Toleranzschranke {iberschritten werden, Abbildung 5.5; bei
der Baumgarte-Stabilisierung spielt dagegen die Simulationszeit diesbeziiglich keine Rolle,
das Residuum konvergiert nach einer Anregung immer zu Null.

Bei den Makrogelenken, bei denen die durch Integration berechnete Losung z, mit dem
Baumgarte-Verfahren stabilisiert wird (Varianten 5link_macro und 5link_natco_baumgte),
erwies sich die Formulierung in Relativkoordinaten (d. h. 5link_macro) als schnellere Va-
riante.

Zusammenfassend kann man sagen, dass beim Radaufhdngungsmodell fiir die Echt-
zeitsimulation das Kennfeldgelenk (Modell 5link_table) eine sehr effektive Methode zur
Reduktion der Rechenzeit ist. Im Falle einer grolen Modellvielfalt fiir unterschiedlichs-
te Radaufhéngungen ist dagegen das Makrogelenk mit Integration der Zwangsbedingung
auf Geschwindigkeitsebene (Modellvarianten 5link_natco_proj, 5link_natco_baumgte) vorzu-
ziehen. Der Grund dafiir ist, dass das Kennfeldgelenk ein relativ aufwandiges, modell-
spezifisches Pre-Processing zum Aufbau der notwendigen Datentabellen erfordert. Das
Makrogelenk mit iterativ gelosten Lagebedingungen (5link_natco_iter) weist keine Vorteile
auf, da zum Einen die iterative Losung sehr zeitaufwendig ist und zum Anderen die Ge-
nauigkeit der Losung fiir einen Integrationsschritt bei Einhaltung vorgegebener Grenzen
der zuldssigen Rechenzeit nicht garantiert werden kann. Die Ungenauigkeiten des Mo-
dells, die wegen der Vernachlédssigung der Massengroflen der Lenker auftreten, kann man
sehr effektiv durch zusétzliche Ersatzmassen am Fahrzeugaufbau und hauptséchlich am
Radtréger eliminieren.

5.3 Beispiel Gesamtfahrzeug

Das Modell eines Personenkraftwagens (PKW-Modell) besteht aus den folgenden Bau-
gruppen: Fahrzeugaufbau, vordere Einzelradauthédngungen, Lenkung und hintere Ver-
bundlenkerachse (Abbildung 5.6). Die Parameter des Fahrzeugs sind im Anhang D an-
gefiihrt.

In den Massengroflen der Aufbau sind zusétzlich zwei Insassen auf den vorderen Sit-
zen und Motor mit Getriebe beriicksichtigt. Die zu vergleichenden Reduktionsmethoden
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Abbildung 5.6: Fahrzeugmodell

inklusive Elastokinematikmodellierung werden auf die vorderen Federbein-Radauthingun-
gen angewendet und sind in Abschnitt 5.3.1 ndher beschrieben. Die hintere Verbundlen-
kerachse wird generell vereinfacht ohne Lagerelastizitdten modelliert, um die Ergebnisse
direkt und ohne Seiteneffekte den unterschiedlichen Vorderachsmodellierungen zuordnen
zu konnen. Die Verbundlenkerachse wird nicht reduziert, da sie keine kinematischen
Schleifen aufweist.

5.3.1 Vordere Radaufhingung und ihre Modellvarianten

Die Federbein-Radaufhéingung (auch McPherson-Radaufhéngung) nach Abbildung 5.7 ist
aus folgenden Teilen aufgebaut: Radtréiger 3, unterer Dreiecksarm 2, Lenkstange 4 und
Stofldampfer. Der Stoidampfer besteht aus der mit dem Radtridger fest verbundenen
AuBenrohr 6 und einer beweglichen Kolbenstange mit Kolben 5.
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Abbildung 5.7: Struktur der Federbein-Radaufhingung
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Aus dem vollmodellierten Fahrzeug werden reduzierte Modelle abgeleitet, indem man
die vordere Federbein-Radaufhdngung mit ausgewihlten Reduktionsmethoden verein-
facht. Im Referenzmodel, bezeichnet als pkw_ref in Tabelle 5.3, werden die Gelenke der
Radaufhéngung als ideal betrachtet, d. h. Lagerelastizitéiten treten nicht auf. Im Mo-
dell pkw_natco wird die Radaufhingungskinematik vereinfacht nachgebildet, wobei die
Reduktionsmethode auf der Formulierung in unabhéngigen Koordinaten basiert, siehe
Abschnitt 4.6. Vernachléssigt werden die Koérper Dreiecksarm 2, Lenkstange 4 und Kol-
benstange 5. Deren Massengréfien werden dem Fahrzeugaufbau zugeschlagen.

Das Modell pkw_el ref beriicksichtigt zusétzlich die Elastokinematik der beiden La-
ger des unteren Dreiecksarms und des Federbeinlagers. Dabei werden sowohl axiale als
auch radiale Steifigkeiten und Dampfungen der Lager betrachtet. Das reduzierte Mo-
dell pkw_el_natco erweitert das Modell pkw_natco, in dem zusétzlich die Elastokinematik
vereinfacht nach Abschnitt 4.8 nachgebildet wird. Dabei wird nur die Lenkwinkelverfor-
mung Y, . als lineare Funktion von der Langskraft fys,, der Querkraft f3, und vom
vertikalen Moment [, betrachtet:

TMyMe = CW/M,szfMI + C’YMJMnyy + CVMJMZZMZ' (52)

Die Koeffizienten ¢, r1., Cyarfar, U0A Cyy, 0y, sind dabei die entsprechenden linearen
Steifigkeiten.

Tabelle 5.3: Ubersicht der Varianten von Fahrzeugmodell, bezogen auf unterschiedliche
Reduktionsmethoden zur Nachbildung der vorderen Federbein-Radauthdngung

Nachbildung der

Modell Kinematik Elastokinematik
pkw _ref ideale Gelenke —
pkw_el_ref — elastische Gummilager
pkw_natco Makrogelenk (natiirliche —

Koordinaten, Abschnitt 4.6)
pkw_el_natco Makrogelenk (natiirliche  zentralisierte Elastizitét
Koordinaten, Abschnitt 4.6) (Abschnitt 4.8)

5.3.2 Simulationsszenarien

Es werden zwei Fahrmanover zum Vergleich der Reduktionsansétze hinsichtlich Kinema-
tik und Elastokinematik durchgefiihrt. Als erster Fahrmanover wird die ,,Einfahrt in den
Kreis* gewéhlt, Abbildung 5.8. Der Lenkvorgang wird bei diesem Fahrmanover durch die
Zahnstangenauslenkung in Querrichtung um yz5 = 0,0032 m bestimmt. Die Anfangsge-
schwindigkeit des Fahrzeugs ist vy = 80 km/h. Die Simulationszeit ist Ty;,, = 50 s.

Das zweite Fahrmanover ist das ,kontinuierliche Sinuslenken“ nach ISO-Norm [70].
Das Fahrzeug fahrt mit einer Testgeschwindigkeit von vy = 100 km/h auf gerader Stre-
cke. Auf den Lenkrad wird ein sinusférmiges Signal mit gegebener konstanter Amplitude
angebracht. Die Anregungsfrequenz wird stufenweise von f = 0,2 Hz bis f = 2 Hz mit
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Abbildung 5.8: Erstes Simulationsszenario — Lage des Fahrzeugs (Modell pkw _ref)

der Schrittweite Af = 0,1 Hz gedndert. Um die Amplitude zu bestimmen, wird nach [70]
ein anderes Manover durchgefithrt, in dem das Fahrzeug mit der Testgeschwindigkeit
in eine Kurve einfihrt. Der Radius der Kurve nimmt langsam und kontinuierlich ab.
Die Amplitude fiirs Sinuslenken ergibt sich demzufolge, wenn die Querbeschleunigung des
Fahrzeugs ap, = 4 m/s? erreicht. Nach [70] darf die Fahrzeuggeschwindigkeit wihrend des
kontinuierlichen Sinuslenkens absinken. Da jedoch der ganze Frequenzbereich wéhrend ei-
nes einzigen Simulationslaufes abgedeckt wird, wiirde die Geschwindigkeit am Ende der
Simulation unangemessen niedrig. Deswegen wirkt an den vorderen Réadern ein konstan-
ter Antriebsmoment, so dass es zu keinem groflen Geschwindigkeitsabfall wahrend des
Fahrmanévers kommt. In Abbilgungen D.1 und D.3 (Anhang D) sind die Zeitverlaufe
der Fahrzeuggeschwindigkeiten dargestellt, wobei auch im ersten Simulationsszenario ein
konstanter Antriebsmoment an die vorderen Réder angebracht wird.

5.3.3 Bewertung der Simulation

Das Beurteilungskriterium der Fahrzeugmodelle bei der Einfahrt in den Kreis ist die Ab-
weichung der Fahrzeuglage von der Lage des Referenzmodells pkw_ref, Abbildung 5.9. Zur
Bewertung des ISO-Fahrmandvers , kontinuierliches Sinuslenken® wird die Frequenzant-
wort, (engl.: frequency response function - FRF) der Querbeschleunigung und der Gier-
geschwindigkeit des Fahrzeugs auf Lenkradwinkel definiert [70]. Der Lenkradwinkel wird
hierbei also im regelungstechnischen Sinne als Eingangsgrofie, die Querbeschleunigung
bzw. die Giergeschwindigkeit als Ausgangsgrofie betrachtet. Die Ergebnisse der Simulati-
on im Zeitbereich (Abbildung D.2 auf Seite 102) werden in den Frequenzbereich transfor-
miert und als Verstdrkung und Phasenwinkel angegeben, sieche Abbildungen 5.10 und 5.11.

Das reduzierte Fahrzeugmodell pkw_natco weisst bei beiden Fahrmanovern sehr gute
Ubereinstimmung mit dem Referenzmodell pkw_ref auf. Die Beriicksichtigung der Elasto-
kinematik (Modelle pkw_el_ref und pkw_el_natco) ist insbesondere bei der Einfahrt in den
Kreis bedeutsam, da die Abweichung der Fahrzeuglage vom Referenzmodell pkw_ref am
Ende dieses Manovers (Gesamtstrecke iiber 1000 m) Arg = 10,5 m beim Modell pkw_el _ref
bzw. Arg = 12,7 m beim Modell pkw_el_natco ist (Abbildung 5.9). Beim kontinuierlichen
Sinuslenken ist der Einfluss der Elastokinematik kleiner, da die Abweichungen wegen
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Abbildung 5.9: Erstes Simulationsszenario — Abweichung der Lage des Fahrzeugs vom
Referenzmodell pkw _ref

der Periodizitdt der Anregung offenbar weniger zur Geltung kommen (Abbildung 5.10).
Das reduzierte Modell pkw_el_natco mit der vereinfachten Elastokinematik (siche Glei-
chung (5.2)) zeigt nur relativ kleine Abweichungen vom Modell pkw_el_ref mit der aufwen-
dig modellierten Elastokinematik, was die Verwendbarkeit des Ansatzes der zentralisierten
Elastizitdt nachweist.

In Tabelle 5.4 werden die Rechenzeiten aller Fahrzeugmodelle bei der Einfahrt in den
Kreis verglichen. Beide reduzierten Modelle pkw_natco und pkw_el_natco werden mit dem
expliziten Euler-Verfahren mit der Schrittweite h = 1 ms berechnet. Der Echtzeitfaktor
ist kgz = 0,47 beim Modell pkw_natco bzw. kgrz = 0,49 beim Modell pkw_el_natco. Die
Betrachtung der Elastokinematik mittels der zentralisierten Elastizitét ist also hinsichtlich
der Rechenzeit unerheblich. Dei Bewegungsgleichungen der Referenzmodelle pkw_ref und
pkw_el_ref stellen ein differentiell-algebraisches Gleichungssystem dar und werden mit dem
Integrationsverfahren SODASRT berechnet. Die Echtzeitfdhigkeit der Referenzmodelle
kann deshalb nicht garantiert werden.

Tabelle 5.4: Erstes Simulationsszenario — Berechnungszeiten der numerischen Integration
mit explizitem Euler-Verfahren, die Simulationszeit betréigt T;,, = 50 s

Modell Tepu 8] kez |-

pkw _ref 23,91* 0,48
pkw_natco 23,52 0,47
pkw_el_ref 26,63* 0,53
pkw_el_natco 24,61 0,49
* SODASRT, hyymaz = 0,001s
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Abbildung 5.10: Zweites Simulationsszenario — FRF von Querbeschleunigung ap, des
Fahrzeugs

5.3.4 Zusammenfassung der Simulation

Die reduzierten Radaufhingungsmodelle weisen insgesamt sehr gute Ubereinstimmungen
mit den Referenzmodellen auf. Die Reduktionstechniken zur Nachbildung der Radauf-
héngungskinematik sind also anwendbar. Eine Umrechnung der Massengréfien der ver-
nachlassigten Korper auf den Fahrzeugaufbau und den Radtriger steigert die Genauigkeit
der Ergebnisse wesentlich und ist deshalb in jedem Fall zu empfehlen. Die Verwendbarkeit
des Ansatzes der zentralisierten Elastizitidt wurde ebenfalls nachgewiesen. Der Prozess
zur Bestimmung der Abhéngigkeit der Lageverformung des Radtrégers von den wirken-
den Kréften ist jedoch weiter zu automatisieren, um die Reduktion eines detaillierten zu
einem echtzeitfahigen Modell als voll rechnerunterstiitztes Prozess im Sinne des CAE zur
Verfiigung stellen zu konnen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Ansétze zusammengefasst, weiterentwickelt und im-
plementiert, die zur Modellreduktion mechanischer Systeme mit kinematisch geschlosse-
nen Schleifen angewendet werden konnen. Im Vordergrund steht dabei eine einheitliche
Betrachtungsweise dieser Ansétze sowie deren intensive vergleichende Analyse im Hin-
blick auf die Echtzeitsimulation. Die Simulationsmodelle basieren auf der Theorie der
Mehrkorpersysteme, wobei die geschlossenen Schleifen durch algebraische Zwangsbedin-
gungen in den resultierenden Bewegungsgleichungen beriicksichtigt werden. Untersucht
wurden nun Methoden der Modellreduktion, die auf der Eliminierung dieser Zwangsbe-
dingungen aus den Bewegungsgleichungen aufbauen. Die Anwendung konzentriert sich
ausschlieBlich auf Radauthédngungen von Kraftfahrzeugen.

Die Auswahl der Reduktionsmethoden erfolgt mit besonderer Betonung darauf, dass
bei deren Implementierung der grundlegende Mehrkorperformalismus moglichst nicht mo-
difiziert werden muss. Dadurch wird zwar die Anzahl der sinnvoll anwendbaren Redukti-
onstechniken beschréankt, die Wartbarkeit der Implementierungen wird dafiir aber unter
praktischen Gesichtspunkten erheblich einfacher. Die Implementierung der Methoden in
einem multidisziplindren Simulationsprogramm hat den weiteren Vorteil, dass man das
umfassende Gesamtfahrzeugmodell (inklusive z. B. mechanische und hydraulische Syste-
me, Regelung usw.) modular aus unterschiedlichen Subsystemen generieren kann, die
jeweils mit dem am besten geeigneten CAE—~Werkzeug modelliert sind. Dadurch wird ins-
besondere ein virtueller Produktentstehungsprozess fiir ein Fahrzeug unterstiitzt. Auch
lassen sich realitéitsnahe Fahrzeugmodelle erzeugen, wie sie z. B. fiir Fahrsimulatoren er-
forderlich sind.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Reduktionstechniken auf die Teilmodelle der
Radauthéngungskinematik und -elastokinematik angewendet. Zur Modellreduktion wur-
den hierbei zunéchst in jedem betroffenen Subsystem die Korper mit verhiltnismaBig klei-
nen Massengrofen (z. B. die Lenker der Radaufhdngung) vernachlissigt. Die kinematische
Ubertragungsfunktion des Subsystems wurde dann entweder durch eine Polynominterpo-
lation ermittelt oder aber, wie im Falle des Makrogelenks, durch eine subsystem-interne
Losung der algebraischen Schleifenschlussbedingungen bereitgestellt. Dabei erfolgt beim
Makrogelenk die Aufstellung der Schleifenschlussbedingungen wahlweise mit relativen
oder mit natiirlichen Koordinaten. Ein wesentlicher Beitrag dieser Arbeit liegt in der
Anwendung eben dieser natiirlichen Koordinaten. Die interne Losung der algebraischen
Zwangsbedingungen wurde entweder mit Baumgarte- oder mit Projektionstechniken sta-
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bilisiert, wobei letztere bei den im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Reduktionstechni-
ken erstmals angewendet wurde. Die abschlielend vorgestellten Simulationen zeigen, dass
man mit diesen Reduktionstechniken eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnis-
sen aus den unreduzierten, originalen Simulationsmodellen erreichen kann. Die Umrech-
nung der Massengroflen der vernachlissigten Lenker auf den Fahrzeugaufbau bzw. auf
den Radtréger ist jedoch insbesondere beim Gesamtfahrzeugmodell angeraten.

Die Elastokinematik der Radaufhdngung wurde als so genannte zentralisierte Elas-
tizitdt nachvollzogen. Dieser Ansatz beriicksichtigt die zusétzliche Anderung der Rad-
stellung unter Einwirkung der entsprechenden Krifte. Die Ergebnisse der Simulationen
bestétigen ebenfalls, dass diese Methode geeignet und sinnvoll anwendbar ist, wobei aber
die Abstimmung der Elastizitatsparameter einen entscheidenden Einfluss auf die Simula-
tionsgiite besitzt.

Die in dieser Arbeit verwendete einheitliche Betrachtung der Reduktionsmethoden auf
theoretischer Ebene vereinfacht deren Verstédndnis und unterstiitzt dadurch gleichzeitig
deren kiinftige Weiterentwicklung. Fine umfassende Verifizierung aller implementierten
Methoden fiir unterschiedliche Radaufhdngungsmodelle und unterschiedliche Simulati-
onsszenarien ist ebenfalls ein wichtiger Bestandteil der vorliegenden Arbeit. Durch die
einheitliche Implementierung der Reduktionstechniken in SIMPACK wird die Basis fiir
deren praktischen Einsatz geschaffen. Ein bedeutender Teil dieser Arbeit — das Kennfeld-
gelenk — steht bereits unter dem Namen ,, Virtual Suspension als ein Standardelement in
der SIMPACK-Bibliothek fiir den Anwender bereit (siehe [71]).

Die in Kapitel 3 aufgelisteten Ziele der vorliegenden Arbeit wurden mit den oben
erwahnten Ansétzen erreicht. Durch eine Zusammenfassung der Theorie der fiir ein multi-
disziplindres Mehrkorperprogramm einsetzbaren Reduktionstechniken zur Abbildung der
Kinematik und Elastokinematik der Radaufhdngungen wurden die Ziele 1 und 3 erfiillt.
Mit dem Ansatz natiirlicher Koordinaten und geeigneter Stabilisierungstechniken wurde
die Weiterentwicklung des Makrogelenks realisiert (Ziel 2). Zur Erfiillung des dritten Zie-
les hat ebenfalls eine weitgehende Anwendung der zentralisierten Elastizitat beigetragen.
Durch die Implementierung aller untersuchten Reduktionsmethoden in dem multidiszi-
plindren Simulationsprogramm SIMPACK wurde das Ziel 4 erreicht. Dem fiinften Ziel der
moglichst umfassenden Verifizierung der Reduktionsmethoden wurde ebenfalls Rechnung
getragen. Hierzu werden insgesamt acht Modellvarianten der Raumlenker-Radaufhéngung
und vier Modellvarianten des Gesamtfahrzeugs in je zwei Simulationsszenarien untersucht.

Die umfangreichen Simulationen bestétigten, dass in Bezug auf ausreichend genaue Er-
gebnisse eine vollstdndig modellierte Radauthdngung durch eine reduzierte Modellierung
ersetzt werden kann. Die vorgestellten Reduktionsansétze sind also prinzipiell durchaus
auch im Hinblick auf eine Echtzeitsimulation als geeignet zu bewerten. Dabei wurde die
gesteigerte Effizienz der Simulation einerseits durch den reduzierten Rechenaufwand, d. h.
die Bewegungsgleichungen der Lenker werden nicht erstellt, und andererseits durch die
Transformation der Bewegungsgleichungen auf die numerisch wesentlich einfacher 16sbare
Form gewdohnlicher Differentialgleichungen erreicht. Die reduzierten Simulationsmodelle
wurden mit dem expliziten Euler-Verfahren in Echtzeit berechnet.

Durch eine Parametrisierung der Radaufhingungsmodelle wurde die Erzeugung des re-
duzierten Fahrzeugmodells aus einem detaillierten Modell erheblich erleichtert. Bis jetzt
ist jedoch die Erstellung echtzeitfihiger Fahrzeugmodelle immer noch mit viel Hand-
arbeit sowie mit fortgeschrittenem Expertenwissen verbunden. Eine weitere Automati-
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sierung der beschriebenen Reduktionsprozesse ist also vor allem im Hinblick auf deren
vereinfachte und effiziente Anwendbarkeit notwendig. Damit kénnte dann nédmlich auch
die Modellreduktion auf andere Subsysteme, z. B. auf Lenksysteme oder gesamte Vor-
derachse, unkompliziert angewendet werden. Verbunden damit wére dann natiirlich eine
weitere, erhebliche Steigerung der rechnerischen Effizienz.
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Anhang A

Relativkinematik

Es werden vier orthogonale Koordinatensysteme 0, 1, 2 und 3 im Raum definiert, die
nach der gegebenen Reihenfolge verkettet sind, d. h. die Relativkinematik 01, 12 und 23
ist zu beschrieben. Die Grofien der Relativkinematik werden jeweils im Ausgangssystem
angefiihrt, d. h. 01 im Koordinatensystem 0, 12 im Koordinatensystem 1, usw. Gesucht
werden die kinematischen Gréfien 03, die im Koordinatensystem 0.

Fiir die hier abgeleiteten Gleichungen wird die folgende Uberlegung von Bedeutung:

Die im Koordinatensystem i angegebene und berechnete Ableitung b eines beliebigen
Vektors b wird nach der Regel

i d d d d
b= azb dt(Amjb) dt Aijjb+A1Jd J

— A, AT Ay b+ Ay b=y b+ () = @y b+ b,
——

b= A, b+ A, b=

(:)2]

definiert, wobei der Vektor b urspriinglich im Koordinatensystem j gegeben ist, das sich
relativ zum Koordinatensystem 4 mit der Relativdrehgeschwindigkeit w;; dreht.

Man fiihrt zuerst die Bewegung 02 des Koordinatensystems 2 ein, das sich relativ
zum 1 bewegt, also

2=01+12.
Daraus folgt:
Apz = Ag1Asa,

Wp2 = Wo1 + Wiz,
W2 = Wo1 + Wowi2 + Wia, (A1)
To2 = To1 + T12,
To2 = To1 + Wo1T12 + T12,
g = Fo1 + Wo1T12 + Po1@o1T12 + 2W01712 + F12.
Die Geschwindigkeit w712 ergibt sich aus der relativen rdumlichen Drehbewegung des
Koordinatensystems 1, die Beschleunigungen 5)017“12 und wpwp712 sind jeweils der Tan-

gential- und der Normalanteil der Beschleunigung dieser raumlichen Drehbewegung und
2w(1712 ist die Coriolisbeschleunigung.
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Die Bewegung des Koordinatensystems 3, das sich relativ zu 2 bewegt, ergibt sich
nach der Regel:

03=02+23=01+12+ 23.

Die entsprechenden Gleichungen sind:

Apz = A Aas,
Wo3 = W2 + Wag,
Wp3 = Wp2 + Wpewa3 + wos, (A.2)

To3 = To2 + T23,
T3 = To2 + Wo2T23 + T23,
T3 = T2 + WoaT23 + WpaWoaTa3 + 2W0aT23 + Ta3.

Wenn man nun die Gleichungen (A.1) in (A.2) einsetzt, ergibt sich die Bewegung des
kinematisch verketteten Koordinatensystems 3:

Agz = Ag A2 A, (A.3a)
Wo3 = Wo1 + Wiz + Was, (A.3b)
wo3 = w1 + Wor1wi2 + Wiz + (Wor + Wig)was + was, (A.3c)
T03 = To1 + T12 + T23, (A.3d)
To3 = To1 + W12 + 712 + (Qo1 + Wia) o3 + T3, (A.3e)

Pz = o1 + WoiT12 + @01 (@o1712) + 2001712 + 12 + Wo1T23 + Do1 (Do2ras + T23)+
+ Wor (Wiar23) + [&3127“23 + Wia(WiaTa3 + T23)] + Woatoz + 7oz =
= o1 + Wor (712 + T23) + Wor[Wor (712 + 7o3)] + 710 + WiaTas + Wia(WiaTa3)+
+ 193 4 2W01 (12 + Ta3) + 2012793 + 2W01(W127T23). (A.3f)

Die Gleichungen (A.3) ergeben sich entsprechend auch bei gleichzeitiger Bewegung
dreier Korper nach [63].



Anhang B

Drehbewegung mittels dreier Punkte

Es seien drei Punkte P, ) und R auf einem festen Korper gegeben. Die Lage, Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung der Punkte sind bekannt. Gesucht wird der Ansatz
zur Berechnung der Drehbewegung des Korpers. Dafiir wird ein korperfestes System des
Korpers definiert, das iiber drei orthogonale Vektoren ¢, 7 und k aufgespannt wird. Die
erste und zweite zeitliche Ableitung dieser Einheitsvektoren wird ebenfalls von Interesse,
um die Drehgeschwindigkeit und -beschleunigung des Koérpers bestimmen zu kénnen.

Einheitsvektoren

Das System sei so orientiert, dass k in Richtung PZ) zeigt, ¢ liegt in der durch die P—

(- R Punkte aufgespannte Ebene und ist so orientiert, dass der Punkt () in die positive

Richtung zeigt. Die Richtung von j folgt aus der Bedingung des rechtshandigen Systems.
Der Vektor k ist ein Einheitsvektor, daher gilt

— re (B.1)
|7 po

Der nicht normierte Vektor j liegt senkrecht zu Vektoren k und rpg,
EZI;ZTPR oder EZEXFPR

und wird normiert zum Vektor 7,

]
j=2. (B.2)
191
Der letzte Vektor muss der Bedingung der Orthgonalitéit unterliegen,
i=jk oder i=jxk. (B.3)

Aus den drei Einheitsvektoren wird die Drehmatrix aufgebaut,

o T, Tj; Tk
Apor=[03kl= | vi ¥ Uk |- (B.4)
Zi Zj Rk

Man kann die Gleichungen (B.1), (B.2) und (B.3) entweder in der expliziten Form
betrachten, indem man (B.1) in (B.2) und (B.1) mit (B.2) in (B.3) einsetzt, oder man
kann direkt die implizite Form verwenden.
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Lageproblem

Die implizite Darstellung der Gleichungen entsteht, wenn man die Gleichungen (B.1), (B.2)
und (B.3) in die Gleichung der Drehmatrix (B.4) einsetzt. Durch den Vergleich von neun
Elementen der Drehmatrix bekommt man neun implizite Zwangsbedingungen,

01 =1 — Yz + 2y = 0, (B.5a)
b2 =y — zjrp + w2 = 0, (B.5Db)
¢3 = z; — Ty +yjT =0, (B.5¢)
¢4 = x5 — [yr(2r — 2p) — 2 (Yr — yp)]/\ﬂ =0, (B.5d)
¢5 = y; — [a(wr — xp) — 21(2r — 2p)]/|5] = 0, (B.5e)
¢6 = z; — [2x(yr — yp) — yk(xr — zp)]/|3] = O, (B.5f)
¢7 =z — (zq —xp)/|ITpPg| = 0, (B.5¢g)
¢s == yr — (yo —yp)/ITrql =0, (B.5h)
¢9 = zk — (2 — zp)/|TPq| = 0. (B.51)

In diesen Gleichungen treten neun unbekannte Drehkoordinaten

Zap =T Yi % Tj ... 2] (B.6)
und neun bekannte Koordinaten, ndmlich die Koordinaten von P, () und R,

Zu=|Tp Yp 2Zp TQ ... ZR|

auf. Wegen der Verwendung der impliziten Zwangsbedingungen entstehen anschauliche,
einfach zu interpretierende Gleichungen. Der Nachteil der impliziten Zwangsbedingungen
in der Form

Qb(ZaD,Zul) =0 (B?)

ist, dass der Aufwand zur Losung der Gleichungen hoch und mit numerischen Problemen
behaftet ist.

Geschwindigkeitsproblem

Die erste Ableitung der Einheitsvektoren wird durch die Ableitung von (B.5) gewonnen.
Die Zwangsbedingungen auf der Geschwindigkeitsebene sind,

q’p = @zaDZaD + (I)zulzul =0.

Dabei wird die Verteilung des Lagevektors p = [z,p zul]T in Betracht gezogen. Die Ja-
cobimatrix ergibt,

E ®; &, 0 0 0
®=|0 E ®; ®, 0 &, (B.8)
0 0 E &, &, 0
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mit

[0 -z wk

¢1] = Zk 0 — T )
L~y oz 0
[0 Zj =Y

D=1 -2 0 x; ,
Ly o~z 0
1 [ 0 —(2r—2p)  Yr—ypr

@jk:T_ ZR — Rp 0 —(IR—lL'p) y
1 | —(yr —yp) TR—TP 0
1 [ 0 —Zk Yk ] 1

P == | =« 0 —a | = =P,
95 . o | B
1 [ 0 2k —Yk ]

(I)j,,« = = — 2k 0 T = _q)jp;
i T U

1
o E
P el
und
D, = — Py,

Die skalaren Grofien |rpg| und |j| dndern sich mit der Zeit nicht, da alle drei Punk-
te P, Q und R auf einem starren Korper liegen. Die ersten Ableitungen werden dann
zusammengefasst zu

Zup=—®L B, 2u=Jpiu. (B.9)
Beschleunigungsproblem
Die zweiten Ableitungen der impliziten Zwangsbedingungen haben die Form,

(I)zaDéaD + (I)zuléab +cgp = 0.
Von Interesse ist nun der unbekannte Vektor cgp, fiir den gilt,

Cpp = (I)Za.
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Wenn man die Ableitung der Jacobimatrix ® aus (B.8) in die obige Gleichung einsetzt,
bekommt man,

Q(Z]yk? Yiir)

2(33 ijk)

2(yjn — 59) -

2[(yr — 9p)ik — (2r — 2P)Uk)]/ 7]
cpp = | 2[(¢2r — zp)iy — (2r — @p)2)]|/|7]
2[(ir — 2p)Uk — (Yr — Up)iw)] /|7

Die zweite Ableitung der Einheitsvektoren ist hiermit,

Zup=—®L @, 24— P, cup=JIpia+ Zap. (B.10)

Die Einheitsvektoren und ihre ersten und zweiten Ableitungen werden fiir die bekannte
Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung der Eingangspunkte P, () und R mit den
Gleichungen (B.7), (B.9) und (B.10) eindeutig bestimmt.



Anhang C

Eingabeparameter und Ergebnisse
der Raumlenker-Radaufthingung

Eingabeparameter

Alle Abmessungen werden im aufbaufesten Koordinatensystem angegeben.

Anordnung der Punkte [m] (Abbildung C.1)

Punkt x Y z
B, -0,064 0,413 0,327
By,  -0,303 0,432 0,295
Bs  -0,093 0,366 0,004
By -0,236 0,388 -0,109
Bs 0,2115 0,3845 -0,100
Dp 0,090 0,525 0,170
Cy  -0,064 0,636 0,345
Cy,  -0,117 0,636 0,338
Cs  -0,188 0,647 -0,023
c, -0,006 0,737 -0,130
Cs 0,0025 0,737 -0,134
D¢ 0,0025 0,737 -0,134
M 0,0 0,786 0,0
P 0,0 0,686  -0,001

Radstellung
Radsturzwinkel  0,573°
Vorspurwinkel 0,0°

97



98 ANHANG C. PARAMETER DER RADAUFHANGUNG UND ERGEBNISSE

2 (Lenker Ly)

4 (Lenker Ls)
By
3 (Radtréager)

5 (Lenker Lj)

6 (Lenker Ly

)
7 (Lenker Ls)

Abbildung C.1: Datenpunkte der Raumlenker-Radaufhdngung

Massengroflen der Lenker

Lenker L1 LQ L3 L4 L5

Masse m [kg] 2,0 2,0 4,0 1,0 3,0
ILingsachse [kgm?]  8,10.107° 8,10.107° 1,62.107* 4,05.107° 1,22.10~*
Touerachse [kgm?]  8,38.107% 1,31.1072 2,97.107% 1,47.1072  4,23.1072
Die Schwerpunkte liegen jeweils in der Mitte des Lenkers auf der Liéngsachse

Massengroflen anderer Korper

Y4 Aufbau Radtrager Rad
Original Ersatz Original FErsatz
Masse m [kg]  448,0 454,0 15,0 21,0 12,0
Iy [kgm?] — - 0,3 0,828 0,74
I, [kgm?] - - 0,2 0,488 1,46
I.. [kgm?] - - 0,2 0,515 0,74
I, [kgm?] - - 0,010 -0,020 -
I, [kgm?| - - 0,015 0,035 -
I, [kgm?] - - 0,050 0,123 -
rg, [m] -0,103 -0,100
Ys, [m] 0,463 0,523
zg, [m] 0,087 0,080

Der Tragheitstensor des Radtréagers wird im Koordinatensystem C angegeben, das
parallel zum aufbaufesten Koordinatensystem ist und im Massenmittelpunkt Ss

(Koordinaten wg,, ys,, 2s,) liegt. Wegen der Rotationssymmetrie unterscheiden sich am
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Rad nur die Triagheitsmomente beziiglich der Drehachse (I,,) und senkrecht dazu (I,
L.).

Kraftelemente

Federung Reifen
Steifigkeit ¢ [N/m] 14000 200000
Démpfung d [Ns/m] 1400 -
Reifenradius r¢ [m] - 0,3

Eigenfrequenzen des Modells sind f; = 0,70 Hz und f; = 13,44 Hz.

Anderungen des Modells im Vergleich zum Originalmodell [38]:
e Die Tragheitsmomente der Lenker werden beriicksichtigt.
e Die Federung wird am Radtrédger angebracht und nicht am Lenker L.

e Die Fahrzeugaufbau hat eigene Massengrofen.
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Einige Simulationsergebnisse

Lage yy [m]

Geschwindigkeit dy),/dt [m/s]

Beschleunigung d?y,,/dt* [m/s?]

0.786

0.785

0.784

0.783

0.782

0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04 -
-0.06
-0.08
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Abbildung C.2: Zweites Simulationsszenario — Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung
des Radmittelpunkts M in Querrichtung bei der Baumgarte-Stabilisierung (Modellvari-
anten 5link_natco_baumgte und 5link_macro, ag = 5) und bei der Stabilisierung mittels
Projektion (Modellvariante 5link_natco_proj); nur die letzte Periode dargestellt



Anhang D

Eingabeparameter und Ergebnisse
des Gesamtfahrzeugmodells

Eingabeparameter

Gesamtfahrzeug
Grofle Wert
Masse m [kg] 1401,2
.. (Léngsachse) [kgm?| 436,2
I, (Querachse) [kgm?| 2877,0
I.. (Hochachse) [kgm?| 3032,4
Radstand g [m] 2,52
Vorspurwinkel vorne/hinten 0° / 0°20°

Radsturzwinkel vorne/hinten —0°30" / —1°27’

Einige Simulationsergebnisse

Fahrzeuggeschwindigkeit vg [km/h]

83.5
- / O\

825 /
82

81.5 /

81 /
80.5

80

79.5

Zeit t[g

Abbildung D.1: Erstes Simulationsszenario — Fahrzeuggeschwindigkeit
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Abbildung D.2: Zweites Simulationsszenario — Zeitverlaufe vom Lenkradwinkel ~pr

(oben), Querbeschleunigung apg, (mitte) und Giergeschwindigkeit wp, (unten)
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Abbildung D.3: Zweites Simulationsszenario — Fahrzeuggeschwindigkeit
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