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Vorwort
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Umfeld und Ziel der Arbeit

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die multidisziplindre Modellbildung technischer, dynami-
scher Systeme, wobei der Schwerpunkt auf mechatronischen Systemen liegt. Es werden Sys-
teme betrachtet, deren Einzelkomponenten mit Modellbildungsverfahren unterschiedlicher
Ingenieur-Fachgebiete beschrieben werden, wobei das Gesamtverhalten wesentlich durch das
Zusammenwirken dieser Einzelkomponenten bestimmt wird. Beispielsweise wird zur Simu-
lation mechatronischer Systeme, wie Roboter, Satelliten oder aktive Fahrzeugkomponenten,
die Modellierung mechanischer Konstruktionen, elektrischer Schaltungen, regelungstechni-
scher Wirkkomponenten und sonstiger physikalischer Effekte, wie Reibung, Lose, Aufhei-
zung, benétigt. Durch Simulation soll das Systemverhalten analysiert werden, bzw. es sind
Entwiirfe durchzufiithren, die auf Simulationen basieren.

Rein mechanische Systeme werden am besten mit Mehrkérperprogrammen wie ADAMS,
DADS [Smit90], NEWEUL [Kreu90], SD-FAST [Rose86, Rose87] oder SIMPACK [Rulk90]
modelliert, da diese eine der Anwendung angepafite Spezifikation erlauben, zum Beispiel
durch elementare Angaben: “starrer Korper”, “verformbarer Kérper”, “Gelenk”, “Kraft-
gesetz”. Der anspruchvollste Teil dieser Programme besteht aus einem Formalismus,
mit dem aus der Modellbeschreibung, zugehorige Differentialgleichungen oder differential-
algebraische Gleichungen automatisiert erstellt werden.

FElektrische Schaltungen werden am besten mit SPICE [Nage75] oder einer seiner Derivate
wie PSPICE modelliert, da die Eingabe zum Beispiel durch elementare Angaben: “Wi-
derstand”, “Kapazitdt”, “MOS-Feldeffekttransistor”, “CMOS-Operationsverstarker” und
andere, sehr anwendungsnah ist. Das Know-How dieser Programme besteht in groflen
Bausteinbibliotheken elektrotechnischer Elemente mit unterschiedlich detaillierten mathe-
matischen Modellen, der Zusammenschaltung einer sehr grofen Anzahl dieser Elemente zu
elektrischen Schaltungen, sowie der numerischen Behandlung der hier auftretenden speziel-
len differential-algebraischen Gleichungen.

Regelungstechnische Komponenten werden am besten mit einem grafischen Blockschaltbild-
Editor, der lineare und nichtlineare Funktionsblocke enthélt, modelliert, da ein Block-
schaltbild der grundlegende Abstraktionsmechanismus der Regelungstechnik ist. Vertiigbare
Blockschaltbild-Editoren sind z.B. EASY-5 [Easy88], SIMULINK [Math92] oder SYS-
TEM_BUILD [Shah85].
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Physikalische Effekte, die direkt durch mathematische Gleichungen beschrieben werden, und
bei denen ereignisabhéngige Unstetigkeiten auftreten kénnen, werden am besten mittels ei-
ner allgemeinen Simulationssprache, wie dem “Industriestandard” ACSL [Mitc91], Desire

[Korn89] oder SIMNON [Elmq75, EImq90] modelliert.

Alle diese Programmpakete haben den Nachteil, dafl Komponenten auflerhalb des vorgesehe-
nen Fachgebiets nicht, oder nur sehr unzureichend, modelliert werden kénnen. Zum Beispiel
sind die Systeme ACSL oder SIMULINK vollkommen ungeeignet um die Mechanik eines
6-freiheitsgradigen Roboters zu modellieren, da diese Pakete die Fin/Ausgangsgleichungen
eines Modells als Eingabe fordern. Die Hauptschwierigkeit besteht aber gerade in der Fr-
mittlung dieser Gleichungen. Fiir eine solche Aufgabenstellung wurden die Mehrkérperpro-
gramme entwickelt. Andererseits gibt es bisher kein verfiighares, allgemeines Mehrkorper-
programm das es erlauben wiirde, diskrete Komponenten zu simulieren, wie z.B. den mit
einem Mikroprozessor realisierten Regler eines Roboters. Diese Aufgabe wire dagegen mit
ACSL oder SIMULINK sehr einfach und iibersichtlich zu 16sen. Schlieflich sei noch darauf
hingewiesen, dafl die von einer Anwendung abstrahierten allgemeinen Simulationspakete,
wie ACSL, SIMULINK oder SYSTEM_BUILD, in der Regel nur explizite Differentialglei-
chungen 16sen kénnen. In den Ingenieurdisziplinen, wie Mechanik, Elektrotechnik Hydrau-
lik, werden Systeme jedoch oft in “natiirlicher” Weise durch differential-algebraische Gleich-
ungen beschrieben. In diesem Fall sind die “allgemeinen” Pakete nicht direkt anwendbar,
es seil denn, dafl es durch Umformungen gelingt, das Problem auf explizite Differentialglei-
chungen zuriickzufiithren.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl es in vielen Anwendungen, wie z.B. in
der Robotik oder der Fahrzeugtechnik (ABS-Bremse, aktive Federung etc.) unumgénglich
geworden ist, Komponenten unterschiedlicher Fachgebiete gemeinsam zu simulieren. Hierzu
gibt es bislang jedoch keine geeigneten Programmpakete. Man behilft sich zur Zeit mit
problemspezifischen ad-hoc Lésungen.

H. Elmqvist hat in einer grundlegenden Arbeit [Elmq78] schon 1978 einen gangbaren Weg
zur multidisziplindren Modellierung aufgezeigt und mit der hierfiir entwickelten ersten
objektorientierten Modellierungssprache Dymola eine rechnergestiitzte Modellbildungsum-
gebung realisiert. Das Grundprinzip besteht darin, physikalische Systeme moglichst direkt
auf Modellobjekte abzubilden. Dabei wird keine Kausalitat festgelegt, sondern es werden nur
Beziehungen zwischen Objekten, bzw. beschreibenden Variablen, definiert. Objekte kdnnen
entsprechend der physikalischen Verkopplungen miteinander verschaltet werden. Dies wird
unter anderem durch die Unterstiitzung von “Across”- und “Through”-Variablen [Cann67]
erreicht. Aus Anwendersicht ist damit eine “natiirliche” Modellierung méglich, die dem
jeweiligen Fachgebiet angepaft ist. Die gemeinsamen Eigenschaften von Grundkomponen-
ten eines Fachgebietes kénnen in wiederverwendbaren Bibliotheken gespeichert und dann in
entsprechenden Modellen eingesetzt werden'.

Nach der Modelldefinition eines Systems wird festgelegt, welche Aufgabenstellung vorliegt,
d.h. welche Gréflen bekannt und welche unbekannt sind. Aufgrund des deklarativ be-
schriebenen Modells und der gegebenen Aufgabenstellung, werden die Modellgleichungen
dann automatisch in eine geeignete, numerisch effizient austithrbare Form transformiert,

!Bis jetzt fehlten jedoch Modell-Bibliotheken, deren Leistungsumfang mit fachgebietsspezifischen
Programmpaketen vergleichbar ist. Es gab nur kleine Experimental-Bibliotheken fiir einfache 1-
dimensionale Systeme. Cellier hat einige davon in [Cell91] beschrieben.



z.B. bei Simulationsproblemen in die Zustandsform. Nachdem ein Modell in die Zustands-
form iberfiihrt wurde, ist es nicht mehr schwierig, die Zustandsgleichungen in einer fiir
verschiedene Simulationsumgebungen spezifischen Form bereitzustellen.

Mit der obigen Vorgehensweise wird eine klare Dreiteilung einer Simulationsaufgabe erreicht:
Im Rahmen der Modellierung wird ein Modell in einer anwendernahen Form spezifiziert. Die
Modellbildung hat die Aufgabe, eine solche Definition mittels entsprechender Transformati-
onsalgorithmen in eine effizient auswertbare Standardform (z.B. die Zustandsdarstellung) zu
tiberfithren. In einer Simulationsumgebung wird diese Standardform mit einem Integrator
numerisch ausgewertet, d.h. “gelést”.

In Kapitel 2 und in Kapitel 3 werden die Eigenschaften und Algorithmen zusammengestellt,
um rein kontinuierliche, dynmische Systeme, beziehungsweise unstetige und strukturvariable
Systeme, objektorientiert modellieren zu kénnen. Diese beiden Kapitel bilden die Grundlage
fiir die darauf folgenden fachgebietsspezifischen Abschnitte.

In den Kapiteln 4, 5, 6 werden bekannte Modellierungsverfahren aus drei wichtigen Bereichen
der Mechatronik, (Mehrkoérpersysteme, Antriebsstrange und regelungstechnische Systeme),
in eine objektorientierte Beschreibungsform umformuliert. Dabei werden nur die lokalen
Eigenschaften von Komponenten durch Gleichungen beschrieben. Die (physikalische) Ver-
schaltung dieser Komponenten und die Transformation auf Zustandsform wird mit den
fachgebietsunabhangigen Werkzeugen der objektorientierten Modellierungssprachen vorge-
nommen. Hiermit wird es moglich, Modelle aus diesen Fachgebieten anwendernah in einer
objektorientierten Modellierungssprache zu erstellen. Eine neue Vorgehensweise bei der Mo-
dellbildung strukturvariabler Systeme erlaubt dariiber hinaus die effiziente und numerisch
sichere Behandlung von z.B. mechanischen Systemen, die durch eine grofle Zahl moglicher
Konfigurationen bestimmt sind. Dies wird an einem Roboter demonstriert, der aufgrund
reibungsbehafteter Gelenke 64 unterschiedliche Modellstrukturen besitzt, die jeweils durch
eine unterschiedliche Zahl von Zustandsgrof8en beschrieben werden.

Um die Leistungsfihigkeit der objektorientierten Modellierung und Modellbildung zu de-
monstrieren, werden die vorgestellten Methoden im Kapitel 7 auf ein komplexes mechatro-
nisches System, den Industrieroboter Manutec r3, angewendet. Die Modellparameter dieses
Roboters, wie Massen, Tréagheitsmomente, Reibkennlinien, Motorkenndaten, wurden bei
der DLR durch Einzelmessungen ermittelt. Im Modell werden alle wichtigen physikalischen
Effekte erfait: die Mehrkoérperdynamik; die Antriebsstrange inklusive Reibung, Elastizitét,
Dampfung und Lose; die Dynamik der Motoren inklusive Stromregler; die Tachofilter und
die Kaskadenregler. Alle Komponenten werden in ihrer “natiirlichsten” Form modelliert
und entsprechend der physikalischen Verkopplungen und der informatorischen Wirkfliisse
zusammengeschaltet. Danach wird das Gesamtmodell mit den besprochenen Algorithmen
automatisch in den Zustandsraum transformiert. Die Verifizierung des Modells erfolgt an-
hand ausgewahlter Simulationen, die mit Messungen verglichen werden.



1.2 Modellierung aus Sicht verschiedener
Fachdisziplinen

In diesem Abschnitt werden Methoden und Programmpakete diskutiert, die in unterschied-
lichen Fachdisziplinen zur Modellierung eingesetzt werden. Diese Zusammenstellung zeigt
die Starken und Schwéchen, sowie die Gemeinsamkeiten verschiedener Modellierungstechni-
ken und bildet eine Grundlage zur Einschatzung der dariiber hinausgehenden Méglichkeiten
objektorientierter Modellierungssprachen.

Modellbeschreibung mit Simulationssprachen

Es wurde schon sehr frithzeitig erkannt, daf} allgemeine Werkzeuge zum fachgebietsiibergrei-
fenden Modellieren benétigt werden. Hierzu wurden die allgemeinen Simulationssprachen
entwickelt. Bekannte kommerzielle Systeme sind ACSL [Mitc91], Desire [Korn89] oder SIM-
NON [Elmq75, EImq90]. Allgemeine Simulationssprachen setzen voraus, dafl die komponen-
tenbeschreibenden Gleichungen gegeben sind, und dafl diese Gleichungen durch einfaches
Sortieren in eine korrekte Abarbeitungsreihenfolge gebracht werden koénnen. Der Vorteil
dieser Sprachen besteht darin, daB die Gleichungen sehr direkt eingegeben werden kénnen,
und daf ein Codegenerator das oft mithsame Sortieren der Gleichungen iibernimmt. Die
Modelleingabe ist stark an den Simulationsablaut gekniipft. Zum Beispiel hat ein ACSL
Modell die folgende Struktur (Schliisselworter von ACSL sind fettgedruckt):

PROGRAM
INITIAL
Anweisungen, die vor einer Integration ausgefiithrt werden.
END
DYNAMIC
DERIVATIVE
Anweisungen, die immer ausgefithrt werden.
END
DISCRETE
Anweisungen, die nur an Ereignispunkten ausgefithrt werden.
END
Anweisungen, die nur an Kommunikationspunkten ausgefithrt werden.
END
TERMINAL
Anweisungen, die nach einer Integration ausgefithrt werden.
END
END

Mit speziellen Anweisungen (z.B. SCHEDULE-Anweisung in ACSL) kénnen Ereignisse de-
finiert werden. Wenn ein Ereignis eintritt, wird ein spezielles Codestiick in der Discrete-
Section ausgefithrt. Danach wird die Integration neu gestartet. Damit kénnen Unstetig-
keiten im Modell oder diskrete Systeme, wie z.B. eine Verschaltung von kontinuierlicher
Strecke und diskretem Regler, auf numerisch sichere Art behandelt werden.

Nach der Modelleingabe wird die Modelldefinition iiblicherweise in ein Unterprogramm einer
Programmiersprache umgesetzt, welches mit einem entsprechenden Compiler in Maschinen-
code iibersetzt wird. Das tibersetzte Unterprogramm wird in eine Simulationsumgebung
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eingebunden, mit der Simulationsexperimente durchgefithrt und die Ergebnisse eines Simu-
lationslaufes grafisch veranschaulicht werden kénnen.

Die Verwendung einer allgemeinen Simulationssprache erleichtert die Modellimplemen-
tierung auf einem Rechner, sowie das Ausfithren von Simulationsexperimenten. Nachteilig
ist, dal die Gleichungen der zu simulierenden Komponenten so eingegeben werden miissen,
daBl ein Modell durch einfaches Sortieren der Anweisungen in eine Zustandsraumbeschrei-
bung iiberfiihrt werden kann. Bei fast allen physikalischen Systemen, z.B. in der Mechanik
oder in der Elektrotechnik, besteht aber bei grofleren Systemen eine Hauptschwierigkeit
gerade darin, diese Gleichungen aus der (anwendernahen) Modelldefinition abzuleiten.

Modellbeschreibung mit Blockschaltbild-Editoren

Ahnlich wie die allgemeinen Simulationssprachen, sollen Blockschaltbild-Editoren und
-Simulatoren eine fachgebietsiibergreifende Modellbildung und Simulation unterstiitzen. Bei
solchen Systemen wird jedoch wesentlich mehr Wert auf die Benutzerfreundlichkeit gelegt.
Der zentrale Teil besteht aus einem grafischen Editor um Ein/Ausgangsblocke grafisch ein-
zugeben und zu verbinden. Bekannte kommerzielle Systeme sind EASY-5 [Easy88], SIMU-
LINK [Math92] und SYSTEM_BUILD [Shah85].

Blockschaltbild-Editoren gehen von der informatorischen Sicht riickwirkungsfreier
Ein/Ausgangsblocke aus, wie sie in der Regelungstechnik verwendet werden. Ublicherweise
wird eine grofle Zahl vordefinierter Funktionsblocke zur Verfiigung gestellt, z.B. Blocke,
die durch eine Ubertragungsfunktion beschrieben werden, und Signalgenerator-Blocke. Bei
manchen Systemen ist es moglich, dafl Anwender neue Blocktypen einfithren kénnen in-
dem die Gleichungen des Blocks in einer Programmiersprache, wie C, oder einer speziellen
Sprache, wie Matlab, bereitgestellt werden.

Funktionell sind allgemeine Simulationssprachen und Blockschaltbild-Editoren sehr &hnlich.
Ein Block entspricht einem Satz von Gleichungen mit definierten Ein- und Ausgangsgréfen,
sowie Zustandsvariablen. Bevor simuliert werden kann, wird die Abarbeitungsreihenfolge
der Blocke durch (automatisches) Sortieren ermittelt. Dies entspricht dem Sortieren der
Gleichungen bei den Simulationssprachen. Es gibt Schwierigkeiten, wenn algebraische
Schleifen auftreten, d.h. wenn keine eindeutige Sortierreihenfolge bestimmt werden kann.
Die ndherungsweise Losung solcher Probleme, z.B. durch einen speziellen Iterationsblock
oder durch eine zuséatzliche Dynamik in der Schleife, ist oft wenig befriedigend.

Der Vorteil von Blockschaltbild-Editoren ist der Komfort bei der Eingabe und bei der Si-
mulation. Auch ein unerfahrener Benutzer kann rasch ein Modell erstellen und simulie-
ren. Nachteilig ist, &hnlich wie bei allgemeinen Simulationssprachen, dafl es meist schwierig
und aufwendig ist, ein physikalisches Systemmodell in ein Blockschaltbild zu {iberfiithren.
Regelungstechnische Modelle liegen meist direkt als Blockschaltbilder vor, sodal dies der
Hauptanwendungsbereich von Blockschaltbild-Editoren ist. Grofle, detaillierte Systemmo-
delle sind in Blockschaltbilddarstellung uniibersichtlich; ein “Zoomen” in unterschiedliche
Detaillierungsebenen kann schnell uniibersichtlich werden. Héaufig werten Blockschaltbild-
Editoren, wie z.B. SIMULINK, die Modellgleichungen wéhrend einer Simulation interpreta-
tiv aus, und sind deswegen fiir groflere Modelle in der Regel deutlich langsamer als Systeme

die Modelle in Maschinencode tibersetzen, wie z.B. ACSL oder EASY-5.



Formalisierte Modellbildung elektrischer Schaltungen

Aufgrund ihrer technischen Bedeutung gab es schon sehr frith spezielle Systeme zur Simu-
lation elektrischer Schaltungen. Das, auch heute noch, wichtigste Programmpaket fiir die
analoge Schaltungssimulation ist SPICE, das 1975 von Nagel [Nage75] entwickelt wurde
und kostenlos als “public domain” Programm weitergegeben wird. Die Bedeutung von
SPICE ergibt sich vor allem daraus, dafl die Hersteller von integrierten Schaltungen zu ihren
Hardware-Komponenten entsprechende SPICE-Modelle mitliefern. Das heifit, ein elektri-
scher Baustein kann sofort in einer SPICE-Schaltung simuliert werden.

SPICE-Modelle werden durch Angabe vordefinierter Schaltungselemente, den Parametern
dieser Elemente, sowie deren Verschaltung definiert. Als Beispiel ist in Bild 1.1 die Defini-
tion eines einfachen elektrischen Schaltkreises im SPICE-Format angegeben. In der ersten

1
RI 1 2 100 R, R,
R2 1 3 20 L

C 2 0 1.0E6 \Y% @ 2 OB 3
L 3 0 1583 i

V 1 0 220 0 C T L

iy
Bild 1.1: Definition eines elektrischen Schaltkreises im SPICE Format.

Spalte steht der Elementname. Dieser mufl mit einem Kennbuchstaben fiir den Typ des
Elements beginnen (der Kennbuchstabe ist fettgedruckt). In der zweiten und dritten Spalte
ist angegeben, zwischen welchen Knotennummern das Element angebracht ist. In den letz-
ten Spalten sind die aktuellen Parameterwerte fiir das jeweilige Element aufgefithrt (z.B.

der Widerstands-Wert).

Zu SPICE werden eine grofle Anzahl (kommerzieller) Pre- und Postprozessoren angebo-
ten. Mit solchen Programmpaketen wird ein elektrischer Schaltkreis grafisch definiert, in-
dem Icons fiir elektrische Bauteile auf dem Bildschirm plaziert und entsprechend verbun-
den werden. Im Gegensatz zu einem Blockschaltbild-Editor, sind hier die zu verbindenden
Komponenten keine riickwirkungsfreien Blécke, sondern elektrische Bauelemente mit Ener-
giefliissen. Ausgehend von der grafischen Definition wird eine Datei erzeugt, die das Modell
im SPICE Format enthalt. Nach einer Simulation mit SPICE kénnen die Simulationsergeb-
nisse mittels Postprozessoren komfortabel angezeigt werden.

Mit der Definition der benutzten Elemente, sowie deren (physikalischer) Verschaltung, er-
zeugt SPICE automatisch die Gleichungen eines Schaltkreises mit der modifizierten Kno-
tenpunktsanalyse (siehe z.B. [Chua87, McCa88]). Die Gleichungen der elektrischen Kom-
ponenten werden zuerst diskretisiert und danach zusammengeschaltet, d.h. es werden die
Kirchhoff’schen Regeln angewandt. Dabei entsteht ein grofles, diinnbesetztes, nichtlineares
Gleichungssystem, das bei jedem Integrationsschritt gelost werden mufl. Die Unbekannten
in diesem Gleichungssystem sind die Potentiale der Knoten, sowie Spannungen und Stréme
von aktiven Elementen.
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Um einen Eindruck von der Gleichungsstruktur zu geben, wird noch kurz das “Sparse-
Tableau” Verfahren besprochen, welches in einigen elektrischen Schaltungsprogrammen ein-
gesetzt wird (siehe z.B. [Chua87, McCa88]). Hier werden die Potentiale v aller Knoten, die
Spannungsabfille u tiber alle Elemente, und die Stréome i durch alle Elemente als Unbe-
kannte verwendet. Jeder Schaltkreis kann dann durch ein Gleichungssystem mit folgender
Struktur beschrieben werden:

0 = Ai(l) (1.1a)
u(t) = ATv(1) (L1b)
0 = h(dl;(tt),u(t),d;(tt),i(t),t). (1¢)

Die konstante Matrix A ist die reduzierte Inzidenzmatrix, die die Verschaltungsstruktur
eines Schaltkreises widergibt?. Gleichung (1.1a) beruht auf der Kirchhoff’schen Stromregel
und gibt an, dafl die Summe der Stréme in einem Knoten Null ist. Gleichung (1.1b) berech-
net die Spannungsabfille iiber alle Flemente mit Hilfe der Knotenpotentiale, und Gleich-
ung (1.1c) enthélt die lokalen Gleichungen der Elemente (z.B. Ohm’sches Gesetz). Das
Gleichungssystem (1.1) ist ein grofles, diinnbesetztes, nichtlineares differential-algebraisches
Gleichungssystem. In elektrischen Schaltungsprogrammen ist es uniiblich, das System auf
Zustandsform zu transformieren. Stattdessen wird z.B. das differential-algebraische Gleich-
ungssystem (1.1) direkt mit einem Spezialintegrator gelost.

Elektrische Schaltungsprogramme sind hervorragend geeignet um grofe, elektrische Schal-
tungen zu modellieren und zu simulieren. Es ist in eingeschranktem Umfang méglich, auch
nicht-elektrische Komponenten zu modellieren, indem ein Systemmodell zuerst in einen
aquivalenten elektrischen Schaltkreis iiberfithrt wird und dieser Schaltkreis dann simuliert
wird. Regelungstechnische Ein/Ausgangsblocke konnen nicht modelliert werden. Weiterhin
ist es bei diesen Programmen auch nicht iiblich, ereignisabhidngige Modelle zu unterstiitzen,
z.B. die Verschaltung eines digitalen Reglers mit einer kontinuierlichen Strecke. Die in der
Praxis auftretenden schaltenden Elemente, wie Diode oder Thyristor werden durch sehr ge-
naue stetige Modelle beschrieben, bei denen das ideal-schaltende Verhalten “abgeschliffen”
ist. Zum Beispiel wird eine Diode als Widerstand mit nichtlinearer Kennlinien beschrie-
ben, die bei “offener” Stellung einen groflen und bei geschlossener Stellung einen kleinen
Widerstandswert besitzt. Dies fithrt selbst bei einfachen Schaltkreisen schnell aut steife
Differentialgleichungen und damit zu hohen Rechenzeiten.

Formalisierte Modellbildung mechanischer Systeme

Systeme, wie Roboter, Satelliten, Fahrzeuge, kénnen durch idealisierte mechanische Mo-
delle beschrieben werden. Wenn die Verformungen von Koérpern vernachlassigt werden,
wird fiir die Modellbildung die Theorie der starren Mehrkorpersysteme (abgekiirzt MKS)
verwendet. Es gibt eine Vielzahl von Mehrkoérperprogrammen, die sich in ihrer Benutzer-
freundlichkeit, der Funktionalitat und der Art der Gleichungserstellung unterscheiden. Be-
kannte kommerzielle Pakete sind ADAMS, DADS [Smit90], NEWEUL [Kreu90], SD-FAST
[Rose86, Rose87], SIMPACK [Rulk90].

2A;; ist +1/—1 wenn der j-te Zweig den i-ten Knoten verlafit bzw. in den i-ten Knoten eintritt. Ansonsten
ist das Element Null.
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Im Gegensatz zu elektrischen Schaltungsprogrammen, hat sich bei MKS-Programmen keine
Standardeingabe durchgesetzt. Die zugrunde liegende Abstraktion ist jedoch immer dies-
selbe: Ein Mehrkorpersystem wird in starre Korper, Gelenke (auch Ubertragungsmechanis-
men genannt) und Kraftelemente aufgeteilt. Ein starrer Korper hat Tragheitseigenschaften,
wie Masse und Trégheitstensor. Weiterhin kénnen auf einem Kérper spezielle Punkte mar-
kiert werden, an denen Gelenke oder Kraftelemente angebracht werden kénnen. Gelenke
sind ideale Flemente, die die Bewegungsmoglichkeiten von Kérpern einschréanken. Zum Bei-
spiel erlaubt ein einachsiges Drehgelenk nur die Rotation um eine Achse eines Kérpers 1 um
einen Korper 2. Kraftelemente sind ideale Elemente, die aufgrund von Relativbewegungen
eine Kraft und/oder ein Moment erzeugen und diese Kraft, bzw. dieses Moment, zwischen
zwei Korperpunkten angreifen lassen (z.B. eine Feder).

Zur Modellierung wird ein mechanisches System in Elemente dieser drei Grundtypen auf-
geteilt. Die Elemente werden dann entsprechend der physikalischen Verschaltungsstruktur
zusammengeschaltet. Mit Hilfe mechanischer Prinzipien, z.B. den Lagrange’schen Gleich-
ungen oder dem Prinzip der virtuellen Arbeit, werden MKS auf ein Gleichungssystem der
folgenden Struktur transformiert:

blt) = Vi1 (1.20)
M(p(t), ) ¥(t) = hip(1),¥(t),t) + GT(p(t), 1) A(1) (1.2b)
0 = glp(t)1) G- ) (1.20)

Hierbei sind p die verallgemeinerten Lagekoordinaten mit denen die Lage eines MKS ein-
deutig gekennzeichnet wird (z.B. die absoluten Koordinaten eines Punktes auf jedem Korper
oder spezielle Gelenkkoordinaten, wie der Drehwinkel eines Drehgelenks). Die erste zeitliche
Ableitung der Lagekoordinaten p sind die verallgemeinerten Geschwindigkeiten v. Sind die
Lagekoordinaten nicht unabhéangig voneinander, so bestehen zwischen ihnen algebraische
Beziehungen (1.2¢). Dies bewirkt zusatzliche, unbekannte Zwangskrifte XA. Enthéalt ein
System kinematische Schleifen, kann man, von Ausnahmen abgesehen, keine voneinander
unabhéngigen Lagekoordinaten angeben und Gleichung (1.2¢) ist mit zu berticksichtigen.

Das Gleichungssystem (1.2) ist ein unangenehmes differential-algebraisches Gleichungssys-
tem, da es keine direkte Gleichung fiir A gibt. Die Zwangskrafte sind nur indirekt durch
Gleichung (1.2c) gegeben. Dieses Gleichungssystem ist ein sogenanntes “hoheres Index Sys-
tem”, welches nicht mit Standardintegrationsmethoden gelost werden kann. In Kapitel 2.4
ab Seite 31 werden solche Arten von Gleichungssystemen néher behandelt.

Bislang mufl man bei der Verwendung von Mehrkérperprogrammen immer einen Kompro-
mif} eingehen: Werden MKS-Programme wie ADAMS oder DADS benutzt, so kann man fast
jedes rein kontinuierliche MKS modellieren und simulieren. Die Rechenzeiten sind in der
Regel aber sehr hoch. Mit speziellen MKS-Programmen kann mit deutlich geringeren Re-
chenzeiten simuliert werden, aber bei einem unter Umstédnden gréBeren Definitionsaufwand

des Modells (z.B. mit dem Programmpaket Mobile [Kecs88, Kecs93b]).

Generell unbefriedigend ist die Situation, wenn unstetige Elemente, wie digitale Regler, Rei-
bung oder Lose, behandelt werden miissen, oder wenn Stéfe zu modellieren sind. Kommer-
zielle Programmpakete bieten hier kaum Unterstiitzung an. Fiir spezielle Anwendungen gibt
es dazu an den Hochschulen Programme im Experimentierstadium.

Wie bei elektrischen Schaltungsprogrammen, ist es auch mit Mehrkérperprogrammen nur
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bedingt moglich, Komponenten aus anderen Fachgebieten zu modellieren und zu simulieren.
Ublicherweise wird von einem MKS-Programm eine Unterprogrammschnittstelle fiir Kraft-
elemente angeboten. Da ein Kraftelement auch Differentialgleichungen enthalten kann, ist es
im Prinzip méglich, nicht-mechanische Komponenten zu modellieren, indem die rechte Seite
einer Komponenten-Differentialgleichung als Unterprogramm zur Verfiigung gestellt wird.
Wegen des geringen Komforts, ist eine solche Losung allenfalls bei kleinen Systemmodellen
akzeptabel.

Meta-Modellbildung mit Bondgraphen

Die Bondgraph Methode wurde 1961 von Paynter [Payn61] eingefiithrt und vor allem von
Karnopp und Rosenberg [Rose83, Karn90] weiterentwickelt. Wichtige neue Ergebnisse, wie
Multi-Bondgraphen, stammen von Breedveld [Bree84]. Eine verstdndliche und kompakte
Einfithrung ist in [Cell91] zu finden. Mit der Bondgraph Methode wird versucht, eine
einheitliche Beschreibungsform physikalischer Systeme zu erhalten, die unabhéngig von einer
bestimmten Fachgebietssicht ist.

Ein grundlegendes Merkmal physikalischer Systeme ist das FlieBen von Energie (= Leis-
tung), wobei an jeder Stelle in einem System der Energieerhaltungssatz giiltig ist. Erstaun-
licherweise wird “Leistung” in jedem Fachgebiet durch ein Produkt zweier charakteristi-
scher Groflen dieses Fachgebiets gebildet. In der Bondgraph Literatur werden diese beiden
Groflen als Effort Variable e und Flow Variable f bezeichnet. Die an einer Schnittstelle
des Systems flielende Energie P ist das Produkt dieser beiden Variablen, wobei e und f
den Systemzustand an der Schnittstelle kennzeichnen. In Tabelle 1.1 (aus [Cell91]) sind
fiir einige Fachgebiete die Effort- und Flow-Variablen angegeben. Der Energieflufl in einem

Effort Flow
elektrisch Potential Strom
mechanisch Kraft Geschwindigkeit
hydraulisch Druck Volumenstrom
chemisch chemisches Potential | molarer Fluf}
thermodynamisch Temperatur Entropieflufl

Tabelle 1.1: Effort- und Flow-Variablen physikalischer Systeme.

System wird durch einen Halbpfeil gekennzeichnet, wobei auf der einen Seite die Effort-
Variable und auf der anderen Seite die Flow-Variable der fliefenden Energie angetragen
ist, siehe Bild 1.2. In jedem physikalischen System gibt es Komponenten, die Energie-
strome aufteilen, speichern oder umwandeln. In der Bondgraph Methodik werden dafiir
einige Grundkomponenten abstrahiert, die in jedem Fachgebiet anzutreffen sind. Solche
Elemente sind in Bild 1.2 zusammen mit ihrer grafischen Darstellung angegeben. Die 0-
und I-Junction entsprechen einem Energieverteiler, wobei entweder die Effort- oder die
Flow-Variable konstant gehalten wird. Die jeweils korrespondierende Variable ergibt sich
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Bild 1.2: Elemente von Bondgraphen.

automatisch aus dem Energieerhaltungssatz. Typische weitere Elemente sind der Wider-
stand und die Kapazitit. Der Widerstand ist ein Element, das Energie in Warme umsetzt,
z.B. als elektrischer Widerstand oder als viskose Reibung. Der auf der rechten Seite an-
getragene Halbpfeil beim Widerstand in Bild 1.2 gibt den Warmestrom an. Hierbei ist T
die Temperatur des Widerstandes und S der Entropiestrom. Die Kapazitit ist eine ideale,
verlustlos arbeitende Komponente, die Energie speichert, z.B. als elektrischer Kondensator
oder als Feder. SchlieBlich verteilt der Transformer die Energie auf neue Weise auf die
Effort- und Flow-Variable, z.B. als elektrischer Transformator oder als Getriebe.

Als Beispiel fiir einen Bondgraph ist in Bild 1.3 noch einmal der elektrische Schaltkreis von
Seite 6 zusammen mit seinem Bondgraph gezeigt. Die Grobstruktur des Bondgraphs ent-
spricht der Verschaltungsstruktur des elektrischen Kreises. Da keine Energie in denjenigen
Leitungen flieBt, die mit dem Nullpotential verbunden sind (P = e- f und e = 0), kénnen

1 v, — 0
i0 .
R R WiV
1 2
Vv
R =V ] 2= R, 1
SE i1 VC iz VL

C — % L Ve \'

C — 1 1 -
) 1y 1, L
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Bild 1.3: Bondgraph eines einfachen elektrischen Schaltkreises.

die entsprechenden Bonds weggelassen werden. Der Bondgraph macht z.B. deutlich, daf}
ein Teil der Energie in den Widerstand Ry und ein Teil zum néchsten Element fliefit. Die
in den Widerstand fliefende Energie ist verloren, da sie in Warme umgesetzt und tiber den
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rechten Halbpfeil des Widerstandes R» in die Umgebung abgefiithrt wird (aus Platzgriinden
wurde dieser Energiefluf am Widerstand R; weggelassen). In der Kapazitit und in der
Induktivitat wird die Energie gespeichert. Der Bondgraph kénnte noch vereinfacht werden,
in dem die 1-Junctions bei der Kapazitat und der Induktivitdt weggelassen werden.

Die Bondgraph Methode hat den Vorteil, dafl physikalische Systeme mit einer einheitlichen
Notation und Philosophie behandelt werden. Durch die abstrahierten Grundkomponenten
ergeben sich die bekannten Analogien zwischen Fachgebieten, die ein Einarbeiten in eine
andere Disziplin erleichtern (z.B. Temperatur < elektrisches Potential, Entropie < elek-
trische Ladung). Wenn in einem Modell mehrere Fachgebiete eine Rolle spielen, hilft die
Bondgraph Methode dabei, die Ubersicht zu behalten und auf den Energiesatz zu achten.

Leider gibt es bislang keine geniigend méchtigen Programmpakete, um die Bondgraph Me-
thode auf grofere Systeme anwenden zu kénnen. Dies liegt sicher auch mit daran, dafl es im
allgemeinen schwierig ist ein Bondgraph Modell in ein Zustandsraummodell zu {iberfithren.
Im Gegensatz zu einem Block beim Blockschaltbild, haben die Elemente eines Bondgraphs
keine eingebaute (Ein/Ausgangs-) Kausalitat. Erst aus der Verschaltung ergibt sich, nach
welcher Variablen eine Gleichung aufgelost wird. Weiterhin kénnen hier auch strukturell
singuldre Systeme auftreten (siehe Kapitel 2.4), was bei Blockschaltbildern nicht maéglich
ist. Ein Problem in der Anwendung von Bondgraphen ist immer auch, daf} die meisten tech-
nischen Systeme nicht nur aus energiedurchstrémten Komponenten bestehen. Zum Beispiel
kann ein digitaler Regler nicht als Bondgraph beschrieben werden, da mit diesem Element
kein Energiestrom, sondern ein Informationsstrom, verbunden ist.

Modellbildung mit objektorientierten Programmiersprachen

In den letzten Jahren wurden neue Programmiersprachen entwickelt, die durch objektorien-
tierte Sprachelemente eine wesentlich méachtigere Art der Programmierung erlauben als rein
prozedurale Sprachen. Bisher war es unkomfortabel, die Gleichungen eines Modells ohne
Hilfsmittel direkt in einer Programmiersprache zu implementieren. FEine objektorientierte
Programmiersprache wie C4+4 [Stro91] verspricht hier Abhilfe.

Dies hat insbesondere Kecskeméthy [Kecs88, Kecs93, Kecs93b] mit der Realisierung des
“Baukastensystems” Mobile gezeigt, mit dem komplexe Mehrkoérpersysteme modelliert wer-
den kénnen. In Mobile werden vordefinierte Klassen in der Programmiersprache C++4 zur
Verfiigung gestellt, um mechanische Systeme zu beschreiben. Ein Mehrkoérpersystem wird
mit Hilfe von Objekten dieser Klassen hierarchisch aufgebaut. Mit ebenfalls zur Verfiigung
gestellten Operationen auf ein Mehrkérpersystem-Objekt, kénnen unterschiedliche Aufga-
benstellungen, wie z.B. ein Simulationsexperiment, behandelt werden.

Im Gegensatz zu sonstigen Mehrkérperprogrammen wird hier keine Eingabedatei erstellt
um ein System zu definieren, sondern es wird ein anwendungsspezielles C++ Programm
geschrieben. Mit den zur Verfiigung gestellten Objekt-Klassen ist dies einfach méglich. Diese
Vorgehensweise verbindet Flexibilitat mit Komfort. Zum Beispiel kann ein so definiertes
System leicht um Komponenten erweitert werden, die der Entwickler nicht vorgesehen hatte,
was bei sonstigen (numerischen) Mehrkérperprogrammen in diesem Umfang nicht moglich
ist. Weiterhin kann das Programm auch leicht in andere C++ Umgebungen eingebettet
werden.
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Mit der direkten Verwendung einer Programmiersprache gibt es jedoch immer Probleme,
wenn unterschiedliche, bereits bestehende Komponenten zusammengeschaltet werden sollen.
Zur Verdeutlichung sind in Bild 1.4 schematisch zwei Systeme gezeigt, die beide mit der-
selben Programmiersprache implementiert sind, in Zustandsraumdarstellung vorliegen, und
zusammengeschaltet werden sollen. Beispielsweise kénnte Block 1 ein Mehrkorpersystem
und Block 2 ein Regler fiir das Mehrkorpersystem sein. Fin Integrator erwartet, dafl bei

U | X =f (x5, 0) N
Y1 = g1 (Xl)
2 %=6(xu,) | M2

Y, = 8,(X5, u,)

Bild 1.4: Probleme bei der Verschaltung von Modellen.

gegebenen Zustandsgréfen xi,x, die Ableitungen der Zustandsgréfen berechnet werden.
Wenn zur Berechnung der Gleichungen eines Blocks jeweils ein Unterprogramm vorliegt, so
kénnen die gesuchten Groflen nicht berechnet werden, da Block 1 die Gréfle uy benétigt,
diese aber von Block 2 berechnet wird, der wiederum die zu berechnende Gréfle y; vom
Block 1 braucht. Die Berechnung kann nur durchgefithrt werden, wenn die Gleichungen
der beiden Blocke auf mehrere Unterprogramme verteilt sind, die dann in der folgenden
Reihenfolge aufgerufen werden (gegeben ist xq,x3):

yi = gi(x1)

U = yi

y2 = 82(%2,uz)
u = ¥z

x; = (Xh 111)
x;, = (Xz, 112)

Eine solche Vorgehensweise ist aber schon nicht mehr méglich, wenn auch der Ausgang
y1 direkt vom Eingang u; abhéngt. Dann kénnte eine algebraische Schleife vorliegen, muf}
aber nicht. Dies kann nur durch eine Untersuchung der Feinstruktur der Gleichungen festge-
stellt werden. In der chemischen Prozeitechnik wurden auf diese Weise Anlagen simuliert.
Hierbei wurde jede Komponente (z.B. ein Warmeaustauscher) durch ein Unterprogramm
beschrieben. Mit entsprechenden Algorithmen wurde ermittelt, in welcher Reihenfolge die
Unterprogramme aufzurufen sind und wann Iterationen iiber Unterprogramm-Aufruffolgen
(= algebraische Schleifen) notwendig sind. Aufgrund der oben erlauterten Schwierigkeiten
ist man davon aber wieder abgekommen (siehe z.B. [Mah90]).

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl objektorientierte Programmiersprachen
die Realisierung fachspezifischer Programme deutlich vereinfachen und zu flexibler verwend-
baren Modellen fithren. Der direkte Einsatz fiir eine fachiibergreifende Modellierung ist
jedoch eingeschréankt.
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1.3 Notwendigkeit der multidiszipliniren
Modellierung geregelter Roboter

Im letzten Abschnitt wurde eine Reihe unterschiedlicher Arten der Modellierung diskutiert.
Es zeigt sich, daf} die Modellierung von Komponenten unterschiedlicher Fachrichtungen in
einer gemeinsamen Modellbildungsumgebung heutzutage nur eingeschrankt moglich ist. Die
allgemeinen Umgebungen, d.h. die Simulationssprachen und Blockschaltbild-Editoren, sind
nicht méchtig genug, um ein physikalisches System anwendernah modellieren zu kénnen. Die
fachspezifischen Programme sind auf das jeweilige Fachgebiet zugeschnitten und erlauben
nur in eingeschranktem Mafle und auf unkomfortable Weise die Modellierung fachfremder
Komponenten.

In vielen technischen Bereichen ist es jedoch unabdingbar geworden, Komponenten unter-
schiedlicher Ingenieurdisziplinen in einer gemeinsamen Umgebung zu analysieren und zu
entwerfen. Fin typisches Beispiel aus der Mechatronik ist ein Industrieroboter. In Bild 1.5
sind die Hauptkomponenten eines Roboters schematisch zusammengestellt. Ein Roboter
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Bild 1.5: Gesamtmodell-Struktur des Roboters Manutec 3.

besteht aus einer mechanischen Grundstruktur von Armen und Gelenken. Die Gelenke wer-
den von Elektromotoren iiber Untersetzungsgetriebe angetrieben. Die aktuelle Stellung der
Motorlaufer, und damit indirekt der Gelenkstellungen, wird gemessen und tiber dezentrale



Regler mit der Sollvorgabe verglichen. Abweichungen zur Sollvorgabe werden auf die Strom-
regler der Motoren geschaltet. Fiir eine realistische Modellierung werden hier die folgenden
Fachdisziplinen benétigt:

o Die Mechanik, zur Modellierung der mechanischen Struktur als Mehrkoérpersystem und
zur Modellierung der Getriebe als Antriebsstrang, um die speziellen Eigenschaften von
Antriebsstrangen auszunutzen.

o Die Flektrotechnik, zur Modellierung der Elektromotoren und der Motoransteuerungen
durch elektrische Schaltkreise.

o Die Regelungstechnik, zur Modellierung der dezentralen Gelenkregler.

Teile der Gelenkregler sind digital realisiert. Weiterhin tritt Coulomb’sche Reibung und
Lose in den Antriebsstrangen auf. Solche Effekte kénnen nur mit Hilfe ereignisabhangiger
Modelle numerisch sicher beschrieben werden.

Es ist kaum moglich, ein solches Gesamtmodell mit den im letzten Abschnitt besprochenen
Modellierungsumgebungen zu erstellen: Die Mechanik des Roboters ist schon hinreichend
kompliziert, sodafl zur Modellbildung auf jeden Fall ein Mehrkérperprogramm bendtigt wird.
Mit einem symbolischen Mehrkérperprogramm kénnte entsprechender Code erzeugt und mit
Hand in ein ACSL-Programm eingebettet werden, um vor allem die unstetigen Elemente
mit ACSL beschreiben zu kénnen. Im Falle von Reibung ist jedoch die Kopplung der me-
chanischen Gleichungen und der Ereignisbehandlung so eng, dafl die ACSL Sprachelemente
nicht ausreichen. Die Gleichungen der Gelenkregler und der Elektromotoren miissten mit
Hand erzeugt werden, da keine Blockschaltbild-Editoren oder elektrischen Schaltungspro-
gramme verfiighar sind, mit denen portabler Code zur Einbettung in andere Programme
erzeugt werden kann.

In diese Arbeit steht die multidisziplindre Modellbildung im Mittelpunkt. Der oben dis-
kutierte Roboter wird dabei als Représentant einer Anwendungsklasse der Mechatronik
angesehen, an dem entschieden wird, welche Fachdisziplinen und welche Modellbildungs-
techniken besprochen werden. Die aufgefithrten Verfahren gehen jedoch teilweise deutlich
iiber die bei einem Roboter benétigten Komponenten hinaus.

1.4 Das Modellbildungswerkzeug Dymola

Fiir eine multidisziplindre Modellbildung ist es nicht sinnvoll, eine spezielle Fachdisziplin
in den Mittelpunkt zu stellen, und die Methoden und Programme dieses Fachgebiets um
fachfremde Komponenten zu ergénzen. FEs ist aussichtsreicher, allgemeine Werkzeuge als
Grundlage zu nehmen, die auf fachspezifische Fragestellungen spezialisiert werden kénnen.

H. Elmqvist hat in einer grundlegenden Arbeit [Elmq78] schon 1978 einen gangbaren Weg
zur multidisziplindren Modellierung aufgezeigt und mit der hierfiir entwickelten ersten
objektorientierten Modellierungssprache Dymola eine rechnergestiitzte Modellbildungsum-
gebung realisiert. Das Grundprinzip besteht darin, physikalische Systeme méglichst direkt
auf Modellobjekte abzubilden. Dabei wird keine Kausalitat festgelegt, sondern es werden nur
Beziehungen zwischen Objekten, bzw. beschreibenden Variablen, definiert. Objekte kdnnen
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entsprechend der physikalischen Verkopplungen miteinander verschaltet werden. Aus An-
wendersicht ist damit eine “natiirliche” Modellierung moglich, die dem jeweiligen Fachgebiet
angepaBit ist. Die gemeinsamen Eigenschaften von Grundkomponenten eines Fachgebietes
kénnen in wiederverwendbaren Bibliotheken gespeichert und dann in entsprechenden Mo-
dellen eingesetzt werden. Dymola ist seit 1992 als kommerzielles Produkt vertiigbar.

Eine weitere, nachfolgend entwickelte, objektorientierte Modellierungssprache ist Omola
[Ande90, Ande92, Nils89]. Die Grundkonzepte und der zentrale algorithmische Kern von
Omola sind an Dymola angelehnt. Jedoch ist die Syntax der Sprache vollkommen anders
und mehr der heute bei objektorientierten Programmiersprachen iiblichen Notation ange-
paBt. Prinzipielle Unterschiede gibt es bei der Ereignisbehandlung und dem L&sen von
Gleichungssystemen. Omola stellt Modelle nur als differential-algebraisches Gleichungssys-
tem (abgekiirzt DAE?) dar, wihrend Dymola versucht ein Modell in die Zustandsform zu
iiberfithren, da die meisten Integratoren von dieser Beschreibungsform ausgehen. Nur wenn
das nicht méglich ist, tibertithrt Dymola ein Modell in eine DAE.

Eine eingeschranktere, objektorientierte Modellierungssprache ist MAST, vom Simulations-
system Saber [Mant92]. MAST und Saber haben ihre Wurzeln in der Modellierung und
Simulation elektrischer Schaltungen. Um hierbei auch nicht-elektrische Systeme einbeziehen
zu konnen, wurde MAST entwickelt. Die Sprache erlaubt es z.B., einfache 1-dimensionale
mechanische oder thermische Systeme in objektorientierter Weise zu modellieren und ent-
sprechend der physikalischen Verkopplungen zu verschalten. Die Starken von MAST und
Saber liegen jedoch in der Modellierung von grofien elektrischen Schaltungen, wobei dann
diesselben Modellbildungstechniken auf nicht-elektrische Teilsysteme angewandt werden.
Ahnliche Sprachelemente wie in MAST sind auch fiir die néchste Version des IEEE 1076
Standards VHDL vorgesehen. Bis 1997 soll die bisher rein diskrete Hardware Beschrei-
bungssprache VHDL um Sprachelemente erweitert werden, mit denen analoge elektrische
Schaltungen, aber auch sonstige physikalische Systeme, objektorientiert beschrieben werden

kénnen [Vach93].

Diese Arbeit basiert auf den Konzepten der objektorientierten Modellierung, wie sie in
den obigen Modellierungssprachen enthalten sind. Insbesondere wird auf der grundlegen-
den Arbeit von Elmqvist [EImq78] und weiterfithrender Arbeiten von Elmqvist und Cellier
[Cell91, Cell93, Elmq93a] aufgebaut, wie sie in Dymola realisiert sind.

Konsequenterweise werden deshalb auch alle Beispiele in der “Dymola-Sprache” notiert.
Dies hat mehrere Vorteile:

e Durch die Grammatik und die semantischen Regeln der Dymola-Sprache liegt ein
(durch den Compiler der Sprache {iberpriifbarer) Rahmen vor, in dem ein Sachverhalt
kurz, pragnant und exakt formuliert werden kann.

o Alle Ideen koénnen in der Dymola-Umgebung sofort am Rechner verifiziert werden.
Damit kann zugleich auch deren praktische Niitzlichkeit untersucht werden. Dies
ist ein wichtiger Punkt: Es ist fiir Ingenieure wenig befriedigend, wenn (nur) eine
ausgefeilte Theorie angeboten wird, aber die (Rechner-) Werkzeuge fehlen um diese
Theorie auf praktische Probleme anwenden zu kénnen.

3DAE steht fiir Differential-Algebraic Equations.



o Die Transformationsalgorithmen, um ein Modell von einer anwendernahen Beschrei-
bung in eine numeriknahe Zustandsbeschreibung umzuformen, sind ein zentraler
Punkt objektorientierter Modellierungssprachen. Um die Praktikabilitat solcher Al-
gorithmen zu untersuchen, miissen Rechnerexperimente an realistischen Modellen
durchfithrbar sein. Dies ist mit Dymola in bester Weise gegeben, da Dymola
entsprechende Algorithmen enthédlt und direkt Rechencode im neutralen DSblock-
Modellformat [Otte92] (siehe auch Bild 1.6), sowie im Format der Simulationssysteme
ACSL, DESIRE, SIMNON oder SIMULINK, erzeugt.

regelungstech. Elektronik Mechanik
Bibliothek Bibliothek Bibliothek

Dymola: objekt-orientierte deskriptive Modellierung

"""""""" _ berechnungs-orientiert prozedurales il
DSblock: mathematisches Modell ) ENE

Stationaerwert- ereignis-gest. ereignis-gest.
Berechnung ODE-Loeser DAE-Loeser

Bild 1.6: Die Rolle von Dymola als neutrale Modellbildungsumgebung zwischen anwender-
naher, fachspezifischer Modelldefinition und rechnernahem numerikspezifischem
Gleichungsloser

Die in dieser Arbeit beschriebene Vorgehensweise kann generell mit Hilfe objektorientierter
Modellierungssprachen eingesetzt werden, und nicht nur speziell mit Dymola.



Kapitel 2

Objektorientierte Modellierung
kontinuierlicher Systeme

In diesem Kapitel wird erlautert, wie kontinuierliche, dynamische Systeme objektorientiert
modelliert werden kénnen. Weiterhin werden Algorithmen besprochen, mit denen Modelle
aus einer objektorientierten Beschreibungsform in eine fiir die rechnerische Auswertung ge-
eignete Form tiberfiihrt werden kénnen. Dies ist in der Regel die Zustandsform. Die Vorge-

hensweise basiert auf [Elmq78, Cell91, Cell93, Elmq93a.

2.1 Grundkonzepte

Ein physikalisches Objekt wird durch zwei Eigenschaften charakterisiert: zum einen phy-
sikalische Gesetze, die Zusammenhdnge zwischen physikalischen Gréflen des Objekts de-
finieren und zum anderen die Art, wie diese Groflen mit der Umgebung des Objekts in
Wechselwirkung treten kénnen. Diese beiden Eigenschaften eines Objekts werden in seiner
Klassen-Beschreibung festgelegt. Eine Klasse legt die gemeinsamen Eigenschaften “gleich-
artiger” Objekte fest. In Bild 2.1 sind als Beispiel die Klassen zur Beschreibung elektrischer
Widerstdnde und Kapazitaten aufgetithrt, wie sie in der Standard-Bibliothek von Dymola
fiir elektrische Bauteile vorliegen.

Die aufgefithrten elektrotechnischen Elemente sind zwar unterschiedlich, haben aber die
gemeinsame Figenschaft, dafl gleiche Verbindungs-Moglichkeiten zur Umgebung gegeben
sind. Aus diesem Grund wird die Oberklasse TwoPin eingefiithrt, in der diese gemeinsame
Eigenschaft definiert wird. Die Klassen der elektrischen Elemente sind dann Unterklassen
von TwoPin und erben alle Eigenschaften von TwoPin.

Die Klasse TwoPin beschreibt elektrische Elemente, die zwei “Drahtenden” besitzen, mit
denen ein Element mit anderen elektrischen Elementen verbunden werden kann. Die Ver-
bindungsstelle eines Objekts zur Umgebung wird als Cut bezeichnet und folgendermafien
beschrieben:

cut Cut-Name ( Across-Variablen / Through-Variablen )

Wenn ein Objekt mit anderen Objekten verbunden wird, so wird eine Verbindungsstelle
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model class TwoPin

cut ¢ (Va /i)

cut b (Vb /-i) i ’ -i
main cut mc [a, b] cuta ()—=— TwoPin —=—() cutb
main path mp <a—56 > Va Vb
local u .
u= Va— Vb

end

model class (TwoPin) Resistor
parameter R

cuta (O)—— R —<—) cutb

A% Vb
w=R*i :
end u
model class (TwoPin) Capacitor ) C
parameter C 1 ‘ ‘ -1
cuta () - () cutb
C* dexr(u) = ¢ v ‘ ‘
end a Vb

Bild 2.1: Modellklassen fiir elektrische Schaltungselemente.

durch Objekt-Name:Cut-Name identifiziert. In der Klammer einer Cut-Definition werden
die Variablen aufgefiihrt, die iiber diese Verbindungsstelle mit der Umgebung in Kontakt
treten. Diese Variablen werden auch als Terminal-Variablen bezeichnet, im Unterschied
zu Local-Variablen, die nur lokal in einem Objekt Verwendung finden. Man beachte,
dal mit Terminal-Variablen (in der Regel) keine Richtung verbunden ist. Es wird also nicht
festgelegt, welche Variable Eingangs- und welche Ausgangsgrofie ist. Dies ist eine notwendige
Voraussetzung fiir die objektorientierte Modellierungstechnik, da nur die Eigenschaften eines
Objekts beschrieben werden sollen. Die Signalrichtung ergibt sich aus der Art, wie ein
Objekt verschaltet ist, und welche Aufgabenstellung vorliegt.

Es werden zwei Arten von Variablen unterschieden: Across- und Through-Variablen. Diese
Abstraktion ist schon lange bekannt, siehe z.B. [Cann67]. Dymola verwendet die Verbin-
dungseigenschaft der beiden Variablentypen als eingebaute Regel, um eine Verbindung von
Objekten zu interpretieren, sieche auch Bild 2.2: Korrespondierende Across-Variable an ei-
ner Verbindungsstelle werden gleichgesetzt, wéhrend Through-Variable zu Null aufsummiert
werden. Across- und Through-Variablen haben &hnliche Eigenschaften wie Effort- und Flow-
Variablen, wie sie auf Seite 9 im Zusammenhang mit Bondgraphen erldutert wurden. Ins-
besondere ist das Produkt der jeweils korrespondierenden Variablen gleich dem an dieser
Stelle auftretenden Energieflul. Der einzige Unterschied besteht darin, daf es fiir Effort-
und Flow-Variable jeweils zwei vollkommen symmetrische Verbindungselemente gibt (0- und
I-Junction), wéhrend fiir Across- und Through-Variable nur jeweils eine Verbindungsart
definiert ist.

Die Cuts in der Klasse TwoPin in Bild 2.1 definieren die elektrischen Potentiale an den
beiden Verbindungsstellen (Va,Vb) als Across-Variablen und den, iiber diese Stellen ein-
fliefenden, elektrischen Strom (¢, —i) als Through-Variablen. Die Verschaltungsregeln fiir
Across- und Through-Variablen entsprechen dann den Kirchhoff’schen Gesetzen: An einem
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Bei einer Verschaltung werden Across Variablen gleichgesetzt und
Through Variablen zu Null aufsummiert.

in der Bibliothek : cut ¢ (Va /i)

im Modell : node n
connect A:a at n, B:a at n, C:a at n
Gleichungen : A.Va= B.Va
B.Va=C.Va
0 =Ai+4+ Ba+ Cu
Allgemeine Regel : Leistung = “Across” - “Through”
= Spannung - Stromstdrke B
= Geschwindigkeit” - Kraft
= Temperatur - Entropiefluf

Bild 2.2: Physikalische Verschaltungsregeln.

elektrischen Verbindungsknoten sind die Potentiale gleich, wahrend sich die Stréme zu Null
aufaddieren. Die Anweisungen “main cut ...” und “main path ...” legen fest, wie eine
Verbindungs-Definition zu interpretieren ist, wenn aus Bequemlichkeitsgriinden der Name
der an der Verbindung beteiligten Cuts weggelassen wird. Zum Beispiel sind die folgenden
Anweisungen vollkommen dquivalent, um den Cut a eines elektrischen Schaltungselements €'
an einer Stelle nl und den Cut b an einer Stelle n2 anzubringen:

connect C:a at nl, C:b at n2

connect C at (nl,n2) {wegen “main cut”}
connect C' from nl to n2 {wegen “main path”}
connect nl to C' to n2 {wegen “main path”}

Die physikalischen Gesetze der elektrotechnischen Bauteile sind in Unterklassen der Klasse
TwoPin definiert, siehe Bild 2.1. Mit einer Parameter-Anweisung werden die Systemkon-
stanten eines Modells deklariert. Zum Beispiel ist der Parameter R die Grole des elektri-
schen Widerstands eines Objekts der Klasse Resistor. Die Werte von Parametern kénnen
z.B. vor einem Simulationslauf modifiziert werden.

Die physikalischen GesetzmaBigkeiten zwischen Variablen werden in Form von Gleichungen
(nichtin Form von Zuweisungen) angegeben. Dies ist zwangslaufig eine Folge der Forderung,
dafB in einer Klassenbeschreibung nicht festgelegt ist, welche Variablen Eingangsgréfien und
welche Variablen Ausgangsgrofien sind. Es ist deswegen hier auch noch nicht bekannt, nach
welcher der Variablen eine Gleichung aufgelést werden mufl. Das Ohm’sche Gesetz in der
Klasse Resistor konnte deswegen genauso gut in der Form “0 = u — R % ¢” angeschrieben
werden. Erst bei der Codeerzeugung wird festgestellt, nach welcher Variablen eine Gleichung
aufzulésen ist. Wenn diese Variable linear in der Gleichung auftritt, wird die Gleichung
mittels Symbolmanipulation nach der gewtinschten Variable umgeformt. Die Zeitableitung
in einer Gleichung wird mit dem Operator der' beschrieben. Zum Beispiel lautet die
Gleichung fiir eine Kapazitat: C' « der(u) = 1.

Der Einsatz der oben diskutierten elektrotechnischen Bauteile wird an einem einfachen elek-

lder ist die Abkiirzung von derivative.
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trischen Schaltkreis aus [Cell91], Bild 2.3, erlautert. Der rechte Teil von Bild 2.3 zeigt den
Schaltkreis, der linke Teil zeigt die entsprechende Modellbeschreibung.

@el.lib {benutze die Bibliothek fiir elektrische Bauteile}
model circuit

submodel (Vsource) U0

submodel (Resistor) R1 (R=100), R2(R=20)

n
submodel (Capacitor) C (C=1.E-6) ¢
submodel (Inductor) L (L=1.5E-3)
submodel (Ground) ¢ R R
1 2
node a0, nl, n2, n3
input u + o
output yI, y2 Uo @ > s
connect ¢ at nf U0 at (nl,n0), cC —— L
R1 at (n1,n2), C at (n2n0),
R2 at (n1,n3), L at (n3,n0) R
u = UD.VO } Ny
yl = Clu
y2 = L.
end

Bild 2.3: Einfacher elektrischer Schaltkreis.

Mit der ersten Anweisung wird die Bibliothek fiir elektrische Bauteile verfiighar gemacht (der
@ Operator legt fest, dafl die Datei el.lib in das Modell aufzunehmen ist). Danach werden
alle bendtigten Objekte mit den Anweisungen “submodel ...” deklariert. Die allgemeine
Syntax hierfiir ist:

submodel (Klassenname) Objektname (Parameter)

Zum Beispiel wird mit der Anweisung “submodel ( Resistor) R1 (R=100)" ein neues Modell
der Klasse Resistor angelegt. Dieses Modell erhélt den Namen R 7 und der Modellparameter
R der Klasse Resistorerhalt den Wert 100. Durch diese Anweisung wird also ein Widerstand
von 1002 definiert.

Um die Verbindungsdefinition der elektrischen Bauteile zu vereinfachen, werden einige “Kno-
tenpunkte”, die node genannt werden, eingefiihrt (siehe Bild 2.3). Weiterhin werden durch
die input und output Anweisungen das Eingangssignal « und die Ausgangssignale y1, y2
deklariert. In den letzten drei Gleichungen des Modells wird festgelegt, daB « die Spannung
der Spannungsquelle, y{ der Spannungsabfall an der Kapazitdt C' und y2 der Strom in der
Induktivitét List. SchlieBlich werden mit der connect Anweisung alle deklarierten Objekte
zusammengeschaltet.

Wie in Bild 2.3 zu sehen ist, wird die physikalische Realitat, d.h. der elektrische Schaltkreis,
durch die Definition entsprechender Objekte und deren Verschaltung sehr direkt abgebildet.
Ziel neuer Modellbibliotheken ist es, eine solche direkte physikalische Abbildung auch fiir
andere Fachgebiete anzubieten. Das obige Modell kénnte sofort in einem gréferen Modell als
Sub-Modell eingesetzt werden. Dymola erlaubt eine beliebige hierarchische Verschachtelung

von Modellen und Modell-Klassen.
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2.2 Basis-Algorithmen

Im vorherigen Abschnitt wurde erldutert, wie ein physikalisches Modell mit Hilfe einer
Klassen-Bibliothek realitatsnah aufgebaut werden kann. In diesem Abschnitt wird disku-
tiert, wie ein solches Modell in die minimale Beschreibungsform einer Zustandsdarstellung
iibergefithrt werden kann. Fiir den praktischen Einsatz ist es dann natiirlich entscheidend,
daf} die Zustandsform nicht nur fiir kleine “Spielmodelle”, sondern auch fiir gréflere, praxis-
relevante Modelle effizient berechnet werden kann. Die einzelnen Schritte der Transforma-
tion in die Zustandsform werden anhand des elektrischen Schaltkreises aus Abschnitt 2.1
erlautert.

Das Basis-Gleichungssystem

Zuerst werden automatisch die Gleichungen aller beteiligten Objekte als Kopien der Gleich-
ungen aus den entsprechenden Klassenbeschreibungen aufgestellt. Zusatzlich werden alle
explizit angegebenen Gleichungen aufgenommen (z.B. u=0U0.V0 in Bild 2.3). Zum Schluf}
werden die durch connect Anweisungen implizierten Beziehungen zwischen Variablen glei-
chungsméaBig formuliert. Fiir den Schaltkreis von Bild 2.3 fithrt diese Vorgehensweise auf
folgende Gleichungen?:

Uo0. U0.u = U0.Va — U0.Vb circuit. u = U0.V0
U0.V0 = Ul.u yl =C.u
R1. Rl.u = Rl.Va— R1.Vb y2 =Li
R1.R+«Rl1i = Rlu R1.Vb = C.Va
R2. R2.u = R2.Va — R2.Vb Ci =Rl.1
R2.R+*R21 = R2.u R2.Vb = L.Va
C. Cu =C.Va—- CVb Li = R2.1
C.CxC.deru = C.1 R2.Va = U0.Va
L. Lu =LVa—-LVDb R1.Va = R2.Va
L.LxL.deri = L.u 0 =U01+4+ R21+ R1a
g. gV =0 U0.Vb =g.V
LVb =TU0.Vb
CVb =L.Vb

In der linken Spalte sind jeweils die Objekte angegeben in deren Klassenbeschreibung die
Gleichung definiert ist, die in der rechten Spalte aufgefiithrt ist. Wie in objektorientierten
Sprachen tiblich, wird z.B. die Variable Va des Objekts ' durch den Namen C.Va ge-
kennzeichnet. Das obige Gleichungssystem ist die Basis, von der aus alle Transformationen
erfolgen.

Die Formulierung der Modellbildungsaufgabe

Das bis jetzt aufgestellte Gleichungssystem legt nur Beziehungen zwischen Variablen fest.
Es wurde jedoch noch nicht bestimmt, was zu berechnen ist. Oder anders ausgedriickt:

?Bei der Code-Erzeugung wird der Operator der durch eine entsprechende neue Variable ersetzt, z.B.

der(u) durch deru.
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Aufgrund der Aufgabenstellung mufl festgelegt werden, welche Variablen bekannt und welche
Variablen unbekannt sind.

Ublicherweise geht man davon aus, daB ein dynamisches System in der Zustandsform si-
muliert werden soll, d.h., daf} ein Anfangswertproblem des folgenden expliziten Differential-
Gleichungssystems zu 16sen ist:

x = f(x,u,t) (2.1)
y = g(x,u,t).

Hierbei sind x(t) die Zustandsgréfien, u(t) sind die bekannten Eingangsgrofien, y(t) sind
die AusgangsgréBen und ¢ ist die Zeit. Integratoren verlangen, dafl die Funktionen f und g
zur Verfiigung gestellt werden. Das heifit, bei bekannten x, u und ¢ sind die unbekannten
Groflen x und y zu berechnen.

Aus diesem Grund wird standardméfiig angenommen, daf} alle mit input deklarierten
Groflen, sowie alle Variablen w, bei denen Ableitungen nach der Zeit auftreten, bekannte
Groflen sind. Alle anderen Variablen sollen damit berechnet werden, insbesondere die Ab-
leitungen der(w) und die als output deklarierten Variablen. Fiir den obigen Schaltkreis
soll eine Simulation durchgefithrt werden. Dafiir legt diese Voreinstellung fest, daff u, C.u

und L. bekannt sind, und daf} der(C.u),der(L.i),yl und y2 zu berechnen sind.

Die Voreinstellung kann leicht geédndert werden, indem explizit angegeben wird, welche Va-
riablen bekannt und welche unbekannt sind. Zum Beispiel konnte bei den Gleichungen (2.1)
gefordert werden, dafl alle Ableitungen Null sind (x = 0), d.h. x sind bekannte Grofien,
und daf alle Zustandsgréfen x unbekannt sind. In diesem Falle wiirde das Modell fiir eine
Stationdrwertberechnung aufbereitet werden. Es koénnte auch die Aufgabe gestellt werden,
das inverse dynamische Modell zu bestimmen. Dazu werden x und x als bekannt, und die
Eingangsgroflen u als unbekannt angesehen.

Ausgehend von den Basisgleichungen des Modells, kénnen fiir jede beliebige Aufgabenstel-
lung die entsprechenden Auswerte-Gleichungen abgeleitet werden. Wenn von der Vorein-
stellung abgewichen wird, kénnen natiirlich leicht Fehler gemacht werden, wobei dann z.B.
die Zahl der Gleichungen mit der Zahl der Unbekannten nicht mehr tibereinstimmt. Mit
den im folgenden beschriebenen Algorithmen werden aber solche Fehler erkannt.

Elimination identischer Variablen

Durch die Verschaltungsregeln fiir Across-Variablen werden sehr viele triviale Gleichungen
der Form a = b eingefithrt. In einem ersten Schritt werden alle solche Gleichungen entfernt
und z.B. @ in allen restlichen Gleichungen durch b ersetzt. Im obigen Schaltkreisbeispiel
fiihrt das zu dem folgenden, vereinfachten Gleichungssystem:

Uo. U0.u = U0.Va — U0.Vb

R1. Rl.u = R2.Va — C.Va
R1.R+R11 = Rl.u

R2. R2.u = R2.Va — L.Va
R2.R«Li = R2.u

C. C.u =C.Va—-L.Vb

C.C«+C.deru = R1.1
L. L.u =LVa—-L.Vb
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L.L«L.der1 = L.u

g. g.V =0

circuit. 0 =U0i+ Li+ Rli
vl =Cu
y2 = L1

Transformation auf Blockdreiecksform

Jede Modellbildungsaufgabe kann als das Losen eines (in der Regel grofien und diinnbesetz-
ten) nichtlinearen Gleichungssystems der Form f(x) = 0 angesehen werden, wobei x die un-
bekannten, zu berechnenden, Gré8len sind. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden dabei
die bekannten Groflen nicht mehr explizit in der Funktion aufgefithrt. Die Grundidee zur
effizienten Losung dieses Gleichungssystems besteht darin, das System durch Permutationen
der Unbekannten und der Gleichungen in eine Form zu {iberfithren, in der méoglichst “wenig”
Abhéangigkeiten zwischen den Gleichungen bestehen und das Gleichungssystem dann durch
eine Vorwartsrekursion gelést werden kann.

Hierzu wird eine sogenannte Occurrence Matrix aufgestellt®, siehe z.B. [Mah90]. Alle Ele-
mente dieser Matrix sind entweder 0 oder 1. Das Element (7, j) ist 1, wenn die Unbekannte
x; in der Gleichung f; auftritt, anderenfalls ist es 0. Als Beispiel ist in Gleichung (2.3) ein
einfaches Gleichungssystem mit der zugehoérigen Occurrence Matrix Ocey angegeben:

1 X9 I3
fi(z,23) = 0 1 01
f2 (1’2) = 0 OCCl = 0 1 0 (23)
fa(z1,22) = 0 1 10

Durch Permutationen der Gleichungen und der Unbekannten, d.h. der Zeilen und der Spal-
ten der Occurrence Matrix, kann dieses Gleichungssystem auf die folgende Form gebracht
werden:

o9 X1 I3
f2 (22) =0 1 00
fa(z,2e) = 0 Ocec, =11 1 0 (2.4)
fi(z,23) = 0 01 1

In dieser Form kann zuerst x5 aus fo, dann a1 aus f3 und schlieflich x3 aus f; berechnet wer-
den, d.h. es werden drei voneinander unabhéngige Gleichungssysteme jeweils der Ordnung 1
gelost, statt eines nichtlinearen Gleichungssystems der Ordnung 3. Wenn dariiberhinaus
in fy, ¥1 in f3 und x3 in f; nur linear auftreten, kénnen die einzelnen Gleichungssysteme
sofort symbolisch nach der Unbekannten umgeformt werden und das urspriingliche Problem
ist gelost.

Verallgemeinert kann diese zentrale Aufgabenstellung so formuliert werden: Gesucht sind
Permutationsmatrizen P (fiir die Gleichungen) und Q (fiir die Unbekannten), so daf die
Occurrence Matrix A auf die folgende Blockdreiecksform gebracht wird, wobei die Blocke
B,; auf der Diagonalen eine minimale Dimension besitzen sollen (alle Elemente im oberen
Dreieck im folgenden Gleichungssystem sind Null):

3Natiirlich wird in einer Programm-Realisierung aus Speicherplatz- und Effizienzgriinden die Occurrence
Matrix nicht direkt aufgestellt, sondern durch verzeigerte Listen realisiert. In Dymola wird die Occur-
rence Matrix durch einen Bipartit-Graphen, eine spezielle Listenstruktur, beschrieben.
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Bll
B21 B22

PAQ — B31 B32 B33 . (25)
Bml Bm2 . . Bmm

Das urspriingliche Problem (Losen eines Gleichungssystems der Ordnung n) wird da-
durch auf das sukzessive Losen von m Gleichungssystemen mit niedrigeren Ordnungen

dim(By1), dim(Bsy), ..., dim(B,,.,) zuriickgefiihrt.

Erstaunlicherweise ist die Blockdreiecksform (2.5) mit minimalen Dimensionen der Diago-
nalblécke im “wesentlichen” eindeutig und kann durch effiziente Algorithmen ermittelt wer-
den. Im “wesentlichen” eindeutig bedeutet, dafl sich alle Blockdreiecksformen, bei denen
sich die Diagonalblocke B;; nicht weiter in kleinere Diagonalblocke aufteilen lassen, durch
folgende Transformation ineinander {iberfithren lassen: Zeilen-Permutationen, die nur die
Zeilen eines Diagonalblockes betreffen, Spalten-Permutationen, die nur die Spalten eines
Diagonalblockes betreffen, sowie symmetrische Permutationen, die die Blécke umordnen
(wenn z.B. By; = 0, kénnen die Blocke Byy und By auch vertauscht werden). Fiir einen
Beweis dieser Figenschaft siehe z.B. [Duff86]. Die Transformation auf Blockdreiecksform
geschieht {iblicherweise in zwei Schritten:

In einem ersten Schritt wird die Occurrence-Matrix A durch Zeilen-Permutationen PA so
umgeformt, daf jedes Diagonalelement eine Eins enthilt. Dies ist immer moglich, wenn die
Jacobi-Matrix 0f /0x nicht strukturell singuléar ist. Wie strukturelle Singularitaten behan-
delt werden, wird in Abschnitt 2.4 ab Seite 31 besprochen. Hier wird zundchst angenommen,
daf die Jacobi-Matrix (strukturell) reguldr ist. Eine solche Umformung wird als “output
set assignment” oder auch als “finding a transversal” bezeichnet. Algorithmische Details
kénnen in [Duff86, Pant88, Mah90] gefunden werden®. Der Rechenaufwand zur Ermittlung
dieser Form ist hochstens O(n7), wobei n die Dimension der Occurrence Matrix ist, d.h. die
Anzahl der Gleichungen, und 7 die Anzahl der Elemente ist, die den Wert 1 haben. In der
Regel ist der Rechenaufwand aber deutlich geringer [Duff86].

In einem zweiten Schritt wird durch symmetrische Zeilen- und Spalten-Permutationen
QT(PA)Q auf die gewiinschte Blockdreiecksform transformiert. Dies geschieht mit Tarjans
bekanntem Algorithmus [Tarj72] zur Ermittlung der strong components eines gerichteten
Graphen. Der Rechenaufwand von Tarjans Algorithmus ist O(n) + O(7).

Ublicherweise sind in einer Gleichung nur wenige Unbekannte enthalten. Deswegen ist 7
meist ein (kleines) Vielfaches der Anzahl der Gleichungen n. Der Rechenaufwand zur Um-
formung auf Blockdreiecksform ist deswegen im ungiinstigsten Fall O(n?). In vielen prakti-
schen Fillen ist er jedoch deutlich kleiner. Eigene Experimente zeigen, dafl Dymola selbst
bei 20000 Gleichungen die Transformation auf Blockdreiecksform innerhalb weniger Sekun-

den durchfiihrt.

Wenn alle Diagonal-Blocke der Blockdreiecksform die Dimension 1 haben und alle Variablen
auf der Diagonalen nur linear in diesen Gleichungen auftreten, dann kann explizit nach allen
Unbekannten aufgelést werden und das Problem ist gelést. Modelle, bei denen dies nicht

4In [Pant88] wird der vollstindige Algorithmus kompakt in 13 Zeilen Pseudocode beschrieben und auf
einfache Weise bewiesen.
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zutrifft, werden im né&chsten Abschnitt ab Seite 26 behandelt.

Wird das oben skizzierte Vorgehen auf das Schaltkreisbeispiel angewendet, ergeben sich die
folgenden Gleichungen:

g. g.V =0
Uo. U0.Va =g.V+4+u
C. CVa =gV +Cu
R1. Rlu =U0.Va— C.Va
R1i = RIl.u/R1L.R
circuit. U0.i = — (Li+ RL.)
R2. R2u = R2.R«L.i
C. C.deru = R1.i/C.C
R2. L.Va =U0.Va— R2.u
L. Lau =LVa—-gV
L.deri = L.u/L.L
circuit. vl =Cu
y2 = L1

In der linken Spalte sind wiederum die Objekte angegeben, in deren Klassenbeschreibun-
gen die Gleichungen definiert sind, die in der rechten Spalte auftretenden. Dadurch sieht
man deutlich die Umsortierung des urspriinglichen Gleichungssystems und das Auflésen der
einzelnen Gleichungen nach den jeweiligen Unbekannten. Man beachte, daf} die Gleichung
des Widerstands R1 nach dem Strom (R1.i = Rl.u/R1.R) aufgelost wurde, wiahrend die
Gleichung des Widerstands R2 nach der Spannung (R2.u = R2.R«L..i) aufgelost wurde. Das
heiflt, eine Gleichung derselben Klasse tritt, aufgrund der unterschiedlichen Verschaltung,
in zwei verschieden aufgelésten Formen auf.

Elimination nicht benétigter Gleichungen

StandardméaBig wird angenommen, dafl alle Parameter, d.h. alle Modellkonstanten, zur
Laufzeit eines Simulationsexperiments modifiziert werden kénnen. Deswegen werden alle
Parameter bei der Code-Erzeugung wie bekannte (zeitabhéngige) Variable behandelt. Fiir
groflere Modelle ist dieses Vorgehen ungeeignet: Zum einen, weil es im Laufzeitsystem
uniibersichtlich wird, hunderte oder tausende von Konstanten modifizieren zu kénnen und
zum anderen, weil die Effizienz des Modells gesteigert werden kann, wenn die numerischen
Werte der Konstanten schon bei der Code-Frzeugung ausgenutzt werden. Die letzte Eigen-
schaft wird besonders deutlich bei den in Kapitel 4 betrachteten Mehrkoérpersystemen, da
hier viele Modellkonstanten 0 oder 1 sind.

Aus diesem Grund kann in Dymola definiert werden, welche Parameter bei der Modell-
transformation durch ihre numerischen Werte ersetzt werden sollen (z.B. in der Form: “ex-
pandiere alle Parameter mit Ausnahme von ...”). In der Code-Generierungsphase werden
dann z.B. die speziellen numerischen Parameter-Werte 0 und 1 ausgenutzt. Wenn z.B.
“a = b*(c+d)” ist und der Parameter b den Wert 0 besitzt, so wird die komplette Gleich-

ung eliminiert und a wird bei jedem weiteren Auftreten durch 0 ersetzt.

Bei vielen Aufgabenstellungen werden nicht alle, in einem Modell enthaltenen, Gleichungen
bendtigt. Weiterhin werden bei der Gleichungsaufstellung eventuell Zwischengréfien berech-
net, die fiir die eigentliche Aufgabenstellung nicht benutzt werden. Wenn z.B. die Gleichung
“a = bx (c+ d)” eliminiert wird, weil der Parameter b = 0 ist und die Zwischengrofien ¢
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und d im folgenden nicht mehr benétigt werden, so kénnen zumindest auch die Defini-
tionsgleichungen fiir ¢ und d entfernt werden. FEs zeigt sich, dafl beide dieser Félle bei
Mehrkorpersystemen haufig auftreten. Deswegen werden optional alle Gleichungen ent-
fernt, die nicht fiir die Berechnung der als output deklarierten Variablen, der Ableitungen
der Zustandsgrofen oder sonstiger explizit gewlinschter Variablen, benotigt werden. Diese
Vorgehensweise ist an das in [Otte88] beschriebene symbolische Verfahren zur Frzeugung
effizienter Bewegungsgleichungen von Mehrkérpersystemen angelehnt.

Wenn im Schaltkreisbeispiel alle Parameter, mit Ausnahme der Kapazitit und der In-
duktivitat, expandiert werden und nur die Ausgangsgréfien und die Ableitungen der Zu-
standsgréfen berechnet werden sollen, dann werden die in Bild 2.4 angegebenen Gleichungen
erzeugt.

o
(bekannte Variablen: C.u, L.i, u)
RI. Rlu =u-Cu R, R,
R1.i = 0.010000«R1.u
C. C.deru = R1.i/C.C + o n
R2. R2.u = 20.000000+L.i Yo @ ? OB ’
LVa =u-R2u
L. L.deri = L.Va/L.L C —/— % L
circuit. vl =Cu
y2 = L1 R

}no

Bild 2.4: Fiir den Schaltkreis generierte Zustandsform.

Ausgehend vom objektorientierten Modell des Schaltkreises in Bild 2.3 auf Seite 20, wur-
den mehrere Gleichungs-Zwischenstufen gezeigt und erlautert, bis schliefilich die gewiinschte
Endform erreicht wurde. Normalerweise werden diese Zwischengleichungen nur intern gebil-
det. Der Anwender “sieht” nur das Ausgangsmodell und die aufgefithrten Endgleichungen.
Fiir das Verstdndnis der folgenden Kapitel ist es jedoch wichtig zu wissen, auf welche Weise
ein Modell in die Zustandsdarstellung iibergetithrt wird. Deshalb wurden hier die Zwi-
schenstufen explizit gezeigt.

2.3 Modelle mit differential-algebraischen
Gleichungssystemen

In diesem Abschnitt werden Modellbeschreibungen behandelt, die neben Differentialglei-
chungen auch algebraische Gleichungssysteme enthalten. Unter anderem wird das all-
gemeine Tearing-Verfahren eingefiihrt, welches zur Behandlung von Mehrkérpersystem-
Modellen in Kapitel 4.3 benétigt wird.

Modelle, die nicht explizit auflésbar sind, fithren zu einer Blockdreiecksform, bei der einige
der Diagonalblocke entweder eine Dimension grofler als 1 besitzen und/oder die entspre-
chende Variable nicht-linear in die Gleichungen des Diagonalblocks eingeht. Diese Gleich-
ungssysteme, sowie die Unbekannten in den Gleichungssystemen, werden bei der Transfor-
mation auf Blockdreiecksform automatisch ermittelt.
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Lineare algebraische Gleichungen im Modell

Wenn die Unbekannten in ein Gleichungssystem nur linear eingehen, 16st Dymola das Gleich-
ungssystem explizit auf. Zur Zeit stehen zwei Methoden zur Verfiigung:

Standardméfig wird ein lineares Gleichungssystem bei der Code-Erzeugung symbolisch nach
den Unbekannten aufgelést. Hierfiir wird eine “intelligente” Variante der Cramer’schen Re-
gel benutzt. Insbesondere werden immer automatisch Zwischengréfen gebildet, die in den
folgenden Ausdriicken mitbenutzt werden. Es ist nicht méglich einen effizienteren Algorith-
mus einzusetzen, da bei der Code-Frzeugung keine numerischen Werte der Systemmatrix
bekannt sind. Deswegen kann insbesondere keine Pivot-Suche durchgefithrt werden. Die-
ses Verfahren ist bei kleineren, vollbesetzten Matrizen und bei mittelgrofien, diinnbesetzten
Matrizen sinnvoll anwendbar.

Optional werden lineare Gleichungssysteme numerisch gelost. Hierzu wird zuerst ein li-
neares Gleichungssystem der Form “Ax = b” aufgestellt. Dies geschieht bei der Code-
Erzeugung durch symbolische Wertezuweisungen an die Elemente der Matrix A und des
Vektors b. Danach wird das Gleichungssystem mit Unterprogrammen der LINPACK-
Bibliothek [Dong79], basierend auf einem Gauflverfahren mit Spalten-Pivotsuche und Kondi-
tionsschdtzung, gelést. Dieses Verfahren ist bei vollbesetzten Matrizen sinnvoll anwendbar.

Es wére vorteilhaft, auch ein spezielles numerisches Verfahren zur Lésung diinnbesetzter
Matrizen anzubieten (“Sparse Matrix Solver”), da die Gleichungssysteme oft diinnbesetzt
sind. Es ist beabsichtigt einen “general purpose” Léser, z.B. Y12M von Zlatev, Wasniewski
und Schaumburg oder HA28 von Duff aus der Harwell Bibliothek, dafiir einzusetzen. Im
Unterschied zu einem Loser fiir vollbesetzte Matrizen werden bei diesen Unterprogrammen
nur alle Nicht-Null Elemente der Matrix in einem Vektor gespeichert sowie in zwei Integer-
Vektoren die zugehdrigen Matrizenindizes mitgeteilt. Der “Sparse Matrix Solver” nutzt dann
die Null/Nicht-Null Struktur der Matrix bei der Losung durch einen GauB-Algorithmus aus,
siehe z.B. [Duff86].

Nichtlineare algebraische Gleichungen im Modell

Wenn die Unbekannten in einem Gleichungssystem nicht-linear auftreten, tiberfithrt Dy-
mola ein Simulationsmodell in ein differential-algebraisches Gleichungssystem (DAE®) der
folgenden Form:

0 = f(t,u,x,x) (2.6)
y = g(t,u,x) . (27)
Ein DAE-Loser wie DASSL [Petz82, Bren89] stellt zu jedem Zeitpunkt die Werte ¢, x und

x zur Verfiigung und erwartet die Berechnung des Residuums f. Aus diesem Grund werden
die in einem nichtlinearen algebraischen Gleichungssystem auftretenden Variablen im Vektor
der Deskriptorvariablen x aufgefiihrt. Dann wird Code zur Berechnung des Residuums der
nichtlinearen Gleichungen erzeugt.

Wenn eine Uberfithrung in eine DAE nicht erwiinscht ist, oder wenn kein Simulationsproblem
vorliegt, sondern z.B. ein Stationdrwertproblem, kann das nichtlineare Gleichungssystem di-

SDAE steht fiir Differential Algebraic Equations.
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rekt mit einem nichtlinearen Gleichungsloser behandelt werden. Es ist aber nicht praktika-
bel einen Gleichungsléser mit der tiblichen Standard-Schnittstelle zu benutzen: Bei solchen
Unterprogrammen wird namlich verlangt, dafl das Residuum des nichtlinearen Gleichungs-
systems in einem Unterprogramm berechnet wird. Ein Zeiger auf dieses Unterprogramm
ist beim Aufruf des Losers mitzugeben (EXTERNAL Anweisung in Fortran). Bei der Code-
Erzeugung mit einem Programm wie Dymola ist es zu kompliziert, fiir jedes nichtlineare
Gleichungssystem ein eigenes Unterprogramm zu generieren (automatische Namensvergabe
fiir die Unterprogramme, Bereitstellung aller Variablen im Unterprogramm etc.).

Wesentlich einfacher gestaltet sich die Benutzung eines Losers mit “reverse communication”.
Hier wird der Loser innerhalb einer Schleife aufgerufen. Immer wenn der Loser einen neuen
Funktionswert bendtigt, wird das Unterprogramm verlassen. Im rufenden Programm wird
der Funktionswert berechnet und der Loser wird wieder aufgerufen. Dieser setzt dann seine
Arbeit an der zuvor verlassenen Stelle fort.

In Dymola wird fiir diesen Zweck das Unterprogramm RPNLZ1 aus der RASP-Bibliothek
[Grue91] verwendet. RPNLZ1 basiert auf den beiden Unterprogrammen HYBRD und HYBRJ
von Garbow, Hillstrom und More aus der MINPACK-Bibliothek, wobei diese Unterpro-
gramme auf “reverse communication” umgestellt wurden. Es wird ein Newton/Raphson-
Verfahren mit einem Broyden Rang-1 Update® eingesetzt. Globale Konvergenz wird durch
eine Begrenzung des Newton-Schritts erreicht.

Der Einsatz eines nichtlinearen Gleichungslosers in der rechten Seite einer Differentialglei-
chung mufl wohliiberlegt sein, da z.B. die Genauigkeit des nichtlinearen Lésers und die
Genauigkeit des Integrators aufeinander abgestimmt sein miissen”. Bei gréfieren nichtli-
nearen Gleichungssystemen ist es meist besser, eine generische DAE-Formulierung zu be-
nutzen, da ein DAE-Loser mehr Informationen iiber die Vergangenheit benutzt um damit
die Zukunft zu extrapolieren. Auflerdem kann ein DAE-L&ser durch seine Schrittweiten-
kontrolle wahrend der Integration dafiir sorgen, dafl das Newton-Verfahren im Integrator
schnell genug konvergiert. Bei kleineren nichtlinearen Gleichungssystemen in einem nicht-
steifen Differentialgleichungssystem, kann aber die explizite Verwendung eines nichtlinearen

Gleichungslosers vorteilhaft sein.

Losung diinnbesetzter Gleichungssysteme durch Tearing

Die (linearen oder nichtlinearen) Gleichungssysteme in physikalischen Modellen sind oft
grof} und diinnbesetzt, d.h. in jede Gleichung gehen nur wenige der unbekannten Varia-
blen ein. Solche Gleichungssysteme kénnen effizient mit Methoden gelést werden, die die
Null/Nicht-Null Struktur (beziiglich des Auftretens von Variablen) eines Systems ausnutzen.
“Sparse Matrix” Methoden fiir lineare Gleichungssysteme sind z.B. in [Duff86] beschrieben.
Eine alternative Methode transformiert “grofle” diinnbesetzte Gleichungssysteme in “kleine”
vollbesetzte Systeme, welche mit einem Lé&ser fiir vollbesetzte Gleichungssysteme behandelt
werden. Diese Verfahrensklasse wird als Tearing bezeichnet. Sie wurde von Rubin [Rubi62]

“Hierbei wird die Jacobi-Matrix nur einmal (symbolisch oder numerisch) berechnet und dann nach jedem
Schritt vom Unterprogramm durch einen Rang-1 Update modifiziert. Wenn der Loser feststellt, dafl die
so approximierte Jacobi-Matrix zu ungenau geworden ist, wird diese erneut berechnet.

"Es macht z.B. wenig Sinn, wenn der nichtlineare Loser die Losung auf 10 Stellen genau ermittelt,
wiahrend der Integrator nur auf 4 Stellen genaue Ergebnisse liefert. Andererseits ist es kritisch, wenn
die Losung vom nichtlinearen Loser ungenauer als die vom Integrator ist.
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und von Kron [Kron63] eingefithrt. Tearing wird vor allem in der chemischen Prozefitechnik
verwendet [Mah90], ist jedoch z.B. auch bei Mehrkorpersystemen vorteilhaft einsetzbar.

Tearing fiir ein nichtlineares Gleichungssystem “f(x) = 0”7 besteht darin, Permutations-
Matrizen P und Q zu finden, so dafl die Unbekannten und das Gleichungssystem in zwei
Teile aufgespaltet werden

X:P[Xl]; f:Q[fl} (2.8)
f;
und das permutierte Gleichungssystem eine Form erhélt

fi(x1,x2) = O (2.9a)
f(x1,%x2) = 0, (2.9b)

wobei f; explizit nach x; auflésbar ist. Das heifit, bei bekanntem x, mufl x; eindeutig
(rekursiv) berechenbar sein, wie durch die folgende Gleichung ausgedriickt®:

X1 = fl*(Xl,XQ) . (210)

Nichtlineare Gleichungsloser arbeiten auf die folgende Weise: Es muf} ein Unterprogramm
zur Verfiigung gestellt werden, das bei gegebenem x das Residuum f berechnet. Der Glei-
chungsloser bricht ab, wenn das Residuum “klein” genug geworden ist. Ein Gleichungssys-
tem in der Form (2.9b, 2.10) benétigt nur x2, um zuerst x; und dann das Residuum f,
zu berechnen. Anstatt ein Gleichungssystem der Ordnung dim(x) zu l6sen, mufl nur ein
Gleichungssystem der Ordnung dim(xz) gelost werden. Die Permutations-Matrizen sollten
demnach so gewédhlt werden, dafl x; eine méglichst geringe Dimension besitzt. Tearing ist
vorteilhaft, da man mit symbolischen Verfahren auf die Form (2.9b, 2.10) transformieren
kann, und da wesentlich mehr nichtlineare Gleichungsléser fiir vollbesetzte als fiir diinnbe-
setzte Systeme verfiigbar sind.

Tearing fiir ein lineares Gleichungssystem “Ax =b” ist ein Spezialfall von nichtlinearem
Tearing. Hier miissen Permutations-Matrizen P und Q gefunden werden, so dafl die Unbe-
kannten und das Gleichungssystem wie folgt aufgespaltet werden:

pAQ[Z]:pb: [ii QHHZ[H (2.11)

A4y muf} eine untere Dreiecksmatriz mit nicht-verschwindenden Diagonalelementen sein.
Aufgrund dieser Eigenschaft ist Aq; regular und Gleichung (2.11) kann auf das folgende
Gleichungssystem transformiert werden:

(A.22 — A21A1_11A12)X2 = b2 — A21A1_11b1 (212&)
X1 = Al_ll(bl — A12X2) . (212b)

Da Ay; eine untere Dreiecksmatrix ist, kann die Transformation auf Gleichung (2.12) auf ein-
fache Weise symbolisch durchgefithrt werden. Natiirlich wird hierbei die Inverse von Ay nie

8In Gleichung (2.10) sind nicht alle Abhéingigkeiten erlaubt, da sonst x; nicht explizit berechenbar ist. Die
formale Bedingung lautet, daff die Occurrence-Matrix von f] beziiglich x; eine untere Dreiecksmatrix
sein muf, bei der alle Elemente auf und iiber der Diagonalen den Wert 0 besitzen.
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explizit gebildet. Zum Beispiel wird der Term X = A7 A, durch “Losen” des Gleichungs-
systems A1 X = Aj, ermittelt. Dies ist eine einfache Vorwéartsrekursion, da A;; untere
Dreiecksform besitzt. Gleichung (2.12) hat gegeniiber der Ausgangsgleichung den Vorteil,
daf nur noch ein Gleichungssystem der Ordnung dim(xz) anstelle eines Gleichungssystems
der Ordnung dim(x) gelost werden mufl.

Der Rechenaufwand der Algorithmen zum L&sen linearer oder nichtlinearer vollbesetzter
Gleichungssysteme ist mindestens proportional zu O(n?), wobei n die Systemordnung ist.
Wenn durch Tearing die Systemordnung n wesentlich reduziert werden kann und die Trans-
formation auf diese niedrigere Systemordnung “billig” ist, dann wird die Lésung des Glei-
chungssystems wesentlich effizienter, da (n;)® < n® (ny = dim(x3)). Die Transformation
auf die niedrigere Systemordnung ist meist “billig”, da die Systemmatrizen diinnbesetzt
sind. Beispielsweise wird in Kapitel 4.3 gezeigt, dal bei einem wichtigen Fall des Tearing
von Mehrkorpersystemen, die Transformation auf Gleichung (2.12) proportional zu O(n3)
ist. Es ist dagegen natiirlich ohne weiteres moglich, dafi der direkte Finsatz von “Sparse
Matrix” Methoden auf die urspriingliche Gleichung der Ordnung n zu einer effizienteren
Lésung fiihrt als durch Tearing. Der umgekehrte Fall kann jedoch auch auftreten.

Um das Tearing praktisch durchfithren zu kénnen, miissen zwei Probleme gelést werden.
Zum einen miissen die Tearing-Variablen x; und die Tearing-Gleichungen f; bestimmt wer-
den. Zum anderen muf} auf die oben aufgefiihrten Gleichungssysteme niedrigerer Ordnung
transformiert werden. Das letztere Problem ist einfach, wenn die Tearing-Variablen und
die Tearing-Gleichungen festliegen: Zum Beispiel mufl im nichtlinearen Fall nur das Gleich-
ungssystem (2.9a), bei bekannt angenommenem x, auf (explizit 16sbare) Blockdreiecksform
transformiert werden. Bei korrekten Tearing-Variablen und -Gleichungen ist dies immer
moglich. Es werden dieselben Algorithmen verwendet, die auch zur Transformation auf
Blockdreiecksform des kompletten Modells eingesetzt werden. Im linearen Fall ist die Trans-
formation etwas aufwendiger.

Das erste, wesentlich schwierigere, Problem kann auch so formuliert werden: Finde Tearing-
Variablen x5, so dafi die Dimension von x5 minimal ist. Nach [Mah90] ist das so formulierte
Problem NP-complete?, und kann im wesentlichen nur durch Ausprobieren aller Méglichkei-
ten gelést werden. In der Literatur gibt es eine grofle Anzahl heuristischer Algorithmen zur
Losung dieses Problems. Zum Beispiel werden in [Mah90] zwolf unterschiedliche Verfahren
aufgetiihrt.

Zur Zeit gibt es in Dymola keinen Algorithmus um die Tearing-Variablen und -Gleichungen
zu bestimmen. Es wird jedoch ein Sprachelement angeboten, mit dem der Anwender ex-
plizit gewiinschte Tearing-Variablen und -Gleichungen festlegen kann. Nach einer Priifung
auf Zuléassigkeit, wird auf die obigen Gleichungssysteme niedrigerer Ordnung transformiert.
Fiir Mehrkorpersysteme und fiir elektrische Schaltungen reicht diese Figenschaft aus, da auf-
grund der Systemstruktur leicht Aussagen {iber eine giinstige Wahl von Tearing-Variablen
und -Gleichungen gemacht werden kénnen.

Beispielsweise werden in elektrischen Schaltungsprogrammen zweierlei Arten von Me-
thoden benutzt, um die Gleichungen fiir einen (meist sehr groflen) elektrischen Schalt-
kreis aufzustellen und danach mit einem “Sparse-Matrix” Verfahren zu losen (siehe z.B.

[Chua87, McCa88]):

9Die Bezeichnung NP-complete steht fiir non-polynomial complete.
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o Das “Sparse-Tableau” Vertahren fithrt auf dieselben Gleichungen, die mittels der Klas-
sen in Bild 2.1 auf Seite 18 erzeugt werden. Unbekannte sind hier die Potentiale aller
Knoten, die Spannungsabfalle tiber alle Elemente und die Strome durch alle Elemente.

e Die modifizierte Knotenpunktsanalyse (modified nodal analysis), welche z.B. in
SPICE, dem wichtigsten Programmpaket fiir analoge elektrische Schaltkreise, ver-
wendet wird, benutzt nur die Potentiale aller Knoten, sowie die Stréme durch “strom-
kontrollierte Elemente”, als unbekannte Groflen. Alle anderen Variablen werden vorab
eliminiert. Mittels Tearing kann von den “Sparse-Tableau” Gleichungen auf die Gleich-
ungen der Knotenpunktsanalyse transformiert werden. Die Tearing-Variablen sind
die Unbekannten der Knotenpunktsanalyse. Die Tearing-Gleichungen sind die fiir die
Through-Variablen (= Strome durch die Elemente) erzeugten Gleichungen an Kno-
tenpunkten (Summe aller Strome ist Null an einem Knoten). Wenn z.B. die beiden
Potentiale (= Tearing-Variablen) an einem Widerstand bekannt sind, kann sowohl der
Spannungsabfall iber den Widerstand, als auch der Strom durch den Widerstand (mit-
tels des Ohm’schen Gesetzes) explizit berechnet werden. Der berechnete Strom gehort
zum obigen Vektor x; der nur noch bei der Stromsummenbildung in einer Gleichung,
der Tearing-Gleichung, auftritt.

2.4 Modelle mit singularen differential-algebraischen
Gleichungssystemen

Eine Transformation auf Blockdreiecksform, von deren Existenz in den letzten Abschnitten
ausgegangen wurde, ist nur moéglich, wenn die Jacobi-Matrix des Basis-Gleichungssystems
regular ist. Diese in Kapitel 2.2 getroffene Annahme wird jetzt fallengelassen. Als Beispiel
ist in Bild 2.5 ein System aus [Elmq78] zu sehen, fiir das diese Annahme nicht zutrifft.
Das Problem in diesem Beispiel liegt darin, dafl jeder der beiden Kondensatoren den jewei-
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Bild 2.5: Modell mit hoherem Index.

ligen Spannungsabfall (uy,us) als Zustandsgrofe einfithrt. Durch die Zusammenschaltung
der beiden Kapazitaten werden diese beiden Zustandsgrofien jedoch gleichgesetzt, d.h. das
System hat in Wirklichkeit nur eine einzige Zustandsgréfie anstatt zwei. Formal kann diese
Eigenschaft durch die folgenden Gleichungen des Schaltkreises beschrieben werden:

1 U 122
v o= Ciug +Chty Oce= 11 1 1 (2.13)
Uz = 00 0
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Bei einem Simulationsproblem sind 2, und us unbekannt und die anderen Gréflen, d.h.
ug, u1 und ug, sind bekannt. Es gibt drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten. Jedoch be-
schreibt die dritte Gleichung eine Beziehung zwischen den bekannten Groflen uy und ugy, d.h.
diese beiden Variablen sind nicht mehr unabhéngig voneinander. Da in der dritten Gleichung
keine der Unbekannten auftritt, “fehlt” eine Gleichung. Dies driickt sich durch eine Nullzeile
in der Occurrence-Matrix Occ aus. Es ist deswegen nicht moglich, die Occurrence-Matrix
auf Blockdreiecksform mit von Null verschiedenen Diagonalblécken zu transformieren. Die
Jacobi-Matrix des Systems ist damit strukturell singulér.

Die allgemeine Theorie zur Behandlung solcher Systeme wurde erst in den letzten Jahren
entwickelt und ist noch nicht abgeschlossen. Fiir spezielle Systeme, z.B. Mehrkorpersysteme,
sind Losungsverfahren schon ldanger bekannt. Eine gute Ubersicht iiber die Ergebnisse bis

1989 ist in [Bren89] zu finden.

Im folgenden wird diese Fragestellung ndher untersucht. Betrachtet werden Anfangswert-
probleme differential-algebraischer Gleichungssysteme (abgekiirzt DAE?) in der allgemeinen
Form:

f(t,y(t),y(t)=0 . (2.14)

Die allgemeine Losungstheorie linearer DAEs mit konstanten Koeffizienten ist schon lange
bekannt [Gant59] und beruht auf dem Kronecker-Index eines singularen Matrizenbiischels.
Die Verallgemeinerung des Kronecker-Index auf nichtlineare DAEs der Form (2.14) basiert
auf folgendem nichtlinearen Gleichungssystem

0 = f = fO(t7Y7Y)
d of of of
0 = _f = f t Y — —_ —~ Ny
dt 1( 7Y7Y7Y) ot ayy‘l‘ 9 y
(2.15)
di : of .
= —f = f.(¢ o Uty — T Ch =)
0 i ]( 'Y Y, 'Y ) + ayy
in den separaten, abhingigen Variablen y,...,yU*Y als Funktion der unabhingigen Va-

riablen y und ¢ (siehe z.B. [Bren89]). Man beachte, daf} bei der folgenden Analyse dieses
Gleichungssystem davon ausgegangen wird, dafl die Ableitungen von y als algebraische Va-
riablen betrachtet werden, die unabhéngig voneinander sind. Wenn % singuldr ist, ist es
nicht méglich nach yU+Y aufzulsen. Falls jedoch fiir endliches j nach y aufgelést werden
kann, wird definiert:

Angenommen die differential-algebraische Gleichung (2.14) ist tber dem
gewtnschten Zeitintervall eindeutig [6sbar. Dann ist der differentielle Index
(engl.: differential index) wvon (2.14) die kleinste Zahl j, so daf§ man aus den
ersten j+1 Gleichungen des Systems (2.15)y eindeutig als stetige Funktion von
y und t bestimmen kann.

Explizite und implizite (reguldre) Differentialgleichungen haben einen differentiellen In-
dex = 0. Der differentielle Index einer DAE ist eine wichtige Struktureigenschaft, die z.B.

1°DAE steht fiir Differential-Algebraic Equations.
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angibt, wie oft eine DAE differenziert werden muf, um sie (zumindest lokal) in eine explizite
Differentialgleichung transformieren zu kénnen. Von Hairer, Lubich und Roche wurde in
[Hair89] eine andere Definition des Index einer DAFE angegeben, der zur Unterscheidung des
differentiellen Index als Storungsindex bezeichnet wird (siehe auch [Gear90, Eich92]):

Der Stérungsindex (engl.: perturbation index) der DAFE (2.14) ist die klein-
ste Zahl j, so daf die Differenz zwischen der Lésung von (2.14) und der Lésung
der gestérten DAFE

£(6,5(t),y(1)) = e(t) (2.16)

iber ein endliches Intervall t € [0,t.] durch einen Ausdruck der Form

max [[y(t) —y(t)|| < C( ¥(0) — y(0)[| + max|| /0 SE(T)dTH + max [|e(t)]|
+ max || €(t)]| —|—...—|—max||6(j_1)(t)||> (2.17)

abgeschdtzt werden kann.

Der Stérungsindex spielt fiir die numerische Lésung einer DAE eine wichtige Rolle, da er
den Einflufl unvermeidlicher Rundungsfehler in der Auswertung der Funktion f widerspiegelt:
Kleine Rundungsfehler €(¢) wirken sich bis zur (j-1)-ten Ableitung V=" in der Lésung y (1)
aus. Das heifit, auch wenn der Rundungsfehler klein ist, kénnen seine Ableitungen grof} sein
und damit zu einer stark fehlerbehafteten Losung fithren. Bei der Diskretisierung durch ein
numerisches Verfahren wird die Ableitung €/=1) durch “numerische Differentiation” ersetzt,
so daB ein Term der Form O(e)/h’~! auftritt. Je kleiner die Schrittweite h gewihlt wird,
um so grofer wird der FEinfluf} dieses Fehlerterms! Dies ist ein Grund fiir die numerischen
Schwierigkeiten bei der direkten Behandlung von DAEs mit Stérungsindex > 2.

Es stellt sich die Frage, welcher Zusammenhang zwischen dem differentiellen Index und dem
Storungsindex besteht. Gear hat in [Gear90] die folgende Beziehung abgeleitet:

differentieller Index < Stérungsindex < differentieller Index +1.

Gear hat weiter bewiesen, daf} der differentielle Index und der Stérungsindex identisch sind,
wenn bei einer DAE die Variablen y nur linear auftreten und die Terme in denen y auftritt als
totales Differential interpretiert werden kénnen. Ein Spezialfall hiervon sind semi-explizite

DAEs (siehe Gleichung (2.25)).

In der Literatur werden beide Index-Definitionen benutzt. Diese gleichzeitige Verwendung
unterschiedlicher Definitionen fiir den Index einer DAF ist fiir den Anwender unbefriedigend
und verwirrend. In dieser Arbeit wird deswegen die Definition des differentiellen Index so
modifiziert, dafl dieser mit dem Stérungsindex tibereinstimmt.

Im Gegensatz zur Definition des differentiellen Index, geht die hier verwendete, neue Index-
definition nicht von der DAE (2.14), sondern von der folgenden Funktion (2.18) aus, die die
Struktur der DAE detaillierter beschreibt:

£(t,x(t),X(t), w(t)) =0 . (2.18)

In (2.18) treten alle Ableitungen von x auch wirklich auf, d.h. es gibt mindestens ein ¢
und ein j, so dal df;/0%; # 0. Alle nicht differenziert auftretenden Unbekannten werden
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im Vektor der algebraischen Variablen w zusammengefafit. Die Funktion f besteht aus
dim(x) + dim(w) Gleichungen fiir die dim(x) Unbekannten x und die dim(w) Unbekannten
w. Mit (2.18) kann das folgende nichtlineare Gleichungssystem

0 = f = fl(t7X,).(,W)
d o e .
0 = Ef = fg(t,X,X7X7W7W)
(2.19)
dU-1) 4 |
— - — . 3 (]) . (]_1)

0 = dt(j—l)f - f](t7X7X7---7X S W, W, ... W )

in den separaten, abhingigen Variablen x,...,xU) w, ..., wl=1 als Funktion der un-

abhdngigen Variablen x und ¢ aufgestellt werden. Wie bei der Definition des differentiellen
Index, werden auch hier alle héheren Ableitungen von x und w als voneinander unabhéangige,
algebraische Variable angesehen. Die neue Index Definition lautet:

Angenommen die differential-algebraische Gleichung (2.18) ist tber dem
gewinschten Zeitintervall eindeutig [0sbar. Dann st der differential-
algebraische Index (engl.: differential algebraic index) von (2.18) die kleinste
Zahl j, so dafi man aus den ersten j Gleichungen des Systems (2.19) die Grifien
x und w eindeutig als stetige Funktionen von x und t bestimmen kann. Wenn
(2.18) keine Funktion von w ist und wenn Of |0x regulir ist, dann wird der Index
als Null definiert.

Im Anhang A.1 wird gezeigt, daB fiir jede beliebige DAFE der modifizierte differentielle Index
gleich dem Stérungsindex ist. Damit gelten alle in der Literatur bekannten Eigenschaften
des Stérungsindex sofort auch fiir den modifizierten differentiellen Index. Insbesondere
gilt, dal die direkte numerische Lésung einer DAE mit Index > 2 problematisch ist. Im
restlichen Teil dieser Arbeit wird der Stérungsindex bzw. der modifizierte differentielle Index
verwendet.

Der modifizierte differentielle Index kann dazu verwendet werden, numerische Lésungsver-
fahren fiir allgemeine DAEs zu verbessern. Ein Beispiel ist der bekannte Integrator DASSL
von Petzold [Petz82, Bren89]. Dort wird die DAE (2.14) diskretisiert, indem y durch einen
Riickwérts-Differenzenquotienten ersetzt wird. Im einfachsten Fall, bei der Verwendung des

“Backward-Fuler” Verfahrens, geht (2.14) iiber in:

f (tn7YH+lvw> =0 . (220)

Hierbei ist y,, 11 der im aktuellen Schritt zu berechnende neue Wert, y,, ist der im vorherigen
Schritt berechnete Wert und % ist die Schrittweite. Die Gleichung (2.20) wird mit einem
Newton-Verfahren gelést, das zu folgender Iterationsvorschrift fiithrt:

of 1 of

Hierbei ist Ay,11 = Yaur1 — Yu- Ein Problem tritt auf, wenn die Schrittweite i sehr klein
gewahlt wird, da dann in der Jacobi-Matrix der Term 0f /dy iiberwiegt. Dies sieht man
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besonders deutlich, wenn die Gleichung mit A multipliziert wird:

of of

Wenn nun in (2.22) die Schrittweite Null wird, so geht die Jacobi-Matrix in 0f /dy tiber.
Dies ist unproblematisch, wenn die DAE den Index 0 besitzt, da die Matrix 0f /dy dann
regular ist. Wenn jedoch eine DAE vorliegt, die einen héheren Index besitzt, z.B. den
Index 1, ist diese Matrix singuliar'!. Eine Schrittweitensteuerung wird dann Schwierigkeiten
haben, da ein Verkleinern der Schrittweite die Kondition der Jacobi-Matrix des Newton-
Verfahrens verschlechtert. Wird das Newton-Verfahren nicht auf die DAE (2.14), sondern
auf die DAE (2.18) angewandt, ergibt sich die folgende Iterationsvorschrift:
of Lof . of AXppr |

R aW]H[AWW} —f, (2.23)
Mit y = [x; w] ist die Jacobi-Matrix in (2.23) identisch zur vorigen Jacobi-Matrix in (2.21).
Jedoch ist in (2.23) die DAE-Struktur genauer bekannt, sodafl die Newton-Iteration leicht
umgeformt werden kann:

of | of . of AX
h—+ — : — = f, 2.24
[ ox | 0% 8wL[AWn+1] (2.24a)
AXppn = hAX ., . (2.24b)

Wenn jetzt in (2.24) die Schrittweite h klein wird, so verschwindet wieder der erste Term der
Jacobi-Matrix, aber aufgrund der Definition des modifizierten differentiellen Index, ist die
verbleibende Matrix regulir, wenn die DAE den Index 1 (oder 0) besitzt! Durch diese einfache
MafBinahme kann also bei Integratoren wie DASSL erreicht werden, dafl auch bei Index-1
DAEs die Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens gegen eine regulare Matrix konvergiert,
wenn die Schrittweite Null wird.

Anhand zweier Beispiele soll der Indexbegriff verdeutlicht werden:

e Systeme mit Stérungsinder = 1:
Die semi-explizite differential-algebraische Gleichung

x(t) = £ (tx(1), w(t)) (2.25a)
0 = £ (tx(1),w(t)) (2.25b)

hat dann und nur dann den Stérungsindex 1, wenn

% regular ist . (2.26)

Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, da nur mit der Eigenschaft (2.26)
die Gleichung (2.25b) eindeutig nach w aufgelost werden kann. Die so erhaltene
Funktion w(x, ) kann in (2.25a) eingesetzt werden und man erhilt auch x als Funktion
von x und {.

"UMan kann smmer eine Schrittweite h finden, so daB8 die Jacobi-Matrix in (2.22) regulir ist, da (2.22)
ein Matrizenbiischel in & darstellt, welches nur fiir endlich viele Werte von & singulér ist. Es ist jedoch
schwierig eine Schrittweitenstrategie zu finden, wenn ein Verkleinern der Schrittweite problematisch ist.
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e Systeme mit Storungsinder = 2:
Die folgende spezielle, semi-explizite differential-algebraische Gleichung

x(t) = fi(tx(1), w(t)) (2.27a)
0 = f(tx(1) (2.27b)

ist kein Index 1 System, da die Jacobi-Matrix (2.26) eine Nullmatrix und daher singuléar
ist. Einmalige Differentiation der algebraischen Gleichung fithrt auf

w0 _ oo,
dt — 0x ot
afg(X,t) afz(X,t)
ox at
Die Gleichungen (2.27a) und (2.28) sind semi-explizite differential-algebraische Gleich-
ungen und haben deswegen den Index 1, wenn
oot
ow dl — Ox Ow
Die Gleichung (2.27) hat damit den Stérungsindex 2, wenn die Bedingung (2.29) zu-
trifft. Ansonsten hat die Gleichung einen héheren Index.

0 =

fi(x, w,t)+ (2.28)

regular ist. (2.29)

Im Gegensatz zu expliziten Differentialgleichungen miissen die Anfangswerte einer DAE
(2.18) gewisse Konsistenzbedingungen erfiillen, um die Existenz einer eindeutigen Losung zu
garantieren [Pant88, Bren89, Fich92]. Es reicht nicht aus, dal die DAE zum Anfangszeit-
punkt tq erfiillt ist, d.h.

f (to,x(t0),x(t0), w(to)) =0 . (2.30)

Stattdessen miissen die Anfangswerte xo = x(to), wo = w(tp) alle j Gleichungen (2.19)
erfilllen, die bei der Bestimmung des Stérungsindex auftreten. Zum Beispiel miissen die
Anfangswerte xo, wo des Index-2 Systems (2.27) so gewahlt werden, da die Gleichungen
(2.27b, 2.28) erfiillt sind. Der Anfangswert x(#o) ergibt sich dann aus Gleichung (2.27a).

Die Forderung nach konsistenten Anfangsbedingungen hat eine wichtige Konsequenz:
Gleichgiltig welches Losungs-Vertahren fiir das Anfangswertproblem einer DAE benutzt
wird, es werden die j Gleichungen (2.19) benétigt, um zumindest konsistente Anfangsbe-
dingungen bestimmen zu kénnen.

Wie aus dem Index 2 Beispiel (2.27) zu ersehen ist, miissen nicht unbedingt alle Gleich-
ungen der Funktion f differenziert werden, um x,w als Funktion von x,{ angeben zu
konnen. Pantelides [Pant88] hat hierzu einen (sehr kompakten) Algorithmus angege-
ben, mit dem die minimale Anzahl notwendiger Differentiationen fiir jede Gleichung des
Ausgangs-Gleichungssystems (2.18) bestimmt werden kann. Dies bedeutet, dafl sowohl der
Storungsindex einer DAE als auch alle Gleichungen, die von konsistenten Anfangsbedingun-
gen eingehalten werden miissen, durch ein Programm automatisch ermittelt werden kénnen

Die Grundidee des Algorithmus von Pantelides ist einfach. Der Algorithmus basiert auf
einer Erweiterung des “output set assignments”, das auf Seite 24 angesprochen wurde. Die
“output set assignment” Transformation ist der erste Schritt, um eine Occurrence-Matrix
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auf Blockdreiecksform zu transformieren. Hierzu wird die Occurence-Matrix durch Zeilen-
Permutationen so umgeformt, daf jedes Diagonalelement eine Eins enthalt. Wenn die Trans-
formation nicht vollstandig durchgefithrt werden kann, hat die DAE einen (strukturellen)
Index > 1. Beim “output set assignment” werden diejenigen Gleichungen identifiziert, die zu
einer strukturellen Singularitat fiihren. Mit dem Pantelides Algorithmus werden im wesent-
lichen gerade diese Gleichungen differenziert (siehe auch Anhang A.2). Der Rechenaufwand
des Pantelides-Algorithmus ist nur O(n7), wobei n die Zahl der Endgleichungen und 7 die
Gesamtzahl der Variablen in allen Gleichungen ist (= Anzahl der Eins-Elemente in der
Occurence-Matrix), die das erzeugte Endsystem (2.19) beschreiben.

Der Fehler in der Lésung, welcher sich im Stérungsindex widerspiegelt, kann in einer DAE
fiir verschiedene Variablen unterschiedliche Groflenordnungen besitzen. Zum Beispiel wurde
in [Hair89] gezeigt, daff in der obigen semi-expliziten DAE (2.27) vom Index 2 die erste
Ableitung des Rundungsfehlers nur in die Lésung der algebraischen Variablen w eingeht,
nicht jedoch in die Lésung der Variablen x. Diese Index-2 DAE koénnte mit dem Index-
1 Loser DASSL integriert werden, wenn die Schrittweitensteuerung fiir die Variablen w
abgeschaltet wird (d.h. die relativen und absoluten Toleranzen von w werden auf einen
hohen Wert, z.B. 10, gesetzt). Man muf} sich jedoch bewufit sein, daB die Lésung von w
starker fehlerbehaftet sein kann, als die Lésung von x. Dies ist unkritisch, wenn man am
Lésungsverlauf von w nicht interessiert ist.

Man kann die Probleme, die sich im Stérungsindex widerspiegeln, vermeiden. Hierzu werden
bei der numerischen Losung nicht nur die urspriingliche DAE (2.18), sondern auch alle Ab-
leitungen der DAE benutzt, die fiir konsistente Anfangsbedingungen ertiillt sein miissen und
die z.B. durch den Pantelides-Algorithmus ermittelt werden kénnen. Dann existieren einige
unterschiedliche Methoden um die Loésung der DAE zu ermitteln. Diese Methoden sollen
kurz am Beispiel des obigen Index-2 Beispiels skizziert werden. Die benétigten Gleichungen
werden noch einmal zusammengestellt:

x = fi(t,x,w) (2.31a)

0 = f,(,x) (2.31b)
of,, Of

0 = f3(t,x,w) (= a—;f1+a—;). (2.31¢)

Die urspriinglichen Gleichungen sind (2.31a, 2.31b). Durch Differentiation von (2.31b) er-
gibt sich (2.31¢). Gleichungen (2.31a, 2.31¢) zusammen sind ein Index-1 System. Wenn
die Integrationszeit nicht zu lange ist, kann dieses Index-1 System auch alleine integriert
werden. Mit gréfler werdender Endzeit fithren aber kleine Diskretisierungstehler dazu, dafl
die numerische Losung immer weiter von der Erfillung der Gleichung (2.31b) “wegdriftet”,
da diese Gleichung wahrend der Integration nicht explizit erfait wird. Deswegen werden in
den folgenden Methoden immer alle Gleichungen zusammen beriicksichtigt.

1. Die “Dummy Derivative” Methode:

Diese Methode wurde unabhéngig voneinander von Cellier/Elmqvist [Cell92, Cell93a]
und von Mattsson/Soderlind [Matt92, Matt93] entwickelt, wobei Mattsson/Séderlind
noch zusétzlich einen Algorithmus angeben, aus welchen Teilmengen der Deskriptor-
variablen die Zustandsgroflen zu wéhlen sind. Spezialfille sind schon langer bekannt,
z.B.in der Mehrkorperdynamik unter dem Namen “coordinate partitioning” [Weha82].

Die Grundidee ist einfach: Das Gleichungssystem soll in die Zustandsform tiberfithrt
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werden. Aufgrund der Gleichung (2.31b) bestehen zwischen den “abgeleiteten” Grofien
x Zusammenhénge. Diese Gréfien sind also nicht mehr unabhédngig voneinander. Mit-
tels numerischer Verfahren oder aut andere Weise wird eine Aufteilung der Variablen
x in zwei Teile gefunden:

X = [ 1 ] ,  wobei gﬁ reguldr ist. (2.32)

X2

Die (dim(f;) — dim(f;)) voneinander unabhingigen Groflen x; werden als Zustandsva-
riablen verwendet. Die dim(f;) abhangigen Groflen x; und deren Ableitungen x5 (=
Dummy Derivatives) werden als voneinander unabhangige Unbekannte angesehen. Fiir
das Simulationsproblem bestehen die Gleichungen (2.31) damit aus dim(f;)+2-dim(f3)
Gleichungen und aus ebensovielen Unbekannten (= x,x2, w). Bekannt, d.h. vom In-
tegrator geliefert, ist x;. An den Integrator zuriickgegeben wird x;. Wenn die Gleich-
ungen f;, f5 nichtlinear sind, kénnen sie entweder mit den Methoden von Abschnitt 2.3
behandelt werden oder die Variablen x5, %2, w (oder eine Untermenge davon), werden

als “algebraische” Variablen einer Index-1 DAFE behandelt.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, daf§ sie fiir alle DAE Systeme anwendbar ist,
und dafl Standard Index-0 oder Index-1 Léser benutzt werden kénnen. Es ist jedoch im
allgemeinen schwierig, die geforderte Aufteilung von x zu finden. Auflerdem kann es
sein, daf} diese Aufteilung nicht wahrend der gesamten Losungstrajektorie beibehalten
werden kann, und dafl auf andere Zustandsgroflen gewechselt werden muf}. Fiir die
speziellen Index-3 Systeme der Mehrkérperdynamik gibt es recht ausgefeilte Methoden
zur Bestimmung dieser Aufteilung und zum geeigneten Wechseln der Zustandsgrofien
wahrend der Simulation, z.B. [Weha82, Leis92]. Weiterhin gibt es hier auch Methoden
um die Zustandsgréfen aufgrund einer “Mechanik-Sichtweise” zu ermitteln und die
nichtlinearen Gleichungen f; analytisch zu 1osen [Woer88, Hill93, Kecs93, Kecs93a].

. Transformation auf eine spezielle DAE mit Storungsindex 2:
Nach Gear [Gear86], konnen die Gleichungen (2.31) durch Einfithrung von dim(f;)
zusétzlichen Lagrange’schen Multiplikatoren g in die folgende &dquivalente Index-2

DAE iibergefiihrt werden:

. o\ "

X = f1+<a—;> m (2.33a)
0 = f, (2.33b)
0 = f5. (2.33¢)

In [Gear86] wird gezeigt, dal diese DAE dieselbe (exakte) Losung (mit g = 0) besitzt
wie die Ausgangs-DAE (2.31), und dafl die DAE (2.33) den Index 2 hat.

Im Unterschied zur Index-2 DAE (2.31) hangt jedoch jetzt die Losung von g von der
ersten Ableitung der Rundungsfehler ab, nicht mehr jedoch die Lésung von w! Bei
Verwendung eines Index-1 Losers, wie DASSL, kann damit eine zuverldssige Losung
in x und w erwartet werden, nicht mehr jedoch in den (allerdings auch nicht inter-
essierenden) Variablen g. Gear hat in [Gear86] gezeigt, daff zur Losung von (2.33)
jedes stabile, implizite Mehrschrittverfahren benutzt werden kann, wenn im Diskre-
tisierungsverfahren fiir vergangene Werte von g immer die exakte Losung g = 0
eingesetzt wird.
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Dieses Verfahren ist robuster und einfacher einsetzbar als die Dummy Derivative Me-
thode, weil keine Zustandsgréfien ausgewéhlt werden miissen. Nachteilig ist, daf die
Systemordnung durch die Einfithrung der (eigentlich unndtigen) Lagrange’schen Multi-
plikatoren erh6ht wird. D.h. es ist mit Effizienzeinbuflen zu rechnen, wenn die Struktur
der Gleichungen im Integrator nicht ausgenutzt wird.

In [Gear88] hat Gear dieses Verfahren auf beliebige DAEs verallgemeinert. Die Verall-
gemeinerung ist, abgesehen von Spezialfillen, leider nicht praktisch anwendbar, da z.B.
vorausgesetzt wird, dafl ein nichtlineares Gleichungssystem nach einer Variablen expli-
zit aufgelost werden kann. Die Methode ist jedoch theoretisch von Interesse, da damit
nachgewiesen werden kann, dafl jede DAE in eine gew6hnliche Differentialgleichung
umgeformt werden kann. Am Ende dieses Abschnitts wird eine neue, andersgear-
tete Verallgemeinerung des Gear’schen Verfahrens erlautert und im Anhang bewiesen.
Diese neue Methode kann (automatisiert) auf beliebige DAEs angewandt werden.

. Losung als iiberbestimmte DAE:

Die DAE (2.31) besteht aus dim(f; )+ 2-dim(f;) Gleichungen fiir die dim(f; )+ dim(f;)
Unbekannten x(), w(t), d.h. es gibt mehr Gleichungen als Unbekannte. Aufgrund der
Herleitung der Gleichungen ist jedoch sichergestellt, dafl die Gleichungen zueinander
kompatibel und nicht widerspriichlich sind. Fiihrer [Fueh88] schlagt vor, dieses tiberbe-
stimmte Gleichungssystem direkt zu 16sen. Durch kleine, unvermeidbare Fehler in der
Diskretisierung geht jedoch die Eigenschaft verloren, dafi die Gleichungen zueinander
kompatibel sind. Fiihrer 16st das diskretisierte Gleichungssystem deswegen in einem
“Least Square” &hnlichen Sinne. Praktisch wichtig ist, dal er auch eine robuste Imple-
mentierung dieses Verfahrens — ODASSL — anbietet. ODASSL ist eine Modifikation
von DASSL, bei der im wesentlichen der “lineare Algebra”-Teil durch ein geeignetes
“Least Square” dhnliches Verfahren ersetzt wurde. In [Fueh91] wird gezeigt, daf} das
ODASSL-Vertahren identisch mit dem Gear’schen Stabilisierungsverfahren ist, wenn
fy linear von x abhéngt.

Der Vorteil liegt hier vor allem in der Allgemeinheit des zur Verfiigung gestellten In-
tegrators. Mit der Variante ODASSLRT (= ODASSL mit RooT-Finder) kénnen z.B.
auch die im néchsten Kapitel 3 behandelten ereignisabhédngigen Systeme gel6st wer-
den. ODASSLRT ist damit wohl einer der allgemeinsten, heute verfigbaren, Spezial-
Integratoren fiir DAEs mit héherem Index. Zur Zeit kénnen jedoch nur eingeschrankte
DAE-Klassen mit hoherem Index behandelt werden. Zum anderen werden (noch) keine
Struktureigenschaften der DAE ausgenutzt (z.B. dafl f5 die Ableitung von f; ist).

. Projektionsverfahren:

Hier besteht der Integrator im wesentlichen aus zwei Teilen: Aus einem “normalen”
Index-1 Loser, mit dem die Index-1 DAE (2.31a, 2.31¢) gelost wird und aus einem Pro-
jektionsverfahren, mit dem die mit dem Index-1 Léser erhaltene Lésung nach jedem
Integrationsschritt auf die durch Gleichung (2.31b) beschriebene Mannigfaltigkeit pro-
jieziert wird. Die Konvergenz dieser Verfahrensklasse, d.h. die Eigenschaft, daf} sich
nur die Komponenten des Fehlers fortpflanzen, die in der durch f; definierten Man-
nigfaltigkeit liegen, wurde von Shampine [Sham86] fiir Einschritt-Verfahren, von Eich
[Eich92] fiir (BDF) Mehrschritt-Verfahren und von Lubich [Lubi91] fiir Extrapolations-
Verfahren gezeigt.

Der Vorteil dieser Verfahrensklasse liegt wahrscheinlich in einer erhéhten Verfahrens-
Effizienz. Nachteilig ist, dafl es kaum verfiigbare, robuste Integratoren fiir eine hin-
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reichend allgemeine DAE-Klasse mit hdherem Index gibt. Am allgemeinsten ist hier
wohl MEXX von Lubich [Lubi9l].

Mit Ausnahme der “Dummy Derivative” Methode, kénnen die oben aufgefithrten Vertahren
zur Zeit nur bei DAEs mit speziellen Strukturen benutzt werden. Es ist jedoch méglich,
das Verfahren von Gear so zu verallgemeinern, daf} es automatisiert auf alle DAFEs ange-
wandt werden kann, die strukturell singular sind. Wenn der Index nicht von speziellen
numerischen Werten des Modells abhédngt, sondern eine strukturelle Figenschaft ist, kann
mit dem Algorithmus von Pantelides [Pant88] die minimale Anzahl von Differentiationen
jeder Gleichung des Ausgangsgleichungssystems (2.18) ermittelt werden. Dies fiihrt auf das
folgende Gleichungssystem (Details siehe Anhang A.2):

X = 1z (2.34a)
f(t,X,Zl)

0 = F(i,x,z) = 2.34b

(2) S | 3] +etxa 23

Als Vorbereitung auf die nachfolgende Transformation wird in der ersten Zeile fiir die Ab-
leitung von x ein anderer Name (z¢) eingefithrt. An allen Stellen, an denen x auftritt, wird
zo verwendet. Danach wird das Ausgangsgleichungssystem f (2.18) aufgefithrt. Hierbei wird
fiir die beiden unbekannten Argumente zo und w die Abkiirzung z; benutzt. Schlieflich sind
im unteren Teil der Funktion F die Gleichungen angegeben, die mit Hilfe des Pantelides Al-
gorithmus erzeugt werden (durch maximal (j-1) maliges Ableiten ausgewahlter Gleichungen
von f, wobei j der Stérungsindex von fist). Der Vektor z, besteht aus einer Teilmenge von
z1, sowie aus héheren Ableitungen von Elementen aus x und w. Das Argument z von F ist
eine Zusammenfassung der Vektoren zg,z, und z,. Elemente, die z.B. sowohl in z, als auch
in z, auftreten, werden nur einmal in z aufgefiihrt.

(2.34b) ist ein {iberbestimmtes algebraisches Gleichungssystem in den unbekannten Varia-
blen z. Durch Einfithren von “dim(g)” zusatzlichen unbekannten Variablen g und “(dim(z)
- dim(f))” zusétzlichen Gleichungen, kann die iiberbestimmte semi-explizite DAE (2.34) in
die folgende DAE iiberfiihrt werden:

o] =[G ] e -

0 = F(t,x,2). (2.35Db)

Im Anhang A.2 wird gezeigt, daB jede Losung x(t), w(t) der DAE (2.35) auch Losung der
Ausgangs-DAE (2.18) ist, und dafi umgekehrt, jede Losung von (2.18) Losung von (2.35)
ist. In beiden Fillen ist p gleich Null. Weiterhin wird gezeigt, daf die DAE (2.35) einen
Storungsindex von 2 besitzt, wobei nur die Variablen g Index 2 Variablen sind, wihrend
alle anderen Variablen einen kleineren Index besitzen.

Genauso wie bei der speziellen DAE (2.33), kann damit die DAE (2.35) mit jedem stabilen
impliziten Mehrschrittverfahren, z.B. DASSL, integriert werden. Man muf} nur im Diskre-
tisierungalgorithmus fiir vergangene Werte von g die exakte Losung g = 0 verwenden.
Mit Hilfe dieser neuen, recht einfachen Transformation, die auf dem Pantelides Algorithmus
basiert, kann also jede DAE automatisiert in eine Form iiberfithrt werden, die mit vorhande-
nen Integratoren gelést werden kann! Aus Effizienzgriinden sollte die obige DAE mit einem
Integrator eng gekoppelt werden, um die spezielle Struktur der DAE gezielt auszunutzen.



D e B e B e A

Wird die obige Transformation auf die einfache semi-explizite DAE (2.31) von Seite 37 an-
gewandt, ergibt sich das von Gear angegebene Gleichungssystem (2.33). Zur Verdeutlichung
wird noch das folgende kompliziertere Index-2 System betrachtet, welches in &hnlicher Form
z.B. in der Mehrkérperdynamik bei Rad-Schiene Kontaktproblemen auftritt:

X = fo(t,X,Wl,Wz) (236&)
f

0 = f(t,x,wy) ( aa L ist regulir) (2.36h)
Wi

0 = fg(t,X,Wl). (236C)

Dieses Gleichungssystem kann mit den meisten verfiigharen Spezialintegratoren fiir héhere
Index DAEs nicht gelost werden, da die tiber die Gleichung (2.36b) bestimmten algebraischen
Variablen wy in der Index-2 Gleichung (2.36¢) auftreten. Prinzipiell wire es moglich, wy
mittels (2.36b) als Funktion von x und ¢ anzugeben und in (2.36a, 2.36¢) einzusetzen. Dann

kénnten Standardverfahren verwendet werden. Aufgrund der angenommenen nichtlinearen
Funktion (2.36b) ist das nicht moglich.

Der Algorithmus von Pantelides stellt fest, daff die Gleichungen (2.36b, 2.36¢) je einmal dif-
ferenziert werden miissen. Mit der neuen Transformationsvorschrift (2.35) wird das Problem
in das folgende Gleichungssystem transformiert:

- 18]+ )]
o] |0 ofrT ot I
an an
@ afl afl
aX an fo E
0 =
% 6f2 |:Z1:| + an
aX an W

o = [¢]

Da die Ausgangsgleichung schon in semi-expliziter Form ist, wurde zo aus (2.35) gleich
durch die Funktion fy ersetzt. Die unbekannten, voneinander unabhangigen Variablen sind:

X, Wi, W3, Zq (: Wl)v M, Ho-

Nach dieser Zusammenstellung der wichtigsten Losungsverfahren fiir DAEs mit hohe-
rem Index stellt sich die Frage, auf welche Weise solche Systeme mit Dymola behandelt
werden koénnen. Hierzu wurde in Dymola der Pantelides-Algorithmus eingebaut, siehe
[Cell92, Cell93]. Wenn beim Aufstellen der Blockdreiecksform feststellt wird, dafi das
Ausgangsgleichungssystem strukturell singuldr ist, werden die Gleichungen mit Hilfe des
Pantelides-Algorithmus abgeleitet'?. Als Ergebnis erhilt man den Stérungsindex der DAE
sowie alle Gleichungen, die von konsistenten Anfangswerten erfiillt werden miissen. Auf
dieses Gleichungssystem kann die (allgemeine) “Dummy Derivative” Methode angewandt

12Bei den symbolischen Ableitungen der Gleichungen werden alle partiellen Ableitungen, die durch die
Kettenregel auftreten, als Zwischengrofien eingefithrt. Dadurch wird das exponentielle Anwachsen von
Termen vermieden, wie man es von allgemeinen Formelmanipulationssprachen wie Mathematica oder
Maple kennt.
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werden. Hierzu mufl der Anwender festlegen, welche Variablen Zustandsgrofien sind. Das
Modell wird dann entweder in Zustandsform oder in Residuen-Darstellung (Index-1 DAE)
umgeformt.

Diese Vorgehensweise soll kurz an dem Einfithrungsbeispiel von Seite 31, der Parallelschal-
tung von 2 Kapazitdten, verdeutlicht werden. Dymola stellt hier eine DAE mit Index 2 fest
und differenziert die Gleichung “us = uy” einmal. Dies ergibt das folgende Gleichungssys-
tem:

up = Ri4+u (2.37a)
i = Crig+ Coitg (2.37h)
Uy = U (2.37c)
iy = iy . (2.37d)

Der Anwender legt fest, daf} vy Zustandsgréfle sein soll. Damit sind vy und die Eingangsgrofie
ug bekannte Variablen. Gleichungen (2.37) sind dann 4 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten
1, Ug, Uy, Ug, die problemlos gelést werden kénnen:

i = (ug—uy)/R (2.38a)
= 1/(Cy+ Cy) (2.38b)
Uy = Uy (2.38¢)
Gy = G . (2.384)

Die Gleichungen (2.38¢,2.38d) werden spiter bei der Codegenerierung entfernt, wie auf
Seite 25 erlautert.

In diesem Kapitel wurden nur Modelle betrachtet, bei denen der Index des Systems struktu-
rell festliegt und sich wahrend der Integration nicht &ndert. Alle hier vorgestellten Verfahren,
z.B. der Algorithmus von Pantelides oder die Spezial-Integratoren fiir héhere Index DAEs,
arbeiten nur unter dieser Voraussetzung. Diese Voraussetzung ist aber nicht immer erfiillt.
In Kapitel 3.3 wird die wichtige Klasse strukturvariabler Systeme diskutiert, bei der sich der
Index wéhrend einer Integration &ndern kann und es wird dort gezeigt, wie solche Systeme
behandelt werden kénnen.

2.5 Diskussion

In Abschnitt 2.1 wurden die wenigen Sprachelemente erlautert, die ben6tigt werden, um auf
deklarative Weise objektorientiert zu modellieren. Hierbei werden nur die modellbeschrei-
benden Gleichungen erstellt und je nach Aufgabenstellung so in eine geeignete Form trans-
formiert, dafl sie mit numerischen Standardvertahren gel6st werden kénnen. Die objektorien-
tierte Beschreibungsform, zusammen mit dem Konzept der Across- und Through-Variablen,
erlaubt es, lokal abgegrenzte Modelle zu betrachten, die normalerweise direkt mit physikali-
schen Teilsystemen korrespondieren. Zur Verschaltung von Objekten dienen die beiden ein-
zigen in der Natur vorkommenden Erhaltungsgesetze, ndmlich Gleichheit oder Null-Summe
von Variablen am Verbindungspunkt. Das (Modellierungs-) Wissen tiber ein Fachgebiet
wird nun nicht, wie sonst in Softwarepakten iiblich, im Programm “hart” codiert, sondern



tiber wiederverwendbare Bibliotheken zur Verfiigung gestellt. Die Bibliotheken werden mit
denselben Sprachelementen erstellt, wie sonstige Modelle auch. Dadurch wird es moglich,
multidisziplindr vereinheitlicht zu modellieren, indem Modelle aus unterschiedlichen Fach-
gebieten direkt miteinander verschaltet werden kénnen.

Die Dymola Modellierungssprache enthélt alle Sprachelemente, die fiir zeitkontinuierli-
che Modellierungsaufgaben notwendig sind. Wiinschenswert ist noch die generische Un-
terstiitzung von Matrizen, da bei einigen Fachgebieten, wie z.B. der Mehrkérperdynamik,
die Formulierung physikalischer Gesetze mithsam wird, wenn nur skalare Variablen zur
Verfiigung stehen. Die bisherige Entwicklung von Dymola konzentrierte sich vor allem auf
die Sprache und die Transformationsalgorithmen, weniger auf die Entwicklung leistungsfahi-
ger fachspezifischer Bibliotheken. In den néchsten Abschnitten werden neue Bibliotheken
fiir Mehrkérpersysteme, fiir Antriebsstrange und fiir regelungstechnische Blockdiagramme
beschrieben.

Ein grofler Teil dieses Kapitels wurde den, vom Anwender nicht sichtbaren, Transformations-
Algorithmen gewidmet. Dies ist eine sehr wichtige Komponente, da die deklarative, ob-
jektorientierte Modellierung fiir realistische, groBe Modelle unbrauchbar wire, wenn keine
Algorithmen zur Verfligung stiinden, die auch umfangreiche Modellgleichungen in eine nu-
merisch effizient auswertbare Form {iberfithren kénnen, z.B. eine Zustandsdarstellung. In
Dymola werden effiziente Algorithmen fiir unstrukturierte differential-algebraische Gleich-
ungen angeboten. Dabei diirfen lineare oder nichtlineare algebraische Gleichungssysteme
auftreten, sowie DAEs mit hoherem Index. Diese Algorithmen sind gut geeignet fiir die Mo-
dellbehandlung aus Fachgebieten, fiir die keine spezielle Formalismenstruktur bekannt ist,

z.B. elektrische Schaltungen, die chemische Prozefitechnik oder regelungstechnische Block-
schaltbilder.

Im Fachgebiet Mehrkérperdynamik stehen leistungsfidhige Formalismen fiir die Modellgene-
rierung zur Verfiigung, wobei spezielle Strukturen beriicksichtigt werden'®. Zum Beispiel
ist beim Simulationsmodell fiir ein Mehrkoérpersystem die Systemmatrix des linearen Glei-
chungssystems immer symmetrisch und positiv definit. Mit dieser Eigenschaft kénnen vor
allem diinnbesetzte Gleichungssysteme effizienter gelost werden, weil die komplette Losungs-
struktur schon bei der Code-Generierung ermittelt werden kann, da keine Pivotsuche not-
wendig ist. Weiterhin treten in der Mehrkoérperdynamik immer 3 x 1, 3 x 3, 6 x 1 oder
6 x 6 Matrizen auf. Dann ist es sinnvoll einen Algorithmus zu verwenden, der direkt mit

3 x 3 bzw. 6 X 6 Blockmatrizen arbeitet, anstatt nur mit Skalaren.

In Abschnitt 4.4 wird dieses Problem pragmatisch gelést, indem eine Spezialbibliothek fiir
das Simulationsproblem entwickelt wird, in der die bekannten generischen Figenschaften
von Mehrkorpersystemen ausgenutzt werden. Dies sollte jedoch nur eine temporare Zwi-
schenlosung sein, da die deklarative Eigenschaft der Modellierung verloren geht (diese Bi-
bliothek kann nur zum Aufstellen eines Simulationsmodells benutzt werden). Man beachte
jedoch, daf} es auch in der Mehrkérperdynamik Probleme gibt, bei denen keine spezielle
Struktur vorliegt, z.B. wenn normalkraftabhdngige Reibung auftritt. Im Gegensatz zum
hier verfolgten Ansatz, kénnen die meisten MKS-Programme solche Probleme dann nicht
mehr 16sen.

13Eine gute Zusammenstellung ist in [Schi93] zu finden.
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Vor kurzem wurde von Campbell und Gear festgestellt, daBl die in diesem Kapitel erlduterte Definition des
differentiellen Index und des Stérungsindex in einigen Féllen erweitert werden mufl. Zum einen kann der
differentielle Index fiir leicht gestorte DAEs unterschiedlich sein, und zum anderen kann der Stérungsindex
von der betrachteten Losung der DAE abhangen, d.h. von Anfangsbedingungen. Dies fiihrt dazu, dafl
die Gear’sche Ungleichung (diff. Index < Stérungsindex < diff. Index+1) in bestimmten Fallen falsch ist.
Campbell und Gear haben deswegen die bisherige Index-Definition so modifiziert, daf der jeweilige Index
definiert wird als “das Maximum der Indizes von einer Lésungsumgebung iiber einer Menge von Stérungen”.
Mit dieser Anderung wird u.a. erreicht, daff die Gear’sche Ungleichung auch fiir pathologische Fille zutrifft.
In den hier betrachteten Anwendungen spielt diese Erweiterung keine Rolle, da die praktische Behandlung
von héheren Index-DAEs auf dem Algorithmus von Pantelides [Pant88] beruht. Dieser ist sowieso nur bei
Systemen einsetzbar, bei denen der Index strukturell festliegt. Fiir diese Systeme sind die “neue” und die
“alte” Index-Definition identisch.



Kapitel 3

Objektorientierte Modellierung
ereignisabhingiger Systeme

In Abschnitt 2.1 ab Seite 17 wurden die wenigen Sprachelemente erldutert, die bendtigt
werden, um kontinuierliche Modelle objektorientiert zu beschreiben. Danach wurden die
wesentlichen Algorithmen besprochen, um ein so definiertes Modell in eine Zustandsform
tiberzufithren. Abgesehen von einfachen Trivialmodellen, enthalten jedoch alle Modelle tech-
nischer Systeme Unstetigkeiten irgendeiner Art. Modelle, die sowohl kontinuierliche als auch
unstetige bzw. diskrete Komponenten besitzen, werden als ereignisabhingige Systeme be-
zeichnet, da nicht-kontinuierliche Elemente zu Ereignissen fithren, an denen sich Gleichungen
unstetig andern. In diesem Kapitel werden weitere (Dymola-) Sprachelemente eingefiihrt,
um unstetige Modelle objektorientiert beschreiben zu kénnen.

Dieses Kapitel, und insbesondere die hier vorgestellten neuen Ideen, beruhen auf der kiirz-
lich veroffentlichten Arbeit von Elmgqvist, Cellier und Otter [Elmq93b]. Die wesentliche
Grundidee der recht revolutionaren neuen Sprachelemente stammt von Elmqvist [Elmq92b].
Teile davon hatte er schon fiir das Prozefleitsystem SattLine [EIlmq92] entwickelt.

3.1 Unstetige Modellgleichungen

Die prinzipiellen Probleme, welche bei Unstetigkeiten (im Funktionswert oder in einer
hoheren Ableitung einer Funktion) auftreten, werden zuerst an Hand des einfachen Be-
grenzers von Bild 3.1 diskutiert. In einer Simulations-Sprache wie ACSL [Mitc91] kénnte

y

HighLimit

- X
—/4» LowLimit

Bild 3.1: Begrenzer-Funktion.

ein Begrenzer auf die folgende Weise als (wiederverwendbares) Makro definiert werden:
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macro Limiter (y, », LowLimit, HighLimit)
procedural (y, z)
if (z Jde. LowLimit) then
y = LowLimut
else if(x .ge. HighLimit) then
y = HighLimit
else
y==w
end if
end
macro end

Der Begrenzer wird mittels einer Verzweigungsanweisung definiert. Leider wird eine solche
naheliegende und einfache Beschreibungsform bei der Integration zu einem unbefriedigenden
numerischen Verhalten fithren. Der Grund liegt darin, dafl die Schrittweitenkontrolle heuti-
ger numerischer Integrationsverfahren auf der Annahme basieren, dafl die Lésung &k + 1-mal
stetig differenzierbar ist, wenn das Integrationsverfahren von der Ordnung £ ist. An einer
Unstetigkeitsstelle ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so daff die Fehlerkontrolle und damit
das Ergebnis zweifelhaft ist. Dariiberhinaus fithrt eine Unstetigkeitsstelle oft zu sehr kleinen
Schrittweiten, da der Integrator eine sehr starke Anderung der Losungskurve feststellt und
deswegen die Schrittweite drastisch reduziert.

Eine “saubere” Losung dieses numerischen Problems ist méglich und wurde schon 1979 von
Cellier angegeben [Cell79]: Die Begrenzerfunktion besteht ja aus drei vollkommen stetigen
und differenzierbaren Teilen. Man mufl nun einfach verhindern, dafl der Integrator iiber
die nicht-differenzierbaren oder unstetigen Stellen “hinwegintegriert”. Hierzu werden die
drei Bereiche des Begrenzers stetig erweitert, so daf diese tiberlappend sind, wie in Bild 3.1
angedeutet. Wihrend der numerischen Integration ist nur einer der drei Bereiche jeweils
aktiv. Mittels einer Indikatorfunktion (auch Schaltfunktion, Monitorfunktion, zero-crossing
function oder daemon genannt) wird der Umschaltpunkt von einem Bereich zum nachsten
signalisiert. Der genaue Umschaltpunkt wird mit Hilfe einer Iterationsprozedur ermittelt.
Dann wird die Integration angehalten, es wird auf den neuen, aktiven Bereich umgeschaltet
und die Integration wird neu gestartet.

Die Indikatorfunktion wird so gewahlt, dafl ein Nulldurchgang der Funktion den Umschalt-
punkt charakterisiert. Die effiziente Ermittlung des genauen Null-Durchgangs erfolgt tib-
licherweise mittels eines kombinierten Verfahrens, bestehend aus Intervallschachtelung (fiir
die Robustheit) und Sekanten- oder Newton-Verfahren (fiir schnelle Konvergenz). Details
sind z.B. in [Cell79, Eich92] zu finden. Einige verfiigbare Integratoren besitzen diese so-
genannte “Root-Finding” Eigenschaft, z.B. LSODAR von Petzold/Hindmarsh [Hind83] fiir
explizite Differentialgleichungen oder DASSLRT von Petzold [Petz82, Bren89] fiir Index-1
DAEs.

In Simulationssprachen wie ACSL [Mitc91] wird das Anhalten der Integration an einem Um-
schaltpunkt als Ereignis (event) bezeichnet. Durch die Indikatorfunktion wird das Ereignis
definiert. Beim Eintreten eines Ereignisses (= Nulldurchgang der Indikatorfunktion) wird
die Integration angehalten und ein vorher definiertes Code-Stiick, die discrete section, wird
ausgefithrt. Hier wird z.B. einfach der neue Bereich des Begrenzers festgelegt. Danach wird
die Integration neu gestartet (= event restart).

Ein Ereignis, das direkt oder indirekt von Zustandsvariablen abhangt, wird als Zustands-
Ereignis (state event) bezeichnet. FEin Ereignis, das nur von der Zeit abhangt, wird als Zeit-
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Ereignis (time event) bezeichnet. Zeitereignisse konnen wesentlich effizienter abgehandelt
werden als Zustandsereignisse, da der Zeitpunkt des Ereignisses im voraus bekannt ist.
Man muf} deswegen nur die Schrittweite des Integrators so anpassen, dafl der gewiinschte
Zeitpunkt direkt getroffen wird. Dazu ist keine Iteration notwendig. Diese Mdoglichkeit ist
bei allen Integratoren mit variabler Schrittweite gegeben. In Simulationssprachen wie ACSL
gibt es Sprachelemente, mit denen Zustandsereignisse und Zeitereignisse definiert werden
kénnen.

In der Simulationsumgebung DSSIM [Otte91, Gaus91, Otte93b] wurde von Otter noch ein
dritter Typ von Ereignissen eingefithrt und in Integratoren wie DASSLRT eingebaut: das
Schritt-Ereignis (step event).  Bei einem Schrittereignis wird die Ereignisbedingung im-
mer nach einem abgeschlossenen Integrationsschritt gepriift. Wenn die Ereignisbedingung
eingetreten ist, wird die Integration sofort angehalten. Schrittereignisse kénnen effizienter
behandelt werden als Zustandsereignisse, da keine Iteration zur Bestimmung des genauen
Ereignis-Zeitpunktes stattfindet. Dafiir wird der Zeitpunkt an dem das Ereignis eintritt
nicht exakt ermittelt. Schrittereignisse werden z.B. eingesetzt, um effizient zwischen ver-
schiedenen Mengen von Zustandsgréflen zu schalten, wenn eine getroffene Wahl von Zu-
standsgroBen nicht iiber den gesamten Integrationsbereich beibehalten werden kann. Dies
kann z.B. bei der in Abschnitt 2.4 erlauterten Dummy-Derivative Methode der Fall sein
oder bei der Drei-Parametrisierung von Rotationsmatrizen in der Mehrkérperdynamik?.

Nach diesen Vorbemerkungen kann gezeigt werden, wie der Begrenzer in Bild 3.1 numerisch
zuverléssig realisiert werden kann. Dies soll mit der Notation der Simulationssprache ACSL
geschehen. Mit der aktuellen ACSL Version 10 ist es nicht méglich, den Begrenzer als
(wieder-verwendbares) Makro zu formulieren, deshalb wird dafiir das folgende komplette
ACSL-Programm benutzt:

program LimueterTest
constant HighlLimit = 1.0, LowLimit = —1.0
logical High, Low

initial
x = 2 xsin(?)
High = = .ge. HighLimat
Low = x .le. LowLimit

end ! of initial

dynamic
derivative
r = 2*sin(t)

if (High) then
y = HighLimit
elseif (Low) then
y = LowlLimat
else
y =
endif

schedule HighFvent .xz. x — HighLimit
schedule LowEvent xz.x — LowlLimit

!Bei Rotationsmatrizen kann z.B. zwischen Eulerwinkeln und Cardanwinkeln geschaltet werden, da die
Singularitdten der jeweiligen Drei-Parametrisierungen an unterschiedlichen Stellungen liegen. Details

hierfiir siehe z.B. [Schi86].
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end ! of derivative

discrete HighFEvent
High = not. High
end ! of discrete HighEvent

discrete LowEvent
Low = mot. Low
end ! of discrete LowEvent

termt ¢ .ge. 10.0
end ! of dynamic
end ! of program

Das obige Programm 16st die numerischen Probleme, die aufgrund der Nicht-
Differenzierbarkeit des Begrenzers auftreten. High und Low sind logische Variable, die ihren
Wert nur an Ereigniszeitpunkten &ndern. Sie werden in der initial section initialisiert, die
einmal am Start der Integration durchlaufen wird. Zwei Indikatorfunktionen in Form von
schedule Anweisungen tiberwachen die Bereichsgrenzen des Begrenzers. Wenn eine der bei-
den Funktionen das Vorzeichen wechselt, wird der Zeitpunkt des Nulldurchgangs lokalisiert,
die Integration wird angehalten und die entsprechende discrete section wird ausgefiihrt.
Hier wird in den néchsten Bereich umgeschaltet und die Integration wird neu gestartet.

Eine Schwéche der obigen Notation ist die vollkommene Miflachtung jeglichen objektorien-
tierten Prinzips. Ein und dasselbe physikalische Objekt, d.h. der Begrenzer, wird an drei
unterschiedlichen Stellen im Simulationsprogramm definiert. Fiir das Beispiel ist das noch
akzeptabel, denn das Programm ist einfach und verstdndlich. Wenn ein Modell jedoch eine
Vielzahl von Unstetigkeiten enthélt, wie es in jedem realistischeren technischen Modell der
Fall ist, dann wird ein solches Simulationsmodell schnell untibersichtlich und fehleranféllig
bei Programménderungen.

Das obige Beispiel enthélt zwei versteckte, diffizile Probleme:

1. Was geschieht, wenn eine Indikatorfunktion zu Beginn der Integration oder an einem
Ereignispunkt exakt Null ist? Integratoren mit einer Root-Finding Figenschaft gehen
davon aus, dafl ein Ereignis nur eintritt, wenn eine Indikatorfunktion, ausgehend
von einem Nicht-Null Wert, entweder exakt Null wird oder das Vorzeichen wechselt.
Sei z;_1 der Wert einer Indikatorfunktion z im letzten Schritt und z; der Wert am
Ereignispunkt. Dann kann diese Eigenschaft mathematisch durch folgende Beziehung
ausgedriickt werden:

Zi—1 %4 S 0 und Zi—1 7£ 0
Wenn eine Indikatorfunktion zu Beginn der Integration exakt Null ist, fithrt deshalb
z.B. DASSLRT einen kleinen Schritt aus, um ein Vorzeichen der Funktion festlegen
zu kénnen. Wenn die Indikatorfunktion nach dem kleinen Schritt immer noch Null
ist, bricht DASSLRT mit einer Fehlermeldung ab. Fin solches Verhalten der Indika-

torfunktion kann natiirlich auftreten, ein Abbruch ist jedoch unerwiinscht.

Abgesehen davon, gibt es im obigen ACSL-Programm (und in jeder anderen Simula-
tionsumgebung) noch zwei problematische Situationen: Angenommen, der Anfangs-
wert von x ist gleich HighLimat. In der initial section wird damit Hegh auf .True.
gesetzt. Wenn x jetzt in den néchsten Schritten kleiner als HeghLimit wird, tritt
aufgrund der oben erlauterten Eigenschaft kein Freignis auf und der Bereich des Be-
grenzers ist falsch gesetzt. Dasselbe Verhalten kann beim Neustart nach einem Ereignis
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auftreten, wenn die Indikatorfunktion exakt Null war. Im obigen Programm wird ja
immer sofort in den anderen Bereich gewechselt (High = .not. High). Es ist jedoch
moglich, dal  nach dem Neustart wieder in den Bereich zuriickgeht, in dem es vor
dem Ereignis war. Auch dann tritt kein neues Ereignis mehr auf und eine der logischen
Variablen High oder Low ist wiederum falsch gesetzt.

2. Was geschieht, wenn mehrere Ereignisse zufallig zum selben Zeitpunkt auftreten, also
gleichzeitig unterschiedliche discrete sections abzuarbeiten sind? Solch ein kritischer
Fall kann z.B. auftreten, wenn im obigen ACSL-Programm noch eine schedule An-
weisung mit einer zugehorigen discrete section (diese habe den Namen x Fvent) auf-
genommen wird, in der sich x unstetig verdndert. Im obigen Beispiel wiirden dann
Probleme auftreten, da HighlLimit den Wert von High unabhéngig vom aktuellen
Wert von z (der ja wiederum von xFEvent modifiziert werden kann) dndert. Dieses
Problem kann aber vermieden werden, wenn HighFEvent folgendermaflien modifiziert
wird (der Fall, daf die Indikatorfunktion exakt Null ist, sei hier ausgeschlossen):

discrete HighFEvent
High = = .ge. HighLimat
Low = z .le. LowLimit
end ! of discrete HighEvent

Jetzt tritt allerdings das neue Problem auf, daf} die Reihenfolge der Abarbeitung der
discrete sections entscheidend ist. Wenn z.B. zuerst die HighFvent section abgear-
beitet wird, wird High entsprechend dem aktuellen Wert von = gesetzt. Wenn dann
aber die x Fvent section abgearbeitet wird, wird o unstetig modifiziert und der Wert
von High mufl nicht mehr zu dem aktuellen z-Wert kompatibel sein. Aus diesem
Grund muf hier auf jeden Fall immer zuerst die x EFvent und dann die HighFvent
section ausgefiihrt werden. In ACSL werden die discrete sections, die an demselben
Ereignispunkt aktiv sind, in der Reihenfolge abgearbeitet, in der sie im Programm-
text stehen. Deshalb muf} die x Fvent section vor der HighFvent section aufgefithrt
werden.

Man sieht auch hier wieder: von Objektorientiertheit keine Spur. Nur weil von der
Aufgabenstellung her zusétzlich ein anderes Ereignis zum gleichen Zeitpunkt auftre-
ten kann, miissen die Gleichungen des Begrenzers umformuliert werden. Dabei muf}
dann auch noch darauf geachtet werden, in welcher Reihenfolge die discrete sections
angegeben werden. Angenommen es gibt n verschiedene discrete sections und po-
tentiell konnen alle zugehérigen Freignisse zu demselben Zeitpunkt auftreten, dann
miissen bis zu 2" Varianten iiberpriift werden, um sicherzustellen, dafy die Reihenfolge
der discrete sections korrekt ist!

Die obige Diskussion des Beispiels zeigt, dafl es fiir den “Normal-Anwender” fast nicht
moglich ist, ein in allen Situationen korrektes Modell einer so einfachen Komponente, wie
es ein Begrenzer ist, zu realisieren, wenn dafiir nur eine “nackte” Ereignishehandlung zur
Verfiigung steht (was heutzutage der Normalfall ist).

Mit Dymola kénnen die obigen Probleme verbliiffend einfach und elegant durch die Verwen-
dung von unstetigen Gleichungen (discontinuous equations) gelost werden:
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< expression > = if < condition 1 > then < expression 1 >
else if < condition 2 > then < expression 2 >

else < expresston n >

Zur Beschreibung von Begrenzer-Objekten kann damit eine Klasse Limiter definiert werden:

model class Limiter
terminal z, y
parameter LowLimit, HighLimit
y=if z > HighLimit then HighLimat
else if ¢ < LowLimit then LowLimit
else x
end

Die Beschreibung mit “unstetigen Gleichungen” sieht &hnlich aus wie der erste Versuch auf
Seite 46 mit einem ACSL-Makro. Die Syntax ist zwar &hnlich, die Semantik ist jedoch
verschieden. Bei der Code-Erzeugung werden die Bedingungen des if-Ausdrucks in Indika-
torfunktionen umgewandelt. Ein Ereignis tritt ein, wenn die aktive Bedingung falsch wird.
Dann wird der neue aktive Zweig des if-Ausdrucks festgelegt und die Integration wird neu
gestartet. D.h. der if-Ausdruck wird numerisch vollkommen korrekt abgehandelt?.

Aus Anwendersicht gibt es jetzt keinerlei Probleme mehr: Der if-Ausdruck legt eindeutig
fest, wann welcher Zweig auszufiihren ist; wie dies erreicht wird ist Sache des Compilers.
Auch wenn unterschiedliche unstetige Gleichungen zum selben Zeitpunkt zu einem Ereignis
fiihren, gibt es keine Schwierigkeiten, da unstetige Gleichungen wie alle anderen Gleichungen
behandelt werden. Insbesondere werden sie mit den anderen Gleichungen zusammen sortiert,
d.h. aut Blockdreiecksform transformiert. Dadurch ergibt sich automatisch die “richtige”
Ordnung der “discrete sections”, also der if-Ausdriicke.

Die Code-Erzeugung fiir einen if-Ausdruck ist relativ einfach. Der if-Ausdruck wird in ein
entsprechendes Konstrukt der Zielsprache {ibersetzt. Dabei wird jede Bedingung durch eine
logische Variable ersetzt und die Relationen in den Bedingungen werden in Indikatorfunktio-
nen umgewandelt. Zum Beispiel ergibt die Relation x > HighLimit die Indikatorfunktion
z = & — HighLimit. Die logischen Variablen bleiben wahrend einer Integration konstant
und werden nur an einem Ereignispunkt modifiziert.

Die einzige wesentliche, offene Frage ist: Wie werden Indikatorfunktionen behandelt die
exakt Null sind? Dieses Problem kann folgendermafien gelést werden: Fiir jede Indikator-
funktion z werden in Wirklichkeit zwei Indikatorfunktionen zp, zn eingefithrt. Ublicherweise
ist zp = z, zn = z, d.h. mit Ausnahme der Verdoppelung der Zahl an Indikatorfunktionen
wird nichts gedndert. Wenn jedoch die urspriingliche Indikatorfunktion exakt Null ist oder
Null wird (z = 0), dann werden die beiden neu eingefithrten Indikatorfunktionen leicht mo-
difiziert: zp = z 4 eps,zn = z — eps. Damit wird ein schmales Intervall um Null gelegt,
wobei es wichtig ist, eps auf einen Wert zu setzen, der unabhéngig von spezifischen Eigen-
schaften eines Modells ist. Dies ist moglich, wenn eps auf eine Zahl in der Nihe der kleinsten
Maschinenzahl gesetzt wird, z.B. eps = 1073%. In diesem Fall wird der “Root-Finder” des
Integrators den Zeitpunkt zum Verlassen dieses Intervalls so wahlen, dafl das Zeit-Intervall

20Optional kann ein if-Ausdruck auch direkt in eine Verzweigungsanweisung der Zielsprache iibersetzt
werden, ohne dafl dann eine explizite Ereignisbehandlung stattfindet.
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zwischen dem letzten Ereignis und dem neuen Ereignis in derselben Gréflenordnung liegt
wie das Zeit-Intervall, innerhalb dessen Grenzen sonst ein Ereignis ermittelt wird. Solange
sich z in dem kleinen Intervall um Null befindet, wird es als Null angesehen und es wird der
entsprechende Zweig des if- Ausdrucks gewdhlt. Wenn z das Band verlaft, tritt ein Ereignis
ein und zp und zn werden wieder zuriick auf z gesetzt. Jetzt ist z entweder positiv oder
negativ und der korrekte Zweig des if-Ausdrucks ist festgelegt.

Mit dieser Vorgehensweise treten die oben fiir ein ACSL-Programm diskutierten Probleme
nicht mehr auf. Zum Beispiel sei © = HighLimat, wenn die Integration gestartet wird. Dann
ist die Indikatorfunktion z = x — HighLimat exakt Null. Da z = 0 ist, ist der else-Zweig
beim Integrationsstart aktiv und es wird ein kleines Intervall um z = 0 gelegt. Solange sich
z in diesem Intervall befindet, bleibt der else-Zweig aktiv. Wenn das Intervall verlassen
wird, tritt ein Ereignis auf und der neue Wert von z legt eindeutig fest, welcher Zweig des
if-Ausdrucks jetzt zu wahlen ist, also aktiv wird.

Wenn eine Indikatorfunktion nur von der Zeit abhingig ist und die Indikatorgleichung
explizit nach der Zeit aufgelost werden kann, wird kein Code fiir Zustandsereignisse er-
zeugt, sondern fiir die effizienter behandelbaren Zeitereignisse. FEs sei z.B. die Bedingung
Time > Tevent gegeben, wobei T'event eine Konstante ist. Dann wird zuerst die Indikator-
funktion z = Tvme —Tevent erzeugt. Da die Funktion z = 0 explizit nach der Zeit aufgelost
werden kann (Time = Tevent), kann Code fiir ein Zeitereignis erzeugt werden.

3.2 Instant-Modellgleichungen

Mit den “unstetigen Gleichungen” kénnen noch nicht alle méglichen unstetigen Effekte be-
schrieben werden. Es werden auch Mechanismen benétigt, um plétzliche Modellanderungen
zu erfassen, die mehr bewirken als nur eine Bereichsumschaltung fiir einen if-Ausdruck.
Hierftir wurden in [Elmq93b] die Instant-Gleichungen (instantaneous equations) eingefiihrt,
die folgende allgemeine Struktur besitzen:

when < condition > then
< equations >
endwhen

Die Gleichungen < equations > innerhalb des when-Rumpfs werden nur an Zeitpunkten
ausgefithrt, an denen die Bedingung < condition > wahr wird. Wie bei if-Ausdriicken tritt
bei einem solchen Zeitpunkt ein Ereignis ein, d.h. der Compiler wandelt die < condition > in
geeignete Indikatorfunktionen um, die dann ein Ereignis auslésen, wenn die Bedingung wahr
wird. Dann wird der when-Rumpf ausgefithrt und die Integration wird neu gestartet. Als
Beispiel ist in Bild 3.2 eine Hysterese-Funktion dargestellt, die mit einer Instant-Gleichung
definiert wird:

Der Ausgang y dndert seinen Wert nur, wenn x grofer als H oder kleiner als —H wird. Man
beachte, dafl der if-Ausdruck innerhalb eines when-Rumpfs keine zusétzlichen Indikator-
funktionen erzeugt, da ein when-Rumpf nur an Ereignispunkten ausgewertet wird.

Auch Differenzengleichungen, wie sie zur Formulierung von digitalen Regelgesetzen dienen,
kénnen mittels einer Instant-Gleichung definiert werden. Hierbei charakterisiert der Opera-
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x Y
local Start = True
when ¢ > H or ¢ < —H or Start then < >
y = if x > H then 1 else —1 -H A _
endwhen v H T X
new(Start) = False < >

Bild 3.2: Hysterese-Funktion.

tor new(xz) den ndchsten Wert der diskreten Zustandsvariablen® z, d.h. den Wert den «
nach Abarbeitung des aktuellen Ereignisses haben wird. Ein Beispiel ist:

when Time >= NextTime then
new(NextTime) = NextTime + Sampling Rate
new(z)+axx =b*u

endwhen

Auch ein when-Rumpf wird nicht durch Zuweisungen, sondern durch Gleichungen beschrie-
ben. Wenn z.B. feststellt wird, dafl Gleichung “new(x)+a+x = bxu” nach new(z) aufgelost
werden muf}, dann wird die Gleichung entsprechend symbolisch umgeformt.

Es ist auch méglich, dal sich aufgrund einer Bedingung der Wert einer kontinuierlichen
Variablen plotzlich dndert. Der Stofl im Modell eines springenden Balls kann z.B. folgen-
dermafBen definiert werden:

when Height <= 0.0 then
init(Velocity) = —c x Velocity
endwhen

Weiter ist wichtig, dafl Ereignisse innerhalb eines Objekts, und auch zwischen unterschied-
lichen Objekten, synchronisiert werden kénnen. Zum Beispiel soll ein Ereignis in einem
Objekt ein anderes Ereignis in einem zweiten Objekt zur Folge haben. Diese Synchroni-
sation von Ereignissen kann sehr einfach und elegant durch die Verwendung Boole’scher
Variablen und Boole’scher Gleichungen erreicht werden. Eine Boole’sche Variable kann
nur die Werte False oder True annehmen und wird entweder explizit auf einen dieser Werte
gesetzt oder implizit durch eine Boole’sche Gleichung festgelegt. Ein Ereignis tritt ein, wenn
eine Boole’sche Variable ihren Wert von Flalse nach T'rue oder von T'rue nach False dndert,
weil eine solche Anderung eine Unstetigkeit im Modell zur Folge haben kann. Zum Beispiel
wird in der folgenden Boole’schen Gleichung

¢ =bband corv >0

die Boole’sche Variable a in Abhéngigkeit anderer Boole’scher Variablen b und ¢ sowie einer
Relation (v > 0) gesetzt. Anders ausgedriickt, ein durch a charakterisiertes Ereignis wird
ausgelost, wenn die spezifischen Bedingungen an die “Ereignisse” b und ¢ sowie die Relation
v > 0 erfiillt sind. Fine Synchronisation von Ereignissen zwischen Objekten wird einfach
dadurch erreicht, dafl entsprechende Boole’sche Variablen als terminal Variablen deklariert
werden, d.h. sie besitzen in den zusammengeschalteten Objekten denselben Wert. Boole’sche
Variable kénnen dabei nur als Aecross-Variablen benutzt werden, da nur das Gleichsetzen
Boole’scher Variablen an einer Verbindungsstelle Sinn macht.

3Eine diskrete Variable dndert ihren Wert nur an Ereignispunkten.
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Wie if-Gleichungen, werden auch when-Gleichungen und Boole’sche Gleichungen genauso
wie alle anderen Gleichungen behandelt. Insbesondere werden sie auch mit den anderen
Gleichungen zusammen sortiert, d.h. auf Blockdreiecksform transformiert. Dadurch ergibt
sich automatisch die “richtige” Ordnung des Codes an Ereignispunkten. Es ist ja auch hier
moglich, dafl zwei unterschiedliche when-Gleichungen zum selben Zeitpunkt ein Ereignis
auslésen. In einem solchen Fall kann die Reihenfolge, in der die jeweiligen when-Riimpfe
ausgewertet werden, wichtig sein. Durch das Sortieren wird garantiert, dafl die korrekte Rei-
henfolge benutzt wird oder zumindest macht eine Fehlermeldung auf Probleme aufmerksam,
wenn z.B. unbeabsichtigt eine algebraische Schleife zwischen when-Gleichungen auftritt.

Bei der Codeerzeugung werden (wie bei den if-Ausdriicken) fiir jede Relation immer zwei
Indikatorfunktionen erzeugt, um identisch verschwindende Indikatorfunktionen korrekt ab-
handeln zu kénnen. Da der new-Operator auch auf Boole’sche Variablen angewendet wer-
den kann, ist es moglich, dafl zu einem Ereignispunkt eine Boole’sche Variable einen neuen
Wert nach dem aktuellen Ereignis erhélt. Dies 16st dann sofort ein neues Ereignis aus,
ohne daf} die Integration neu gestartet wurde. Im Code wird dies dadurch realisiert, daf3
die Modellgleichungen zu einem Ereignispunkt iterativ solange durchlaufen werden, bis sich
keine Boole’sche Variable mehr dndert. Dieses Verhalten tritt vor allem bei den, im néch-

sten Abschnitt besprochenen, strukturvariablen Systemen auf, und hier insbesondere bei
Coulomb’scher Reibung (siehe Kapitel 4.5 ab Seite 114).

Auf den ersten Blick scheinen when-Gleichungen grofie Ahnlichkeiten mit den discrete-
sections in CSSL-Simulationssprachen, wie ACSL, zu haben. FEin entscheidender Unter-
schied besteht jedoch darin, dafl an einem Ereignispunkt das gesamte Modell, d.h. sowohl
die “kontinuierlichen” als auch die “diskreten” Teile, in der sortierten Reihenfolge abgearbei-
tet werden und nicht ausschliefilich nur der Code der aktiven discrete sections. Dies erfiillt
die Forderung, daf} ein korrektes Modell auch dann gewéhrleistet werden soll, wenn mehrere
unterschiedliche Ereignisse zufallig (oder beabsichtigt) zum selben Zeitpunkt auftreten. Ein
when-Rumpf A kann eine kontinuierliche Variable x verandern; ein nachfolgender “kontinu-
ierlicher” Code-Teil kann aus x eine Variable y berechnen, die wiederum in einem weiteren
when-Rumpf B zur Berechnung einer Variablen z benutzt wird. Werden die beiden when-
Gleichungen A und B am selben Ereignispunkt aktiv, ware das Ergebnis falsch, wenn nur
die beiden when-Riimpfe ausgefithrt werden wiirden!

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl in Dymola kein Sprachelement zur (ex-
pliziten) Definition von Ereignissen verwendet wird, im Gegensatz zu sonstigen Modellie-
rungssystemen, wie z.B. in ACSL [Mitc91], Omola [Ande92] oder MAST [Mant92]. Auch
bei der fiir 1997 geplanten Erweiterung des VHDL-Standards, gehen vorlaufige Sprachdefi-
nitionen von dem traditionellen Ereignismodell aus, siehe z.B. [Vach93]. Stattdessen werden
hohere Sprachelemente fir die Definition unstetiger Gleichungen und Instant-Gleichungen
zur Verfiigung gestellt, die durch Boole’sche Variablen und Boole’sche Ausdriicke kontrol-
liert werden. Der Compiler bildet diese Sprachelemente auf geeignete Zeit- und Zustands-
Ereignisse in der Zielsprache ab. Ereignisse sind dann nur “low level” Elemente zur Steue-
rung von Integratoren, werden aber bei der Modelldefinition nicht benutzt. Dies macht die
Modellierung ereignisabhéngiger Systeme wesentlich komfortabler und sicherer.
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3.3 Strukturvariable Modelle

Die in den beiden letzten Abschnitten eingefiihrten Sprachelemente fiir ereignisabhingige
Modelle werden jetzt dazu verwendet, um allgemeine, strukturvariable Modelle — eine wich-
tige und nicht-triviale Problemklasse ereignisabhédngiger Systeme — zu beschreiben. Spezi-
elle Arten strukturvariabler Systeme in der Mechanik, insbesondere Systeme mit Reibung
oder StoBen, werden seit einiger Zeit untersucht [Loet81, Haug86, Pfei88, Gloc93, Gloc93a).
Fiir bestimmte Teilprobleme gibt es Demonstrationsprogramme an den Hochschulen, z.B.
[Gloc93a]. Die im folgenden erlduterte Methodik kann in allen Fachgebieten, nicht nur in der
Mechanik, eingesetzt werden. Weiterhin ist sie in einem allgemeinen Modellierungssystem
wie Dymola direkt praktisch anwendbar.

Der ideale elektrische Schalter

Ein Ereignis kann so drastische Auswirkungen haben, daf§ damit eine Strukturdnderung des
Modells bewirkt wird. Dies soll an Hand eines elektrischen Schalters verdeutlicht werden.

Ein elektrischer Schalter hat dieselben Verbindungseigenschaften wie ein Widerstand oder
eine Kapazitat und kann deswegen auch von der, in Kapitel 2.1 auf Seite 18, eingefiithrten
Klasse TwoPin durch Vererbung abgeleitet werden. Er wird jedoch durch ein ziemlich
eigenartiges physikalisches Gesetz beschrieben: Ein idealer Schalter hat zwei Stellungen.
Wenn der Schalter offen ist, flieft durch das Schalterelement kein Strom :. Wenn der
Schalter geschlossen ist, ist kein Spannungsabtall u vorhanden. Das heifit, in einer Stellung
gibt es eine Gleichung zur Bestimmung des Stroms, aber keine Gleichung zur Ermittlung
des Spannungsabfalls, wahrend es in der zweiten Stellung eine Gleichung zur Bestimmung
des Spannungsabfalls, aber keine Gleichung zur Ermittlung des Stroms gibt.

Man kénnte diese Art von Problemen dadurch l6sen, dafl fiir jede Stellung des Schalters
ein (Gesamt-) Modell erstellt wird, und da von einem Modell zum anderen umgeschaltet
wird, wenn sich die Schalterstellung &ndert. Diese Art der Losung ist jedoch im allgemeinen
nicht praktikabel: Angenommen ein elektrischer Schaltkreis habe 10 Schalter (z.B. ideale
Dioden), dann sind alle Kombinationen von Schaltstellungen méglich und es waren 219 =
1024 unterschiedliche Modelle notwendig.

Ein elektrischer Schalter wird als TwoPin-Element angesehen, das die zusétzliche Boole sche
Terminal-Variable Open besitzt, um die Schalterstellung zu kennzeichnen. Hierbei soll
“Open = True” den offenen und “Open = False” den geschlossenen Schalter kennzeichnen.
Dann kann ein Schalter mittels einer einzigen Gleichung beschrieben werden, die den Strom
t, den Spannungsabfall v und die Schalterstellung Open miteinander verkniipft:

model class (TwoPin) Switch
terminal Open
0 = if Open then i else u
end

In if-Ausdriicken kann nach einer unbekannten Variablen aufgelost werden, wenn diese in
allen Zweigen des jeweiligen Ausdrucks linear auftritt und nicht in den Verzweigungsbedin-
gungen vorkommt. Das Resultat einer solchen Transformation ist jedoch nicht besonders



tibersichtlich. Aus Griinden der besseren Verstandlichkeit wird deswegen in den folgenden
Beispielen eine alternative Formulierung benutzt, in der die Boole’sche Variable Open durch
eine diskrete Variable* OpenSw ersetzt wird, die entweder 0 oder 1 sein kann:

model class (TwoPin) Switch
terminal OpenSw
0 = OpenSw * i + (1 — OpenSw) * u
end

Als Beispiel wird der elektrische Schalter im Schaltkreis von Bild 3.3 betrachtet.

Sw

R, n,

A

U, R, — )

n,

)2

Bild 3.3: Schaltkreis mit Schalter.

Der Schalter soll zu bestimmten Zeitpunkten geéffnet und geschlossen werden. Ein Modell
fiir dieses System sieht folgendermafen aus:

model circuit

submodel (Vsource) U0

submodel (Resistor) RI1(R=20), R2(R=500)
submodel (Capacitor) C(C=1.0E-6)
submodel (Switch) Sw

submodel (Ground) ¢

input u

output y

node n0, nl, n2, n3

connect U0 from nl to n0, Rl from nl to n2,
Sw from n2 to n3, R2 from n3 to n0,
C from n3 ton0, ¢ at n0

Sw.OpenSw = if Time < 0.0120 then 1 else
if Time < 0.0144 then 0 else
if Time < 0.0180 then 1 else
if Time < 0.0228 then 0 else 1

U0V =u
J, =Clu
end

Daraus werden die folgenden, sortierten Gleichungen erzeugt, die die Blockdreiecksform des
Schaltkreises darstellen®:

circuit. [Sw.OpenSw] = if Time < 0.0120 then 1 else . ..
g. [g.V] =0
Uo. u = [R1.Va] — g.V

4Zur Erinnerung: Eine diskrete Variable dndert ihren Wert nur zu Ereignispunkten.
°Im n#chsten Transformations-Schritt werden die Gleichungen nach den Variablen aufgeldst, die durch
eckige Klammern in den sortierten Gleichungen gekennzeichnet sind.
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C. Cu = [Va] — g.V
| RL RI.R+R1i = [Rl.u]
| Rl.u = R1.Va — [Sw.Va]
| Sw. [Sw.u] = Sw.Va — C.Va
| 0 = Sw.OpenSwx[R1.i] + (1 — Sw.OpenSw)+Sw.u
circuit. 0 = Rl1.i + [UO0.i]
R2. [R2.u] =CVa—-gV
R2.R+[R2.] = R2.u
circuit. R1i = [Ci] + R24i
C. C.C«[C.deru] = C.i
circuit. [v] =Cua

Die zu einem algebraischen Gleichungssystem gehérenden Gleichungen werden durch einen
vertikalen Strich “|” markiert. Man sieht, daB sich die Schaltergleichungen innerhalb des
linearen Gleichungssystems befinden. An dieser Stelle ist es vollkommen gleichgiiltig, daf die
Schaltergleichung eine ungewoéhnliche Form hat. Es liegt nur ein lineares Gleichungssystem
vor, das z.B. symbolisch aufgelést werden kann:

Solved System of Equations
Q105 = Sw.OpenSw — 1
Q106 = Sw.OpenSw + R1.R*Q105
Q107 = R1.RxQ105
Q108 = R1.RxQ105
Rl.u = (Ql07«R1.Va — Q108+C.Va)/Q106
Q109 = R1.RxQ105
Sw.Va = (Sw.OpenSw*R1.Va + Q109+C.Va)/Q106
Sw.u Sw.OpenSw*R1.Va — Sw.OpenSw+C.Va)/Q106
RLi QL05+R1.Va - Q105+C.Va)/Q106

End of system of simultaneous equations

= (
= (

Es ist leicht zu tiberpriifen, dafl die Determinante Q106 in beiden Schalterstellungen ungleich
Null ist. Das obige Gleichungssystem ist also reguldr und es gibt keinerlei Probleme mit
diesem Zustandsraummodell. Ein Simulationsergebnis dieses Beispiels ist in Bild 3.4 zu
sehen. Im linken Teil ist der zeitliche Verlauf der Spannung U0.V0 der Spannungsquelle (=
Kurve 1) und der Spannungsabfall C.u iiber der Kapazitit (= Kurve 2) aufgetragen. Man
sieht, dafl die Kapazitdt nach dem Schlieflen des Schalters versucht, so schnell wie moglich
der von der Spannungsquelle aufgezwungenen Spannung zu folgen. Deswegen tritt auch ein
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Bild 3.4: Simulationsergebnis des Schaltkreises mit Schalter.

Knick ein, wenn die Spannung an der Kapazitdt die Spannung der Spannungsquelle erreicht
hat. C.u kann wegen des Widerstands Ry der Spannung U0.V0 jedoch nur angendhert
folgen. Wenn der Schalter wieder geéffnet wird, entladt sich der Kondensator nach einer



Exponentialfunktion, die durch Ry und €' bestimmt wird. Im rechten Teil von Bild 3.4 ist der
zeitliche Verlauf des Stroms R1.: (= Kurve 1) durch den Widerstand R1 und der Strom R2.:
(= Kurve 2) durch den Widerstand R2 aufgetragen. Beim Schlieflen des Schalters treten
aufgrund der starken Spannungsédnderung im Kondensator Stromspitzen in der Kapazitit,
und deswegen auch im Widerstand R1 auf.

Es stellt sich die Frage, ob der elektrische Schalter in allen Situationen so problemlos ein-
gesetzt werden kann wie im obigen Beispiel. Zu diesem Zweck werde ein Schalter parallel
zu einer Kapazitét geschaltet. Der Spannungsabfall u {iber die Kapazitét ist dann eine
natiirliche Zustandsgréfie. Fiir das Simulationsproblem ist v deswegen immer eine bekannte
Variable und die Schaltergleichung mufl nach der einzigen verbleibenden Unbekannten, dem
Strom ¢ durch den Schalter, aufgelost werden:

. OpenSw—1
~ OpenSw

(3.1)

Gleichung (3.1) ist jedoch nur giiltig, solange der Schalter offen ist, da bei geschlossenem
Schalter eine Division durch Null auftritt. Dieses Ergebnis ist physikalisch vollkommen
verstandlich. Angenommen, der Schalter werde geschlossen und der Spannungsabfall u an
der Kapazitdt wire zu diesem Zeitpunkt ungleich Null. Dann &ndert sich u unstetig auf
u = 0, nachdem der Schalter geschlossen ist. Diese unstetige Anderung von w ist ein Span-
nungsstoB, der in den idealen Elementen zu einem “unendlich” grofien Strom fithrt. In der
Realitat ist ein innerer Widerstand des Kondensators und ein Leitungswiderstand vorhan-
den. Diese Widerstdnde sorgen dafiir, dafl die in der Kapazitdt gespeicherten Ladungen
(in endlicher Zeit) abflieflen, und dafl erst dann der Spannungsabfall an der Kapazitat Null
wird. Wenn zumindest einer dieser Widerstidnde im Modell beriicksichtigt wird, tritt keine
Division durch Null mehr auf. Eine dhnliche Schwierigkeit ergibt sich, wenn ein Schalter in
Reihe mit einer idealen Induktivitét geschaltet wird.

Es kann natiirlich auch sein, dafl der Schalter nur geschlossen wird, wenn u gleich Null
ist. Dies ist z.B. moglich, wenn der Schalter mit einer Diode realisiert wird. Dann tritt
kein “unendlich” grofler Strom mehr auf. Trotzdem wird durch Null dividiert. Der Grund
liegt darin, daf sich der Stérungsindex des Modells &ndert. Angenommen der Index ist bei
gebffnetem Schalter entweder 0 oder 1. Bei geschlossenem Schalter kann u jedoch keine
ZustandsgroBe mehr sein, da der Schalter die Gleichung u = 0 einfithrt. D.h. der Index des
Systems ist jetzt zumindest 2. Hier liegt also ein Beispiel vor, bei dem sich der Index des
Systems wihrend der Simulation &ndert.

Wird von der Erhéhung des Stérungsindex einmal abgesehen, so fithrt eine korrekte Verwen-
dung eines Schalters immer zu einem algebraischen Gleichungssystem, in dem die Schalter-
gleichung enthalten ist und in dem sowohl u als auch ¢ unbekannte Variable sind (siehe auch
das Beispiel von Bild 3.3). Dies ist natiirlich nur eine notwendige Bedingung. Es ist ohne
weiteres moglich, dal bei Verwendung mehrerer Schalter fiir bestimmte Schalterstellungen
das Gleichungssystem singular wird, was dann jedoch auf ein nichtphysikalisches Modell,
bzw. unzuldssige physikalische Vereinfachungen, hinweist.

Man beachte, daf} die bei falscher Benutzung eines Schalters auftretende Singularitit keine
strukturelle Figenschaft ist, da die Singularitat nur fiir einen bestimmten numerischen Wert
einer Variablen auftritt, die zu einem Ereignispunkt den kritischen Wert annimmt. Eine sol-
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che spezielle Art der Singularitdt kann trotzdem bei der Transformation auf Blockdreiecks-
form festgestellt werden: Solche Probleme kénnen auftreten, wenn in der Blockdreiecksform
nach einer Variablen in einem if-Ausdruck aufgel6st werden soll, wobei diese Variable nicht in
allen Zweigen auftritt. Dann kann diese Variable nicht bestimmt werden, wenn ein “unpas-
sender” Zweig aktiv wird. Eine Berechnung ist nur méglich, wenn der if-Ausdruck zu einem
algebraischen Gleichungssystem gehdrt. Deswegen sind die folgenden beiden Uberpriifungen
notwendig:

1. Wenn eine Gleichung in der Blockdreiecksform nicht zu einem algebraischen Gleich-
ungssystem gehort und nach einer Variablen in einem if-Ausdruck aufzulésen ist, mufl
diese Variable in allen Zweigen des if-Ausdrucks auftreten.

2. Wenn in der Blockdreiecksform ein algebraisches Gleichungssystem vorhanden ist, in
dem if-Ausdriicke auftreten, so mufl dieses Gleichungssystem genauer analysiert wer-
den. Hierzu wird das Gleichungssystem fiir jede moégliche Kombination der aktiven
Zweige der if-Ausdriicke jeweils auf Blockdreiecksform transformiert. Da jetzt im-
mer nur die Variablen eines Zweigs und nicht mehr alle Variablen betrachtet werden,
kann das algebraische Gleichungssystem eventuell in kleinere Gleichungssysteme zerfal-
len. Alle Blockdreiecksformen miissen dann zu (strukturell) reguldren Formen fithren.
Diese Vorgehensweise kann rechenaufwendig werden, wenn ein Gleichungssystem sehr
viele if-Ausdriicke enthalt.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daf strukturvariable Modelle durch Gleich-
ungen mit variabler Kausalitdt beschrieben werden. Sind n verschiedene “Schaltstellungen”
unabhéngig voneinander moglich, so gibt es 2" Modelle unterschiedlicher Kausalitat. Wenn
keine unzulassigen physikalischen Vereinfachungen gemacht wurden, wird ein solches struk-
turvariables Modell zu einem oder zu mehreren algebraischen Gleichungssystemen fithren, in
denen die Gleichungen variabler Kausalitdt enthalten sind. Die unterschiedlichen “Schalt-
stellungen” fiithren zu einer unterschiedlichen Null /Nicht-Null Struktur in diesen Gleichungs-
systemen.

Die ideale Diode

Der ideale elektrische Schalter kann dazu verwendet werden, um eine ideale Diode zu be-
schreiben. Eine ideale Diode ist dadurch charakterisiert, dafl der Strom ¢ durch die Diode
niemals negativ und der Spannungsabfall v niemals positiv ist, siehe Bild 3.5. Der offene

i
model class (Switch) Diode
OpenSw = if u <=0 and not ¢ > 0 OpenSw = 1 /

then 1 else 0 \

end ‘ - U

OpenSw =0

Bild 3.5: Modell und Charakteristik der idealen Diode.

Schalter wird geschlossen, wenn u positiv wird und der geschlossene Schalter wird geéffnet,



wenn ¢ negativ wird. Der Punkt v = 0, ¢ = 0 kann einer der beiden Schalterstellungen
zugeordnet werden und wird hier willkiirlich zur offenen Schalterstellung gezdhlt. Das Mo-
dell der idealen Diode ist in Bild 3.5 angegeben. In diesem Fall tritt das Schalten aufgrund
numerischer Werte interner Variablen auf. Die Klasse Diode wird von der Klasse Switch
durch Vererbung abgeleitet, d.h. die Eigenschaften des elektrischen Schalters sind auch in
der Diode enthalten. Der Wert der Schaltervariablen OpenSw wird in der Dioden-Klasse
abhéngig von u bzw. ¢ gesetzt. Am Beispiel der einfachen Gleichrichter-Schaltung mit Last
in Bild 3.6 wird die Verwendung der idealen Diode ndher untersucht. Die Schaltung wird

R; Diode
1 3
— M
L L
N,
Y C —/— [] Ry
gy

Bild 3.6: Einfacher Gleichrichter mit Last.

durch das folgende Modell beschrieben:

model Rectifier
submodel (Vsource) U0
submodel (Diode) Diode
submodel (Resistor) Ri(R = 20), RL(R = 500)
submodel (Capacitor) C(C' = 0.0001)
submodel (Ground) ¢
input u

connect U0 at (nl,n0), Ri at (nl,n2),
Diode at (n2,n3), RL at (n3,n0),
C at (n3,n0),g9 at n0
u=U0.V0

end

Bei der Umformung auf Blockdreiecksform ergibt sich

| Ri. Ri.R+Ri.i = [Ri.u]

| Riu = Ri.Va — [Diode.Va]

| Diode. [Diode.u] = Diode.Va — C.Va

| [Diode.OpenSw] = if Diode.u <= 0 and not U0.i > 0 then 1 else 0

| 0 = Diode.OpenSwx[Ri.i] + (1 — Diode.OpenSw)*Diode.u

Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel des elektrischen Schalters, ist dies ein unangenehmes,
nichtlineares Gleichungssystem. Das Gleichungssystem ist nichtlinear, da die beiden Unbe-
kannten Diode.OpenSw und Ri.i in der letzten Gleichung miteinander multipliziert werden,
und da zudem noch die beiden Unbekannten Diode.u und UQ.i in der if-Bedingung auftreten.
Mit Standardverfahren kann dieses Gleichungssystem nicht gelést werden, da zum einen die
Unbekannte Diode.OpenSw keine kontinuierliche Variable ist, sondern nur einen von zwei
Werten annehmen kann, und da zum anderen der if-Ausdruck eine Unstetigkeit einfiihrt.

Das Problem kann gel6st werden, indem die Eigenschaft ausgenutzt wird, dal Diode.OpenSw
den Wert nur an Ereignispunkten &ndert. Wihrend der Integration ist Diode.OpenSw deswe-
gen konstant und bekannt und geht nicht in das Gleichungssystem ein. An Ereignispunkten



R - e T DY Bt e e o I e I e DY

liegt jedoch genau das obige Gleichungssystem vor. Das Gleichungssystem wird durch eine
Fixpunktiteration gelést, wobei die Variable Diode.OpenSw als Iterationsvariable benutzt
wird.

Die Umsetzung dieser Losungsstrategie erfolgt mit einer Ersetzung von OpenSw durch eine
Boole’sche Zustandsvariable Open. Hierzu wird die Boole’sche Fassung des elektrischen
Schalters bendtigt:

model class (TwoPin) Switch
terminal Open
0 = if Open then i else u
end

Die Klasse Diode wird jetzt durch Einfiihrung des new-Operators modifiziert:

model class (Switch) Diode
new(Open) = u < 0 and not ¢ > 0
end

Open ist damit eine Boole’sche Zustandsvariable, also eine bekannte Grofie®. An Ereignis-
punkten ergibt sich new(Open) aufgrund der aktuellen Werte des Spannungsabfalls an der
Diode und des Stroms durch die Diode (man beachte, dafl im Modell new(Open) und Open
immer zwei unterschiedliche Variablen sind). Am Ende der Ereignishehandlung fiigt der
Compiler den “Update” der Boole’schen Zustandsvariablen hinzu, d.h. Open = new(Open).
Durch die unstetige Anderung von Open wird sofort wieder ein Ereignis ausgelést und das
Modell noch einmal ausgewertet. Die gesamte Prozedur wird solange wiederholt, bis der
neu berechnete Wert von new(Open) gleich dem aktuellen Wert von Open ist. Dies ist im
obigen einfachen Modell schon bei der zweiten Iteration der Fall. Wenn mehrere Dioden
oder andere unstetige Elemente zum selben Zeitpunkt schalten, kénnen mehrere Iterations-
durchléufe notwendig sein. Die Konvergenz der Iteration kann nur fiir einfache Spezialfélle,
nicht jedoch im allgemeinen Fall garantiert werden. Man beachte, daf} es fiir dieses Problem
kaum bessere numerische Verfahren gibt, da einige der Unbekannten in dem nichtlinearen
Gleichungssystem Boole’sche Variablen sind.

Boole’sche Zustandsvariablen werden vor dem Start einer Simulation standardméfBig mit
False initialisiert. Weiterhin wird der Integrationsstart wie ein Ereignis behandelt. Das
heifit, auch hier findet eine Iteration statt, um die korrekte Schaltstellung der Diode beim
Beginn der Integration zu ermitteln.

Das Ergebnis einer Simulation ist in Bild 3.7 zu sehen. Im linken Teil ist der zeitliche
Verlauf der Spannung u der Spannungsquelle (= Kurve 1) und der Spannungsabfall RL.u
(= Kurve 2) tiber der Last aufgetragen. Im rechten Teil von Bild 3.7 ist der zeitliche Ver-
lauf des Stroms Ri.i (= Kurve 1) durch den Innenwiderstand der Spannungsquelle und der
Strom RL.: (= Kurve 2) durch die Last aufgetragen. Wenn der Strom durch die Diode
Null wird, wird der Dioden-Schalter gedffnet. Bei Vernachladssigung des Innenwiderstan-
des der Spannungsquelle tritt dieser Fall dann ein, wenn sich v und RL.u schneiden, da
dann der Spannungsabfall {iber die Diode Null ist. Da ein Innenwiderstand vorhanden
ist, tritt das Schalten kurz vor diesem Schnittpunkt auf. Bei gedffnetem Schalter entleert
sich der Kondensator, so dafl durch den Lastwiderstand weiterhin ein Strom fliefit, bis der

6Alle Variablen, auf die der der Operator oder der new Operator angewendet werden, benstigen einen
Anfangswert beim Start der Integration und werden deswegen standardméaBig als bekannie Grofien bei
der Auswertung der Modellgleichungen angesehen.
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Bild 3.7: Simulationsergebnis des einfachen Gleichrichterkreises.

Dioden-Schalter wieder geschlossen wird. Als Ergebnis erhdlt man einen etwas unruhigen
Gleichstrom durch den Lastwiderstand.

Beschreibung von Schaltvorgingen durch endliche Automaten

Abgesehen von der Konvergenz-Problematik bei der Fixpunktiteration tritt im obigen
Dioden-Modell noch eine andere Schwierigkeit auf. Diese Schwierigkeit ist nicht spezifisch
fiir die Diode, sondern tritt in &hnlicher Form in den meisten strukturvariablen Model-
len auf, und zwar vollkommen unabhéngig davon, wie die Strukturvariabilitit letztendlich
behandelt wird. Deshalb wird dieses Problem hier genauer diskutiert.

Aus Bild 3.6 auf Seite 59 liest man die Gleichungen fiir den Diodenstrom und die Dioden-
spannung in beiden Schaltstellungen ab:

Open = True : Diode.i =0 , Diodew = u— Cu
Open = False : Diode.i = (u — C.u)/Ri.R, Diode.w =0

Angenommen, Open sei zunéchst True und die Diodenspannung wird grofler als Null, d.h.
es tritt ein Ereignis ein und Open wird False. Aufgrund der Diodengleichung ist garantiert,
dafl am Schaltpunkt die Diodenspannung klein ist, aber grofler als Null:

Diodeu =u—Cu=eps>0 .

Nach dem Schalten der Diode ist Open = False, die Diodenspannung wird identisch Null,
und der Diodenstrom berechnet sich zu:

Diode.i = (u — C.u)/Ri.R = eps/Ri.R .

Weil der Widerstand Ri.R immer positiv ist und weil eps > 0 ist, ist Diode.i bei exakter
Rechnung ebenfalls positiv. Wenn jedoch eps gentigend klein und R:. R gentigend grof} ist,
wird durch die Division eine Zahl entstehen, die kleiner als die kleinste darstellbare Zahl ist.
Damit wird Deiode.i exakt Null. Die Diodengleichung (siehe Seite 60) legt jedoch fest, daf
der Schalter gedffnet wird, wenn der Diodenstrom kleiner oder gleich Null wird. Somit tritt
sofort wieder ein Ereignis ein, und die Diode schaltet in die urspriingliche Stellung zuriick.
Dort ist aber Diode.u immer noch positiv und der Schalter wird wieder geschlossen, d.h. es
entsteht eine Iterationsschleife, die nie abbricht.

Dies ist ein generelles Problem: Nach einem Schaltvorgang werden Indikatorfunktionen
eventuell anders berechnet, so dafl durch kleine numerische Fehler eine schon in der Néhe
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von Null befindliche Indikatorfunktion exakt Null wird oder gar das Vorzeichen wechselt.
Dies kann vor allem dann auftreten, wenn Indikatorfunktionen durch Loésen algebraischer
Gleichungssysteme berechnet werden. Diese Schwierigkeit kann durch Einfithrung einer klei-
nen Hysterese abgeschwicht werden, da dann bei Ungenauigkeiten in der Rechnung nicht
sofort zuriickgeschaltet wird. Mit einer geschickten Realisierung wird die Hysterese nur ak-
tiv, wenn der oben beschriebene kritische Fall eintritt, so daf} diese grofziigig dimensioniert
werden kann.

Im Dioden-Beispiel wird die Schaltstruktur durch die Einfithrung einer solchen Hysterese
komplizierter. Um die Ubersichtlichkeit auch bei einer komplexeren Schaltstruktur zu be-
wahren ist es sinnvoll, diese durch einen deterministischen endlichen Automaten (abgekiirzt:
DEA) zu beschreiben und dann automatisch in eine Modellbeschreibung umzuwandeln.

Die Eigenschaften eines DEA sind z.B. in [Aho88] beschrieben. Im linken Teil von Bild 3.8

Start 1<=0 Start 1<0
v v
Open Close Open Close
"i = 0" Hu = 0" Hi = 0" Hu = 0"
) ] i
u>0
™ StartClose
u>0 L "u=0" i>=0
i<-eps

Bild 3.8: Ubergangsdiagramme zweier Diodenmodelle.

ist das Ubergangsdiagramm des DEA des bisherigen Diodenmodells zu sehen. Der DEA
besteht aus den zwei Zustinden “Open” und “Close”. Beim Start einer Simulation wird
(willkiirlich) mit dem Zustand “Open” begonnen. Der Ubergang von einem Zustand zum
nachsten wird eindeutig durch den Wert der Diodenspannung « bzw. des Diodenstroms ¢
charakterisiert. Wenn die Diode z.B. offen ist, befindet sich der DEA im Zustand “Open”.
Wird die Diodenspannung grofier als Null, so schaltet der DEA in den Zustand “Close”.

Im rechten Teil von Bild 3.8 ist das Ubergangsdiagramm der Diode nach Einfithrung einer
Hysterese zu sehen. Dieser DEA unterscheidet sich vom urspriinglichen DEA durch einen
zusdtzlichen Schaltzustand “StartClose”. Wenn die Diode geschlossen wird, so wird nicht
direkt in den Zustand “Close” geschaltet, sondern zuerst in diesen Zwischenzustand. Der
Zustand “StartClose” wird fast genauso wie der Zustand “Close” behandelt. Insbesondere
wird die Diodenspannung auf Null gesetzt. Bei exakter Rechnung sollte der Diodenstrom
in diesem Zustand positiv sein. In diesem Fall wird sofort auf den Zustand “Close” wei-
tergeschaltet. Ist der Diodenstrom jedoch aufgrund numerischer Ungenauigkeiten negativ,
so wird erst dann wieder zuriick in den Zustand “Open” geschaltet, wenn der Strom ei-
nen gewissen Grenzwert —eps unterschritten hat. Ansonsten bleibt die Diode im Zustand
“StartClose”. Durch geeignete Wahl von eps kann immer erreicht werden, dafl die oben ge-
schilderte Iterationsschleife nicht auftritt. Im Gegensatz zum urspriinglichen Diodenmodell
wird der Punkt v = 0,2 = 0 sowohl der offenen als auch der geschlossenen Diode zugeordnet.
Damit werden die meisten numerischen Ungenauigkeiten schon korrekt abgehandelt.

Ein Modell kann automatisiert aus dem Ubergangsdiagramm eines DEA gewonnen werden.
Hierzu wird fiir jeden DEA-Zustand eine entsprechende Boole’sche Variable eingefiithrt und



die folgende Transformationsregel wird auf jeden Zustand im Ubergangsdiagramm angewen-
det:

new(state) = pre-state-1 and in-condition-1 or
pre-state-2 and in-condition-2 or
or
state and not (out-condition-1 or
out-condition-2 ...)

Damit ergibt sich z.B. fiir das urspriingliche Diodenmodell die folgende Form:

model class Diode
local Open = True, Close = False

0 = if Open then i else u

new(Close) = Open and v >0 or Close and not i <=0

new(Open) = Close and i <=0 or Open and not u >0
end

Dieses Modell kann vereinfacht werden, da “Close” immer gleich “not Open” ist:

model class Diode
local Open = True

0 = if Open then i else u
new(Open) = not Open and i <=0 or Open and u <=0
end

Auf dieselbe Weise gewinnt man aus dem rechten Ubergangsdiagramm von Bild 3.8 ein
numerisch robusteres (ideales) Diodenmodell:

model class Diode
parameter eps = 1.F-10
local Open = True,Close = False, StartClose

0 = if Open then i else u

new(Open) = Close and i < 0 or
StartClose and 1 < —eps or
Open and not u > 0
new(Close) = StartClose and ¢ >= 0 or
Close and not i < 0
StartClose = not (Open or Close)
end

Zum Abschluf} soll, unter Verwendung des Diodenmodells mit Hysterese, noch ein etwas
komplexeres Beispiel behandelt werden. In Bild 3.9 ist ein Gleichrichterkreis mit Last aus
[Tiet86] mit einer Briickenschaltung aus 4 (idealen) Dioden zu sehen. Der Schaltkreis hat
insgesamt 2* = 16 verschiedene Schaltstellungen. Wenn die Schalter aller Dioden offen sind,
ist der Lastwiderstand Ry zusammen mit der Kapazitdt (' ein separater Schaltkreis, der
nicht mehr mit dem Schaltkreis verbunden ist, der die Spannungsquelle enthélt. Dies fithrt
zu Schwierigkeiten, da dann eine Gleichung “fehlt” und die Matrix des linearen Gleichungs-
systems singuldr wird. Nach einem Vorschlag von Elmqvist, wird deswegen der (sehr grofle)
Widerstand R eingefithrt, welcher den tatsadchlich vorhandenen hochohmigen Kontakt des
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Bild 3.9: Briickengleichrichter mit Last.

Lastschaltkreises mit der “Erde” beschreibt. Auf die Integration hat dieser Widerstand
praktisch keinen Einflu}. Die Briickenschaltung kann folgendermaflen modelliert werden:

model Graetz
submodel (Vsource) U0
submodel (Diode) dl, d2, d3, d4
submodel (Resistor) Ri(R =20), RL(R =500), Rb(R =1.F6)
submodel (Capacitor) C(C' = 0.0001)
submodel (Ground) ¢

input u
node n0, nl, n2, n3, nd
connect U0 at (nl,n0), Ri at (nl,n2), dl at (n3,n2),
d2 at (n2,n4), d3 at (n3,n0), d4 at (n0,nd),
C at (n4,n3), RL at (n4,n3), Rbat (n3,n0), g at n0
u=U0.V0

end

Das Ergebnis einer Simulation ist in Bild 3.10 zu sehen. Im linken Teil des Bilds ist der
zeitliche Verlauf der Spannung u der Spannungsquelle (= Kurve 1) und der Spannungsabfall
RL.u iiber der Last (= Kurve 2) aufgetragen. Im rechten Teil des Bilds ist der zeitliche
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Bild 3.10: Simulationsergebnis des Briickengleichrichters.

Verlauf des Stromes Ri.i durch den Innenwiderstand der Spannungsquelle (= Kurve 1)
und der Strom RL.: durch die Last (= Kurve 2) aufgetragen. Ein Vergleich mit dem
Simulationsergebnis des einfachen Gleichrichterkreises in Bild 3.7 auf Seite 61 zeigt, daf} die
Briickenschaltung zu einem etwas ruhigeren Verhalten der Last fiihrt.



3.4 Diskussion

Jedes physikalische System kann bei geniigend genauer Modellierung durch ein kontinu-
ierliches Modell beschrieben werden. Dies kann jedoch zur sehr steifen, und damit in der
Simulation sehr rechenzeitintensiven, Differentialgleichungen fithren; abgesehen davon, daf}
der Aufwand zur Ermittlung der Modellparameter grofl ist. Durch FEinfithren schalten-
der Elemente kann die Realitdt oft geniigend genau approximiert werden. Die Simulation-
Rechenzeit kann im Vergleich zu einer detaillierten, “steifen”, Formulierung um Groéflenord-
nungen geringer sein.

In heute verfiigharen Modellierungsumgebungen’, werden unstetige Elemente mit Hilfe von
Ereignissen modelliert. Fine Unstetigkeit, oder eine Strukturanderung, 16st ein Ereignis
aus, die Integration wird angehalten, ein vordefiniertes Codestiick wird ausgefithrt und
die Integration wird neu gestartet. Diese Vorgehensweise 16st die numerischen Probleme,
fithrt jedoch zu Schwierigkeiten, wenn mehrere Ereignisse gleichzeitig zum selben Zeitpunkt
auftreten, oder wenn Indikatorfunktionen am Beginn der Integration, oder an einem Ereig-
nispunkt, identisch verschwinden.

Mit den vor kurzem in [Elmq93b] vorgeschlagenen Sprachelementen erfolgt die Definition
schaltender Elemente auf einem héheren Niveau, mittels unstetiger Gleichungen und mit-
tels Instant-Gleichungen, die durch Boole’sche Variable und Ausdriicke kontrolliert und
synchronisiert werden. Diese neuen Gleichungstypen werden genauso wie kontinuierliche
Gleichungen behandelt und insbesondere mit auf Blockdreiecksform transformiert. Damit
wird garantiert, dafl die Reihenfolge aller Gleichungen auch an Ereignispunkten korrekt
ist. Bei der Codegenerierung werden die neuen Sprachelemente auf geeignete Zeit- und
Zustands-Ereignisse in der Zielsprache abgebildet, wobei auch verschwindende Indikator-
funktionen zufriedenstellend abgehandelt werden.

Die neuen Sprachelemente erlauben es, eine grofle Klasse von strukturvariablen Systemen
auf einfache Weise zu modellieren. Eine variable Modellstruktur fithrt immer auf ein alge-
braisches Gleichungssystem mit variabler Null/Nicht-Null Struktur der Elemente des Glei-
chungssystems. Zur Zeit wird in Dymola immer das komplette Gleichungssystem gel6st.
Ein Effizienzgewinn kann erwartet werden, wenn z.B. fiir jede Schaltstellung ein spezieller
Code des Gleichungssystems ermittelt und erzeugt wird. Dies stoft jedoch an Grenzen,
wenn zuviele Schaltelemente in dasselbe Gleichungssystem eingehen.

Die komfortable und sichere Definition von schaltenden Elementen mit den erlduterten Spra-
chelementen ist ein Fortschritt, der die Modellierung solcher Komponenten vereinfacht. Das
Konzept hat noch ein paar (unkritische) Schwachstellen, die verbessert werden sollten. Zum
Beispiel konnen unstetige Gleichungen nur durch if-Ausdriicke beschrieben werden, die je-
weils genau eine Gleichung pro if-Zweig besitzen. Aus Anwendersicht ist es wichtig, daf in
jedem if-Zweig auch mehrere Gleichungen aufgefithrt werden kénnen. Es ist jedoch noch
nicht klar, wie solche Gleichungstypen mit auf Blockdreiecksform zu transformieren sind.
Weiterhin kann die Effizienz an einigen Stellen verbessert werden. Zum Beispiel ist es hdufig
nicht notwendig, daf die Iterationsschleife an einem Ereignispunkt iiber das gesamte Modell
geht. Hier sollte die kleinstmogliche Iterationsschleife automatisch ermittelt werden.

"Zum Beispiel in ACSL [Mitc91], Omola [Ande92], MAST [Mant92] oder dem geplanten Analog-VHDL
[Vach93].
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Kapitel 4

Objektorientierte Modellierung von
Mehrkorpersystemen

In diesem Kapitel wird beschrieben wie allgemeine Mehrkorpersysteme (abgekiirzt: MKS)
objektorientiert modelliert, und wie solche Modelle fiir verschiedene Aufgabenstellungen in
numerisch 16sbare Formen iiberfithrt werden kénnen. Hierzu werden die im Kapitel 2.2
ab Seite 21 erlauterten allgemeinen Techniken eingesetzt. Weiterhin wird die Bondgraph-
Methode auf MKS angewandt und verallgemeinert. Mit dieser Verallgemeinerung kann
fiir jedes objektorientierte Modell eines MKS sofort ein dquivalenter Bondgraph angegeben
werden. Der Energieflufl in einem MKS wird deswegen sowohl durch das objektorientierte

MKS-Modell als auch durch den zugehérigen Bondgraph angegeben.

Die Theorie der Mehrkérpersysteme wurde seit Mitte 1960 entwickelt und ist fir
Starrkorpersysteme im wesentlichen abgeschlossen. Es existiert eine umfangreiche Literatur
mit einer groflen Anzahl an Vorschlagen zur effizienten Erstellung der Bewegungsgleichun-
gen mechanischer Systeme. Fine Zusammenstellung der wichtigsten MKS-Programme ist

in [Schi90] zu finden.
Kecskeméthy [Kecs88, Kecs93, Kees93a] hat als erster MKS-Modelle und MKS-Algorithmen

mittels der Programmiersprache C++ objektorientiert beschrieben. Ein objektorientier-
tes MKS-Datenmodell zur Verwendung in einer Datenbank wurde von Otter, Hocke, Da-
berkow und Leister [Otte90, Otte93a] entwickelt und prototypisch mit Hilfe des RSYST-
Datenbanksystems [Rueh90, Rueh93] implementiert [Hock93]. Die in der vorliegenden Ar-
beit verwendete objektorientierte Sicht eines MKS basiert auf diesen beiden Ansétzen. Ein
weiterer, ebenfalls recht erfolgversprechender, objektorientierter MKS-Ansatz stammt von
Anantharaman [Anan93].

F.E. Cellier hat schon in [Cell91] 1-dimensionale mechanische Systeme mit Hilfe von Dy-
mola objektorientiert modelliert. H. Elmqvist hat prototypisch mit 2-dimensionalen MKS-
Modellen innerhalb von Dymola experimentiert [Flmq92a]. Beide Vorgehensweisen sind
nicht direkt auf allgemeine 3-dimensionale MKS verallgemeinerbar und werden deswegen
hier nicht benutzt. Jedoch hat Elmqvist in [Elmq92a] schon wichtige prinzipielle Techniken
basierend auf dem Tearing-Verfahren entwickelt, um ein objektorientiertes MKS-Modell fiir
die wichtigsten Aufgabenstellungen in eine geeignete mathematische Form zu tiberfiihren.

Die in Kapitel 1.2 ab Seite 9 erlduterte Bondgraph-Methode wurde entwickelt, um physi-



kalische Systeme einheitlich darstellen zu kénnen. Insbesondere kénnen hiermit auch leicht
1-dimensionale mechanische Systeme modelliert werden. Seit langerem wird versucht, all-
gemeine 3-dimensionale MKS mit Bondgraphen zu beschreiben [Bos86, Karn90, Fahr91].
Diese Ansétze sind jedoch unbefriedigend, da Teile eines speziellen MKS-Algorithmus (z.B.
die Wahl der Minimalkoordinaten) hier in den Bondgraph eingehen, und damit die rein
physikalische Sichtweise verloren geht. In diesem Kapitel wird eine neue Darstellung von
MKS-Bondgraphen angegeben, die diesen Nachteil vermeidet.

Der zentrale Teil der Bondgraph-Methode, d.h. die explizite Darstellung der Energiefliisse
in einem physikalischen System, ist zum Systemverstdandnis generell hilfreich. Zum einen,
weil damit in einer groBen Zahl von Gleichungen der Uberblick nicht so leicht verloren geht,
zum anderen, weil man damit einfach die Ergebnisse einer Simulation iiberpriifen kann!.
Weiterhin wird der Blick auf das wesentliche gelenkt: In welchen Gréflenordnungen liegt
die tibertragene Leistung? Wie ist diese auf die Bauteil-Abmessungen abgestimmt? Woher
kommt die Energie, wo und in welcher Form wird sie im System gespeichert, und wie fliefit
sie aus dem System ab (z.B. in Form von Warme)? Wie diese Information grafisch darstellt
wird, als Bondgraph oder in einer anderen Form, ist demgegeniiber letztendlich unwesentlich.

4.1 Einfiihrungsbeispiel

In diesem Abschnitt werden anhand eines einfachen MKS die wichtigsten MKS-Klassen ein-
gefiithrt und die prinzipielle Modellierungssicht verdeutlicht. Im néchsten Abschnitt werden
diese Klassen im Detail besprochen.

Im linken Teil von Bild 4.1 ist schematisch ein Doppelpendel gezeigt. Dieses besteht aus zwei
Starrkorpern, die tiber einfache Drehgelenke miteinander und mit der Umgebung verbunden
sind. Einer der Starrkérper ist dariiberhinaus noch mit einer Feder an die Umgebung
angekoppelt.

Im rechten Teil von Bild 4.1 wird die objektorientierte Sichtweise des Doppelpendels gra-
fisch veranschaulicht. Das Modell besteht aus mehreren Objekten die (mechanisch) starr
miteinander verbunden sind. Zum Beispiel gibt es ein Inertialsystem “” der Klasse Iner-
tial, das {iber ein Drehgelenk “r!” der Klasse Revolute mit der masselosen Stange “b1”
der Klasse Bar und mit dem massebehafteten Kérper “mi1” der Klasse Body verbunden
ist. Die kleinen Querstriche im Bild verdeutlichen die Objektgrenzen. Ein MKS wird aus
Grundelementen aufgebaut, die ihrerseits auf einigen wenigen Basisobjekten beruhen. Die
Grundelemente werden (mechanisch) starr miteinander gekoppelt und bilden die mechani-
schen Eigenschaften des Systems nach. Ein solches Modell hat Ahnlichkeiten mit einem
nichtlinearen Finite-Elemente Programm. Der rechte Teil von Bild 4.1 kann direkt in die

folgende Modellbeschreibung iiberfithrt werden:

!Die Ergebnisse einer Simulation kénnen iiberpriift werden, indem die Summe der Energiestréme (=
Leistungssumme) berechnet wird, die in die Cuts einer Komponente einfliefen. Wenn in diesem Element
keine Energie gespeichert wird, so muf} diese Summe Null ergeben.
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Bild 4.1: Objektorientiertes Modell eines Doppelpendels.

model Double Pendulum
submodel (Tnertial) i (ng3=1, g=9.81)

submodel (Revolute) r] (n2=1) , r2 (n2=1)

submodel (Bar) 1 (r3=0.5), b2 (r3=0.4)

submodel (Bar) 3 (r3=1.3)

submodel (Body) ml (m 1, r3=0.25)

submodel (Body) m2 (m=

(

submodel (Spring) s (c¢=1, 50 05)

connect ¢ to rlto bl to r2to b2, to b3,
ml at ri:b,
m2 at r2:b,
s at (b3:5,62:h)

{ alternativ kann die Verbindung definiert werden als:

node n0, nl, n2, n3, nj, nd
connect i at n0, rlat (n0,nl), bl at (nl,n2),
mil at nl, r2at (n2,n3), b2at (n3,nj),
m2 at n3, b3at (n0ns), s at (nf,ns) }
end

Als Kommentar in geschweiften Klammern ist in diesem Modell noch eine alternative Be-
schreibungsform der Objekt-Verbindungen angegeben. Objektgrenzen werden hier durch
Knotenpunkte (node) charakterisiert, siche Knoten ng,...,ns in Bild 4.1, die in den Ver-
bindungsdefinitionen benutzt werden. Dies ist vor allem zur Beschreibung von MKS mit
Schleifen vorteilhaft.

Im obigen Modell werden alle ben6tigten Objekte zuerst mit den submodel Anweisungen
deklariert und damit instantiiert. Danach wird mit der connect Anweisung definiert, wie
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diese Objekte miteinander verbunden sind.

Gelenke, wie Dreh- und Schubgelenke, sind masselose Elemente, die iiber zwei Schnittufer
mit anderen mechanischen Elementen verbunden werden kénnen. Dies sind in der Regel
entweder masselose Stangen oder massebehaftete Kérper. Eine direkte Verbindung zweier
Gelenke miteinander ist natiirlich auch méglich. Die beiden Schnittufer werden durch cuts
mit den Namen a und b beschrieben. Der main path geht von Cut a zum Cut b, d.h. eine
Anweisung der Form “connect r{ to 617 ist gleichbedeutend mit “connect ri:6 at b1:a”.
Die Anweisung “connect s at (63:6,02:0)” bedeutet, dafi Cut a der Feder am Cut b des
Objekts b3 und Cut b der Feder am Cut b von b2 zu befestigen ist.

Um die Abmessungen der Elemente zu definieren, wird das MKS in eine ausgezeichnete
Stellung, die Referenzkonfiguration, gebracht. Beim Doppelpendel-Beispiel ist diese Stel-
lung durch die senkrecht nach unten hdngenden Koérper charakterisiert. Zusétzlich muf
ein beliebiges Koordinatensystem im Inertialsystem, d.h. ein Objekt der Klasse [nertial,
eingefithrt werden, wie im oberen Teil von Bild 4.1 angedeutet. Alle koordinatensystem-
abhiangigen Groflen (= Tensoren 1. und 2. Stufe) sind in der Referenzkonfiguration im
Koordinatensystem des Inertialsystems anzugeben. Zum Beispiel wird das Objekt 2 durch
einen Ortsvektor charakterisiert, der vom Cut ¢ zum Cut b der Stange zeigt und der in der
Referenzkonfiguration die folgenden Koordinaten hat:

rl 0
C(n3pna) = | 72 | = 0 | m.
r3 0.4

Die drei Koordinaten rl1, r2, r3 sind in der MKS-Bibliothek als Parameter definiert und
haben die Voreinstellung Null?. Alle physikalischen Parameter miissen im kg-m-s SI-System
angegeben werden. Durch die Anweisung “(submodel) Bar b2 (r3 = 0.4)” wird also eine
masselose Stange mit der Lénge 0.4 m definiert. In der Referenzkonfiguration liegt die
Stange in Richtung der 3-Achse des Inertialsystems.

Aut die gleiche Weise wird die Drehachse eines Drehgelenks durch einen Vektor n =
[n1,n2,n3] beschrieben, der in der Drehachse des Gelenks liegt. Dieser Vektor muf} kein
Einheitsvektor sein. Die Anweisung “(submodel) Revolute r1(n2 = 1)” definiert damit
ein Drehgelenk mit dem Namen r1, dessen Drehachse in der Referenzkonfiguration in Rich-
tung der 2-Achse des Inertialsystems zeigt. Im obigen, ebenen, Beispiel zeigt die Drehachse
immer in Richtung dieser Achse. Bei einer raAumlichen Bewegung ist das in der Regel aber
nicht mehr der Fall.

Ein Objekt der Klasse Body wird durch den Vektor r = [rl,r2,r3] definiert, der vom
Cut a des Objekts zum Massenmittelpunkt zeigt, sowie durch seine Masse m und durch
den symmetrischen Trigheitstensor I beziiglich des Massenmittelpunkts (dargestellt im
Inertialsystem). Die Koordinaten des Tragheitstensors werden durch die Parameter
111, 122, 133, 121, 131, 132 definiert. Schlielich wird eine Feder durch die Federkonstante
¢ und die unausgelenkte Federldnge s0 beschrieben. Die Voreinstellung aller Parameter eines

MKS ist, ohne Ausnahme, Null.

Mit den in den ndchsten Abschnitten beschriebenen Elementen, kann das Doppelpendel von
Bild 4.1 auf Seite 68 auch als Bondgraph dargestellt werden. Im linken Teil von Bild 4.2

2Wenn ein Parameter in der Deklaration nicht angegeben wird, wird seine Voreinstellung benutzt.
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sind noch einmal die verschalteten Objekte zu sehen, aus denen das Doppelpendel aufge-
baut ist. Fiir jedes Basis-FElement des MKS gibt es korrespondierende Bondgraph-Elemente,
wie im rechten Teil von Bild 4.2 zu sehen ist. Die einzelnen Elemente kénnen leicht durch

SF:i
Dymola Objekte
Bondgraph
n0
" )
TFrev rl
Y nl J
TFbar: b3 J‘ —_— IZ ml
TFbar bl
nZJ
TFrev 2
nS 3
\ C:s 1
TFbar' S W J I: m2
n4

Bild 4.2: Bondgraph eines Doppelpendels.

die Knotenpunkte n; identifiziert werden. Zum Beispiel wird ein Drehgelenk durch einen
Transformer TF,., dargestellt, da ein Gelenk nur die Effort- und Flow-Variablen (= Lage,
Geschwindigkeit, Beschleunigung und Schnittkraft/moment) , am Cut b auf andere Weise
aufteilt als am Cut a, ohne dabei den Energieflul zu dndern. Fine Stange wird ebenfalls
durch einen speziellen Transformer TFy,, beschrieben. Die Trigheitseigenschaften eines
Starrkorpers werden durch eine verallgemeinerte Induktivitdt I dargestellt. Das Inertialsys-
tem ist eine Flow-Source SF, da die kinematischen Flow-Variablen am Inertialsystem vor-
gegeben sind. SchlieBlich ist ein Feder-Kraftelement aus mehreren Bondgraph-Elementen
zusammengesetzt, um zuerst mit einem Transformer die Gréfien der beiden Cuts in dasselbe
Koordinatensystem zu transformieren und dann auf eine verallgemeinerte Kapazitat C zu
schalten.

4.2 Aufgabeninvariante Grundelemente

In diesem Abschnitt werden die Modellklassen eingefiihrt, die zur objektorientierten Model-
lierung von MKS benutzt werden. Alle MKS werden immer mittels dieser Klassen beschrie-
ben, unabhéngig von der Aufgabenstellung. In den néchsten Abschnitten wird gezeigt, wie
ein so beschriebenes Modell in eine numerisch auswertbare Form tiberfithrt werden kann.
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Eine direkte, objektorientierte Modellierung von MKS fithrt auf eine DAE mit Stérungsin-
dex 3 (siehe z.B. [Andr90]). Die “Zwangsgleichungen” miissen deswegen zweimal differen-
ziert werden, um eine Index-1 DAE zu erhalten. In der Mechanik wird die in Kapitel 2.4
erlauterte allgemeine “dummy derivative” Technik schon lange benutzt, um das so erhaltene
tiberbestimmte differential-algebraische Gleichungssystem zu 16sen, z.B. durch Einfithrung
von Minimalkoordinaten. Es ist deswegen zweckméBig alle diese Gleichungen schon in die
Basisklassen aufzunehmen, d.h. es werden jeweils separate Gleichungen fiir Position, Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung formuliert. Hierbei wird die Information, daf} z.B. die
Geschwindigkeit die Ableitung der Position ist, noch nicht mitgeteilt. Damit wird auch
die Schwierigkeit vermieden, die sich bei einer Beschreibung eines Starrkérpers durch 3
Translations- und 3 Rotationskoordinaten ergibt: hier fithrt jede beliebige Wahl von Rota-
tionskoordinaten (z.B. Eulerwinkel) in einer bestimmten Stellung zu einer Singularitat.

Die Grundelemente in der Mechanik sind 3 x 1, 6 x 1 und 3 x 3 Matrizen. Zur Zeit werden
von Dymola aber noch keine Matrizen unterstiitzt. In den hier entwickelten Mechanik-
Bibliotheken werden deswegen alle Matrizenoperationen in expliziter Koordinatenschreib-
weise ausgefithrt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im folgenden jedoch eine Matlab-
dhnliche Matrizennotation benutzt.

Gleichungen in der Mechanik werden haufig in einer koordinateninvarianten Form ange-
geben. Dies ist zur Formulierung eines physikalischen Grundgesetzes auch zweckméBig.
Fiir eine konkrete Aufgabenstellung muf jedoch an irgendeiner Stelle festgelegt werden, in
welchem Koordinatensystem mechanische Gréoflen auszuwerten sind. Da mit den Mechanik-
Klassen konkrete Aufgaben gelést werden sollen, werden in den Klassenbeschreibungen Vek-
toren und Dyaden (= Tensoren 1. und 2. Stufe) immer beziiglich eines Koordinatensystems
angegeben. Hierfiir wird die folgende Konvention benutzt:

Die Koordinaten eines Vektors A beziiglich eines Koordinatensystems b werden in einer
Spaltenmatrix *h® zusammengefafit. Wenn a = b, so kann der Index b, der das Koordi-
natensystem kennzeichnet, auch weggelassen werden. Das heifit, h* sind die Koordinaten
eines Vektors A beziiglich des Koordinatensystems a. Der Index 0 bezeichnet immer das
Inertialsystem.

In den Gleichungen wird der Operator skew und dessen inverser Operator vec benutzt.
Wenn h eine 3 x 1 Spaltenmatrix und H eine schiefsymmetrische 3 x 3 Matrix ist, dann
sind die beiden Operatoren folgendermaflen definiert:

hy 0 —hs hy
H =skew(h) =skew(| hy |)=| hs 0 —hy | ; h=vecH).
hs —hy hy 0

Mit dem skew Operator kann z.B. das Kreuzprodukt zweier Vektoren b und ¢ geschrieben
werden als
a=b xc=skew(b)-c

SchlieBllich kennzeichnet die Matrix E eine Einheitsmatrix geeigneter Dimension.
4.2.1 Elementverbindungen

Jedes Mechanikelement hat zumindest eine oder zwei Schnittstellen, mit denen das Element
mechanisch starr mit anderen Elementen verbunden werden kann. In Bild 4.3 werden die
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verschiedenen Sichten einer solchen Schnittstelle dargestellt. Im linken Teil des Bilds ist

Cut-Frame a

Inertial-

MKS-Komponente system Bondgraph E. a

Bild 4.3: Definition eines “mechanischen” Cuts.

eine mechanische Schnittstelle mit dem Namen a zu sehen. In der Schnittebene befindet
sich ein lokales Koordinatensystem, welches fest mit der Schnittebene verbunden ist und als
Cut-Frame bezeichnet wird. Die Lage dieses Koordinatensystems wird automatisch dadurch
definiert, dafl es in der Referenzkonfiguration parallel zum Inertialsystem ist. Wenn zwei
Objekte an einer solchen Schnittstelle zusammengeschaltet werden, ist damit auch sofort
garantiert, da} die Koordinatensysteme der beiden Schnittstellen deckungsgleich sind.

Die (raumliche) Bewegung einer Schnittstelle @ wird durch die Bewegung des zugeordneten
Koordinatensystems beschrieben. Dessen Bewegung wird wiederum eindeutig durch eine
3 x 3 Drehmatrix °T?, die einen Tensor vom Frame @ in das Inertialsystem 0 transformiert,
und durch den absoluten Ortsvektor r* beschrieben, der vom Ursprung des Inertialsystems
zum Ursprung von Cut-Frame a zeigt. Auf Geschwindigkeitsebene wird die Bewegung durch
die absolute Winkelgeschwindigkeit w® des Frames a und durch die absolute translatori-
sche Geschwindigkeit v* des Ursprungs dieses Frames beschrieben. Schliefilich wird die
Bewegung auf Beschleunigungsebene durch die zeitliche Ableitung der beiden Geschwindig-
keitsvektoren, d.h. die absolute Winkelbeschleunigung a® und die absolute translatorische
Beschleunigung a®, beschrieben. Die in der Schnittebene wirkenden Kréfte und Momente
werden im Sinne des Schnittprinzips durch ein resultierendes Schnittmoment 7% und eine
im Ursprung von Frame a angreifende resultierende Schnittkraft f* beschrieben.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die beiden Geschwindigkeiten, die beiden Be-
schleunigungen, das Schnittmoment und die Schnittkraft jeweils in einer 6 x 1 Spaltenmatrix

zusammengefafit:
\A[a:[wa]; éa:[aa]; fa:[Ta]
v a f

Der vollstandige “Effekt” einer mechanischen Schnittstelle wird damit durch die Gréfien
OT“,r“,ff“,é“,f“ beschrieben. Wenn mehrere mechanische Elemente an einer Stelle mit-
einander verbunden werden, so stimmen die Cut-Frames an dieser Stelle {iberein. Da
damit die Bewegung der Koordinatensysteme gleich ist, sind die kinematischen Gréfien
OT*, r* v® a” Across-Variablen. Andererseits addieren sich die Schnittkrifte und Schnitt-
momente aufgrund des actio=reactio Prinzips zu Null auf. Die kinetischen Groflen fo sind
damit Through-Variablen. Wenn z.B. zwei Elemente a und b an einer Stelle verbunden
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werden, so gilt fo4fb = 0, d.h. die Schnittkrafte und Schnittmomente sind an den beiden
Schnittufern gleich grof}, aber entgegengesetzt gerichtet.

Es gibt mehrere verniinftige Alternativen fiir die Koordinatensysteme, in denen die Gréfien
eines mechanischen Cuts dargestellt werden kénnen. Insbesondere ist dies das lokale Ko-
ordinatensystem des Cuts oder das globale Inertialsystem. Hier wird folgende Konvention
benutzt: Der absolute Ortsvektor °r® vom Inertialsystem zum Ursprung eines Cuts wird
im Inertialsystem angegeben, wéhrend alle anderen Cut-Gréfien im lokalen Koordinaten-
system des Cuts dargestellt werden. Der Grund fiir diese Wahl ist der, dafl der Ortsvek-
tor vor allem bei kinematischen Analysen und bei der Berechnung von Animationsdaten
bendtigt wird. In solchen Aufgabenstellungen werden Vektoren normalerweise im Inertial-
system bendtigt. Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und Schnittkréfte treten dagegen
in dynamischen Analyseproblemen auf. Die wichtigste Klasse dieser Anwendungen ist das
Simulationsproblem, fiir das die Differentialgleichung des MKS benétigt wird. Fine de-
taillierte Analyse einer wichtigen Klasse von Mehrkorperalgorithmen in [Hill92] zeigt, daf
eine Algorithmusformulierung in elementfesten Koordinatensystemen am effizientesten ist.
Weiterhin ist es “natiirlicher”, Kréafte und Momente im entsprechenden Cut-Frame darzu-
stellen, da die Richtungen der Kréifte und Momente mit geometrischen Figenschaften des
Elements assoziiert werden koénnen. Natiirlich kann bei Bedarf jeder beliebige Vektor auch
in jedem beliebigen Koordinatensystem dargestellt werden, da die absolute Drehmatrix °T*®
zu jedem Cut-Frame vorliegt. Als Voreinstellung ist jedoch die oben erlduterte Wahl der
Koordinatensysteme gewahlt.

Formal ergeben sich die absolute Geschwindigkeit und die absolute Beschleunigung eines
Cut-Frames a, beide dargestellt im Cut-Frame @, durch Differentiation des absoluten Orts-
vektors und der absoluten Drehmatrix:

OTaTOTa> R d
\A/_a — vec < . : éa — OTaT —OXA/'a (41)
OTa OI‘.a dt
mit .
. . T= 0
Ora _ Oma pa ., Orpa __
vt ="T"v"; T = [ 0 Oa ]

Diese Beziehungen zwischen Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung werden aber
aufgrund der “dummy derivative” Technik vorerst nicht benutzt.

Ahnlich wie es bei elektrischen Komponenten eine Oberklasse TwoPin gibt, um elektrische
Elemente mit denselben Verbindungseigenschaften zu beschreiben, werden bei MKS die
Oberklassen MbsOneCut, MbsTwoCut und Interact benutzt, um mechanische Elemente mit
einer und mit zwei Schnittstellen zu definieren. Die Klasse MbsOneCut definiert Elemente,
die eine mechanische Schnittstelle besitzen, und die mit den oben erlauterten Variablen der
Schnittstelle mit anderen Objekten gekoppelt werden kénnen. Die Klasse hat den folgenden
Aufbau:

model class MbsOneCut
main cut ¢ ( Ta(3,3), ra0(3), va(6), aa(6) / fa(6))

terminal Pa

Pa= fa' *va

end
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Zum Beispiel wird durch T'a(3,3) die 3 x 3 Matrix T'a = °T* definiert. Als zusitzliche,
noch nicht besprochene Variable, ist im obigen Modell die Leistung P?® enthalten. P? ist
die in das Element flieBende Energie. Diese kann z.B. benutzt werden um neu eingefiihrte
Komponenten zu {iberpriifen, da die in ein Element flieBende Energie gleich der Summe der
abfliefenden und der im Element gespeicherten Energie sein muf. Die Klasse MbsTwoCut
definiert Elemente, die zwei mechanische Schnittstellen besitzen; sie ist entsprechend zur

Klasse MbsOneCut aufgebaut:

model class MbsTwoCut
cut a (Ta(3,3), ral(3
cut b (T5(3,3), rb0(3
main cut mc [a, b]
main path mp < a—15 >

N
<
<~
VoY
(@)
=
Q
<~
VoY
(@)
=

terminal Pa, Pb

Pa = fa' *va
Pb = fb' xvb

end

Durch die “main cut ...” Definition kann die Verschaltung eines Elements ¢ an zwei Knoten
nl,n2 einfach mit “connect ¢ at (nl,n2)” definiert werden. Dann wird der Cut ¢:a mit nl
und ¢:b mit n2 starr verbunden. Wie bei der Klasse MbsOneCut werden auch hier die iiber
die beiden Cuts einflieffenden Energiestrome Pa und Pb berechnet.

Die Klasse Interact wird zur Modellierung masseloser mechanischer Elemente benutzt und
ist aquivalent zur Klasse TwoPin fiir elektrische Bauteile. Durch die MKS-spezifischen
Gegebenheiten ist der Aufbau der Klasse jedoch komplexer.

In der Klasse TwoPin fir elektrische Elemente wird nicht nur die externe Verbindung defi-
niert, sondern es werden auch die (sehr einfachen) Beziehungen zwischen den Across- und
den Through-Variablen der beiden Cuts angegeben:

u="V, =V P =1, = —1p . (4.2)

Zum einen wird also eine Relativgrofie u eingefithrt. Zum anderen besteht aufgrund ei-
ner “Kontinuitatsgleichung” (einfliefender = ausflieBender Strom) eine Beziehung zwischen
den Through-Variablen der beiden Cuts. Die Relativgrofie v wird bendtigt, da bei allen
Standardelementen (Widerstand, Kapazitiat, Spannungsquelle, etc.) die physikalischen Ge-
setze als Funktion der Relativgrofie und eines Teils der Through-Variablen (i) angegeben
werden. Es ist deswegen vorteilhaft, die Gleichungen (4.2) nicht in jeder Elementklasse zu
wiederholen, sondern nur einmal in der Oberklasse TwoPin aufzufithren.

Bei MKS liegt dieselbe Situation vor. Die RelativgréBen, d.h. die Relativlage, die Relativge-
schwindigkeit und die Relativbeschleunigung, werden in allen Standardelementen (Gelenke,
Kraftelemente, Beobachtungselemente) zur Formulierung der entsprechenden physikalischen
Gesetze benotigt. Weiterhin gibt es aufgrund einer Kréfte/Momente Bilanz eine Beziehung
zwischen den Kriften und Momenten der beiden Cut-Frames, d.h. der Through-Variablen,
welche wiederum unabhédngig von einem spezifischen Element ist. Deswegen werden auch
hier alle diese Gleichungen nur eimmal in der Oberklasse Interact formuliert. Die Rela-
tivgroflen sind folgendermaflen definiert (siehe auch Bild 4.4):
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Bild 4.4: Ein allgemeines Element der Klasse Interact.

*T*  Relative Drehmatrix vom Cut-Frame a zum Cut-Frame b (= Trel in Klasse Interact).
ape®  Relativer Ortsvektor vom Ursprung des Cut-Frames a zum Ursprung des Cut-Frames
b, dargestellt im Cut-Frame a (= rrela in Klasse Interact).

220 Relative Winkelgeschwindigkeit und relative translatorische Geschwindigkeit, darge-
stellt im Cut-Frame a (= vrela in Klasse Interact).
a, yab brpaT brpa
ageb = [ . } =" < . > (4.3)
A% aI‘.ab
2%’  Relative Winkelbeschleunigung und relative translatorische Beschleunigung, darge-

stellt im Cut-Frame a (= arela in Klasse TwoPin).
a ~,ab a,.ab
arab « _ w
a - |: aaab :| - |: a\‘/.ab :| . (44)

Die Relativgroen werden sowohl im Cut-Frame a als auch im Cut-Frame b bendtigt und
werden folgendermafien aus den absoluten Groflen der beiden Cut-Frames bestimmt (die
Herleitung dieser Gleichungen ist im Anhang A.3 zu finden):

(4 R R (4.5a)
arab — OTaT (Orb o OI_a) (45b)
a\A/_ab _ brj_waTb\A/_ab (45C)
aéab _ brj_waTbéab (45(1)
brab _ OTbT (Orb N OI'a) (456)
R e (4.5¢)
fart = & —car - ¢ (4.5g)
0 = f*+CTf (4.5h)
mit
. [ PTe 0
brpa
T = 0 i | (4.6a)
[ PTe 0 ] E 0
€= 0 T [ —skew(“r?) E ] (4.6b)
) bTa 0 T Wt X awab
6 - 0 bTa |: Wt X (wa % arab + 2avab) :| (46C)




A -t T =0 Y e < L I Y

Die Gleichungen (4.5a — 4.5g) geben die Beziehungen zwischen den Relativgrofien des Ele-
ments und den Absolutgroflen der beiden Cut-Frames an. Zum Beispiel beschreibt (4.5f),
daB sich die Relativ-Winkelgeschwindigkeit und Relativ-Geschwindigkeit *v% aus der Diffe-
renz der absoluten Geschwindigkeitsgréflen am Cut b und am Cut @ ergeben. Hierbei werden
die GréBen des Cuts a mit einer Matrix multipliziert, in die der Abstand zwischen den bei-
den Cuts und die relative Drehmatrix eingehen. Gleichung (4.5h) ist eine Krafte/Momente-
Bilanz am Element unter der Voraussetzung, dafl das Element masselos ist. In den obigen
Gleichungen wird noch nicht festgelegt, welche Gréfien als bekannt und welche als unbekannt
anzusehen sind. Mit (4.5) ergibt sich die Klasse Interact als Unter-Klasse von MbsTwoCut
zu:

model class (MbsTwoCut) Interact
cut Rel ( Trel(3,3), rrela(3), vrela(6), arela(6),
rrelb(3), vrelb(6), arelb(6) )
local C(6,6), xi(6)

Trel =TV «xTa
rrela = T'a’ * (rb0 — ra0)
vrela = [ Trel’ x vrelb(1 : 3)
Trel  vrelb(4 : 6) ]
arela = [ Trel’ x arelb(1 : 3)
Trel’ * arelb(4 : 6)

rrelb = TV x (rb0 — ra0)
vrelb = vb — C * va
arelb = ab— C' x aa — z1

C  =[Trel , zero(3, 3)
—Trel « skew(rrela) | Trel ]
zi = [Trel*(skew(wa)* wrela)

Trel « (skew(wa) * (skew(wa) * rrela + 2 x vrela) )
end

Der Operator zero erzeugt eine Nullmatrix und der Operator skew erzeugt eine schief-
symmetrische Matrix, wie weiter oben erldutert wurde. Man beachte, dafl es hier nicht
auf die Reihenfolge der angegebenen Gleichungen ankommt, da die Gleichungen bei der
Transformation aut Blockdreiecksform sowieso umgeordnet werden.

Im rechten unteren Teil von Bild 4.3 auf Seite 72 ist die Bondgraphdarstellung eines me-
chanischen Cuts angegeben. Hier mufl die Bondgraph Methode etwas erweitert werden, um
den Besonderheiten einer DAE mit héherem Index gerecht zu werden. In einem Bondgraph
werden tiber einen Bond nur die Effort- und Flow-Variablen iibertragen, mit denen die Leis-
tung gebildet wird. Bei héheren Index DAEs werden auch Integrale und Ableitungen dieser
Variablen als selbstandige Variablen benétigt (“dummy derivative” Methode). Aus die-
sem Grund wird jetzt zugelassen, dafl solche Variablen auch tiber einen Bond transportiert
werden koénnen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden diese zusétzlichen Variablen
im Bondgraph aber nicht dargestellt. Am {ibertragenen Energieflufl dndert sich dadurch
nichts. In Bild 4.3 sind am Bond deswegen nur die resultierende Schnittkraft und das re-
sultierende Schnittmoment f'“, sowie die Geschwindigkeit und die Winkelgeschwindigkeit v*
des Cut-Frames angetragen. Diese Groflen werden so gewédhlt, dal eine positive Leistung
einem Energieflufl in den Cut entspricht.
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4.2.2 Kraftelemente

Kraftelemente, wie Federn, Dampfer oder Motoren, sind mechanische Elemente mit zwei
Cuts, die {iber diese Cuts ein eingeprigtes Moment und eine eingepragte Kraft auf die
beiden benachbarten mechanischen Elemente ausiiben. Die Kraft und das Moment sind
iiblicherweise Funktionen der relativen kinematischen Groflen zwischen den beiden Cuts.
Die gemeinsamen Figenschaften aller Kraftelemente werden in der Klasse Force definiert.
Diese Klasse ist wiederum eine Unterklasse der Klasse Interact, da ein Kraftelement immer
zumindest zwei mechanische Cuts besitzt. In Bild 4.5 ist eine schematische Darstellung
eines allgemeinen Kraftelements, ein entsprechendes Dymola-Objekt und eine Bondgraph-
Darstellung zu sehen.

Cut-Frame b

Cut-Frame a

b MKS-
Komponente
/,\'
f a
ve vb Dymola
cuta O——— Force —Abo cut b Objekt
f f
,t\- a % b /f\.b
TF —~ 0 —=—— Bondgraph
{\; a -Cv? \% b
£°|Cve-vb = by
P

Bild 4.5: Ein allgemeines Kraftelement (Klasse Force).

Da die Klasse Force aus der Oberklasse Interact durch Vererbung abgeleitet wird, stehen
alle in Interact definierten Beziehungen in einem Kraftelement zur Verfiigung. In einem
Kraftelement wird angenommen, dafl die kinematischen Relativgroien bekannt sind, und
daB daraus das Schnittmoment und die Schnittkraft £ am Cut b als Funktion dieser Relativ-
GréBen berechnet werden. Die Schnittkraft £ ergibt sich dann aufgrund der schon in Klasse
Interact aufgefithrten Gleichung (4.5h)?.

Fast alle gemeinsamen Eigenschaften von Kraftelementen sind schon in der Klasse Interact
definiert worden. Es verbleibt nur noch die Berechnung der im Kraftelement erzeugten
Leistung P, die z.B. auch von einer externen Quelle herriihren kann. Diese Leistung ergibt

3Natiirlich werden auch hier wiederum nur Beziehungen zwischen Variablen definiert. Die angegebene
Kausalitiat ist nur die am haufigsten benutzte. Bei einer Stationdrwertberechnung sind aber z.B. die
relativen Positionsgréflen sowie die Schnittkraft und das Schnittmoment gesucht, wiahrend die relativen
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsgréfien identisch Null, also bekannt, sind.
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sich aus einer einfachen Bilanzgleichung unter Beriicksichtigung der Gleichungen (4.5h, 4.5f):
0 = P+ v 473

=P = 74 R
"7 (P = v
S (4.7)

Das heifit, die Leistung P ist gleich dem negativen Skalarprodukt aus der Schnittkraft und
dem Schnittmoment am Cut b mit der relativen Geschwindigkeit und der relativen Winkel-
geschwindigkeit. Damit ergibt sich die Klasse Force zu:

model class (Interact) Force
terminal P

P = —fb xvrelb

end

In der Bondgraphdarstellung eines Kraftelements in Bild 4.5 werden zuerst die Gréfien
des Cut-Frames « mittels eines Transformers TF auf den Cut-Frame b iibertragen?. Dies
bedeutet, dafl die Wirkung von o und ¥* auf den Cut-Frame b umgerechnet werden. Durch
die 0-Junction® werden die Relativgrofien berechnet. P ist die schon erlauterte Leistung,

die entweder vom Kraftelement erzeugt wird oder von auflen zufliefit.

Es erweist sich als zweckmafig, die zwei allgemeinen Unterklassen DirForce und LineForce
der Klasse Force einzutithren. Mit der Klasse DirForce werden Kraftelemente beschrieben,
die nur eine Kraft aber kein Moment erzeugen. Hierzu wird das im Cut-Frame b wirkende
Moment auf Null gesetzt:

model class (Force) DirForce
fo(1)y=0
f6(2) =0
f6(3) =0

end

Diese Klasse kann zum Beispiel benutzt werden, um die Windkraft auf ein Fahrzeug zu
modellieren, indem noch ein Kraftgesetz fiir die drei Komponenten fb(4), (5), (6) angegeben
wird. Mit der Klasse LineForce werden Linienkrifte beschrieben, d.h. Kréfte, die immer
auf der Verbindungslinie vom Ursprung des Cut-Frames @ zum Ursprung des Cut-Frames
b wirken. Deswegen hat eine Linienkraft nur noch eine Komponente f, die normalerweise
vom relativen Abstand s und von der relativen Abstandsgeschwindigkeit sd = § der beiden
Cut-Frames abhdngt. Im Anhang A.4 werden die folgenden Beziehungen hergeleitet:

s = |'r (4.8a)
n = r*/s (4.8b)
5 = nlty® (4.8¢)
i = nTha® 4 (v v —3%)/s (4.8d)

*Der Transformer in der Mechanik wird in Abschnitt 4.2.3 ab Seite 80 besprochen.
>Einige Standardelemente von Bondgraphen, unter anderem die 0-Junction, wurden auf Seite 10
erldutert.
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Hierbei ist n ein Einheitsvektor, der auf der Wirkungslinie der Kraft liegt. Die Klasse
LineForce ergibt sich dann zu:

model class (DirForce) LineForce
cut Force (s, sd, sdd / f)

terminal n(3)

s = sqrt(rrelb(1) 4+ rrelb(2) + rrelb(3))
n = rrelb/s
sd = n'xvrelb

sdd = n' xarelb+ (vreld’ x vrelb — sd * sd)/s
fo(4) = fxn(1)
f6(5) = f+n(2)
f6(6) = f+n(3)

end

Jetzt ist es sehr einfach ein spezielles Kraftelement einzufithren, da nur noch die Funktion
f = f(s,8) angegeben werden mufl. Zum Beispiel wird eine Feder mit linearer Kennlinie

durch die folgende Klasse beschrieben:

model class (LineForce) Spring
parameter c, s0

F=cx(s—s0)

end

Das Vorzeichen der Federkraft in der Klasse Spring kann leicht iiber eine Leistungsbilanz
tiberpriift werden. Wenn die Feder gedehnt wird, mufl Energie aufgewendet werden, die
in das Federelement {iber die Cut-Frames einflieit und gespeichert wird. Die Leistung P
zahlt positiv, wenn das Kraftelement Energie an die Cut-Frames abgibt. P muf} also beim
Dehnen einer Feder negativ sein. Mit (4.7, 4.8¢) ergibt sich:

AL T 5.
P = _fb bvab

_be byab
— —(fnT) bvab

= —f5 .

Wenn zum Dehnen der Feder Energie zugefiithrt wird, so ist s — s0 > 0, und damit f > 0,
sowie § > 0. Die Leistung P ist demnach, wie gefordert, negativ und das Vorzeichen der
Federkraft in der Klasse Spring ist korrekt.

Es zeigt sich, dal bei unterschiedlichen Elementen 1-dimensionale Kraftgesetze bendtigt
werden; zum Beispiel nicht nur als Spezialfall eines 3-dimensionalen Kraftelements, sondern
auch bei Kréften in Gelenken, wobei die Kraft in Richtung der freien Bewegungsmoglich-
keiten des Gelenks wirkt, oder bei Antriebsstrangen. Um fiir alle diese Féalle nicht immer
dasselbe Kraftgesetz in unterschiedlichen Varianten anbieten zu miissen, werden sogenannte
externe Kraftgesetze eingefithrt, die Unterklassen der folgenden Oberklasse sind:
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model class ErtForce
main cut ext (¢, ¢d, qdd / f)
terminal P
P=fxqd

end

Ein externes Kraftgesetz hat nur einen Cut, iiber den die Lage ¢, die Geschwindigkeit
gd = ¢ und die Beschleunigung ¢dd = ¢ in “Richtung” der Kraftrichtung tibergeben wird.
Im Objekt wird mit diesen Variablen die Grofle der Kraft f berechnet. Wie {iblich werden
die Vorzeichen der Terminalvariablen so gewahlt, dafl ein einstrémender Energieflufl positiv
zahlt. Fin spezielles externes Kraftgesetz wird durch Vererbung von FExtForce abgeleitet.
Zum Beispiel wird eine Feder folgendermaflen beschrieben:

model class (ErtForce) ExtSpring
parameter c, s0

F=cx(s—s0)

end

Um ein externes Kraftgesetz als Linienkraft zwischen zwei Koérperpunkten eines 3-
dimensional bewegten MKS angreifen zu lassen, wird die spezielle Klasse FxtLineForce
angeboten. Diese ist entsprechend zur Klasse LineForce aufgebaut und hat nur noch ei-
nen zusatzlichen Cut, iiber den ein externes Kraftgesetz angeschlossen werden kann.

Neben der allgemeineren Verwendbarkeit hat ein externes Kraftgesetz noch den Vorteil,
dafl mehrere Kraftgesetze {iber dasselbe ExtlLineForce-Objekt zwischen zwei Koérperpunk-
ten wirken kénnen, wobei die Relativgroflen zwischen diesen beiden Punkten nur emmmal
berechnet werden. Wiirde man stattdessen unterschiedliche 3-dimensionale Kraftelemente
zwischen den zwei Kérperpunkten angreifen lassen, so wiirden die Relativgréfien von jedem
Kraftelement erneut berechnet werden.

4.2.3 Ideale Gelenke

Ideale Gelenke, wie ein einachsiges Dreh- oder Schubgelenk oder ein Kugelgelenk, sind me-
chanische Elemente mit zwei Cuts, die die Relativbewegung der beiden Cuts zueinander
einschréanken. Fs gibt zwei prinzipielle Moglichkeiten diese Figenschaft zu beschreiben. Zum
einen kénnen zusatzliche Beziehungen zwischen den kinematischen Relativgréfien aufgestellt
werden, zum anderen kénnen die Relativgréflen als Funktion von Minimalkoordinaten des
Gelenks definiert werden. Unter idealen Gelenken werden im weiteren Sinn alle masselosen
Ubertragungselemente mit zwei mechanischen Cuts verstanden, z.B. auch eine masselose
Stange oder eine Koppelstange.

Die gemeinsamen Eigenschaften aller Gelenke werden in der Klasse Joint definiert. Diese
Klasse ist wiederum eine Unterklasse der Klasse Interact, da ein Gelenk immer zumin-
dest zwei mechanische Cuts besitzt. In Bild 4.6 sind eine schematische Darstellung eines
allgemeinen Gelenks, ein entsprechendes Dymola-Objekt und eine Bondgraph-Darstellung
angegeben.

Zuerst wird die auf Minimalkoordinaten basierende Beschreibung von Gelenken diskutiert.
Danach werden Gelenke erldutert, die durch zusétzliche Zwangsbedingungen definiert wer-
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Bild 4.6: Ein allgemeines Gelenk (Klasse Joint).

den. Beide hier verwendete Darstellungen beruhen auf der allgemeinen Gelenkbeschreibung
von Roberson und Schwertassek [Robe88].

Da die Klasse Joint von der Oberklasse Interact durch Vererbung abgeleitet wird, stehen alle
in Interact definierten Beziehungen in einem Gelenk zur Verfliigung. Es wird jetzt angenom-
men, daf} die Relativgréflen nicht mehr unabhéngig voneinander sind, sondern eindeutig als
Funktion der f verallgemeinerten Minimalkoordinaten q = [¢1,¢2,...,qs] angegeben wer-
den konnen. Hierbei ist f die Zahl der Freiheitsgrade (degrees of freedom) des Gelenks,
wobei f im Bereich 0 < f < 6 liegen kann. Sowohl die relative Drehmatrix als auch der
relative Ortsvektor zwischen den beiden Cut-Frames sind Funktionen von q(¢). Die relative
Geschwindigkeit und die relative Beschleunigung ergeben sich dann durch Differentiation
dieser Beziehungen mit den Definitionsgleichungen (4.3, 4.4, 4.5¢, 4.5d). Ein Gelenk ist
damit durch Angabe der folgenden Funktionen fiir die Relativgréfen eindeutig charakteri-
siert:

T = "T(q) (4.9a)
bpeb — br“b(q) (4.9b)
e @(q)q (4.9¢)
4" = @(q)g+¢(q,q) (4.9d)

Oft kommt es vor, dafl zwischen den beiden Cut-Frames eines Gelenks ein Kraftelement vor-
handen ist, z.B. der Antrieb eines Drehgelenks bei einem Roboter oder ein Dampferelement
in einem Gelenk. Wiirden Kraftelement und Gelenk unabhéngig voneinander behandelt
werden, miiften im Kraftelement die Relativgréfen zwischen den beiden Cut-Frames noch
einmal berechnet werden, obwohl diese vom Gelenk schon zur Verfiigung gestellt werden.
Deswegen ist es zweckméBig, bei der Beschreibung eines Gelenks schon ein allgemeines
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Kraftelement vorzusehen, das zwischen den beiden Cut-Frames des Gelenks wirkt, wie im
Bondgraph von Bild 4.7 gezeigt. Die Summe der Kréifte und Momente an den 1-Junctions,

i j: b
£ G | f
Va Va ***** Vb Vb

Bild 4.7: Gelenk mit zugehérigem Kraftelement.

d.h. an den beiden Schnittstellen des Gelenks, mufl Null sein. Durch die Halbpfeile sind
die positiven Richtungen der Energiefliisse gekennzeichnet. Da an einer Schnittstelle des
Gelenks (= 1-Junctions) die kinematischen Groflen fiir alle Elemente am Schnitt denselben
Wert besitzen, charakterisieren die Halbpfeile auch die “positiven” Richtungen der Krafte

und Momente. Mit Gleichung (4.5h) ergibt sich:

A

fo = f'f:a _I_f'j:a

— —CT ff:b . CT fj:b

— _CTff:b_CT(f'b_f'f:b)

= —Cc’'f . (4.10)

Gleichung (4.10) ist identisch mit Gleichung (4.5h). D.h. man kann das Gelenk und das
Kraftelement als ein Element der Klasse Interact ansehen, da die Kraftebilanz der Klasse
Interact auch fiir das kombinierte Gelenk/Kraftelement Giiltigkeit hat.

Technisch macht es nur Sinn die Kraft und das Moment des Kraftelements so angreifen zu
lassen, dafl diese in “Richtung” der freien Bewegungsrichtung des Gelenks wirken. In den
anderen “Richtungen” gibt es keine Relativgeschwindigkeit, so dafl keine Leistung iibertra-
gen werden kann. Aus diesem Grund wird angenommen, dafl die Kraftelemente in Gelenken
durch eine verallgemeinerte Kraft A° (der Index e steht fiir “eingepragte” Kraft) beschrieben
werden, so dal die vom Kraftelement auf das Gelenk {ibertragene Leistung P = )\eTq ist.
Normalerweise gilt A° = A°(q, q). Zum Beispiel wirkt bei einem einachsigen Drehgelenk das
antreibende Moment A° in Richtung der Drehachse, oder bei einem einachsigen Schubgelenk
wirkt die antreibende Kraft A in Richtung der Schubachse.

In Bild 4.6 auf Seite 81 ist das kombinierte Gelenk/Kraftelement dargestellt. Der zusitz-
liche Cut ezt charakterisiert den Anschluf, iiber den die Energie des Kraftelements in das
Gelenk einfliefit. Wenn ein Gelenk genau einen Freiheitsgrad besitzt, kann an den Cut ext
ein externes Kraftgesetz-Objekt angeschlossen werden. Externe Kraftgesetze wurden auf
Seite 80 besprochen.

Durch die eingeschrankte Relativbewegung in einem Gelenk werden auch die moglichen
Schnittkrafte und Schnittmomente der beiden Cut-Frames eingeschrankt. Die entsprechen-
den Gleichungen ergeben sich aus einer Leistungsbilanz, wobei die Summe der ein- und
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ausfliefenden Energiestrome Null sein muf}, da in einem idealen Gelenk keine Energie ge-

speichert wird. Mit (4.10, 4.5f, 4.9¢) ergibt sich:

Yobo= 0 = 7+ 4 AT g
(=" O + T (CV +Bq) + A7 g
= A +Tq . (4.11)

Da q die Minimalkoordinaten des Gelenks sind, kann ¢ jeden beliebigen Wert annehmen,
ohne dabei die Bewegungseinschriankungen des Gelenks zu verletzen. Da dariiberhinaus
Gleichung (4.11) immer giiltig sein mufl, muf} der Klammerausdruck identisch verschwinden,
d.h. es muf} gelten

0=X+o&"f . (4.12)

Gleichung (4.12) entspricht dem d’Alembertschen Prinzip, das iiber eine lokale Leistungsbi-
lanz abgeleitet wurde. Normalerweise wird zur Herleitung der Gleichung (4.12) das Prinzip
der virtuellen Arbeit benutzt. Dies ist hier nicht notwendig, da die Gelenkgréfen nicht ex-
plizit von der Zeit abhédngen. In diesem Fall sind die virtuellen Verschiebungen identisch mit
den absoluten Zeitableitungen und damit gleich den moglichen (tatsichlich auftretenden)
Geschwindigkeiten.

Die Gelenkbeschreibung ist trotzdem recht allgemein und enthédlt rheonome Gelenke, da
nicht festgelegt ist was bekannte und was unbekannte Gréfen sind. Zum Beispiel kénnen bei
einem Drehgelenk der Drehwinkel und seine Ableitungen als Funktionen der Zeit vorgegeben
werden. Die verallgemeinerte Kraft A° ist dann keine eingepriagte Kraft mehr, sondern ergibt
sich aufgrund der Bewegung des Systems. Der Energiestrom A° q, der {iiber den Cut ext
einfliefit, ist die Leistung, die bendtigt wird, um die gewiinschte Bewegung q(?) aufrecht zu
erhalten®.

Zur Verdeutlichung werde ein einachsiges Drehgelenk betrachtet. Wenn n die Drehachse
des Drehgelenks ist, dann ist @ = [n;0]. Gleichung (4.12) besagt in diesem Fall, da die
Projektion des Schnittmoments 7 auf die Drehachse des Gelenks entgegengesetzt gleich dem
angreifenden, eingeprigten Moment A° im Gelenk ist, d.h. nTr = — ).

Es kommt vor, daf} sich wahrend einer Simulation die Zahl der Freiheitsgrade eines Gelenks
andert, weil z.B. die Reibung im Gelenk zum “Haften” fiihrt, weil eine Kupplung gel6st
wird, oder weil durch eine Bremse Freiheitsgrade blockiert werden. Diese Effekte kénnen
mit den in Kapitel 3 besprochenen Methoden beschrieben werden und werden in Kapitel 4.5
ab Seite 114 genauer behandelt. Die Gleichung, die das Blockieren der Freiheitsgrade eines
Gelenks beschreibt, wird jedoch schon hier erlautert. Es wird dabei wie beim elektrischen
Schalter auf Seite 54 vorgegangen.

Durch eine Boole’sche Variable Locked wird der Schaltzustand des Gelenks festgelegt. Wenn
Locked = True gilt, dann ist der entsprechende Freiheitsgrad des Gelenks blockiert, d.h.
q; = const.; bei Locked = False ist der Freiheitsgrad aktiv. Beim Blockieren eines Gelenks
wird eine neue Zwangskraft X' eingefithrt, die in “Richtung” der gesperrten Bewegungsrich-
tung wirkt und die so bestimmt wird, dal die Bedingung ¢; = const. erfiillt ist. Verglichen

6Man sieht, daB das Prinzip der virtuellen Arbeit bzw. der virtuellen Leistung nur deswegen notwendig ist,
weil ausschlieBSlich die Leistung der eingeprigten Krifte berticksichtigt wird. Sobald alle Leistungsanteile
beriicksichtigt werden, d.h. auch die Leistungen der Zwangskrdifte, die in Richtung einer vorgegebenen
Bewegung wirken, kann die virtuelle Leistung durch die wirkliche Leistung ersetzt werden.
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mit dem elektrischen Schalter ist das eine etwas andere Situation, da der elektrische Schal-
ter zwischen zwei unterschiedlichen Gleichungen schaltet. Dagegen wird beim Gelenk eine
Gleichung und eine neue Variable hinzugefiigt. Sowohl die Gleichung als auch die Variable
verschwinden, wenn das Gelenk nicht mehr blockiert ist. Da Variablen in einer Simulations-
umgebung nicht einfach entfernt werden kénnen, wird stattdessen eine Dummy-Gleichung
hinzugefiigt, die der Zwangskraft einen eindeutigen (jedoch willkiirlichen) Wert zuordnet,

z.B. Null. Damit wird das Blockieren durch die Gleichung
0 = if Locked; then ¢; — q0; else \! (4.13)

beschrieben. Bei Gelenken liegt nun aber immer der in Kapitel 3.3 beschriebene, unange-
nehme Fall vor, der auch auftritt, wenn ein elektrischer Schalter parallel zu einer Kapazitat
oder in Reihe mit einer Induktivitét geschaltet ist. Wenn zu einem beliebigen Zeitpunkt
ein Gelenk blockiert wird, ist die Relativgeschwindigkeit in der Regel nicht Null. Nach dem
Blockieren ist sie aber identisch Null. Dieser Effekt kann nur erreicht werden, wenn eine
unendlich grofle Kraft, d.h. ein Kraftstof}, auftritt.

Es wird nun angenommen, dafl das Schalten so erfolgt, dafl entweder der Kraftstofl korrekt
beschrieben wird, oder dafl die Relativgeschwindigkeit beim Blockieren Null ist. Genau wie
beim elektrischen Schalter miissen beide Variablen in der obigen Gleichung immer unbekannt
sein, so daf} diese Gleichung in einem algebraischen Gleichungssystem auftreten muf. Dies
ist bei MKS jedoch nicht der Fall. FEinige Positionsgréfien sind immer Zustandsgrofen.
Die anderen Positionsgroflen werden dann eindeutig als Funktionen dieser Zustandsgrofien
ausgerechnet. Deswegen ist in der obigen Gleichung ¢; immer bekannt und die Gleichung
wird immer nach A! aufgeldst. Wie beim Schalter fithrt dies zu einer Division durch Null,
wenn das Gelenk blockiert. Anders ausgedriickt: Durch das Einfithren der obigen Gleichung
dndert sich der Storungsindex des Systems, da eine neue, zusétzliche Bedingung an die
Zustandsgrofen des Systems gestellt wird, wodurch die Zahl der Zustandsgréflen verringert
wird.

In Kapitel 2.4 ab Seite 31 wurde gezeigt, wie Systeme mit einem (konstant bleibenden)
Stérungsindex > 1 behandelt werden kénnen. Alle dort aufgefithrten Schwierigkeiten treffen
natiirlich in erhéhtem Mafle auf eine DAE zu, deren Index sich wéhrend der Integration
verdndert. Der Index des Systems kann reduziert werden, wenn die Zwangsbedingung (4.13)
zweimal differenziert wird, also die Gleichung

0 = if Locked; then §; else \! (4.14)

benutzt wird, da (4.14) keine algebraische Beziehung zwischen Zustandsgrofien mehr dar-
stellt. Wie in Kapitel 2.4 erlautert, erfordert eine korrekte Behandlung einer DAE mit
héherem Index die gleichzeitige Beriicksichtigung der Ausgangsgleichungen, sowie deren
Ableitungen bis zur Ordnung j — 1, wobei j der Stérungsindex des Systems ist. Im obigen
Fall miissen also die Gleichungen (4.13), sowie deren erste und zweite Ableitung wahrend
der Integration berticksichtigt werden.

In vielen Féllen, z.B. bei Haftreibung, bleibt ein Gelenk nur eine begrenzte Zeit im gesperrten
Zustand. Dann geniigt es wahrend der Integration nur Gleichung (4.14) zu beriicksichtigen,
da das Wegdriften der Losung von (4.13) und seiner ersten zeitlichen Ableitung “klein”
bleibt, wenn die Blockierzeit geniigend klein ist. Eine “saubere” Lésung ist moglich, wenn
die gesperrte Gelenkkoordinate im ungesperrten Zustand eine Zustandsgrofle ist, was z.B.
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bei MKS in Baumstruktur immer erreicht werden kann. In diesem Fall kann im gesperrten
Gelenkzustand eine Hilfsdifferentialgleichung eingefithrt werden:

local w, wd

wd = der(w)
qdd = der(wd)

q = 1if Locked then ¢0 else w
qd = 1if Locked then 0 else wd
0 = if Locked then ¢dd else )

In den mechanischen Gleichungen werden in jedem Schaltzustand die Grofien ¢, ¢d (=
q), qdd (= §) verwendet. Auf Grund der obigen Gleichungen werden damit (4.13) und seine
ersten beiden Ableitungen korrekt beriicksichtigt. Im blockierten Zustand werden ¢ und ¢d
jedoch nicht mehr als Zustandsgrofien benutzt. Stattdessen werden die Hilfs-Zustandsgréfien
w, wd (= w) eingefiithrt, die mit der (nicht interessierenden) Dummy-Differentialgleichung
w = wd, wd = 0 berechnet werden. Wie oben schon erwahnt, soll im folgenden jedoch
angenommen werden, dafl nur Gleichung (4.14) bei der Integration verwendet wird.

Mit (4.14, 4.12) wird ein allgemeines, blockierbares Gelenk durch die folgenden Gleichungen
beschrieben:

0 = A +LAN+o7f (4.15a)
0 = L+ (E—-L)X (4.15b)

wobel
L =diag(Ly); Ly =if Locked; then 1 else 0 . (4.16)

An dieser Stelle enthélt die gemeinsame Oberklasse Joint aller Gelenke keine zusétzlichen
Beziehungen, sondern dient nur als Platzhalter™:

model class (Interact) Joint
{Common superclass of all joints}
end

Fin Gelenk wird immer durch eine Unterklasse von Joint beschrieben. In der Gelenkklasse
werden die Funktionen (4.9, 4.15) definiert.

Im folgenden werden die wichtigsten Gelenke besprochen. Ein einfacher Sonderfall stellt eine
masselose Stange dar, die mit der Klasse Bar beschrieben wird. Dieses Element wird benutzt
um Punkte auf einem Kérper zu definieren, an denen Kraftelemente oder andere Gelenke
angebracht werden (siehe dazu auch das Doppelpendel-Einfiihrungsbeispiel auf Seite 67).
Bei einer Stange sind die Relativgeschwindigkeit und die Relativbeschleunigung des Cut-
Frames b relativ zum Cut-Frame a immer Null. Weiterhin sind die beiden Cut-Frames
immer parallel zueinander, so dafl die relative Drehmatrix gleich der Einheitsmatrix ist.
Die einzige nichttriviale Grofle ist der relative Abstand der beiden Cut-Frames, der immer
konstant bleibt. Der Abstand wird durch den konstanten Ortsvektor vom Ursprung des
Cut-Frames a zum Ursprung des Cut-Frames b beschrieben. Seine Koordinaten werden als
Parameter vorgegeben. Damit hat die Klasse Bar den folgenden Autbau:

"Wie spiter erliutert wird, werden aus Effizienzgriinden einige Berechnungen der Klasse Interact in der
Klasse Joint vorgenommen.
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model class (Joint) Bar
parameter r1 =0, r2=0, r3 =0

Trel = eye(3,3) Cutb

rrelb = [rl; r2; r3]

vrelb = zero(6)

arelb = zero(6)
end

Cuta

Die beiden wichtigsten Gelenkklassen sind das einachsige Drehgelenk und das einachsige
Schubgelenk, da viele andere Gelenke einfach aus einer Kombination dieser beiden Grund-
typen aufgebaut werden kénnen. Stellvertretend wird das Drehgelenk im Detail besprochen:
Die Grundklasse RevoluteBase enthilt alle benétigten Gleichungen des Drehgelenks. Aus
Komfortgriinden gibt es Spezialisierungen dieser Klasse.

model class (Joint) Revolute Base

local bq, bqd, bqdd n/
terminal n(3), frel, P

P
Trel

frel x bqd

nxn + (eye(3,3) — n*n') * cos(bq)
—skew(n) * sin(bq)

rrelb = zero(3)

vrelb = [nx bgd; 0; 0; 0]

arelb = [n * bgdd; 0; 0; 0]

0 = frel +n' x fb(1 : 3)

end

bq

e}
1]

Die Variable bq ist der Drehwinkel und die Variablen bgd, bgdd sind seine erste und zweite
Ableitung. Die Gréfle n ist ein Vektor in Richtung der Drehachse des Gelenks. Diese wird
nicht als Parameter, d.h. als Konstante, deklariert, da Dymola zur Zeit keine Operationen
auf Parameter erlaubt. Wenn ein neues Gelenk definiert werden soll, das ein Drehgelenk
enthélt, so muf} die Drehachse in der Regel aufgrund anderer Gegebenheiten berechnet wer-
den. Ein Beispiel dafiir ist weiter unten angegeben. Man beachte, dafl die Drehachse n
im Cut-Frame a dieselben Koordinaten hat wie im Cut-Frame b. Die Terminal Variable
frel ist ein Drehmoment des Gelenks, das in Richtung der Drehachse wirkt. Normalerweise
ist dies ein eingeprigtes Moment. Wenn ein Gelenk gesperrt wird, kann es jedoch auch
ein Zwangsmoment sein. Schliefilich ist die Variable P der Energieflufl, welcher tiber das
Drehmoment frel in das Gelenk einfliefit.

Die relative Drehmatrix T'rel = T wird nach einer bekannten Formel aus Drehachse und
Drehwinkel berechnet, siehe z.B. [Robe88]. Da alle Koordinatensysteme in der Referenzkon-
figuration parallel zueinander sind, ist der Drehwinkel b¢ in dieser Lage Null. Der relative
Ortsvektor rrel = *r® ist Null, da sowohl der Ursprung des Cut-Frames a, als auch der
Ursprung des Cut-Frames b auf der Drehachse liegen. Die relative Geschwindigkeit und die
relative Beschleunigung ergeben sich sehr einfach mit Hilfe der Drehachse n. Schlielich
wird in der letzten Anweisung die Gleichung (4.12) aufgefiihrt.
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Die gemeinsamen Figenschaften aller Drehgelenk-Varianten werden in einer zweiten Hilfs-
klasse zusammengefafit, die aus RevoluteBase durch Vererbung abgeleitet wird:

model class (Revolute Base) RevoluteBase?
parameter nl =0, n2=0, n3 =0
local absn

absn = sqri(nl «nl +n2*n2 4+ n3 *n3)
n(l) = nl/absn
n(2) = n2/absn
n(3) = n3/absn

end

In allen Drehgelenk-Varianten werden die Koordinaten nl, n2, n3 eines Vektors als Pa-
rameter vorgegeben, der in Richtung der Drehachse des Drehgelenks zeigt. Dieser Vektor
wird normiert und dem in Klasse RevoluteBase definierten Vektor n zugewiesen. Es gibt
4 abgeleitete Klassen fiir verschiedene Varianten des Drehgelenks:

Revolute Einfaches Drehgelenk.

Revolutel,  Blockierbares Drehgelenk.

RevoluteS g, qd sind Zustandsvariablen, ansonsten wie Revolute.
RevoluteS q, qd sind Zustandsvariablen, ansonsten wie Revolutel.

Diese Klassen sind wie folgt definiert:

model class (RevoluteBase?2) Revolute model class (RevoluteBase?2) Revolutel
cut ext (¢, qd, qdd |/ f) cut ext (q, ¢d, gdd / f)
; cut extl (¢, qd, gdd, Locked / fL, fLc)
q =49
bgd = qd bq =9
bqgdd = qdd bgd = qd
frel =f bqgdd = qdd
end frel = f+4 fL 4+ (if Locked then fLc else 0)
0 = if Locked then ¢dd else fLc
end
model class (Revolute) RevoluteS model class (Revolutel) RevolutelS
qd = der(q) qd = der(q)
qdd = der(¢d) qdd = der(¢d)
end end

Uber den neuen Cut ext kann ein externes Kraftgesetz an das Drehgelenk angeschlossen
werden, welches das Gelenk iiber ein eingepréagtes Moment f antreibt. Man beachte, dafl
f eine Through-Variable ist. Die Variablen ¢, ¢d, ¢gdd sind der Drehwinkel sowie seine erste
und zweite Ableitung. Externe Kraftgesetze wurden auf Seite 80 besprochen. In den Klas-
sen Revolutel. und Revolutel.S kann tiber den weiteren Cut extl ein externes Kraftgesetz
angeschlossen werden, mit welchem das Gelenk blockiert werden kann. Externe Kraftgesetze
mit dieser Eigenschaft miissen von der Klasse ExtForcel. durch Vererbung abgeleitet werden:
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model class FrtForcel,
main cut ext (¢, gd, qdd, Locked [/ fL, fLc)
terminal f, P
f=fL+ fLe
P=fx*xqd

end

Wie in der Klasse Revolutel ist fL die im Gelenk wirkende (verallgemeinerte) eingepragte
Kraft A° und fLec die im Celenk wirkende (verallgemeinerte) Zwangskraft AL, Mit der
Boole’schen Variablen Locked kann dasjenige Gelenk blockiert werden, an das das externe
Kraftgesetz angeschlossen ist. In der Klasse Revolutel, wird die Blockiereigenschaft in der
letzten Gleichung, entsprechend zu (4.15), beschrieben.

Die Klassen RevoluteS und Revolutel.S werden aus den Klassen Revolute und Revolutel
durch Vererbung abgeleitet. Durch Angabe der Beziehungen, daf} ¢d die Ableitung von ¢
und ¢dd die Ableitung von ¢d ist, legen die eingebauten Regeln von Dymola implizit fest,
daB ¢, gd Zustandsvariablen sind. Die Auswahl einer geeigneten Variante richtet sich nach
der Anwendung. Zum Beispiel wird die Klasse Revolutel.S verwendet, wenn ein Drehgelenk
blockierbar sein soll und wenn der Drehwinkel und dessen erste Ableitung als Zustandsgréen
zu benutzen sind. Oft wird ein Drehgelenk benétigt, bei dem kein Drehmoment im Gelenk
angreifen soll. Man muf} dann nicht unbedingt das Drehmoment f des Cuts ext explizit auf
Null setzen, da es in Dymola eine Option gibt, mit der Through-Variablen aller Cuts automa-
tisch zu Null gesetzt werden, wenn diese nicht mit anderen Cuts verbunden sind, oder wenn
diese Through-Variablen auf keine andere Weise von auflerhalb des Objekts angesprochen
werden.

Das einfache Schubgelenk ist ganz entsprechend aufgebaut. Hier wird als Basisklasse die
Klasse PrismaticBase benutzt. Anstatt einen neuen Gelenktyp in der gleichen Weise wie
ein Dreh- oder Schubgelenk einzufithren, kann dieser auch aus bestehenden Grundgelenken
aufgebaut werden. Zum Beispiel wird mit der folgenden Klasse CylinderS ein Zylindergelenk
aus einem Drehgelenk und aus einem Schubgelenk gebildet, wobei beide Gelenke dieselbe
Achse besitzen:
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model class (Joint) CylinderS
submodel (PrismaticBasis) s
submodel (Revolute Basis) r
parameter nl =0, n2=0, n3 =0
local sq, sqd, sqdd, rq, rqd, rqdd, absn

connect a to s:a, s:btora, rbtob

absn = sqrt(nl «nl +n2*n2 4 n3 +n3)
s.n(l) = nl/absn
s.n(2) = n2/absn
s.n(3) = n3/absn
rn = s.n
s.frel =0

r.frel =0

sqgd = der(sq)
rqgd = der(rq)
sqdd = der(sqd)
rqdd = der(rqd)

end

Die Klasse CylinderS wird aus der Klasse MbsTwoCut durch Vererbung abgeleitet. Die
beiden Cuts a und b der Klasse MbsTwoCut stellen die Verbindung dieses Objekts nach
auflen dar. Das Drehgelenk r und das Schubgelenk s werden an diesen beiden Cuts mit der
connect Anweisung befestigt. Das Zylindergelenk wird durch Angabe der Zylinderachse
mit den Koordinaten nl, n2, n3 definiert. Der Vektor n in Richtung dieser Achse wird
normiert und den Achsvektoren des Drehgelenks und des Schubgelenks zugewiesen. Am
Ende der Klassenbeschreibung werden der Drehwinkel rq, die Schublinge sq und jeweils
deren erste Zeitableitung als Zustandsgrofien definiert.

Die meisten technisch wichtigen Gelenke kénnen, genauso wie das Zylindergelenk, auf einfa-
che Weise aus Dreh- und Schubgelenken aufgebaut werden. Bei einigen wenigen Gelenktypen
ist das aber nicht méglich. Diese miissen in derselben Weise wie das Dreh- und Schubge-
lenk neu definiert werden. Neben dem Schraubgelenk, sind das vor allem Gelenke, die eine
raumliche Drehung um 3 Achsen erlauben, wobei diese Drehung durch Quaternionen (auch
FEulerparameter genannt) beschrieben wird.

In manchen Féllen ist es giinstiger, keine Minimalkoordinaten fiir einen neuen Gelenktyp
einzufithren, sondern direkt Beziehungen zwischen den Relativgrofien sowie (Leistungs-)
kompatible Beziehungen in den Schnittkréften und Schnittmomenten anzugeben. Zum Bei-
spiel kann ein Kugelgelenk dadurch definiert werden, daf} die translatorischen Relativgréfien
Null sind, und daf ein Kugelgelenk keine Schnittmomente tibertragt:

model class (Joint) SphereCut

rrelb = zero(3)
vrelb(4:6) = zero(3)
arelb(4:6) = zero(3)
Fb(1:3) = zero(3)

end
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In Bild 4.6 auf Seite 81 ist die Bondgraph-Darstellung eines allgemeinen Gelenks angegeben.
Ein Gelenk ist ein Bondgraph Transformer TF, da keine Energie im Gelenk gespeichert wird
und das Gelenk nur die Leistung unterschiedlich auf die Across- und die Through-Variablen
verteilt. Allerdings hat ein gewohnliches Transformerelement nur zwei Leistungs-Cuts. Fin
dritter Cut wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit eingefithrt, weil die oft auftretende
Gelenk /Kraftelement Kombination in ihrer Beschreibung recht komplex wiirde, wenn nur
gewohnliche Bondgraph Grundelemente benutzt wiirden. Auflerdem ginge ohne den dritten
Cut der gezeigte enge Zusammenhang (4.12) zwischen Gelenk und Kraftelement verloren.

4.2.4 Tragheitseigenschaften

Die Trégheitseigenschaften eines Starrkoérpers werden durch seine Masse, seinen Massen-
mittelpunkt und seinen Tragheitstensor charakterisiert. Diese Eigenschaften kénnen durch
ein Objekt mit einem mechanischen Cut C'M?® beschrieben werden. Das Objekt stellt den
Starrkorper dar, dessen Massenmittelpunkt sich im Cut C'M befindet. Uber den Cut kann
der Starrkérper mit anderen mechanischen Elementen verbunden werden. Die Schnittkraft
und das Schnittmoment im Cut stellen die resultierende Kraft und das resultierende Mo-
ment dar, das im Massenmittelpunkt angreift. Die Dynamik eines Starrkérpers wird mit

dem Impuls- und Drallsatz auf die folgende Weise beschrieben (siehe z.B. [Robe88]):

fOM = TOM {aOM | oM (4.17)
mit
. oM
M = [ IO mOE } (4.18a)

bCM

CM CcCM, ,CM
[‘“’ X e } (4.18b)

0

Hierbei ist fOM die Schnittkraft und das Schnittmoment im Cut CM, I°M ist der Trég-
heitstensor, m ist die Masse, a“™ ist die Winkelbeschleunigung und die translatorische
Beschleunigung, und w ist die absolute Winkelgeschwindigkeit des Cut-Frames C'M.
Ublicherweise ist der Massenmittelpunkt kein ausgezeichneter Punkt, so daf fast immer eine
masselose Stange (ein Objekt der Klasse Bar) benutzt werden muf}, um den Starrkdrper an
einem Gelenk zu befestigen. Es erscheint deswegen zweckméfig, einen Starrkérper generell

an einer masselosen Stange zu befestigen und dann beide Teile als ein Element zu betrachten,

siehe Bild 4.8.

Mit den Beziehungen (4.5) zur Umrechnung der Groflen des Cuts b einer Stange auf den
Cut a, sowie dem Impuls- und Drallsatz (4.17) beziiglich des Massenmittelpunkts, folgt nach
kurzer Zwischenrechnung:

8C M steht fiir Center of Mass.



e <

Cut-Frame a center of

mass

MKS-Komponente

Vv a
cuta O——— Body Dymola
E.a Objekt
f a

Bondgraph

Bild 4.8: Tragheitseigenschaften eines Starrkorpers (Klasse Body).

A

f* = I‘a"+b" (4.19)
mit
Ta . apaCM
I" = [ _m_skjw(aracM) " Sk;“',(Er ) ] (4.20a)
b* = [ aw“ ) Zawz aCM ] (4.20b)
m - w® X (w* x M)
I = ‘T —m - skew(“r*“M) . skew(“r*“M) . (4.20¢)

Hierbei ist “r*“™ der Ortsvektor vom Cut-Frame @ der Stange zum Massenmittelpunkt
CM. “I°M ist der Trigheitstensor des Starrkdrpers beziiglich des Massenmittelpunktes,
dargestellt in einem zum Cut-Frame a parallel verschobenen Koordinatensystem. Gleich-
ung (4.19) wird in Abschnitt 4.4 benétigt. Eine andere Formulierung rechnet zuerst mit
den Gleichungen der Stange die Beschleunigung vom Schwerpunkt aus (4.5g), wendet den
Impuls- und Drallsatz an (4.17) und transformiert die Schnittkraft und das Schnittmoment
zum Cut-Frame a (4.5h):

ACM o

a - |: a’ + o’ X araCM + w? x (wa % araCM) :| (421&)
R agCM ,a a ayCM, ,a anaCM L aqCM
fo — [ I""a® + w® x Im‘zm\}l- r Xm-a ] (4.21D)

Die Klasse Body zur Beschreibung eines Starrkorpers wird aus der Klasse MbsOneCut durch
Vererbung abgeleitet, da das Objekt einen mechanischen Cut besitzt. Mit (4.21) hat die
Klasse den folgenden Autbau:
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model class (MbsOneCut) Body
parameter m =0, r1 =0, r2=0, r3 =0,

111=0,122=0, I33=0, 121 =0, 131 =0, 132 =0

local r(3), 1(3,3)

r = [rl; r2; 73]

1 =[1I11 121 131
121 122 132
131 132 133 |

fa(4:6) = m=*(aa(4:6)—skew(r)*aa(l : 3) + skew(va(l : 3)) * (skew(va(l : 3)) *r))
fa(1:3) = I*xaa(l:3)+ skew(va(l:3))*(I+*va(l:3))+skew(r)« fa(4:6)

4.2.5 Beobachtungsgroflen

BeobachtungsgréBen sind zuséatzliche Elemente, mit denen kinematische Relativgrofien zwi-
schen zwei Cut-Frames ermittelt werden. Sie werden immer dann benétigt, wenn diese Rela-
tivgréBen nicht implizit schon durch andere Elemente bestimmt werden. Ein Beobachtungs-
Element wird z.B. benétigt, wenn ein Laser-Entfernungsmesser mitsimuliert werden soll, der
die Entfernung eines Robotergreifers zur Umgebung mifit und diese Daten an einen Regler
riickgekoppelt werden. Beobachtungsgrofien werden mit der Klasse Sensor beschrieben und
durch Vererbung aus der Klasse Interact abgeleitet, da dort alle Relativgrofien schon berech-
net werden. In der Klasse Sensor miissen nur noch die Schnittkraft und das Schnittmoment
am Cut-Frame b zu Null gesetzt werden, da durch einen Sensor keine Krifte und/oder Mo-
mente aufgebracht werden. Die Schnittkraft und das Schnittmoment am Cut a ergibt sich
wegen (4.5h) auf Seite 75 dann ebenfalls zu Null. Die Klasse Sensor hat deswegen den
folgenden Autbau:

model class (Interact) Sensor
fb = zero(6)

end

Manchmal werden nur spezielle Relativgréfien benétigt, z.B. der Abstand zwischen zwei
Punkten. Deswegen ist es zweckméafiig auch Unterklassen einzufithren, z.B. die Klasse
LineSensor, um den relativen Abstand s zwischen zwei Punkten, sowie die Abstands-
Geschwindigkeit sd und -Beschleunigung sdd zu ermitteln. Hierzu werden die Gleichungen
(4.8) von Seite 79 benutzt:

model class (Sensor) LineSensor
terminal s, sd, sdd, n(3)

s sqrt(rrelb’ * rrelb)
n rrelb/s
sd n' * vrelb

sdd = n' xarelb + (vreld’ x vrelb — sd * sd)/s

end
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4.2.6 Inertialsystem

In jedem MKS-Modell muf ein Inertialsystem, d.h. genau ein Objekt der Klasse Inertial,
vorhanden sein. Das Inertialsystem ist das Gegenstiick zur Erdung (Klasse Ground) bei
einer elektrischen Schaltung. Ein Objekt der Klasse Ground setzt das Potential zu Null.
Entsprechend setzt ein Objekt der Klasse Inertial die Across-Variablen seines mechanischen
Cuts, d.h. die absolute Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung, zu Null.

Bei Mehrkorpersystemen kommt noch eine Besonderheit hinzu. Bei allen Anwendungen auf
der Erdoberfliche muf} die Gravitation beriicksichtigt werden. Dies bedeutet, dafl im Schwer-
punkt aller Starrkérper eine entsprechende Gewichtskraft angreifen mufl. Bei der Modell-
erstellung ist es jedoch lastig und fehleranfillig, bei jedem Kérper explizit ein Kraftelement
anzugeben, das die Gewichtskraft modelliert. Bei einigen MKS-Programmen wird deswegen
vom Aquivalenzprinzip der allgemeinen Relativititstheorie Gebrauch gemacht (siehe z.B.
[Falk75]). Dieses besagt, dafl ein homogenes Gravitationsfeld vollkommen aquivalent zu ei-
nem beschleunigten Bezugssystem ist. Fin Gravitationsfeld kann also durch ein beschleunigt
bewegtes Inertialsystem ersetzt werden. Alle physikalischen Vorgange (nicht nur mechani-
sche) laufen in beiden Systemen vollkommen identisch ab. Es gibt keinen Versuch mit dem
festgestellt werden kann, ob man sich in einem Gravitionsfeld oder einem beschleunigt be-
wegten Raum befindet. Fiir mechanische Systeme kann auch formal bewiesen werden, daf}
die beschreibenden Gleichungen fiir ein MKS identisch sind, gleichgiiltig ob die Gewichts-
kraft bei jedem Koérper berticksichtigt wird oder ob das Inertialsystem beschleunigt bewegt
wird. Deswegen wird hier die Gravitation durch ein mit —g translatorisch beschleunigtes
Inertialsystem beschrieben, wobei g die Gravitationsbeschleunigung ist. Konsequenterweise
miiite dann die Geschwindigkeit des Inertialsystems auf —gt¢ und die Position auf —gt?
gesetzt werden. Dies ist jedoch weder notwendig noch zweckméaBig:

Im Grunde werden zwei Koordinatensysteme eingefithrt: Das “nicht bewegte” Inertialsys-
tem 1 beziiglich dessen Ursprung Position und Geschwindigkeit angegeben werden, sowie
das “beschleunigt bewegte” (jedoch nicht rotierende) Inertialsystem 2, in dem der Impuls-
und Drallsatz angeschrieben wird. Da die beiden Systeme nur parallel verschoben sind, sind
die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung eines Kérpers in beiden Systemen
identisch. Positionen und Geschwindigkeiten, welche indirekt iiber die Kraftelemente in den
Impuls- und Drallsatz eingehen, beziehen sich jedoch immer relativ auf das System 1 und
nicht auf das System 2!

Die erlauterte Vorgehensweise hat den Vorteil, dal die Auswirkungen der Gravitation durch
einmalige Angabe der Gravitionsbeschleunigung problemlos erfait werden kann. Dies ist
auch effizient, da die Graviationsbeschleunigung nicht mehr explizit in jedes korperfeste
Koordinatensystem transformiert werden muf (in dem ja der Impuls- und Drallsatz ausge-
wertet wird).

Nachteilig ist, dafl sich die vom Programm berechneten (translatorischen) Beschleunigun-
gen immer auf das beschleunigt bewegte Inertialsystem 2 beziehen. Wenn eine Absolut-
beschleunigung gegeniiber System 1 bendtigt wird, mufl deswegen noch die Gravitations-
beschleunigung zur berechneten Beschleunigung hinzuaddiert werden. Dies geschieht am
komfortabelsten durch Einsatz eines Beobachtungselements (Klasse Sensor), mit dem die
Relativbeschleunigung zwischen System 1 und dem gewiinschten Koordinatensystem be-
stimmt wird. Auf alle anderen Gréflen, insbesondere Schnittkréifte oder Energiefliisse, hat
die angegebene Vorgehensweise jedoch keinen Einfluf.
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Das Inertialsystem wird damit durch die folgende Klasse beschrieben:

model class (MbsOneCut) Inertial
parameter ¢ =0, ngl =0, ng2 =0, ng3 =0

Ta = eye(3,3)

ra = zero(3)

va = zero(6)

aa(1:3) = zero(3)

aa(4:6) = —g* [ngl; ng2; ng3]

end
1

In einer Bondgraph-Darstellung ist das Inertialsystem eine spezielle Flow-Source, da die
Flow-Variablen, die den mechanischen Across-Variablen entsprechen, einen vorgegebenen,
eingepragten Wert erhalten.

4.2.7 Diskussion

Mit den in diesem Kapitel erlauterten Klassen kann jedes Mehrkorpersystem modelliert wer-
den, und es kénnen alle Gleichungen erzeugt werden, die ein MKS beschreiben. Insbesondere
kénnen auch MKS mit kinematischen Schleifen modelliert werden. In der zur Verfiigung
gestellten Bibliothek sind eine Reihe von Kraftelement- und Gelenktypen vorhanden. Wie
in den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 gezeigt, kénnen leicht weitere Kraftelement- und Ge-
lenkklassen erstellt werden, wenn diese fiir eine spezielle Anwendung benétigt werden. Alle
besprochenen Klassen zusammengenommen und in einer Datei abgespeichert, bestehen aus
ca. 200 Zeilen Code, Leerzeilen nicht mitgezéhlt. Die “reale” MKS-Bibliothek ist ungetahr
um den Faktor 6 grofler, da aufgrund der in Dymola noch fehlenden Unterstiitzung der
Matrizenrechnung, alle Matrizen in Koordinatenschreibweise angegeben sind.

Es ist erstaunlich, dafl es mit einer neutralen Modellierungssprache wie Dymola moglich
ist, die Gleichungen fiir beliebige Mehrkorpersysteme in einer so kompakten Form anzuge-
ben, denn die Dymola-Sprache selbst besitzt ja keinerlei Kenntnisse {iber MKS. Weiterhin
wird automatisch eine einfache (File-) Eingabe eines MKS-Modells mit zur Verfiigung ge-
stellt. Wie am Beispiel des Doppelpendels auf Seite 68 gezeigt, ist diese Fileeingabe recht
komfortabel®. AuBerdem kénnen jetzt MKS-Modelle leicht hierarchisch strukturiert wer-
den und neue Kraftelemente und Gelenke kénnen einfach von einem Anwender eingebracht
werden, wie die Definition des Feder-Kraftelements auf Seite 79 zeigt.

Die neue, objektorientierte MKS-Beschreibung hat dariiberhinaus den Vorteil, daf} alle Mo-
dellierungsdetails eines MKS leicht verstanden werden kénnen. Dies wird durch die Spezifi-
kation lokaler Figenschaften iiberschaubarer Objekte erreicht. Weiterhin fithrt die Verwen-
dung des Vererbungsprinzips dazu, dafl die meisten Gleichungen nur an genau einer Stelle
definiert und erlautert werden. Demgegeniiber gehen in bisherigen MKS-Programmen die-
selben Gleichungen in identischer Form, oder nach einer anderen Variablen aufgelst, an
unterschiedlichen Stellen in ein Programm ein. Die einzigen komplexeren Formeln, zur Be-
schreibung der Relativkinematik (Klasse Interact auf Seite 76), werden in gleicher Form bei
Gelenken, bei Kraftelementen und bei Beobachtungselementen eingesetzt.

9Seit einiger Zeit bieten MKS-Programmpakete wie RASNA oder SIMPACK eine sehr gute grafische
Eingabe von MKS an. Diese ist natiirlich gegeniiber einer Fileeingabe generell komfortabler.
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In die Klassenbeschreibungen wurden recht grofiziigig alle Gleichungen aufgenommen, die
in irgendeiner Form von Nutzen sein kénnen, z.B. der {iber Cuts in ein Element einfliefende
Energiestrom. Bei einem rein numerisch arbeitenden MKS-Programm kann so etwas aus
Effizienzgriinden nicht gemacht werden, ohne dafl eine mehr oder minder komplexe Logik
dafiir sorgt, daB} nicht benétigte Codeteile nicht durchlaufen werden. Bei einem symbolisch
arbeitenden Programm wie Dymola ist das unkritisch, da zum Zeitpunkt der Codeerzeu-
gung alle Gleichungen entfernt werden, die nicht zur Lésung der Aufgabenstellung benétigt
werden.

In der konkreten Realisierung in der Dymola-Bibliothek mbs.lib wurden aus Effizienzgriinden
einige kleinere Modifikationen vorgenommen. Zum Beispiel muf bei Gelenken die Gleichung
(4.5e) auf Seite 75 entweder nach °r® oder nach °r® aufgelést werden. In beiden Fillen
muB dazu die Matrix °T?" invertiert werden. Analytisch ist das unproblematisch, da °T?
eine orthogonale Matrix ist und die Inversion damit durch das Transponieren der Matrix
erreicht wird. Dymola kennt diese Information nicht und wiirde unnétigerweise ein lineares
Gleichungssystem der Ordnung 3 16sen. Aus diesem Grund wurde diese Gleichung aus der
Klasse Interact herausgenommen und, nach unterschiedlichen Variablen aufgelost, in die
Klassen Joint, Force und Sensor kopiert. Dies sollte jedoch nur eine temporare Lésung sein,
die tiberfliissig wird, wenn die Information iiber die Orthogonalitét einer Matrix in einer
Modell-Bibliothek mitgeteilt werden kann.

Gegentliber MKS-Programmen hat die hier vorgeschlagene Loésung den Nachteil, dafl bei
einer fehlerhaften Modellierung eines MKS die Fehlermeldungen nicht immer leicht zu in-
terpretieren sind, da ein neutrales mathematisches Werkzeug wie Dymola nur Gleichungen
kennt. Wenn z.B. vergessen wurde das Inertialsystem einzufithren und mit einem Element
zu verbinden, so wird in der Fehlermeldung mitgeteilt, daf} es nicht gentigend Gleichungen
fiir alle Variablen gibt und es werden diejenigen Variablen ausgedruckt, fiir die keine Be-
rechnungsvorschriften zur Verfligung stehen. Aus einer solchen Meldung die Ursache des
Fehlers zu erkennen, ist nicht immer einfach. Dazu miissen sicher noch bessere Mechanis-
men entwickelt werden. In der objektorientierten Sprache Omola [Ande90] gibt es hierfiir
einige Ansétze.

4.3 Lo6sen unterschiedlicher Aufgabenstellungen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie ein Mehrkorpersystem objektorientiert modelliert
wird und wie die Gleichungen erzeugt werden, die ein MKS beschreiben. Jetzt geht es um
die zentrale Frage, wie die erzeugten Gleichungen fiir unterschiedliche Aufgabenstellungen
so umgeformt werden kénnen, dafl die Endgleichungen mit numerischen Standardverfahren
effizient 16sbar sind.

Es werden hier nur baumstrukturierte MKS betrachtet. Die schwieriger zu handhabenden
MKS mit kinematischen Schleifen werden in Abschnitt 4.6 ab Seite 123 diskutiert. Es werden
5 Aufgabenstellungen besprochen, die nach wachsendem Schwierigkeitsgrad angeordnet sind:
Vorwartskinematik, inverses dynamisches Problem, direktes dynamisches Problem, inverse
Kinematik, Stationarwertberechnung.

Um die Lésungsméglichkeiten besser demonstrieren zu kénnen, werden alle Aufgabenstel-
lungen anhand eines typischen 6-freiheitsgradigen Industrieroboters diskutiert. Hierzu wird
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der Manutec r3 verwendet, der in Kapitel 7 ab Seite 164 im Detail besprochen wird. Mit
der objektorientierten Modellierungstechnik ist es méglich, fiir alle Aufgabenstellungen vom
selben Modell auszugehen. Deshalb wird der Roboter nur einmal an dieser Stelle angegeben
und modelliert. Ein Bild des Roboters ist auf Seite 165 zu sehen. Die Mehrkoérperdynamik
des Roboters wird durch folgendes Modell beschrieben:

@mbs.lib {verwende MKS-Bibliothek}

model robot

submodel (Inertial) ¢ (g9 =9.81, ng3 =-1)

submodel (Revolute) r1 (n3=1) ,r2(nl=1) ,r3 (nl=1)

submodel (Revolute) r4 (n3=1) ,r5(nl=1) ,r6 (n3=1)

submodel (Bar) b3 (r3=10.5), 05 (r3 =0.73), bL (r1 =rLl, r2=rL2, r3 =rL3)
submodel (Body) ml (I33 = 1.16), Load (m = mlL)

submodel (Body) m2 (m = 56.5, r1 =0.172, 3 =0.205 |, 11 =2.58 |, [22=0.73 ,

133=0.64 , I31 = —0.46)
submodel (Body) m3 (m = 26.4, r1 = 0.064, r3 = —0.034, [11 = 0.279 , 122 = 0.413,
133 =0.245 , 131 = —0.07)

submodel (Body) m4 (m = 28.2 ,r3 =032 [ I11=1.67 | I22=1.67,
133 =0.081)

submodel (Body) mb (m = 5.2 , 73 =0.023 , I11 =0.0125, 122 = 0.0153,
133 = 0.0081)

submodel (Sensor) sensor

parameter mL =5, rL1 =01, rL2=0, rL.3=0
terminal ¢(6), ¢d(6), ¢dd(6), f(6)

cut s

connect ¢ to rl to r2 to b3 to r3 to rd to b5 to rb to r6 to bL,
ml at rl, m2 at r2, m3 at r3, m4 at r4, mb at rb, load at bL,
sensor at (i, Load), s at sensor:Rel

q(1) =rlg
9(2) =r2q
qd(1) : .rl.qd

gdd(1) = r1.qdd
f) = rlf
£(6) = rb.f

end

Die Referenzkonfiguration des Roboters ist dadurch charakterisiert, daf§ alle Arme des Ro-
boters senkrecht nach oben stehen. In dieser Lage sind die Drehwinkel aller 6 Drehgelenke
Null. Fiir die Drehgelenke wird die Klasse Revolute benutzt, da die Blockiereigenschaft
der Gelenke nicht benétigt wird. Die Klasse RevoluteS wird nicht verwendet, weil hier
die Drehwinkel schon als Zustandsgréfen definiert wéren, was nur bei einer bestimmten
Aufgabenstellung (der Losung des direkten dynamischen Problems) zutrifft. Da fiir man-
che Aufgabenstellungen ein Beobachtungselement zwischen der Last und dem Inertialsys-
tem bendtigt wird, wird ein Objekt der Klasse Sensor vorgesehen. Durch die Anweisung
“connect s at sensor:Rel” wird der Cut Rel des Beobachtungselements mit dem Cut s
des Roboters verbunden. Die im Cut Rel vorliegenden Relativgréflen kénnen damit auch
auflerhalb des Roboters angesprochen werden.
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4.3.1 MKS-Algorithmen und objektorientierte Modellierung

Bevor die unterschiedlichen Aufgabenstellungen ndher untersucht werden, soll hier kurz auf
die etwas ungewohnte “Darstellung” von MKS-Algorithmen eingegangen werden.

Ublicherweise werden Algorithmen zur Berechnung der Kinematik oder der Dynamik ei-
nes MKS explizit angegeben. Zum Beispiel kénnen die absoluten Positionsgréfien aller
Korper eines baumstrukturierten Mehrkérpersystems mit dem folgenden Algorithmus in
Pseudocode-Darstellung bestimmt werden:

Gegeben sind die relativen Ortsvektoren iri’gl von einem Koordinatensystem ¢ zu einem
Koordinatensystem j, dargestellt im Koordinatensystem ¢, der relativen Drehmatrix iTZel
vom Koordinatensystem j zum Koordinatensystem i, sowie der Funktion ref(:) die den
Index des Referenz-Koordinatensystems angibt, beziiglich dessen das Koordinatensystem 2
beschrieben ist. Weiterhin wird angenommen, daf} die Indizes der Koordinatensysteme so
angeordnet sind, daf} “ref(s) < ¢”.

Gesucht sind die absoluten Ortsvektoren 01‘2}; vom Inertialsystem zu den Koordinatensy-
stemen 7, dargestellt im Inertialsystem, sowie die absoluten Drehmatrizen °T",,
Koordinatensystemen ¢ zum Inertialsystem. Die gesuchten Gréflen werden aus den gegebe-

nen Groflen auf die folgende Weise berechnet:

von den

for i=1,nframe
if ref(:) = 0 then

0,04  _ 0,04
rabs - rel
ompe O
Tabs — TTel
else
0.04 _ 0,.0xef(s) oTref(i) ref (i), ref(i)i
Yors = Taps + abs ) Tl
omi _ ompref(d) ref(i)mni
Tabs - Tabs ) ( )Trel
endif

endfor

Auf Grund der vielen Indizes bei einer Variablen, ist dieser einfache Algorithmus schon
relativ uniibersichtlich. Die Indizes sind notwendig, um die Verschaltungstopologie der Ein-
zelelemente (hier: Koordinatensysteme) zu beschreiben. Bei anderen Algorithmen, wie z.B.
bei einem Algorithmus zur Erstellung der Bewegungsgleichungen, nimmt die Komplexitét
noch deutlich zu.

Bei der objektorientierten Modellierung von Mehrkdrpersystemen
wird kein MKS-Algorithmus explizit angegeben.

Stattdessen werden, genauso wie im vorigen Kapitel 4.2, nur die Gleichungen der Einzelkom-
ponenten erstellt, und die Schnittstellen der Einzelkomponenten definiert. Die topologische
Zusammenschaltung der Finzelkomponenten erfolgt dann automatisch mit einem objekt-
orientierten Modellierungswerkzeug, das nicht MKS-spezifisch ist. Dieses erzeugt auch alle
Verschaltungsgleichungen und transformiert die Gleichungen so, daf} die gesuchten Gréfien
berechnet werden kénnen.

Auf Grund dieser Vorgehensweise ist es unnétig, noch einen expliziten Algorithmus zur
Berechnung der gesuchten Gréflen anzugeben. Es geniigt stattdessen, die Gleichungen der
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Einzelkomponenten anzugeben und durch globale Uberlegungen sicherzustellen, daB das
Problem mit den verwendeten Komponenten wohl definiert ist (z.B. Zahl der Gleichungen

= Zahl der Unbekannten).

MKS-Algorithmen unterscheiden sich oft nur darin, wie auftretende lineare Gleichungssys-
teme behandelt werden. In der objektorientierten Vorgehensweise werden solche linearen
Gleichungssysteme identifiziert und mit unterschiedlichen Verfahren gelést. Auch hier ist es
unnétig jedesmal den kompletten Algorithmus zum Lésen eines linearen Gleichungssystems
zu definieren, nur weil dieser speziell fiir ein MKS benétigt wird. Es gentigt, anzugeben, wie
das Modellierungswerkzeug das lineare Gleichungssystem 16sen soll. Beim Tearing-Verfahren
(siehe S. 28) konnen hierbei auch fachspezifische Strukturen “einfliefen”.

Auf Grund der obigen Uberlegungen, werden in den folgenden Abschnitten keine MIKS-
Algorithmen abgeleitet, sondern es wird angegeben, wie diese vom Modellierungsprogramm
automatisch ermittelt werden. Es wird gezeigt, dafl diese automatisch ermittelten “MKS-
Algorithmen” genauso effizient sind, wie die bekannten Standardverfahren.

4.3.2 Vorwartskinematik

Bei einem baumstrukturierten System ist die Lage eines MKS eindeutig durch die Minimal-
koordinaten aller Gelenke charakterisiert. Dies ist einfach einzusehen, da in einer Baum-
struktur jeder Korper durch genau ein Gelenk mit seinem Vorgangerkérper in Richtung
zur “Wurzel” des Baumes gekoppelt ist. Die Lage eines Gelenks, d.h. die Relativlage des
Cut-Frames b relativ zum Cut-Frame a eines Gelenks, ist eindeutig durch seine f Minimal-
koordinaten q definiert. Gleichzeitigist damit die Lage jedes Korpers eindeutig in bezug auf
seinen Vorgéngerkorper festgelegt. Also ist die Lage des gesamten MKS eindeutig bekannt,
wenn die Minimalkoordinaten aller Gelenke bekannt sind.

Die einfachste Aufgabenstellung besteht in der Berechnung aller kinematischen Gréfien
eines MKS, und insbesondere der Absolutgréfien jedes Cut-Frames, wenn die Gelenk-
Minimalkoordinaten und deren erste und zweite Ableitungen (q, ¢, q) gegeben sind. Die
Gleichungen kénnen auf explizit l16sbare Blockdreiecksform transformiert werden (siehe auch

Kapitel 2.2 ab Seite 23):

Die Bewegung des Inertialsystems ist bekannt. Damit sind die kinematischen Groflen aller
Cut-Frames bekannt, die direkt mit dem Inertialsystem gekoppelt sind. Angenommen, diese
Cut-Frames definieren die Bewegung von “a”-Cuts. Da die Minimalkoordinaten aller Ge-
lenke bekannt sind, sind alle Relativgrofen in jedem Gelenk bekannt. Daher kénnen mit den
Gleichungen (4.5) auf Seite 75 alle Absolutgrofien des Cuts b der Gelenke bestimmt werden,
die direkt mit dem Inertialsystem gekoppelt sind. Die Gleichungen (4.5) kénnen symbolisch
nach den Cut b Groen aufgelost werden. Jetzt sind aber auch alle Absolutgréfen der Cuts
der Gelenke bekannt, die direkt mit den gerade behandelten Elementen gekoppelt sind. Es
liegt damit dieselbe Situation vor, wie sie bei den mit dem Inertialsystem verbundenen Ele-
menten vorlag. Auf die gleiche Weise kénnen alle absoluten Gréflen dieser Elemente, dann
die der darauffolgenden Elemente, usw., berechnet werden. Wahrend der Abarbeitung wird
jedes Element eines Modells einmal “besucht” und die Gleichungen (4.5) auf Seite 75 werden
jeweils einmal ausgewertet. Der Algorithmus ist damit O(n), wobei n die Zahl der Elemente

ist. Q.E.D.
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Bis jetzt wurde angenommen, dafl alle Cut-Frames a mit dem Vorgédngerkorper verbunden
sind. Ist dies nicht der Fall, sind die Gréflen des Cut-Frames b bekannt und die Gleich-
ungen (4.5) miissen nach den Gréflen des Cut-Frames a aufgelost werden. Hierzu muf die
Matrix C invertiert werden. Bei der Transformation auf Blockdreiecksform wird das ent-
sprechende System von 6 Gleichungen automatisch ermittelt und symbolisch oder numerisch
gelost. Dies ist jedoch uneffizient, weil C aufgrund seiner besonderen Struktur analytisch
sehr einfach invertiert werden kann. Auch hier wire wiederum ein Sprachelement wiinschens-
wert, mit der diese Eigenschaft der Matrix C definiert werden kénnte. Solange das nicht
der Fall ist, sollte bei der Modellierung darauf geachtet werden, dafi alle Cut-Frames ¢ mit
dem Vorgéngerkorper verbunden sind (und nicht die Cut-Frames b). Ansonsten sind unétige
Operationen im erzeugten Code vorhanden.

Bei Robotern ist man in der Regel an der absoluten Position, Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung des FEndeffektors interessiert, wobei die Minimalkoordinaten der Gelenke gegeben
sind. Alle gesuchten Gréfien sollen dabei im Inertialsystem angegeben werden. Da die Ab-
solutgeschwindigkeit und -Beschleunigung von Cut-Frames nicht im Inertialsystem, sondern
im entsprechenden Cut-Frame dargestellt sind, wird hier am besten ein Beobachtungsele-
ment eingefiihrt, welches vom Inertialsystem zum Endeffektor zeigt. Die RelativgroBen die-
ses Flements, dargestellt im Cut-Frame «a, sind die gewiinschten Gréfen. Fiir den Manutec
Roboter werden diese Variablen mit folgendem Modell ermittelt:

model robl
{benutze oben definiertes Robotermodell}
@robot.dym

{deklariere EingangsgréBen (q,q, q) und Ausgangsgrofen (*T9, ¢re? aveb aaaby}
input ¢(6), d(6), qdd(6)
output 706(3,3), r06(3), v06(6), a06(6)

{definiere Eingangs- und Ausgangsgrofien}

qg = robot.gq
qgd = robot.qd
qgdd = robot.qdd

T06 = robot:s. Trela

r06 = robot:s.rrela

v06 = robot:s.vrela

a06 = robot:s.arela
end

{definiere Parameter, die nicht expandiert werden sollen}
variable not evaluate robot.r L1, robot.rL2, robot.rL3

Durch die Festlegung der Eingangs- und Ausgangsgrofien mit der input und output Anwei-
sung wird definiert, welche Variablen bekannt sind und welche Variablen berechnet werden
sollen. Mittels einer Option wird erreicht, dafl alle Gleichungen entfernt werden, die nicht
zur Berechnung der Ausgangsgréfen bendtigt werden.

Um es noch einmal zu betonen: Mit dem obigen Modell, zusammen mit den im letzten Ab-
schnitt besprochenen Klassen, erstellt Dymola effizienten Code zur Berechnung der kinema-
tischen Groflen des Endeffektors. Dies ist moglich, da die Gleichungen der Aufgabenstellung
auf eine explizit l16sbare Blockdreiecksform fiithren.
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4.3.3 Inverses dynamisches Problem

Das “inverse dynamische Problem” stammt aus der Robotik. Gesucht sind die verallge-
meinerten Krafte A° in allen Gelenken, die notwendig sind, um eine gewiinschte Bewegung
zu erzeugen. Die Bewegung wird durch Vorgabe der Minimalkoordinaten der Gelenke be-
schrieben. Die so berechneten Krifte und Momente kénnen von den Reglern der Motoren
benutzt werden, um den Roboter auf einer gewiinschten Sollbahn zu halten. Auch bei dieser
Aufgabenstellung kénnen die Gleichungen immer auf eine explizit 16sbare Blockdreiecksform
transformiert werden:

1. Da die Minimalkoordinaten bekannt sind, kénnen, wie im vorigen Abschnitt bespro-
chen, die kinematischen Groflen aller Cut-Frames und aller relativen Groflen problem-
los berechnet werden.

2. Wenn alle kinematischen Gréflen bekannt sind, kénnen die Krafte und Momente aller
Kraftelemente berechnet werden und damit die Schnittkrifte und Schnittmomente an
denjenigen Elementen, an denen die Kraftelemente angekoppelt sind.

3. Starrkorper, d.h. alle Objekte der Klasse Body, besitzen nur einen Cut. Da die ki-
nematischen Groflen dieses Cuts schon berechnet wurden, kénnen mit dem Impuls-
und Drallsatz (4.21) auf Seite 91 die Schnittkraft und das Schnittmoment dieses Cuts
berechnet werden.

4. Jetzt werden die Gelenke an den “Blattern” des MKS-Baums betrachtet. Am dufleren
Cut-Frame b dieser Gelenke ist entweder ein Kraftelement und/oder ein Objekt der
Klasse Body angebracht. In beiden Fillen sind die Schnittkraft sowie das Schnittmo-
ment am Cut b bekannt. Mit Gleichung (4.5h) auf Seite 75 konnen die Schnittkraft
und das Schnittmoment am Cut a ermittelt werden.

5. Werden alle abgearbeiteten “Blatt”-Objekte gedanklich entfernt, liegt wieder genau
die gleiche Situation vor, d.h. die Schnittkréafte und Schnittmomente am Cut b der
neuen “Blatt”-Objekte sind bekannt und die Kréfte und Momente des Cuts ¢ kénnen
berechnet werden. Auf diese Weise ensteht eine Riickwartsrekursion, von den Blattern
zur Wurzel, bei der die Schnittkrafte und Schnittmomente aller Cuts bestimmt werden.

6. In einem letzten Schritt miissen ausgewédhlte Schnittkrafte und Schnittmomente nur
noch mit Gleichung (4.12) von Seite 83 auf die freien Bewegungsrichtungen der Gelenke
projiziert werden, um die gewiinschten verallgemeinerten Gelenkkréfte A° zu erhalten.

Die gesuchten Gréflen kénnen also durch Sortieren der Gleichungen, d.h. durch Transfor-
mation auf Blockdreiecksform, berechnet werden. Der Algorithmus ist O(n), wobei n die
Anzahl der im MKS-Modell enthaltenen Elemente ist, da die Gleichungen fiir jedes MKS-
Element genau einmal ausgewertet werden. Von Luh, Walker und Paul wurde 1980 in
[Luh80] ein Algorithmus zur Losung des inversen dynamischen Problems angegeben. Es
zeigt sich, daff die mit Dymola automatisch erzeugten (sortierten) Gleichungen identisch
mit den Gleichungen dieses Algorithmus sind!

Fiir den Manutec Roboter werden die Gleichungen des inversen dynamischen Problems mit
dem folgenden Modell ermittelt:
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model r0b2
{benutze oben definiertes Robotermodell}
@robot.dym

{deklariere Eingangsgrofien (q,q,q) und Ausgangs-Grofien (u = Drehmomente in den Gelenken)}
input ¢(6), ¢d(6), qdd(6)
output u(6)

{definiere Eingangs- und Ausgangsgrofien }

q = robot.q
qgd = robot.qd
qdd = robot.qdd
u = robot.f

end

{definiere Parameter, die nicht expandiert werden sollen}
variable not evaluate robot.mL, robot.rL1, robot.r L2, robot.rL3

Dieses Modell ist sehr dhnlich zum Modell, das fiir die Lésung des direkten kinematischen
Problems benutzt wurde. Unterschiedlich sind nur die Ausgangsgréfien, da beim inversen
dynamischen Problem jetzt die Drehmomente in den Drehgelenken gesucht sind.

4.3.4 Direktes dynamisches Problem (Bewegungsgleichungen)

Das “direkte dynamische Problem”, d.h. die Erstellung eines Simulationsmodells, ist die
haufigste und wichtigste Aufgabenstellung. Bei MKS in Baumstruktur kénnen die Minimal-
koordinaten aller Gelenke, sowie deren erste Ableitung (q, ), als Zustandsvariablen benutzt
werden. Dies ergibt sich aus der schon beim direkten kinematischen Problem erlauterten Fi-
genschaft, daff die Lage aller Kérper bei einem baumstrukturierten MKS eindeutig festliegt,
wenn die Minimalkoordinaten der Gelenke gegeben sind.

Beim Simulationsproblem miissen die Ableitungen der Zustandsvariablen bestimmt werden.
Deswegen ist q bei gegebenen q, q zu ermitteln. Es zeigt sich, dafl dieses Problem nicht auf
eine explizit 16shbare Blockdreiecksform fiihrt. Beim Manutec Roboter tritt z.B. ein Block auf
der Diagonalen auf, der aus 255 diinnbesetzten, gekoppelten linearen Gleichungen besteht.

Bei gegebenen q, q kénnen mittels der Vorwartskinematik alle Positions- und Geschwindig-
keitsgroflen berechnet werden. Da Kraftelemente in der Regel nur von Position und Ge-
schwindigkeit abhéngen, kénnen auch noch die Schnittkrafte und Schnittmomente an den
Kraftelementen bestimmt werden. Weitere direkte Berechnungen sind nicht mehr méglich.
Zum Beispiel gibt es fiir ein Objekt der Klasse Body wegen des Impuls- und Drallsatzes
(4.19) auf Seite 91, 6 Gleichungen fiir die 12 Unbekannten f“,é“. In der gleichen Weise
gibt es bei Gelenken wegen der Gleichungen (4.5g, 4.5h, 4.9d, 4.12) (18 + f) Gleichungen
fiir die (30 + f) Unbekannten é“,éb,bé“b,f“,fb,q, wobei [ die Zahl der Freiheitsgrade ei-
nes Gelenks ist. Dies ist der Grund dafiir, dafl ein grofles diinnbesetztes Gleichungssystem
entsteht, in das die Schnittkréfte und Schnittmomente, die absoluten und die relativen Be-
schleunigungen und Winkelbeschleunigungen, sowie die gesuchten zweiten Ableitungen der
Gelenk-Minimalkoordinaten eingehen.

Wenn ein “Sparse Matrix Solver” in Dymola schon vorhanden wire, kénnte dieser benutzt
werden, um das lineare Gleichungssystem zu losen. Eine (verfiighare) Alternative besteht
darin, das grofle, diinnbesetzte Gleichungssystem, mittels des in Kapitel 2.3 ab Seite 28
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erlauterten Tearing-Verfahrens, auf ein kleines dichtbesetztes Gleichungssystem symbolisch
zu transformieren und dieses kleine System numerisch mit LINPACK Unterprogrammen zu
16sen.

Das einzige Problem beim Tearing-Verfahren besteht darin, geeignete Tearing-Variablen und
-Gleichungen zu bestimmen. Diese kénnen mit folgender Fragestellung anschaulich ermittelt
werden (siehe Gleichungssystem (2.11) auf Seite 29):

Welche unbekannten Variablen x, mussen bekannt und welche bekannten Varla-
blen by miissen unbekannt sein, damit die anderen unbekannten Variablen x;
sowie by berechnet werden konnen?

Genau das ist die Aussage der Gleichungen (2.11, 2.12). Vom inversen dynamischen Pro-
blem wissen wir, dafl bei bekannten q, q, q die verallgemeinerten Gelenkkrafte A° bestimmt
werden koénnen. Bei Betrachtung dieses Algorithmus stellt man fest, dal dabei alle an-
deren Gréflen im MKS berechnet werden. Aus diesem Grund sind die Variablen q die
Tearing-Variablen und die Gleichung (4.12) auf Seite 83, mit der die verallgemeinerten
Gelenkkrafte A° berechnet werden koénnen, ist die Tearing-Gleichung. Da es insgesamt f
Tearing-Variablen gibt, wobei f die Summe der Freiheitsgrade aller Gelenke ist, wird das
“grofie” diinnbesetzte Gleichungssystem auf ein “kleines” System mit f linearen Gleich-
ungen reduziert. Dieses wichtige Ergebnis stammt von Elmqvist [Elmq92al, der es bei
2-dimensionalen Mehrkoérpersystemen angewandt hat.

Eine Analyse zeigt, dal die Zahl der Rechenoperationen fiir diese Transformation O(nf)
ist, wobei n die Zahl der MKS-Elemente und f die Zahl der Freiheitsgrade des MKS ist.
Die Losung eines linearen Gleichungssystems der Ordnung f benétigt O(f?) Operationen.
Aus diesem Grunde ist der gesamte Algorithmus zum Berechnen der Ableitungen der Zu-
standsgroBen proportional zu O(f?) + O(nf). Es stellt sich die Frage, wie der obige Algo-
rithmus mit den bekannten Gleichungen und Algorithmen der Mehrkérperdynamik zusam-
menhéngt.

Ein baumstrukturiertes MKS kann mit den Prinzipien der Mechanik auf die folgende Form
transformiert werden (siehe z.B. [Robe88]):

M(q, 1) = h(q, q,1) + A" . (4.22)

Hierbeiist M die f x f Massenmatrix, q sind die verallgemeinerten Minimalkoordinaten aller
Gelenke und A° sind die verallgemeinerten Kréfte aller Gelenke. Es kann gezeigt werden, dafl
mit dem obigen Vorgehen durch den Tearing-Algorithmus genau Gleichung (4.22) erzeugt
wird.

Von Walker und Orin wurden 1982 in [Walk82] mehrere Algorithmen angegeben, wie die
Massenmatrix M und die rechte Seite h der Gleichung (4.22) unter Benutzung des Algorith-
mus von Luh/Walker/Paul [Luh80] bestimmt werden kénnen. Wie schon erlautert, werden
mit diesem Algorithmus die verallgemeinerten Gelenkkrafte A® bei bekannten q, q, q berech-
net. Durch (f + 1) malige Anwendung des Algorithmus und mit geschickter Vorgabe von g
konnen die beiden Matrizen aus (4.22) bestimmt werden:

g = 0 =~ A° = -h

& =€ = X = M (h=0) (4.23)
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Hierbei ist e; der j-te Einheitsvektor. Zur Bestimmung der Massenmatrix M wird bei der
Codeerzeugung dafiir gesorgt, daf alle Kraftelemente und alle von q abhéngigen Terme
ignoriert werden. Dies ist gleichbedeutend damit, dal h verschwindet. Es zeigt sich, daf
diese Art des Vorgehens identisch mit dem Tearing-Verfahren ist. Um dies zu sehen, wird
die Walker/Orin Methode auf das allgemeine lineare Tearing Problem angewandt:

s IFIEE o

Es wird angenommen, dafl Ay eine untere Dreiecksmatriz mit nichtverschwindenden Dia-
gonalelementen ist. Dann ist Aq; regular und Gleichung (4.24) kann symbolisch auf das
folgende Gleichungssystem transformiert werden (vergleiche auch (2.12) auf Seite 29):

Ax,=b (4.25)

mit
A = A22 — A21A1_11A12 (426&)
B — b2 - A21A1_11b1 . (426b)

Die Matrizen A, b kénnen jetzt wie beim Walker/Orin Algorithmus durch geschickte Vor-
gabe von x3 und (ny + 1) malige Berechnung von by aus (4.24) ermittelt werden:

X9 = 0 = b2 = A21 <A1_11b1>
X2 = € = b2 = %226]‘ — A21 <A1_11 (Alge]‘)> (bl = 0) (427)

Hierbei ist A.j die j-te Spalte der Matrix A. Man sieht, daf} der Walker/Orin Algorithmus
ein Spezialfall der Tearing-Methode ist, da durch die (ny + 1) malige Berechnung von ba,
bei unterschiedlichen Vorgabewerten fiir xo, exakt dieselben Ausdriicke wie beim Tearing
bestimmt werden. Weiterhin kann die oben angegebene Abschiatzung der Zahl der Recheno-
perationen verifiziert werden. Die Losung der inversen Dynamik bendtigt O(n) Operationen,
wobei n die Zahl der MKS-Elemente ist. Dieser Algorithmus wird (f + 1 ) mal angewandt
um das “kleine” Gleichungssystem zu erhalten. Also ist die Gesamtzahl der Operationen
proportional zu O(nf).

Aufgrund der obigen Uberlegungen werden beim Manutec Roboter die Bewegungsgleichun-
gen mit dem folgenden Modell erzeugt:

model rob3
{benutze oben definiertes Robotermodell}
@robot.dym

{deklariere Eingangsgrofien (u = Drehmomente in den Gelenken}
input u(6)

{definiere Eingangsgrofien und Zustandsgrofien}
robot.qd = dex(robot.q)
robot.qdd = der(robot.qd)
u = robot.f
end

{definiere Parameter, die nicht expandiert werden sollen}
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variable not evaluate robot.mL, robot.rL1, robot.rL2, robot.rL3

{definiere Tearing-Variablen (robot.qdd) und Tearing-Gleichungen (u)}
variable tear robot.qdd [u]

Die Gleichung robot.qd = der(robot.q) besagt, dall robot.qd die Ableitung von robot.q ist.
Wie schon erwdhnt, legt die implizit in Dymola eingebaute Regel fest, dafl robot.q dann
Zustandsgrofe ist. Entsprechendes gilt fiir die Gleichung robot.qdd = der(robot.qd). Die
Tearing-Variablen und Tearing-Gleichungen werden mit der letzten Anweisung im obigen
Modell definiert. Dymola bestimmt dann die f x f Massenmatrix, sowie die rechte Seite,
und 16st das Gleichungssystem numerisch mit einem LINPACK-Unterprogramm (= Gauf-
Algorithmus mit Spalten-Pivotsuche und Konditionsschatzung).

Bis jetzt wurde davon ausgegangen, dafl die Gelenke immer “beweglich” bleiben. Im objekt-
orientierten MKS-Modell kénnen Gelenke jedoch wihrend der Simulation auch blockiert
werden. Wenn dieser Fall eintreten kann, mufl die obige Vorgehensweise leicht modifiziert
werden: Wie auf Seite 85 erldutert, gibt es bei sperrbaren Gelenken die zusatzliche Zwangs-
kraft A' und die zusétzliche Gleichung

0=Li+ (E-TL)A" . (4.28)

Die Diagonalmatrix L gibt an, ob die Bewegungsrichtung eines Gelenks “beweglich” oder
“gesperrt” ist. Beim Tearing wird nun A’ als zusitzliche Tearing-Variable und Gleich-
ung (4.28) als korrespondierende Tearing-Gleichung benutzt. Dadurch dndert sich das obige
Vorgehen nur geringfiigig. Da X' Tearing-Variable ist und nur in die beiden Gleichungen
(4.15) auf Seite 85 eingeht, fithrt Tearing bei MKS mit blockierbaren Gelenken auf das
folgende Gleichungssystem:

MS}JJ) L__LE ] [ ;il’ ] - [ 36 hlea ] : (4.29)

Hierbei sind in L der Gleichung (4.29) die L-Matrizen aller Gelenke und in X' die zusétzlichen
Zwangskrifte aller Gelenke zusammengefafit. Die Ordnung des linearen Gleichungssystems
erh6ht sich durch die Blockierbarkeit der Gelenke von f auf 2f. Je nach Blockierzustand,
liegt eine andere Null/Nichtnull Struktur der Massenmatrix von (4.29) vor.

Das allgemeine Tearing-Verfahren hat den Nachteil, dafl nicht erkannt wird, dafl die ent-
stehende Massenmatrix M symmetrisch und positiv definit ist. Deswegen wird das lineare
Gleichungssystem (4.22) mit einem Loser fiir allgemeine, unsymmetrische Matrizen geldst.
Dies hat mehrere unangenehme Konsequenzen: Zum einen ist die Zahl der Rechenoperatio-
nen zum Erstellen von (4.22) grofler, da nicht erkannt wird, da nur eine Hélfte der Massen-
matrix berechnet werden muf. Zum anderen ist die Zahl der Rechenoperationen zur Lésung
einer unsymmetrischen Matrixgleichung rund doppelt so groff wie zur Losung einer symme-
trischen Matrixgleichung. Schliefllich ist die Lésung einer positiv definiten Matrixgleichung
numerisch zuverldssiger moglich (es wird z.B. kein Pivoting bendtigt) als die Losung einer
unsymmetrischen Matrixgleichung. Es ist noch unklar, wie mit dem allgemeinen Tearing-
Verfahren zumindest die Eigenschaft der Symmetrie automatisch erkannt werden kann. In
Kapitel 4.4 wird aus diesem Grund eine alternative Vorgehensweise besprochen, die diese
Nachteile nicht besitzt.
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4.3.5 Inverse Kinematik

Die “inverse Kinematik” wird vor allem in der Robotik benétigt und ist das “inverse” Pro-
blem zur Vorwértskinematik in Abschnitt 4.3.2 auf Seite 98. Um die Soll-Bewegung eines
Roboters zu definieren, ist es am komfortabelsten die Bewegung des Endeffektors vorzu-
geben, d.h. die absolute Drehmatrix vom Inertialsystem zum Endeffektor, den absoluten
Ortsvektor, die absolute Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit, sowie die absolute
Beschleunigung und Winkelbeschleunigung. Diese Gréfen werden von einem Bahnplanungs-
programm festgelegt, mit dem die Aufgabenstellung fiir den Roboter spezifiziert wird. Um
daraus die Soll-Vorgaben fiir die Gelenkregler zu berechnen, miissen aus der Bewegung des
Endeffektors die Minimalkoordinaten der Gelenke, sowie ihre erste und zweite Ableitung,
berechnet werden. Diese Aufgabenstellung wird im folgenden behandelt.

Durch die Vorgabe der 3x3 Drehmatrix und des 3x 1 Ortsvektors des Endeffektors beziiglich
des Inertialsystems sind die 6 Minimalkoordinaten q, bis aut Mehrdeutigkeiten der Robo-
terstellung, eindeutig festgelegt. Die 12 vorgegebenen Variablen, d.h. die 9 Elemente der
Drehmatrix und die 3 Elemente des Ortsvektors, sind jedoch nicht unabhingig voneinander,
da eine Drehmatrix durch drei voneinander unabhéngige Koordinaten beschrieben werden
kann. Die Vorgabe ist damit redundant und muf} auf die 6 wesentlichen Gleichungen re-
duziert werden. Hierzu wird angenommen, daf} die Vorgabematrix T4, nicht genau mit
der Drehmatrix vom Endeffektor zum Inertialsystem °T® iibereinstimmt. Die Differenz-
Drehmatrix Ty;ss ergibt sich zu:

Tdiff = Tges 0T6 (430&)
= nn’ + (E—nn") cos(¢) + skew(n)sin(p) (4.30b)
~ E +skew(n)y (fiir kleines ¢) . (4.30c)

Hierbei ist n die momentane Drehachse und ¢ der momentane Winkel um diese Drehachse,
um damit das aktuelle, durch °T® gekennzeichnete Koordinatensystem in das durch Tz,
charakterisierte Koordinatensystem tiberzufiihren (siehe z.B. [Robe88]). Wenn die beiden
Koordinatensysteme schon dicht beieinander liegen, d.h. wenn der Winkel ¢ klein ist, kann
Tiss linearisiert werden und es ergibt sich Gleichung (4.30c). Umgeformt folgt:

skew(n)p = T °T° - E . (4.31)

Die Matrix skew(n) ist schiefsymmetrisch und hat nur drei wesentliche Elemente. Aus
diesem Grund sind in dieser Lage die 3 voneinander unabhéngigen Elemente gleich den 3
(oberen oder unteren) Nebendiagonalelementen der Matrix auf der rechten Seite des Gleich-
heitszeichens. Die 3 Diagonalelemente sind, bis zu Groflen erster Ordnung entwickelt, Null.
Sei vec™ identisch mit dem Operator vec, wobei vec* jedoch nicht nur aut schiefsymme-
trische, sondern auch auf beliebige Matrizen angewendet werden kann. Dieser Operator
bildet in derselben Weise wie vec aus den drei oberen Elementen einer Matrix einen Vektor.
Damit kénnen die 6 nicht-redundanten Vorgaben angegeben werden als:

0 = vec (T, T (4.32a)
“ries = r® (4.32b)

Y
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wobei die Einheitsmatrix E, weil sie keine Auflerdiagonal-Flemente besitzt, im Operator
vec* weggelassen werden kann.!'®

Werden die Gleichungen (4.32) zusétzlich zum Modell eingefiihrt, wird ein grofies, diinnbe-
setztes, nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Minimalkoordinaten der Ge-
lenke q festgestellt. Das Gleichungssystem ist nichtlinear, da durch Drehgelenke der Sinus
und Cosinus des Drehwinkels in den Drehmatrizen auftritt.

Mit dem in Kapitel 2.3 ab Seite 28 erlduterten Tearing-Verfahren fiir  nichtlineare Sys-
teme kann das obige Gleichungssystem in ein System von 6 nichtlinearen Gleichungen
tberfithrt werden. Aus Abschnitt 4.3.2 ab Seite 98 ist ja bekannt, dafl bei gegebenen
Gelenk-Minimalkoordinaten alle gewiinschten Drehmatrizen und Ortsvektoren berechnet
werden konnen. Deshalb sind q die Tearing-Variablen und die 6 Gleichungen (4.32) sind die
Tearing-Gleichungen. Mittels Tearing wird das entsprechende nichtlineare Gleichungssys-
tem zusammen mit Code zur Losung dieses Systems durch ein Newton/Raphson-Verfahren
erzeugt (siehe auch Seite 27).

Aut Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene wird ganz entsprechend vorgegangen.
Hier gibt es keine Probleme mehr mit der Redundanz der Vorgaben. Man erhélt jeweils
ein grofles, diinnbesetztes, lineares Gleichungssystem, das, entsprechend zu oben, mit den
Tearing-Variablen q bzw. q auf ein lineares System mit jeweils 6 Gleichungen transformiert
werden kann. Diese beiden linearen Gleichungssysteme werden numerisch mit LINPACK
Unterprogrammen gel&st.

Die obige Vorgehensweise kann in einem MKS-Programm effizienter gestaltet werden: Die
beiden Gleichungssysteme auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene haben dieselbe
Systemmatrix. Diese Matrix mufl deswegen nur einmal berechnet werden, und es ist auch
nur eine LU-Zerlegung notwendig, anstatt zwei wie oben. Weiterhin ist diese Systemmatrix
eine angendhrte Jacobi-Matrix fiir die 6 nichtlinearen Gleichungen auf Positionsebene und
koénnte damit vom nichtlinearen Loser beim Newton/Raphson Verfahren mitbenutzt werden.

Aufgrund der obigen Uberlegungen wird beim Manutec Roboter das inverse kinematische
Problem mit dem folgenden Modell gelost:

model rob4
{benutze oben definiertes Robotermodell}
@robot.dym

{deklariere Eingangs- und Ausgangsgrofien}
input Tdes(3,3), rdes(3), vdes(6), ades(6)
output ¢(6), ¢d(6), qdd(6)
constant ¢(3) = [0;0; 0]

{definiere Eingangs- und Ausgangsgrofien}

c = vec(Tdes' * robot::s.Th)
rdes = robot::s.rb

Tdes' « vdes = robot::s.vb

Tdes' * ades = robot::s.ab

qg = robot.gq

qd = robot.qd

qdd = robot.qdd

10Auf diese elegante Methode, nicht-redundante Vorgaben zu erhalten, hat mich Dr. Giinter Leister,
ehemals Mechanik B, Universitdt Stuttgart, aufmerksam gemacht.
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end

{definiere Parameter, die nicht expandiert werden sollen}
variable not evaluate robot.r L1, robot.rL2, robot.rL3

{definiere Tearing-Variablen und Tearing-Gleichungen}
variable tear ¢(1 : 3) [¢]
variable tear ¢(4 : 6) [rdes]
variable tear ¢d [robot::s.vb]
variable tear ¢dd [robot::s.ab]

4.3.6 Stationirwertberechnung

Bei der Stationarwertberechnung soll ein stationédrer Zustand des Systems ermittelt werden,
in dem die Ableitungen der Zustandsvariablen Null sind, d.h. das System in Ruhe ist. Bei
einem System in Zustandsform

x(1) = f£(t,x(1),u(t))
y(t) = g(tx(1),u(t))

gibt es dabei zwei Aufgabenstellungen:

1. Gegeben: tg,u(ty),x(tg) = 0. Gesucht: x(#y). Hierzu muf das folgende nichtlineare
Gleichungssystem nach x geldst werden:

0 =f (to,x,u(to)) - (4.33)

Diese Aufgabenstellung ergibt sich dann, wenn um den Stationdrwert x(¢o),u(to) li-
nearisiert werden soll. Man kann dieses Problem bei stabilen Systemen auch (un-
effizienter) dadurch lésen, dafl von einem Startwert ausgehend, “hinreichend” lange
simuliert wird, bis das System im stationdren Punkt zur Ruhe gekommen ist.

2. Gegeben: to,y(to),%(to) = 0. Gesucht: x(t9),u(to). Hierzu muf} das folgende nicht-
lineare Gleichungssystem nach x und u gelést werden:

0 = f(ty,x,u) (4.34a)
y(to) = g(to,x,u). (4.34D)

Fiir eine wohldefinierte Aufgabenstellung mufl die Zahl der Ausgangsgrofien gleich
der Zahl der Fingangsgréfien sein. Diese Problemformulierung ergibt sich aus der
Forderung, dafl die Ausgangsgréfien des Systems im eingeschwungenen Zustand einen
vorgegebenen Wert annehmen sollen, und dafl die hierfiir notwendigen Stellgréfen u
zu berechnen sind.

Bei Mehrkérpersystemen kénnen beide Aufgabenstellungen als Spezialfélle der obigen Pro-
blemformulierungen auftreten. Es ist einfach, die erforderlichen nichtlinearen Gleichungs-
systeme zu erstellen. Zum Beispiel lautet die erste Aufgabenstellung wegen Gleichung (4.22)
auf Seite 102:

0=h(q,0,t)+A° . (4.35)
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Zur Ermittlung dieses Gleichungssystems wird wieder das (nichtlineare) Tearing-Verfahren
eingesetzt. Hierzu werden die Gleichungen q =0, =0 zum MKS-Modell hinzuge-
nommen. Wenn nun ¢ bekannt ware, kénnten alle Gréoflen und insbesondere A° berech-
net werden, da dies gerade ein Spezialfall des inversen dynamischen Problems ist. Aus
diesem Grund sind die Minimalkoordinaten der Gelenke q die Tearing-Variablen und die
zugeordnete Gleichung (4.12) auf Seite 83 ist die entsprechende Tearing-Gleichung. Die
Aufgabenstellung wird damit durch die folgende Vorgabe beschrieben:

q=0
i=0
variable tear q [A°]

Wie schon in Kapitel 3 betont, gibt es bei jedem realitdtsnahen Modell eines physikalischen
Systems Unstetigkeiten irgendeiner Art. Traditionell werden diese Unstetigkeiten tiber eine
Ereignisbehandlung erfafit. Bei der Stationdrwertberechnung gibt es aber dann Schwie-
rigkeiten, da die obigen Aufgabenstellungen nur fiir rein kontinuierliche Systeme definiert
sind.

Mit der in Kapitel 3 ab Seite 45 eingefiithrten, neuartigen Behandlung von ereignisabhéngi-
gen Modellen ist die Sachlage anders. Dort werden Unstetigkeiten nicht durch Ereignisse,
sondern durch Gleichungen beschrieben. Diese Gleichungen werden genauso behandelt wie
kontinuierliche Gleichungen. Insbesondere werden sie auch mit auf Blockdreiecksform trans-
formiert. Der Unterschied zu kontinuierlichen Gleichungen besteht nur darin, dafl die “dis-
kreten” Gleichungen nur in bestimmten Situationen ausgewertet werden.

Die “diskreten” Gleichungen kénnen in 4 unterschiedliche Typen eingeteilt werden:

1. Unstetige Gleichungen, beschrieben durch if-Ausdriicke der Form:

< expression > = if < condition 1 > then < expression 1 >
else if < condition 2 > then < expression 2 >

else < expresston n >

2. Instant-Gleichungen, beschrieben durch when-Anweisungen, bei der die Bedingung
nur von der Zeit abhdngt:

when < time-condition > then
< equations >
endwhen

3. Boole’sche-Gleichungen in der Form:
< Boolean variable > = < Boolean expression >

4. Instant-Gleichungen, beschrieben durch when-Anweisungen, mit einer beliebigen
(nicht nur von der Zeit abhangigen) Bedingung:

when < condition > then
< equations >
endwhen
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Wenn nur die Gleichungstypen 1-3 in einem Modell auftreten, kann auch hier eine sinnvolle
Aufgabenstellung fiir eine Stationdrwertberechnung angegeben werden. Hierzu werden die
“diskreten” Gleichungen wie beim Start einer Simulation behandelt:

1. Bei if-Ausdriicken und bei Boole’schen Gleichungen werden immer diejenigen Zweige
verwendet, die aufgrund der aktuellen Bedingung zutreffen.

2. Die Gleichungen mit when-Anweisungen werden wie kontinuierliche Gleichungen be-
handelt, wenn die Zeitbedingung zutrifft. Ansonsten werden die Gleichungen ignoriert.

3. Fiir alle diskreten Zustandsvariablen 1, die in “Ruhe” sein sollen, werden zusétzliche
Gleichungen der Form new(x1) = 1 eingefiithrt. Damit wird gefordert, dafl der neu
berechnete Wert new(xz1) gleich dem Vorgabewert x1 ist.

4. Fiir alle sonstigen diskreten und Boole’schen Zustandsvariablen x2 werden die norma-
lerweise bei der Codegenerierung vom Compiler eingefithrten Anweisungen der Form
2 = new(a2) nicht generiert, da 22 und new(x2) bei dieser Aufgabenstellung als
voneinander unabhéngige Variable betrachtet werden miissen.

Punkt 1 ist etwas kritisch, da hierdurch Unstetigkeiten in die Residuumberechnung des
nichtlinearen Losers eingefiihrt werden. Normalerweise setzt ein Loser voraus, dafl diese
Funktion einmal stetig differenzierbar ist. Fiir einen pragmatischen ersten Ansatz ist das
Vorgehen jedoch akzeptabel. Besser wire es natiirlich, einen Léser so zu modifizieren, dafl
eine Unstetigkeit numerisch zuverlassig behandelt wird.

Das Vorgehen soll an einem einfachen Beispiel demonstriert werden. In Bild 4.9 ist das
stark vereinfachte Modell eines Antriebsstrangs eines Roboters gezeigt. Die Strecke wird
durch einen diskreten P-PIl Kaskadenregler geregelt. Die Filterung des Tachosignals und
das analoge Antialeasfilter des Reglers werden vernachldssigt. Die Aufgabe besteht darin,
bei gegebenen Sollwerten ¢,, ¢,, den Reglerzustand = zu ermitteln, so dafl das Regelungssy-
stem in Ruhe ist. Dies ist eine typische Aufgabenstellung, um einen definierten Zustand fiir

qd,

%i - 1 1 q
L O — il
Js S

Bild 4.9: Digital geregelter Antriebsstrang.

den Start einer Simulation zu erhalten; sie kénnte aber auch dazu verwendet werden, um
im realen Regler den Reglerzustand beim Einschalten des Reglers zu bestimmen. Ublicher-
weise werden alle diskreten Zustandsvariablen beim Start einer Simulation auf Null gesetzt.
Dann muf eine “gewisse” Zeit mit einem konstanten Sollwert simuliert werden, bis ein Ru-
hezustand, und damit ein definierter Ausgangspunkt, erreicht wird. Erst dann sollte die
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eigentlich interessierende Simulation durchgefithrt werden. Das Beispiel kann leicht auf ei-
nen allgemeinen Roboter mit einem digitalen Regelungssystem erweitert werden. Dann muf}
ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden, in das kontinuierliche Modellteile und die
diskreten Reglergleichungen eingehen.

Der einfache Antriebsstrang mit diskretem Regler kann durch das folgende Modell beschrie-
ben werden:

model robs

input rq, rqd
parameter J, ¢, Kp, Kv ;| T, SampleTime
local q, qd, u, wv, x =0, NextTime =0
{Strecke}

der(q) = qd

Jxder(qd) = u—cx*gq

{Regler}
when Time >= NextTime then
new(NextTime) = Time + SampleTime

uv = (rgd —qd) + Kp=*(rq—q)
new(xz) = uwv/T
U = Kv*(z 4+ uv)

endwhen

end

Der diskrete Regler wurde in Regelungs-Normalform angeschrieben. Die Gleichungen fiir
die Stationdrwert-Ermittlung werden mit der folgenden Modell- und Aufgabenbeschreibung
erzeugt:

model stat
{benutze Antriebsstrang-Modell}
@robb.dym

{definiere Aufgabenstellung}
der(rob5.q) =0
der(rob5.qd) = 0
Time =0
when Time >= robb.NextTime then
new(rob5.x) = robb.x

endwhen
end

{definiere, daBl q, qd keine Zustandsvariablen mehr sind}
variable unknown robb.q, rob5.qd

Da die Ableitungen der Variablen ¢ und ¢gd auftreten, nimmt Dymola standardméafig an, dafl
diese Groflen Zustandsvariablen und damit bekannt sind. Durch die Anweisung “variable
unkown ...”7 wird festgelegt, dafl entgegen der Voreinstellung beide Variablen unbekannt
sind. Bei der Transformation auf Blockdreiecksform ergibt sich folgendes lineare Gleich-
ungssystem in den 4 unbekannten Variablen ¢, uv, =, u:

| stat. 0 =u— cx[q]
| [uv] = rqd + Kp*(rq — q)
I F{% =uv/T

u

Kv(x 4+ uv)
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Das lineare Gleichungssystem kann problemlos symbolisch oder numerisch aufgelost wer-
den. Die Determinate des Systems ist “Kp*(Kv/T 4+ Kv) 4 ¢”. Da alle Systemkonstanten
positiv sind, ist diese Determinante immer ungleich Null und das obige Gleichungssystem
ist eindeutig 16sbar. Werden die Zustandsgréfien ¢ und = beim Start der Simulation auf
die berechneten stationaren Werte gesetzt, bleibt das System in Ruhe, wenn sich die Ein-
gangsgroflen rqg und rqgd nicht &ndern. Fir dieses einfache System kann der Stationadrwert
natiirlich auch leicht mit Hand ausgerechnet werden. Mit dem obigen Verfahren kann man
jedoch fiir jedes beliebige System den Stationdrwert berechnen, auch wenn zusatzliche Ab-
tastsysteme vorhanden sind.

4.4 Effiziente Bewegungsgleichungen fiir
baumstrukturierte Systeme

Die wichtigste Aufgabenstellung bei Mehrkorpersystemen ist die Simulation eines MKS-
Modells. In Abschitt 4.3.4 ab Seite 101 wurde gezeigt, wie mit dem objektorientierten
MKS-Modell die Gleichungen fiir ein Simulationsmodell erzeugt werden kénnen. Diese
Vorgehensweise hat (bis jetzt noch) den Nachteil, daff immer die Tearing-Variablen und
die Tearing-Gleichungen angegeben werden miissen. Auferdem werden bei der Losung die
Struktureigenschaften der Massenmatrix nicht ausgenutzt. In diesem Abschnitt wird ge-
zeigt, wie die Bewegungsgleichungen von baumstrukturierten, strukturvariablen MKS ohne
diese Nachteile effizient erstellt werden kénnen.

Seit einiger Zeit gibt es eine neue Algorithmenklasse fiir Mehrkorpersysteme, die nicht
mehr das “klassische” Gleichungssystem (4.22) auf Seite 102 mit der Massenmatrix er-
zeugt, sondern direkt die gewiinschten verallgemeinerten Beschleunigungen ¢ berechnet
[Vere74, ArmsT79, Feat83, Bran86, Bae87, Weha88]. Fiir baumstrukturierte Mehrkérper-
systeme sind diese Algorithmen besonders gut geeignet, da der Verfahrensaufwand hier
proportional zu O(n) ist, mit n gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Systems. Im Gegen-
satz dazu sind alle Verfahren, die auf (4.22) basieren, proportional zu O(n?), da ein lineares
Gleichungssystem mit n Gleichungen gelést werden muf.

Es ist prinzipiell moglich ein O(n)-Verfahren direkt aus dem objektorientierten MKS-Modell
in Abschnitt 4.2 zu erhalten. Hierzu muf ein spezieller “Sparse Matriz Solver” zum Losen
eines diinnbesetzten linearen Gleichungssystems eingesetzt werden, der nach einer “frontal
method” [Duff86] arbeitet. In diesem Zusammenhang gibt es hier noch einige ungeklérte
Fragen. Aus diesem Grund wird ein pragmatischer Weg beschritten, um die attraktive O(n)
Verfahrensklasse benutzen zu kénnen.

Alle Klassen der MKS-Bibliothek werden mit (fast) identischen Objekt-Schnittstellen be-
nutzt. Die Gleichungen in einer Klasse werden jedoch etwas umformuliert. Damit der An-
wender diese Klassen in derselben Weise benutzen kann wie die bisherige MKS-Bibliothek
mbs.lib, behalten die modifizierten Klassen ihre Namen bei, werden jedoch in einer neuen
MKS-Bibliothek mbssim.lib abgelegt. Man kann deswegen mit demselben MKS-Modell un-
terschiedliche Gleichungen erzeugen, je nachdem welche der beiden Bibliotheken benutzt
wird. Nachteilig ist, daf} die neue Bibliothek nur zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen
und nicht fir andere Aufgabenstellungen benutzt werden kann, im Gegensatz zur Biblio-
thek mbs.lib. Sie verstofit damit etwas gegen die deklarative Philosophie objektorientierter
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Modellierungssprachen.

Auf den ersten Blick scheint es schwierig zu sein, einen MKS-Algorithmus mit einem fachneu-
tralen Werkzeug wie Dymola auszudriicken, da eine objektorientierte Modellierungssprache
nur lokale, voneinander unabhingige Objekte kennt, die iiber ihre Schnittstellen zusam-
mengeschaltet werden. Notwendig ist deshalb eine objektorientierte Umformulierung des
funktionalen MKS-Algorithmus. Erstaunlicherweise ist das auf einfache Weise méglich und
fithrt zu einer verstdndlichen Formulierung der O(n) Methode.

Die wesentliche Idee besteht darin, alle Schnittkrafte und Schnittmomente f im MKS als
lineare Funktionen der am Schnitt auftretenden Beschleunigung und Winkelbeschleunigung
a angegeben zu kénnen, d.h.

f=Ia+b; I=1". (4.36)

Dabei wird vorausgesetzt, dafl weder I noch b selbst Funktionen der Beschleunigungen sind.
Anstatt nun wie bisher f im Cut eines Objekts autzufithren, kénnen stattdessen I und b
benutzt werden, da mit der gleichzeitig im Cut tibertragenen Beschleunigung und Win-
kelbeschleunigung a die Schnittkraft und das Schnittmoment f jederzeit berechnet werden
konnen. Im folgenden wird bewiesen, dafl die Beziehung (4.36) richtig ist.

Die Beziehung (4.36) trifft auf jeden Fall auf die Klassen Sensor, Force und Body zu. Die
Schnittkrafte und Schnittmomente bei einem Sensor-Objekt sind Null, d.h. I=0,b = 0.
Die Gleichungen fiir Kraftelemente sind nur Funktionen von Positionen und Geschwindig-
keiten, nicht aber von Beschleunigungen. Bei einem Objekt der Klasse Force ist also I =0
und b ist das Kraftgesetz. Die Gleichungen fiir ein Objekt der Klasse Body sind schon in der
geforderten Form, siehe Gleichung (4.19) auf Seite 91. Es mufl demnach nur noch gezeigt
werden, dafl (4.36) auch fiir Gelenke giiltig ist.

Es wird vorerst angenommen, daf} die Schnittkraft und das Schnittmoment am Cut b eines
Gelenks in der Form (4.36) dargestellt werden kénnen. Entsprechend zu einem Vorschlag
von Wehage [Weha88] kann man dann die Gleichungen (4.5g, 4.9d, 4.15), die den Cut b
eines Gelenks beschreiben, zusammen mit (4.36) in der folgenden linearen, symmetrischen
Matrix-Gleichung zusammenfassen:

I¥ —-E o 0 ab —b?

~“E 0 & 0 fo | | —Car—¢g-¢

o & o0 1 gl = e . (4.37)
0 0 L E-L Al 0

Gleichung (4.37) gibt an, daf} die unbekannten Variablen des Cut-Frames b, d.h. &, f'b, q, Al
als lineare Funktionen der unbekannten Beschleunigung und Winkelbeschleunigung a* des
Cut-Frames a angegeben werden kénnen. Wird (4.37) explizit nach den unbekannten Va-
riablen des Cut-Frames b aufgelost, ergibt sich:

Al = —L*h (4.38a)
q = —M(E—-L"h (4.38b)
a = Ca"+®4+n (4.38¢)
f* = I'a+b (4.38d)
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mit
h = ('I'C)a" + (' I"Cny+ X+ &' b’) (4.39a)
M = &'’ (4.39b)
n = §+¢ (4.39¢)
L' = (LIM'L+L—E)"'LM™ = Lif dim(L)=1x1.  (4.39d)

Werden diese Gleichungen in Gleichung (4.5h), d.h. die Gleichung “0 = fo 4+ T f'b”, einge-
setzt, ergibt sich der angenommene Zusammenhang (4.36), da fo linear von f'b, f* linear von
a’ wegen (4.38d) und &° linear von a% wegen (4.38c, 4.38b, 4.39a) abhéingen. Nach einer
kurzen Zwischenrechnung folgt:

-~ T

f*=Ta"+b* ; I'=1" (4.40)
mit
I = —-C'NC (4.41a)
b* = —C'(b"+Nnp—-T'édM(E-L") (A" +&'Db")) (4.41D)
N =TI-TéM ' (E-L)&'T (4.41c)
M = &'I"® (4.41d)
L = (LM7'L+L-E) LM~ = Lifdim(L)=1x1. (4.41e)

Wenn jetzt alle Objekte der Klassen Sensor, Force und Body gedanklich entfernt werden, so
kénnen die Schnittkrafte und Schnittmomente dieser Objekte am restlichen Teil des MKS
in der Form (4.36) dargestellt werden. Der iibrighleibende Teil des MKS enthéalt nur noch
Gelenk-Objekte. Die in den “Bléattern” des MKS-Baums befindlichen Schnittkrifte und
Schnittmomente am Cut b der Gelenke konnen jetzt auch in der Form (4.36) dargestellt
werden, da die linearen Faktoren I und b der Schnittkrafte und Schnittmomente Through-
Variablen sind und alle sonstigen Schnittkrafte und Schnittmomente an den Bléttern schon
in dieser Form sind. Mit (4.40) gilt dasselbe fiir den Cut a dieser Gelenk-Objekte. Jetzt
werden die gerade eben betrachteten Blatt-Objekte entfernt. Dann liegt wieder dieselbe
Situation vor, d.h. durch eine Riickwértsrekursion von den “Blattern” zur “Wurzel” ergibt

sich, dal (4.36) fir alle Cuts zutreffend ist. Q.E.D.

In der neuen MKS-Bibliothek werden die Schnittkrafte und Schnittmomente in allen Cuts
durch ihre linearen Faktoren ersetzt. Zusédtzlich werden die betreffenden Gleichungen durch
die oben angegebenen Gleichungen ersetzt. Der wesentliche Vorteil dieser Neu-Formulierung
liegt darin, dafl die Gleichungen eines MKS jetzt auf eine explizit 16sbare Blockdreiecksstruk-
tur transformiert werden kénnen! Dies sieht man folgendermafien ein:

Durch die Vorwartskinematik kénnen alle Positionen und Geschwindigkeiten ermittelt wer-
den. Danach kénnen die linearen Faktoren I und b bei allen Objekten der Klassen Sensor,
Force und Body berechnet werden, da diese nur von Positionen und Geschwindigkeiten
abhiangen. In derselben Weise, wie beim obigen Beweis der Eigenschaft (4.36), ergeben sich
iiber eine Riickwértsrekursion die linearen Faktoren aller anderen Cuts. Hierbei miissen
die Gelenkmatrizen M wegen (4.41d) invertiert werden. Wenn ein Gelenk nur einen Frei-
heitsgrad besitzt, ist das eine einfache Division. Die Riickwértsrekursion ist beendet, wenn
das Inertialsystem erreicht ist. Die Beschleunigung und Winkelbeschleunigung des Inertial-
systems sind bekannt. Dann kénnen mit (4.38) die noch verbleibenden Unbekannten aller
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Objekte ermittelt werden, die direkt mit dem Inertialsystem verbunden sind. Jetzt sind die
Beschleunigungen dieser Objekte an beiden Cuts bekannt, und mit (4.38) konnen die unbe-
kannten Variablen der darauffolgenden Objekte bestimmt werden. Auf diese Weise ergibt
sich eine Vorwartsrekursion von der “Wurzel” zu den “Bléttern”, in deren Verlauf alle noch
verbleibenden Unbekannten berechnet werden kénnen.

Der Algorithmus ist O(n), wobei n die Anzahl der MKS-Elemente ist, da die Gleichungen
fiir jedes MKS-Element genau einmal ausgewertet werden. Das Verfahren ist dquivalent zum
Algorithmus von Brandl, Johanni und Otter [Bran86], wurde hier jedoch auf eine objekt-
orientierte Weise abgeleitet. Im Vergleich zu allen bisher veréffentlichten O(n)-Verfahren,
gibt es noch eine entscheidende Verbesserung: Durch die Einbeziehung der Matrix L sind
die Gleichungen auch fiir strukturvariable Systeme giiltig, bei denen Freiheitsgrade eines
Gelenks wéhrend einer Simulation “blockieren” kénnen.

Erstaunlicherweise beeinflufit das “Blockieren” bzw. “Wiederfreigeben” eines Gelenkfrei-
heitsgrads die Effizienz praktisch iiberhaupt nicht. Dies sieht man am einfachsten an einem
Gelenk mit einem Freiheitsgrad. In diesem Fall sind M und L skalare Variablen und es
miissen nur die zuséitzlichen Terme M™'(E — L) sowie —Lh berechnet werden. Dies sind
2 Multiplikationen und 1 Subtraktion pro Gelenk, also eine vernachlassigbare Effizienz-
EinbuBe!!. Im Gegensatz hierzu ergibt sich bei der Transformation auf die traditionelle
Form (4.22, 4.29) eine doppelt so grofie Massenmatrix, was zu einer deutlichen Erhéhung
der Zahl an Operationen'? fiihrt.

Das Auftreten der Matrix L im O(n) Algorithmus kann leicht interpretiert werden: An-

genommen kein Freiheitsgrad eines Gelenks ist gesperrt, dann ist L = 0 und damit auch
L* = 0. In diesem Fall sind (4.41) die {iblichen Rekursionsformeln eines Gelenks. Wenn
jedoch alle Freiheitsgrade in einem Gelenk gesperrt sind, dann ist L = E und damit auch

L* = E und die Gleichungen (4.41) reduzieren sich auf die Rekursionsformeln fiir ein Gelenk
mit Null Freiheitsgraden. Anschaulich bedeutet dies: Bei der Rekursion von einem Gelenk
zum néchsten gehen nur die linearen Faktoren ein. Wie diese linearen Faktoren berechnet
wurden ist unerheblich. Damit kann zu jedem Zeitpunkt ein Gelenktyp einfach durch einen
anderen Gelenktyp ersetzt werden. Abgesehen von dieser lokalen Modifikation, wird die
restliche Rekursionsvorschrift durch diese Anderung nicht beeinflut.

4.5 Mehrkorpersysteme mit Reibung

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie strukturvariable Mehrkorpersysteme effizient be-
handelt werden kénnen. Diese Figenschaft wird nun benutzt, um Mehrkoérpersysteme zu
modellieren, bei denen Reibung in vielen Komponenten auftritt. Damit wird es moglich
Reibung in Lagern und Getrieben, Reib-Kupplungen und Reib-Bremsen auf einfache Weise
zu beschreiben. Aufgrund der Bedeutung, die Reibungseffekte in technischen Anwendungen
haben, gibt es zu diesem Themenbereich eine grofle Zahl von Verdffentlichungen. Insbe-
sondere gibt es dazu mit der Tribologie ein eigenes Fachgebiet, das sich vorwiegend mit
detaillierten quasi-statischen Fragestellungen beschéaftigt.

Tn der MKS-Bibliothek werden diese Terme durch if-Ausdriicke ersetzt.

12Man kann die Inversion der “vergréferten” Massenmatrix auf die Inversion einer Matrix mit einer
Dimension < f zuriickfithren. Dies erfordert jedoch eine spezielle Strategie mit Umkopieren von Daten
und ist wesentlich komplizierter, als die einfache Hinzunahme der beiden Terme im O(n) Algorithmus.
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Im Zusammenhang mit Mehrkoérpersystemen kénnen zwei Problemstellungen unterschie-
den werden. Zum einen muf der Effekt der Reibung zwischen zwei aufeinander gleitenden
Oberflichen verstanden und modelliert werden. Zum anderen muf} die dynamische Kopp-
lung beriicksichtigt werden, die auftritt, wenn mehrere Reibelemente im selben System vor-
handen sind. In der Literatur wird immer davon ausgegangen, dafl Coulomb’sche Reibung
mit Hilfe von 3 Schaltzustanden (gleiten vorwéarts, gleiten riickwérts, haften) beschrieben
werden kann, siche z.B. [CellT9, Mitc90, Eich92, Gloc93]. Es wird hier gezeigt, dall dies
nicht geniigt, und dafl 5 Schaltzustdnde fiir eine in jeder Situation korrekte Simulation
benétigt werden. Weiterhin wird die dynamische Kopplung {iber eine Iterationsvorschrift
behandelt, die eine neue Alternative darstellt zu den vor kurzem verdffentlichten Ansatzen
[Gloc93, Gloc93a], in denen die dynamische Kopplung durch Transformation auf ein Kom-
plementaritédtsproblem behandelt wird.

Ein einfaches Reibmodell ist in Bild 4.10 zu sehen. Auf der Abszisse ist die Relativgeschwin-
digkeit v, zwischen den aufeinander gleitenden Oberflachen aufgetragen. Die Ordinate gibt
den Wert der Reibkraft an, die tangential zu den Oberflichen wirkt. Wenn die Relativge-
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Bild 4.10: Einfaches Reibmodell.

schwindigkeit nicht verschwindet, ist die Reibkraft eine Funktion der Geschwindigkeit, die
von der Beschaffenheit der Oberflichen und dem benutzten Schmiermittel abhéangt. Ver-
schwindet die Relativgeschwindigkeit so tritt “Haften” ein, d.h. die beiden vorher aufeinan-
dergleitenden Korper sind nun fest zueinander fixiert. Die zwischen den beiden Kérpern auf-
tretende Zwangskraft wird durch das Bewegungsverhalten des gesamten Systems bestimmt.
Wenn der Betrag der Zwangskraft die maximale statische Haftreibkraft R,,.. tbersteigt,
so tritt wieder Gleiten ein. Hierbei vermindert sich die Reibkraft (ndherungsweise) unstetig

auf die kinetische Reibkraft R, .

Eine gute Einfithrung in reibungsbehaftete mechanische Systeme, zusammen mit einer um-
fangreichen Literaturliste, ist in [Arms91] zu finden. Dort werden auch detailliertere Reib-
modelle behandelt. Ein neues, kompaktes Reibmodell, welches alle bekannten Effekte zu
vereinen scheint, wurde vor kurzem in [Canu93] entwickelt. Drei Reibeffekte sind hier
erwahnenswert:

o Die beiden Korper sind in der Haftphase nicht vollkommen zueinander fixiert. Statt-
dessen sind kleine Bewegungen méglich, die proportional zur Relativverschiebung sind
und durch eine Feder mit steiler Kennlinie beschrieben werden kénnen. Dieser soge-
nannte Dahl-Effekt wird in der Regel vernachléassigt, so wie Elastizitdten in d&hnlichen
Grofenordnungen in den Gelenken oder Armen auch nicht berticksichtigt werden. Soll
der Dahl-Effekt beriicksichtigt werden, so fiithrt dies aufgrund der steifen Feder auf ein
steifes Differentialgleichungssystem und damit zu erhéhten Rechenzeiten.
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o Die Grofle der statischen Haftreibkraft R,,,. hdngt von der Vorgeschichte, der soge-
nannten Dwell-Zeit, ab.  Die Dwell-Zeit ist die Zeit zwischen dem Eintreten und
dem Verlassen der Haftphase. Bei sehr kleiner Dwell-Zeit ist die statische Haftreib-
kraft gleich der kinetischen Reibkraft (R,... = R,), d.h. es tritt dann keine unstetige
Anderung der Reibkraft beim Ubergang vom Haften zum Gleiten auf. Dieser Effekt
kann relativ einfach in die folgende Reibmodellierung mit aufgenommen werden, in-
dem R, nicht als Konstante, sondern als zeitabhéngige Grofie behandelt wird. In

[Arms91] wird die Formel
Rpaa(td) = Raz — (Rmaz,, — Ru)e™ 7 (4.42)

angegeben. Hierbei ist R,,.. die Haftreibkraft bei sehr grofler Dwellzeit, ¢, ist die
Dwellzeit und 4 und m sind empirische Parameter.

o Neben der Relativgeschwindigkeit hangt die Reibkraft noch linear von der Normalkraft
fn ab, die senkrecht zur Gleitrichtung wirkt, d.h. R = p(v,e)fn. Die Normalkraft
kann in zwei Anteile aufgespaltet werden: Eine konstante Kraft, die aufgrund ei-
ner Vorspannung der beiden Kérper zueinander, oder auf Grund anderer technischer
Gegebenheiten, vorliegt (z.B. Anprefikraft einer Reibkupplung oder einer Bremse),
sowie eine dynamisch verdnderliche Kraft, die sich aufgrund der Bewegung des me-
chanischen Systems ergibt. In Antriebsstrangen, Kupplungen und Bremsen kann die
dynamische Normalkraft oft gegeniiber der Vorspannkraft vernachléssigt werden, siehe
auch [Arms91]. Dies vereinfacht die Modellierung wesentlich und wird im folgenden
vorausgesetzt. FEs gibt aber eine Reihe von Problemen bei denen diese Annahme
nicht zutrifft. Zum Beispiel wird die Normalkraft beim Einfiihren eines Bolzens in
eine Bohrung allein durch die Bewegung des Mehrkoérpersystems bestimmt und eine
konstante statische Vorspannkraft ist nicht vorhanden. Solche Systeme kénnen mit
der unten besprochenen Vorgehensweise nicht direkt behandelt werden; siehe hierzu

[Seyf92, Gloc93].

Das Hauptproblem bei der Behandlung von Reibung liegt in der variablen Struktur des
Reibelements. Diese kann als das Blockieren und Wiederfreigeben von Gelenkfreiheitsgraden
interpretiert werden. In der Gleitphase liegt ein Gelenk vor, das eine Relativbewegung in
der Gleitrichtung erlaubt. In der Haftphase ist diese Relativbewegung gesperrt und der
Bewegungsfreiheitsgrad des Gelenks verschwindet.

Eine oft benutzte Methode, um die Schwierigkeiten eines strukturvariablen Systems zu ver-
meiden, besteht darin, den senkrechten Teil der Reibkennlinie durch eine steile Kennlinie
zu ersetzen. Durch eine solche Kennlinie werden aber Schwingungen erzeugt, die eigent-
lich im System nicht enthalten sind. Die Kennlinie wird deshalb so gewéhlt, dafl diese
Schwingungen moglichst gering sind. Durch die Steilheit der Kennlinie wird das Differen-
tialgleichungssystem steif, was zu stark erhéhten Rechenzeiten fithren kann. Dazu wurde
in [Mitc90] am Beispiel eines Antriebsstrangs mit Reibkupplung gezeigt, dafl sich die Re-
chenzeiten um mehr als den Faktor 10 erhéhen, wenn statt der nachfolgend beschriebenen
Methode, die Kennlinien-Methode benutzt wird.

Es ist schon seit langem bekannt, wie ein Reibelement mit Hilfe von Zustandsereignissen
numerisch zuverlassig und effizient behandelt werden kann [Cell79, Mitc90, Eich92]. Hierzu
wird die Kennlinie von Bild 4.10 in drei Bereiche aufgeteilt: v, < 0,v,y = 0,0, > 0.
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Wenn sich das Reibelement in der Gleitphase befindet, wird die Relativgeschwindigkeit v,;
als Indikatorfunktion benutzt (siehe auch Kapitel 3.1 ab Seite 45). Ein Ereignis tritt ein,
wenn die Relativgeschwindigkeit Null wird. Dieser Zeitpunkt mufl vom Integrator genau er-
mittelt werden, um die Integration dann an dieser Stelle anzuhalten. Dort wird das Modell
vom Gleitbereich in den Haftbereich umgeschaltet und die Integration wird neu gestartet.
In der Haftphase werden die beiden Haftkraftreserven “R,,.. — frea” und “—R0e — frea
als Indikatorfunktionen benutzt. Wenn eine der beiden Funktionen das Vorzeichen wech-
selt, ist die maximale statische Haftreibkraft erreicht und die Integration wird wiederum
angehalten. Je nachdem, welche der beiden Indikatorfunktionen das Vorzeichen wechselt,
wird das Modell entweder in den Vorwarts-Gleitbereich oder in den Riickwarts-Gleitbereich
umgeschaltet.

Diese Vorgehensweise ist schon wesentlich besser als die Kennlinien-Methode, da in kei-
nem der Integrationsbereiche unstetige Funktionen auftreten und da auch keine kiinstlichen
Steifigkeiten in das Modell eingefithrt werden. Drei Problemfelder fithren aber dazu, dafl
die Simulation von Systemen mit Reibung immer noch nicht befriedigend gelést ist und
deswegen keineswegs nur eine Standardaufgabenstellung ist:

1. Zum einen ist der Ubergang vom Haften zum Gleiten kritisch, da nach dem Umschal-
ten die Relativgeschwindigkeit immer noch Null ist. Im Gleitbereich wird aber der
Null-Durchgang der Relativgeschwindigkeit als Indikator zum Schalten vom Gleiten
zum Haften benutzt. Diese Indikatorfunktion ist aber zu Beginn der Integration schon
Null. Wie auf Seite 48 erwahnt, fithrt z.B. der Integrator DASSLRT in diesem Fall
zunachst einen kleinen Schritt aus, um ein eindeutiges Vorzeichen der Indikatorfunk-
tion zu erhalten. Wenn die Indikatorfunktion Null bleibt, bricht der Integrator mit
einer Fehlermeldung ab. Dieser Fall, daf die Indikatorfunktion Null bleibt, kann ohne
weiteres auftreten. Der kleine Schritt kénnte auch schon wieder zu grof sein, weil das
System vom Gleit- in den Haftbereich zuriickgeht. Eine weitere Schwierigkeit ergibt
sich, wenn im Gleitbereich die Beschleunigung grofy genug ist, damit ein Reibelement
direkt vom Vorwartsgleiten in das Riickwartsgleiten schalten kann. Mit der obigen
Strategie wird dagegen nur vom Vorwértsgleiten in das Haften geschaltet. Nach dem
Neustart der Integration ist die Haftkraftreserve dann sofort {iberschritten. Dies fiihrt
jedoch nicht zu einem Schalten in das Riickwéartsgleiten, da kein Nulldurchgang einer
Indikatorfunktion auftritt. Das Reibelement ist dann in einem falschen Schaltzustand.

2. Generell gibt es Schwierigkeiten, wenn in einem Modell mehrere Ereignisse zum selben
Zeitpunkt auftreten kénnen. Dies ist z.B. der Fall, wenn mehrere Reibelemente vor-
handen sind oder wenn durch eine digitale Steuerung Stellgrofien unstetig aufgebracht
werden. Dann kommt es bei den Ereignisaktionen auf die Reihenfolge der Auswertung
an. Weiterhin kann folgende Situation auftreten: Beim Ubergang vom Gleiten zum
Haften bei einem Reibelement 1 wird in der Regel die Relativbeschleunigung unste-
tig auf Null gedndert. Durch diese Unstetigkeit d&ndern sich auch die Zwangskréafte
und Zwangsmomente in allen anderen Gelenken unstetig. Dies kann dazu fithren, dafl
die Haftkraftreserve eines anderen Reibelements 2 tiberschritten wird und dieses Rei-
belement in den Gleitzustand schalten kann, bevor die Integration wieder gestartet
wird. Wenn dies nicht erfolgt, beginnt der Integrations-Neustart mit einer tiberschrit-
tenen Haftkraftreserve. Dies fiithrt jedoch wiederum nicht zu einem Schalten in den
Gleitbereich, da kein Nulldurchgang einer Indikatorfunktion eintritt.
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3. Um Reibelemente mit der obigen Methode behandeln zu kénnen, mufl das Blockie-
ren und Freigeben von Gelenkfreiheitsgraden moglich sein.  Bei kommerziellen
Mehrkérperprogrammen wird so etwas zur Zeit nicht unterstiitzt. Wenn Reibelemente
in einer allgemeinen Simulationsumgebung, wie ACSL, modelliert werden, so werden
meist alle zu den Schaltstrukturen méglichen Modelle als unterschiedliche Modelle
eingebracht, und es wird zwischen diesen Modellen umgeschaltet, siehe z.B. [Mitc90].
Dies ist aber nur bei sehr einfachen mechanischen Systemen praktikabel.

Im folgenden werden Loésungen fiir diese Problembereiche vorgeschlagen. Die wesentliche
Grundidee, um die unter Punkt 1 aufgefithrten Schwierigkeiten zu vermeiden, besteht darin,
zwel neue Schaltbereiche hinzuzunehmen und damit 5 Schaltzustdnde zu betrachten: Hier-
bei werden die Uberginge zwischen Haften und Vorwértsgleiten, sowie zwischen Haften und
Rickwértsgleiten, als neue Bereiche eingefiihrt. Diese Bereiche sind dadurch definiert, daf3
die Relativgeschwindigkeit Null ist, der im Haftbereich gesperrte Freiheitsgrad aber wieder
freigegeben ist. Dies bedeutet, dafl die Reibkraft den vorgegebenen Wert + R, besitzt und
die Relativbeschleunigung, je nach Zustand, entweder gréfler oder kleiner Null ist. Den
kompletten Schaltvorgang kann man jetzt, im Gegensatz zur obigen dreiwertigen Schaltlo-
gik, als deterministischen endlichen Automaten (abgekiirzt: DEA) behandeln, wie er auf
Seite 62 besprochen wurde. Das Ubergangsdiagramm dieses DEA ist in Bild 4.11 zu sehen.
Ausgehend von einem Zustand des DEA; z.B. von Forward, geben die Relationen an den

Start
Vg <0 | i Vi > 0
else
Veel < 0 fC < 'Rmax fc > Rmax Vrel > 0
; * \ v ‘ * ‘ * v
Backward StartBackward Locked StartForward Forward
”\{_el < Oll "arels Oll "ar61= 0" "arelz OH l|\][el > Oll

\ Ftox |
a,,> 0 and not v, < 0 a,< 0 and not v > 0

Vrel 2 0 Veel £ 0

Bild 4.11: Ubergangsdiagramm des Reibmodells.

Kanten eindeutig an, in welchen Zustand der DEA bei gegebenen Werten der beschreiben-
den Variablen zu schalten hat. Vor dem Integrationsstart, und bei einem Freignis, werden
die Zustande des DEA solange durchlaufen bis ein Zustand erreicht ist, von dem aus kein
weiteres Schalten erfolgt. Erst dann wird die Integration gestartet, bzw. nach einem Ereignis
neu gestartet. Hierdurch ist garantiert, dafl keine der unter Punkt 1 aufgefithrten Schwierig-
keiten auftreten kann. Jedes Schalten im DEA bewirkt eine komplette Neuauswertung des
Differentialgleichungssystems, da die Variablen nach dem Schalten neu berechnet werden
miissen.

Zur Demonstration sollen einige Schaltzyklen diskutiert werden. Beim Start der Integration
wird aufgrund der Relativgeschwindigkeit entschieden, bei welchem Zustand begonnen wird.
Wenn die Geschwindigkeit Null ist, wird im Zustand Locked begonnen. Unter der Annahme
eines gesperrten Gelenks wird das Modell jetzt ausgewertet. Wenn die Zwangskraft f. groBer
als die statische Haftreibkraft R, ., wird, so schaltet der DEA in den Zustand StartForward,
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d.h. der entsprechende Gelenkfreiheitsgrad wird freigegeben. Da die Relativgeschwindigkeit
Null ist, bleibt der DEA in diesem Zustand und die Integration wird gestartet. Als Indi-
katorfunktionen werden jetzt die Relativgeschwindigkeit v,.; und die Relativbeschleunigung
a,e; benutzt. Mit der auf Seite 50 erlduterten Strategie wird ein sehr kleines Intervall um
identisch verschwindende Indikatorfunktionen gelegt, hier fiir die Relativgeschwindigkeit.
Wenn dieses Intervall verlassen wird, tritt ein Ereignis auf. Im Beispiel tritt damit ein Fr-
eignis auf, wenn v,.; entweder positiv wird oder wenn die Relativbeschleunigung kleiner als
Null wird (und v, nicht positiv ist). In der Regel wird also nach einem kleinen Zeitschritt
ein Freignis eintreten und der DEA wird nach Forward schalten. Wenn die Relativgeschwin-
digkeit wieder kleiner als Null wird, tritt wiederum ein Ereignis ein und der DEA schaltet
direkt in den Zustand Locked. Dann wird das Modell noch einmal ausgewertet. Sollte jetzt
fo < — R4 sein, schaltet der DEA weiter zu StartBackward.

Im DEA ist eine kleine Hysterese eingebaut, um ein sofortiges Zuriickschalten von Start-
Forward und StartBackward nach Locked zu vermeiden, wenn im vorigen Schaltzyklus von
Locked in diese Zustande geschaltet wurde. Wie auf Seite 61 erlautert, kann es sein, daf}
aufgrund numerischer Fehler die Beschleunigung a,.; in StartForward bzw. StartBackward
als Null berechnet wird, obwohl f. > R4 bzw. f. < —R,.. ist. Aus diesem Grund wird
erst zuriickgeschaltet, wenn a,.; < 0 bzw. a, > 0 wird.

Das Problem strukturvariabler Modelle wurde schon im letzten Abschnitt gelést. Dort
wurde gezeigt, dafl bei Mehrkérpersystemen in Baumstruktur durch das objektorientierte
O(n) Verfahren das Blockieren und Freigeben von Gelenken praktisch ohne Effizienzverlust
behandelt werden kann. Im Reibelement mufl demnach nur festgelegt werden, ob ein Gelenk
blockiert oder nicht. Der Mehrkérperalgorithmus ermittelt dann alle notwendigen Variablen,
je nach Blockierzustand.

Mit der in Kapitel 4 vorgestellten Strategie wird das gleichzeitige Auftreten mehrerer Fr-
eignisse zuverlassig behandelbar. Hierzu wird der obige DEA mit der Transformationsvor-
schrift von Seite 63 in eine Folge von (im wesentlichen Boole’schen) Gleichungen umgewan-
delt. Diese Gleichungen werden zusammen mit allen anderen Gleichungen des Modells auf
Blockdreiecksform sortiert. Dadurch ist garantiert, dafl die “Ereignisaktionen” in der rich-
tigen Reihenfolge ausgewertet werden, auch wenn mehrere Freignisse zum selben Zeitpunkt
auftreten.

Wenn mehrere Reibelemente vorhanden sind, kann es vorkommen, dafl sich die DEAs bei
einem Ereignispunkt gegenseitig beeinflussen. Schaltet z.B. ein Reibelement 1 von Forward
nach Locked und werden die Modellgleichungen neu ausgewertet, kann die Zwangskraft in
einem anderen (sich im Haftzustand befindlichen) Reibelement 2 grofier als die statische
Haftreibkraft werden. Der DEA von Reibelement 2 schaltet dann nach StartForward. Durch
den DEA-Mechanismus und das Sortieren wird garantiert, dal das Schalten auch beim
Vorliegen dieser Verkopplungen korrekt erfolgt.

Beim obigen Vorgehen verbleibt nur eine Schwierigkeit: Es kann nicht garantiert werden,
dafl das Schalten der DEAs konvergiert. Es ist moglich, dafl sich die DEAs eines Modells
gegenseitig so beeinflussen, dafl eine “unendliche Schaltschleife” auftritt. Dies ist eine prin-
zipielle Schwierigkeit bei dynamisch verkoppelten Reibelementen. Das Problem kann auch
so formuliert werden: Wenn ein Ereignis auftritt, finde einen konsistenten Satz von Schalt-
zustanden und Variablen, sodafl die dynamischen Gleichungen und die Reibgesetze erfiillt
sind. Die obige Methode 16st dieses Problem durch sukzessives Schalten in den DEAs der
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Reiblemente, was einer Fixpunktiteration entspricht. In [Loet81, Gloc93, Gloc93a] wird das
Problem auf die Lésung eines linearen Komplementarititsproblems zuriickfiithrt!®. Dieses
hat die folgende Form:

y=Ax+b ; y>0: x>0 ; y'x=0. (4.43)

Hierbei sind die Unbekannten x und y gesucht. Es gibt eine reichhaltige Losungstheorie
fiir diese Art von Gleichungen, siehe [Murt88]. Zum Beispiel kann der Algorithmus von
Lemke auf jedes Gleichungssystem (4.43) angewandt werden. Konvergenzaussagen gibt es
jedoch nur fiir spezielle Strukturen der Matrix A, wie Symmetrie und positive Definitheit.
Leider hat A bei Reibproblemen eine Struktur, fiir die keine Konvergenzbeweise bekannt
sind, siehe [Gloc93a]. Das sichere Auffinden eines konsistenten Satzes von Schaltzustanden
bei Reibelementen ist damit noch nicht zufriedenstellend gelst.

Reibelemente kénnen mittels des oben erlauterten Verfahrens genauso einfach wie andere
“normale” Kraftelemente verwendet werden. Dies soll an einem nicht-trivialen Beispiel de-
monstriert werden, welches weder mit Hand (aufgrund der Komplexitét), noch mit kommer-
ziell verfiigharen Mehrkorperprogrammen, gel6st werden kann. Hierzu wird eine neue Klasse
FExtFriction eingefiihrt, die als externes Kraftgesetz bei einer Reihe von MKS-Elementen,
z.B. Gelenken, benutzt werden kann. Die Klasse wird aus dem DEA von Bild 4.11 mit
der auf Seite 63 angegebenen DEA-Transformation gebildet, und von der Klasse FxtForcel,
durch Vererbung abgeleitet (die Klasse FatForcel ist auf Seite 87 beschrieben):

model class (ErtForcel) ExtFriction

parameter Rmazx = 0 {maximale statische Haftreibkraft}
terminal Rv {(positive) Gleitreibkraft}
terminal R {Reibkraft}

local Forward = false, StartForward = false,
Backward = false, Start Backward = false, Start = true

fL = if Forward or StartForward then Ryv else
if Backward or Start Backward then -Rv else 0

R = fL+ fLe
Locked = not ( Forward or StartForward or

Backward or Start Backward or Start )
new(Start) = false
new(Forward) = ¢d > 0 and (Forward or StartForward or Start)
new(Backward) = ¢d < 0 and (Backward or Start Backward or Start)
new(StartForward) = Locked and fLc > Rmax or StartForward and not

(gd > 0 or qd <=0 and qdd < 0)
new(Start Backward) = Locked and fLc < —Rmaxz or StartBackward and not
(¢d < 0 or qd >= 0 and qdd > 0)

end

Die maximale statische Haftreibkraft wird als Parameter Rmax definiert. Es wird ange-
nommen, dafl die Vorwarts- und Riickwéarts-Gleitreibkraftfunktionen betragsmafBig gleich
sind. Da hier zahlreiche Kennlinienvarianten auftreten kénnen, wird die Gleitreibkraft fiir

13In den zitierten Arbeiten werden Reibmodelle betrachtet, bei denen auch die Normalkraftabhingigkeit
beriicksichtigt wird.
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das Vorwartsgleiten Rv nur als terminal Variable definiert, d.h. die Funktion Rv = Rv(q¢d)
muB auBerhalb des Reibelements festgelegt werden. Uber den cut extL, der von der Klasse
ExtForcel, geerbt wird, kann das Reibelement an den entsprechenden Kraftelement-Cut von
Gelenken angeschlossen werden. Hierbei ist ¢ die Relativkoordinate im Gelenk (z.B. der
Drehwinkel bei einem Drehgelenk oder die Verschiebung bei einem Translationsgelenk) und
qd, gdd sind deren erste und zweite Ableitung. Die Boole’sche Variable Locked wird im
Reibelement gesetzt und bestimmt den Schaltzustand des Gelenks. Die Through-Variable
fL ist die eingeprigte Kraft und die Through-Variable fLec ist die Zwangskraft im Gelenk.
fL wird im Reibelement als Gleitreibkraft berechnet, wihrend fLc¢ im Gelenk bestimmt
wird. Die Summe von f[L und fLc ist die tatsdchlich im Gelenk wirkende Reibkraft und
wird tiber die Terminal-Variable R fiir Informationszwecke nach auflen zur Verfiigung ge-
stellt. Die restlichen Anweisungen in der Klassenbeschreibung sind eine direkte Abbildung

des DEA.

Als Demonstrationsbeispiel wird der schon auf Seite 96 eingefithrte 6-freiheitsgradige Indu-
strieroboter Manutec r3 benutzt, wobei das dort besprochene Robotermodell um Reibele-
mente erweitert wird. In jedem Gelenk des Roboters soll Coulomb’sche Reibung wirken,
wobei die von Tiirk [Tuer90] gemessenen Reibkennlinien verwendet werden. Dieses Mo-
dell ist schon recht komplex, weil es durch das mogliche Haften in jedem Gelenk insgesamt
2% = 64 unterschiedliche Modellstrukturen gibt'* und weil aufgrund der 6 DEAs mit je 5
Zustanden insgesamt 5° = 15625 verschiedene Schaltzustinde moglich sind.

Das Robotermodell von Seite 96 wird nun einfach um 6 Reibmodelle erweitert:

@mbssim.lib {verwende O(n) MKS-Bibliothek}
model robot
submodel (Inertial) i (9=9.81, ng3=-1)
submodel (RevoluteLS) r1 (r3=1) ;r2(nl=1) ,r3 (nl=1)
submodel (RevoluteLS) r4 (r3=1) ,r5(nl=1) ,r6 (n3=1)
submodel (Bar) b3 (r3 = 0.5), 5 (r3=10.73), 6L (r1 =rLl, r2=rL2, r3 =rL3)
submodel (Body) ml (133 = 1.16)
submodel (Body) m2 (m =56.5,r1=0.172,r3 =0.205 , 11 =2.58 ,22=0.73 ,

133=0.64 , I31 = —0.46)
submodel (Body) m3 (m = 26.4, r1 = 0.064, r3 = —0.034, I11 = 0.279 , 22 = 0.413,
133 =0.245 , 131 = —0.07)

submodel (Body) m4 (m = 28.2 ,r3=032 [ I11=1.67 | I22=1.67,
133 =0.081)

submodel (Body) mb (m =5.2 , r3=10.023 , 111 =0.0125, 122 = 0.0153,
133 = 0.0081)

submodel (Body) Load (m = mlL)

submodel (ExztFriction) Rl (Rmax = 42) , R2 (Rmax = 105) , R3 (Rmax = 42)
submodel (ExztFriction) R4 (Rmax = 26.7), R5 (Rmazx = 39.6), R6 (Rmax = 16.8)

parameter mL =5 rL1 =01, »rL2=0, rL.3=10
input u(6) {Antriebsmomente in den Gelenken}

output R(6) {Reibkrifte in den Gelenken

connect ¢ to rl to r2 to b3 to r3 to rd to b5 to rb to r6 to bL,
ml at r1:b, Rl at rl:extl, m4d at rd:b, R4 at rd:extl,
m2 at r2:b, R2 at r2:extl, mb at rb:b, Rb at rbextl,

1“Wenn z.B. alle 6 Gelenke im Haftzustand sind, hat der Roboter 0 Freiheitsgrade; wenn alle Gelenke im
Gleitzustand sind, hat der Roboter 6 Freiheitsgrade.
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m3 at r3:b, R3 at r3:extl, load at b6:b, RE at r6:extl

w(l) =rlf
u(6) : .7“6.f
R(1) =RLR
R(6) = R6.R

R1.Rv = 424+ 8.96 * abs(rl.qd)
R2.Rv = 105 + (if abs(r2.qd) < 0.62 then (21/0.62) *« abs(r2.qd)

else 21+ 24.5x (abs(r2.qd) — 0.62))
R3.Rv = 42+ (if abs(r3.qd) < 2.2 then (12/2.2) * abs(r3.qd)

else 12+ 3« (abs(r3.qd) —2.2))

R4.Rv = 21.84 9.8 % abs(rd.qd)
R5.Rv = 30.1 4 (if abs(rb.qd) < 1.26 then (3.2/1.26) * abs(r5.qd)

else 3.2+ 0.5 (abs(rb.qd) — 1.26))
R6.Rv = 10.94 3.9 % abs(r6.qd)

end

Bei den Drehgelenken werden Objekte der Klasse Revolutel.S benutzt, d.h. diese Drehge-
lenke konnen blockiert werden (“L”) und der Drehwinkel und seine erste Ableitung wer-
den als ZustandsgroBen benutzt (“S”). Im Vergleich zum vorherigen Robotermodell werden
zusdtzlich 6 Objekte der Klasse FrtFriction deklariert und mit der connect Anweisung an
die entsprechenden Gelenke gebunden. Weiterhin werden die Gleitreibkraftfunktionen mit
Hilfe von if-Anweisungen am Ende des Modells beschrieben. Man beachte, dafl in den er-
sten 3 Gelenken R,,,, = R, ist, wédhrend in den letzten 3 Gelenken jeweils eine Unstetigkeit
vorliegt. Auf diese sehr einfache Weise wird die Reibung in den 6 Gelenken definiert. Als
Eingangsgrofien in das Modell werden die Antriebsmomente in den Gelenken benutzt. Als
Ausgangsgrofien werden die in den Gelenken wirkenden Reibkrifte verwendet.

Fiir eine Simulation werden die Fingangsgréfien und die Anfangswerte der Zustandsgréfien
auf Null gesetzt, mit Ausnahme von: uy(t) = —40 Nm, wug(t) = —24 Nm, ¢ =1 rad/s.
Durch diese Wahl der Eingangsgréfien und der Anfangswerte tritt der oben erwédhnte Fall
auf, dal mehrere Reibelemente gleichzeitig an einem Ereignispunkt schalten. Im folgenden
Simulationsprotokoll sind die auftretenden Schaltvorgdnge zusammengestellt:

Starting Time = 0.

Iteration 1: Variable frl.Forward changed to True
Variable frl1.Start changed to False
Variable fr2.Start changed to False
Variable fr3.Start changed to False
Variable fr4.Start changed to False
Variable fr5.Start changed to False
Variable fr6.Start changed to False

Iteration 2: Variable fr2.StartBackward changed to True

An event occured at Time = 2.85387872231191E-10
Iteration 1: Variable fr2.Backward changed to True
Variable fr2.StartBackward changed to False

An event occured at Time = 4.91991757360510E-02
Iteration 1: Variable frl.Forward changed to False
Iteration 2: Variable fr3.StartBackward changed to True
Variable fr6.StartBackward changed to True

An event occured at Time = 4.91991757388258E-02
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Iteration 1: Variable fr6.Backward changed to True
Variable fr6.StartBackward changed to False

An event occured at Time = 4.91991757569666E-02
Iteration 1: Variable fr3.Backward changed to True
Variable fr3.StartBackward changed to False

An event occured at Time = 5.39751964428538E-02
Iteration 1: Variable fr2.Backward changed to False

An event occured at Time = 9.39294865468687E-02
Iteration 1: Variable fr3.Backward changed to False

Beim Start der Integration sind alle Gelenke blockiert, mit Ausnahme von Gelenk 1, da
dessen Winkelgeschwindigkeit ungleich Null ist. Bei der zweiten Iteration ergibt sich, daf3
diese Annahme nicht vollkommen richtig war, so dafl Gelenk 2 in den StartBackward Zu-
stand schaltet. Nach einer kurzen Integrationszeit geht Gelenk 2 in reines Riickwartsgleiten
tiber. Nach 0.049 Sekunden tritt ein Ereignis ein, da Gelenk 1 in die Haftphase tibergeht.
Auf Grund der unstetigen Anderung der Winkelbeschleunigung von Gelenk 1 gibt es einen
“Ruck” der dazu fithrt, dafl die Gelenke 3 und 6 zu gleiten beginnen. Bei 0.054 Sekunden
und bei 0.094 Sekunden gehen die Gelenke 2 und 3 jeweils wieder in das Haften tiber.

In Bild 4.12 sind Ergebnistrajektorien dieses Simulationslaufs zu sehen. Im linken Bild sind
die Reibmomente der Gelenke 1, 3 und 6 aufgetragen. Man sieht deutlich die unstetige
Anderung der Reibmomente zum Zeitpunkt t=0.049. Im rechten Bild sind die Winkelge-

Reibmomente R(1), R(3), R(6) Winkelgeschw. r1.qd, r3.qd, r6.qd
E2 EO
0.45 \‘\‘_ 1.2
0.30 o 0.6 -
> >
%] 8 49 49 49 40 49 40 %]
0.15 T 0.0 -2 T T o o
< <
0.00 . -0.6 .
o o
-0.15 P 5 12 5
——a— 3
-0.30 -1.8
-0.45 2.4
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Bild 4.12: Simulationsergebnis des Roboters mit Reibung.

schwindigkeiten der Gelenke 1, 3 und 6 zu sehen. Zum Zeitpunkt t=0.049 verschwindet
die Winkelgeschwindigkeit von Gelenk 1. Gleichzeitig werden die Winkelgeschwindigkeiten
der Gelenke 3 und 6 ungleich Null. Da die Winkelgeschwindigkeit von Gelenk 3 recht klein
bleibt, ist die Anderung dieser Winkelgeschwindigkeit im Bild kaum zu sehen.

4.6 Mehrkorpersysteme mit kinematischen Schleifen

Die bis jetzt besprochenen Algorithmen kénnen nur bei Mehrkérpersystemen in Baum-
struktur angewendet werden. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie Mehrkoérpersysteme
behandelt werden kénnen, die auch kinematische Schleifen enthalten.

Eine iibliche Vorgehensweise zur Behandlung kinematischer Schleifen besteht darin, ein
Mehrkérpersystem durch Schnitte in ausgewédhlten Gelenken in ein MKS mit Baumstruktur
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umzuwandeln (siehe z.B. [Robe88, Leis92]). Die Gleichungen des MKS in Baumstruktur
werden aufgestellt und um die Zwangsgleichungen der Schnittgelenke erweitert. Im fol-
genden wird gezeigt, wie diese Gleichungen mit der objektorientierten Modellbeschreibung
erzeugt und gelést werden kénnen. Fine interessante, alternative Methode wurde von Hiller,
Kecskeméthy und Woernle entwickelt [Woer88, Hill93, Kecs93, Kecs93a]. Hierbei werden
kinematische Schleifen nicht an einem Gelenk, sondern an mehreren Gelenken geschnitten.
Fiir viele technisch wichtige Schleifentypen gelangt man damit zu einem explizit auflésba-
ren System von Gleichungen, was beim ersten Verfahren nicht der Fall ist. Es erscheint
moglich, auch dieses Verfahren mit einer objektorientierten Modellierungssprache wie Dy-
mola zu realisieren. Dies fiihrt jedoch iiber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinaus und
wurde nicht im Detail untersucht.

Beim ersten Verfahren mufl der Anwender aufgrund der kinematischen Struktur eines
Mehrkorpersystems entscheiden, durch welche Schnitte das MKS in eine Baumstruktur
iiberfiihrt wird. Das MKS in Baumstruktur wird mit den in den letzten Abschnitten
erlauterten Klassen modelliert. Danach werden die Schnittgelenke mit Hilfe von Spezialklas-
sen beschrieben und entsprechend der physikalischen Struktur mit dem schon modellierten
MKS in Baumstruktur zusammengeschaltet.

Die Klassen fiir die Schnittgelenke ergeben sich aus folgenden Uberlegungen: Auf Grund
eines Schnittgelenks wird die Relativbewegung der beiden Cut-Frames des Schnittgelenks
zueinander eingeschrankt. Wenn das Schnittgelenk f Freiheitsgrade besitzt, so gibt es je-
weils (6 — f) Zwangsbedingungen auf Lage-, Geschwindigkeits- und -Beschleunigungsebene.
Diese kénnen entweder direkt fiir einen bestimmten Gelenktyp angegeben werden, oder
durch Elimination der verallgemeinerten Koordinaten q des Gelenks aus den Gleichungen
(4.9) von Seite 81 ermittelt werden. Weiterhin miissen (6 — f) voneinander unabhangige,
unbekannte Schnittkrifte A° ausgewahlt werden und das resultierende Schnittmoment und
die resultierende Schnittkraft f* am Cut b des Gelenks mu8 als Funktion dieser Unbekannten
ausgedriickt werden. Ein Schnittgelenk wird damit durch Angabe der folgenden Gleichungen
definiert, die Funktionen der Relativgrofien des Gelenks sind:

0 = g, (°r* T (4.44a)
0 = g, (v, breb T (4.44D)
0 — ga(béab7 bgpab bypab bTa) (4.44¢)
" = w (e TN + & (™, PTY)A° | (4.44d)

Als Beispiel wird das auf Seite 86 besprochene, einfache Drehgelenk behandelt. Fin Dreh-
gelenk wird durch folgende Gleichungen als Funktion seiner Minimalkoordinate, d.h. des
Drehwinkels ¢, beschrieben:

'T* = nn’ + (E—nn") - cos(q) — skew(n) - sin(q) (4.45a)
“a bt n|.
boab [ oo ] _ [ o ] g (4.45b)

b ab
bart = [bab} - [g]q‘ (4.45¢)

aa
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Um das Drehgelenk als Schnittgelenk verwenden zu kénnen, mufl neben der Drehachse n
noch ein Vektor u im Cut-Frame b angegeben werden, der auf der Drehachse senkrecht steht.
Mit diesen beiden gegebenen Vektoren kann ein dritter Vektor w berechnet werden, der auf
n und u senkrecht steht. Da das Drehgelenk einen Freiheitsgrad besitzt, miissen auf Lage-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene je 5 Zwangsgleichungen angegeben werden.
Diese konnen aus (4.45) erhalten werden. Da die translatorischen Anteile der Gleichungen
(4.45) nicht von ¢ abhangen, kénnen diese direkt als Zwangsgleichungen verwendet werden.
Aus den rotatorischen Anteilen kann ¢ durch geeignete Projektionen mit u und w eliminiert
werden. Dies fithrt auf

ul*Ten
g, = | wi'Tn | =0 (4.46a)
brab

uT bwab 7]
g, = WZ bugab =0 (446b)
Va

ul Por®
g, = | wita®® | =0 (4.46¢)
baab

1
s _ |u w 0 0 O . n| ..
R S I A E

c
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Das Gesamt-Gleichungssystem eines Mehrkorpersystems setzt sich jetzt zusammen aus den
MKS-Gleichungen des aufspannenden Baums, sowie aus den obigen Gleichungen der Schnitt-
gelenke. Das Gleichungssystem ist groff und diinnbesetzt. Ahnlich wie fiir baumstruktu-
rierte Systeme in Abschnitt 4.3.4 ab Seite 101, kann auch dieses Gleichungssystem mit Hilfe
des Tearing-Verfahrens auf ein kleines, dichtbesetztes Gleichungssystem transformiert wer-
den. Dabei koénnen geeignete Tearing-Variablen und Tearing-Gleichungen durch folgende
Fragestellung anschaulich ermittelt werden (siehe Gleichungssystem (2.11) auf Seite 29):

Welche unbekannten Variablen x, mussen bekannt und welche bekannten Varla-
blen by miissen unbekannt sein, damit die anderen unbekannten Variablen x;
sowie by berechnet werden konnen?

Es zeigt sich, daf als Tearing-Variablen die zweiten Ableitungen der Gelenkkoordinaten
q aller Gelenke des aufspannenden Baums und die Schnittkrifte A° aller Schnittgelenke
verwendet werden kénnen. Die Tearing-Gleichungen sind, wie bei baumstrukturierten Sy-
stemen, die Gleichungen (4.12) auf Seite 83 mit der die verallgemeinerten Gelenkkrifte
A° der Gelenke im aufspannenden Baum berechnet werden, sowie die Zwangsgleichungen
(4.44a, 4.44b, 4.44c) aller Schnittgelenke. Dies kann folgendermaflen eingesehen werden:

Wenn als “Zustandsgréflen” die Variablen q und g verwendet werden und die Tearing-
Variablen q und A° bekannt sind, dann koénnen die verallgemeinerten Kréfte A° in den
Gelenken des aufspannenden Baums berechnet werden, weil dies genau das inverse dyna-
mische Problem ist. Da die Variablen A° als bekannt angesehen werden, wirken sich die
Schnittgelenke dabei wie zusédtzliche Kraftelemente aus, die durch die Gleichungen (4.44d)
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beschrieben sind. Bei der Lésung des inversen dynamischen Problems kénnen auch die Ab-
solutgroflen jedes Cut-Frames berechnet werden, insbesondere der Cut-Frames der Schnitt-
gelenke. Wenn die Absolutgrofien der Schnittgelenk Cut-Frames bekannt sind, kénnen die
relativen kinematischen Gréflen der Schnittgelenke bestimmt werden und damit kénnen die
Zwangsgleichungen (4.44a, 4.44b, 4.44c) der Schnittgelenke, also die noch verbleibenden
Tearing-Gleichungen, ausgewertet werden. QED.

Das Tearing-Verfahren fiihrt deswegen zu einem Gleichungssystem, wie es iiblicherweise mit
Hilfe von mechanischen Prinzipien abgeleitet wird (siehe z.B. [Robe88]):

M(q)d = h(q,q) + A° + G'(q)x° (4.47a)
~ g = gl G- (1.47)

0 = g = G(q)q (4.47¢)

0 = g. = G(q)a+ %c’l- (4.47d)

Hierbei ist (4.47a) die Dynamikgleichung des aufspannenden Baums, (4.47b) beschreibt die
Zwangsgleichungen aller Schnittgelenke auf Lageebene, (4.47¢) beschreibt die Zwangsglei-
chungen aller Schnittgelenke auf Geschwindigkeitsebene und (4.47d) beschreibt die Zwangs-
gleichungen aller Schnittgelenke auf Beschleunigungsebene. Das Gleichungssystem (4.47)
ist ein tiberbestimmtes differential-algebraisches Gleichungssystem in den unbekannten Ge-
lenkkoordinaten q(t) aller Gelenke des aufspannenden Baums und in den Zwangskraften

A(t) aller Schnittgelenke.

Das Gleichungssystem kann auch auf folgende Weise interpretiert werden: Die Gleichungen
(4.47a, 4.47b) beschreiben eine singulire DAE mit dem Stérungsindex 3. Durch zweimaliges
Differenzieren von (4.47b) wird die iiberbestimmte DAE (2.19) von Seite 34 erhalten. Damit
kénnen alle in Kapitel 2.4 ab Seite 31 angegebenen Verfahren benutzt werden, um die DAE
(4.47) zu 1ésen. Zwei Lésungsverfahren sollen kurz skizziert werden:

1. Die Dummy Derivative Methode:

Hier mufl der Anwender festlegen, welche Gelenkkoordinaten des aufspannenden
Baums als Zustandsgréflen benutzt werden. Fiir die ausgewdhlten Gelenke miissen im
Modell Gelenktypen verwendet werden, die die Gelenkkoordinaten als Zustandsgrofen
definieren. Bei allen anderen Gelenken im aufspannenden Baum werden die verallge-
meinerten Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-Koordinaten des jeweiligen
Gelenks als voneinander unabhéngige Unbekannte aufgefafit. Mit diesem Vorgehen
geht das obige Gleichungssystem (4.47) in eine Index-1 DAE iiber, die genauso viele
Gleichungen wie Unbekannte besitzt. Die DAE besteht aus linearen und nichtlinearen
Gleichungen in den unbekannten Variablen und kann z.B. mit DASSL gelést werden.

2. Transformation auf ein l6sbares Index-2 System:
In Kapitel 2.4 ab Seite 40 wurde ein allgemeines Verfahren angegeben, um jede (struk-
turell) singulare DAE auf eine spezielle Index-2 DAE zu transformieren, die mit leicht
modifizierten Standardverfahren geldst werden kann. Die Anwendung dieser Transfor-
mationsvorschrift auf (4.47) fihrt zu der folgenden Index-2 DAE in den unbekannten

Variablen p(t) (: CI)7 V(t) (: CI)7 a(t) (: CI)7 )‘C(t)v ”l’p(t)7 "l’v(t):

p = v+Gi(p)n, (4.48a)



v = a+Gl(p)p, (4.48b

)

M(p)a = h(p,v) + A° + GI(p)X° (4.48¢)
0= g = &) G- s

0 =g = G(p)v (4.48e)

0 = g, = G(p)a—l—%v . (4.48f)

In der Literatur gibt es Vorschliage, wie die O(n) Verfahrensklasse auf MKS mit Schleifen
verallgemeinert werden kénnen. Entsprechend ist dies auch fiir die in Abschnitt 4.4 bespro-
chene O(n) Methode méglich. Hierzu mufl das O(n) Verfahren von Abschnitt 4.4 mit dem
Tearing-Verfahren kombiniert werden.

4.7 Diskussion

In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie starre Mehrkorpersysteme objektorientiert model-
liert werden kénnen. FEs sind nur einige wenige Klassen notwendig, um die lokalen Eigen-
schaften von Gelenken, Kraftelementen, Beobachtungsgroflen und Tragheitseigenschaften
von Starrkérpern zu beschreiben. MKS-Objekte werden entsprechend ihrer physikalischen
Beziehungen zusammengeschaltet. Die Realisierung einer MKS-Bibliothek ist einfach, da
nur die Gleichungen der lokalen Komponenten-Typen in die Bibliothek eingetragen werden
miissen.

Je nachdem welche Gréfen als bekannt und welche Gré8en als unbekannt angesehen werden,
kénnen die Gleichungen eines MKS fiir verschiedene Aufgabenstellungen generiert werden.
Aufgabenstellungen sind z.B. Vorwirtskinematik, inverses dynamisches Problem, direktes
dynamisches Problem, inverse Kinematik, Stationdrwertberechnung. In allen diesen Féllen
kénnen die entstehenden grofien, diinnbesetzten Gleichungssysteme mit Hilfe des allgemei-
nen Tearing-Verfahrens symbolisch auf kleine, vollbesetzte Gleichungssysteme transformiert
werden, die mit vorhandenen Standardverfahren gelést werden kénnen. Fiir baumstruktu-
rierte Mehrkorpersysteme ist es moglich die attraktive O(n) Verfahrensklasse anzuwenden,
indem die Gleichungen der einzelnen Klassen etwas umformuliert werden. Weiterhin kénnen
damit, ohne Effizienzverluste, auch Mehrkoérpersysteme behandelt werden die strukturva-
riabel sind, weil Gelenke wéhrend einer Simulation blockieren kénnen. Diese Eigenschaft
wird u.a. zur Behandlung von Coulomb’scher Reibung benétigt. In Kombination mit den,
in Kapitel 3 ab Seite 45 besprochenen, Methoden zur Modellierung von ereignisabhéngigen
Modellen, kénnen damit auf einfache Weise Mehrkérpersysteme behandelt werden, deren
Modellstruktur sich aufgrund von Ereignissen &ndert. Dies wurde am Beispiel eines Robo-
ters gezeigt, in dessen 6 Gelenken Coulomb’sche Reibung vorhanden ist, was zu 2°¢ = 64
unterschiedlichen Modellstrukturen fiihrt.

Noch unbefriedigend bei dem obigen Vorgehen ist, da} es noch nicht vollkommen “objekt-
orientiert” ist, da Gelenkobjekte immer so eingebaut werden sollten, dafl der Cut a des
Gelenks “ndher” am Inertialsystem ist. Bei Verwendung des O(n) Verfahrens ist dies eine
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notwendige Voraussetzung. Wird dieser Konvention beim Einsatz der Tearing-Methode
nicht gefolgt, werden unnétigerweise kleine lineare Gleichungssysteme gelost, die auch ein-
fach analytisch invertiert werden kénnten. Abhilfe erscheint moglich, indem z.B. explizite
Sprachelemente angeboten werden, mit denen die Inverse einer Matrix analytisch vorgegeben
werden kann. Das Tearing-Verfahren hat noch weitere, kleinere Nachteile. Zum einen wird
nicht erkannt, daf§ die Matrix des entstehenden kleinen Gleichungssystems symmetrisch ist,
was verhindert, daf effizientere und robustere Gleichungsloser angewendet werden kénnen.
Wahrscheinlich kann das Tearing-Verfahren aber entsprechend verallgemeinert werden, um
eine solche Eigenschaft (automatisch) festzustellen. Zum anderen mufl der Anwender die
Tearing-Gleichungen und Tearing-Variablen vorgeben. Hier erscheint es denkbar, daf in der
MKS-Bibliothek Tearing-Gleichungen und -Variablen vordefiniert werden kénnen, die jeweils
als Voreinstellung fiir die am héaufigsten eingesetzte Aufgabenstellung verwendet werden.

Trotz der noch bestehenden kleineren Probleme, kénnen zumindest Mehrkoérpersysteme in
Baumstruktur durch Verwendung des O(n) Verfahrens zufriedenstellend und effizient be-
handelt werden. Die einfache und sichere Unterstiitzung bei der Formulierung von struktur-
variablen Mehrkorpersystemen ist hier eine Eigenschaft, die bei vielen MKS-Programmen
nicht gegeben ist.



Kapitel 5

Objektorientierte Modellierung von
Antriebsstriangen

Ein wichtiges Element mechanischer Systeme sind Antriebsstrénge. Ein mechanischer An-
triebsstrang besteht aus Wellen und Getrieben, wobei Elastizitat, Dampfung, Reibung und
Lose vorhanden sein kénnen. Da solche Antriebsstrénge mechanische Bauteile sind, kénnte
man zur Modellierung die in Kapitel 4 diskutierten, allgemeinen Methoden der Mehrkérper-
dynamik einsetzen. Dies ist jedoch aus mehreren Griinden nicht zweckméaBig:

Zum einen erlaubt die rein 1-dimensionale Bewegungsrichtung von Antriebsstringen eine
Reihe von Vereinfachungen fiir die Anwendersicht. Zum anderen kénnen aufgrund der Ro-
tationssymmetrie der bewegten Kérper die dynamischen Gleichungen effizienter formuliert
werden. Weiterhin bestehen Antriebsstrange immer aus einfachen kinematischen Schleifen,
die speziell behandelt werden sollten, da dies viel effizienter méglich ist als bei allgemeinen
3-dimensionalen kinematischen Schleifen.

Die hier vorgestellte Modellierung von Antriebsstrangen basiert auf einer Spezialisierung
der Methoden aus Kapitel 4 auf 1-dimensionale mechanische Systeme. In einem ersten
Schritt werden nur raumfeste Antriebsstrange betrachtet. Dies ergibt einfache und iiber-
sichtliche Gleichungen, an denen der O(n) Algorithmus fiir das direkte Problem, sowie die
Behandlung strukturvariabler Systeme, besonders deutlich dargestellt werden kénnen. Ins-
besondere zeigt sich, daff der O(n) Algorithmus im 1-dimensionalen Fall auf die aus der
Maschinendynamik bekannten “reduzierten Tragheitsmomente” fithrt.

In einem zweiten Schritt werden Antriebsstrange betrachtet, die sich auf (3-dimensional)
bewegten Korpern befinden und eventuell andere Starrkérper antreiben. Dies ist z.B. bei
Antriebsstrangen von Robotern oder bei Antriebsstréngen auf Satelliten der Fall. Es wird
gezeigt, dafl durch geschickte Ausnutzung der Rotationssymmetrie nur einige wenige Terme
zu den bestehenden dynamischen Gleichungen hinzugefiigt werden miissen, um die dynami-
schen Effekte von 3-dimensional bewegten Antriebsstrangen zu erfassen. Erfreulicherweise
andert sich dadurch die Anwendersicht tiberhaupt nicht. Die Definition eines Antriebs-
strangs erfolgt genauso wie im rein 1-dimensionalen Fall. Es mufl nur noch zusétzlich an-
gegeben werden auf welchem Koérper der Antriebsstrang befestigt ist und welcher andere
Korper von ithm angetrieben wird. Die Effizienz des gesamten Mehrkorpersystem-Modells
wird durch Antriebsstrange nicht wesentlich verringert. Bislang begniigt man sich hdufig mit
Néherungen (wie raumfesten Antriebsstrangen), um die “komplizierte” 3-dimensionale Mo-
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dellierung nicht durchfiihren zu miissen. Mit dem hier erlduterten Vorgehen erscheint dies
nicht langer nétig, da die Beriicksichtigung aller dynamischen Effekte von Antriebsstrangen
einfach moglich ist, vom Anwender keinen zusétzlichen Modellierungsaufwand erfordert, und
nur zu einigen wenigen rechnerischen Zusatzoperationen fiihrt.

5.1 Einfiihrungsbeispiel

Anhand der Modellierung eines einfachen Antriebsstrangs soll zuerst die prinzipielle Mo-
dellierungssicht verdeutlicht werden. Im n&chsten Abschnitt werden dann die verwendeten
Klassen im Detail besprochen.

In Bild 5.1 ist schematisch ein einfacher Antriebsstrang zu sehen. Das von einem Elektro-
motor erzeugte Luftspaltmoment u treibt eine Welle 1, die iiber eine erste Getriebestufe g1
eine Welle 2 antreibt. Das Rotationstragheitsmoment des “linken” Getrieberades wird zum

Welle 2 Welle 3

1
Bild 5.1: Einfacher Antriebsstrang.

Tragheitsmoment von Welle 1 und das Tragheitsmoment vom “rechten” Getrieberad wird
zum Tréagheitsmoment von Welle 2 geschlagen, so dafl das Getriebe als ideales, tragheitsloses
Ubertragungselement behandelt werden kann. Die Welle 2 ist iiber ein Feder-Dampferele-
ment, das die Elastizitdten und Dampfungen im Getriebe ndherungsweise beriicksichtigt,
mit einer Welle 3 gekoppelt, die {iber eine zweite Getriebestufe g2 die Last antreibt. Dieses
System kann direkt in das folgende Modell tiberfithrt werden:

model Drive

submodel (DriveBase) b
submodel (Shaft) sl (J =0.01),s2 (J=0.1),s3 (J=0.1)
submodel (Rotor) r (J=1)
submodel (Gear) gl (i = =b), g2 (i = =b)
submodel (DriveSpring) sp (¢ =1,d=0.1)
(

submodel (DriveVarS) vl, v2

input u
connect b to vl to sl to gl to s2 to sp to s3 to g2 to r, s2 to v2 to s3

u=uwl.f

end

Jeder Antriebsstrang mufl genau ein Objekt der Klasse DriveBase enthalten. Dieses Objekt
stellt die Basis bzw. die Umgebung dar, in der der Antriebsstrang gelagert ist. Tragheits-
behaftete Wellen werden mit der Klasse Shaft beschrieben, wobei der Parameter J das
Tragheitsmoment um die Drehachse ist. Im obigen Modell werden die 3 Wellen s1, s2, s3
deklariert. Ein Rotorist eine Welle, die nur einen Flansch besitzt und deswegen den Anfang
oder Abschluf} eines Antriebsstrangs darstellt. Ideale Getriebe werden mit der Klasse Gear



definiert und als tragheitslose Elemente aufgefafit. Die Tragheitsmomente von Getriebestu-
fen miissen durch Wellen extra modelliert werden. Der Parameter ¢ eines Getriebeobjekts
ist die Getriebeiibersetzung. Eine negative Ubersetzung bedeutet, daff An- und Abtrieb
unterschiedliche Drehrichtungen besitzen. Lineare Elastizititen und Dampfungen im An-
triebsstrang werden durch Objekte der Klasse DriveSpring beschrieben. Die Elemente eines
Antriebsstrangs werden nun einfach wieder entsprechend der physikalischen Verbindungs-
struktur mittels der connect-Anweisung zusammengeschaltet (oben: connect ..., sl to
glto...r).

Wenn ein Antriebsstrang simuliert werden soll, muf} festgelegt werden, welche Variablen als
Zustandsgroflen benutzt werden. Bei Mehrkorpersystemen in Baumstruktur ist die Wahl
von Relativkoordinaten in einem Gelenk fast immer die beste Wahl fiir die Zustandsgrofien.
Aus diesem Grund wurden in Kapitel 4 bei allen Gelenken Klassen unterstiitzt, bei denen
die Gelenkrelativkoordinaten automatisch als Zustandsgrofien definiert sind. Bei Antriebs-
strangen ist die Sachlage anders. Hier sind sowohl die Absolutwinkel und Absolutwinkel-
geschwindigkeiten von Rotationskomponenten als auch die Relativwinkel und Relativwin-
kelgeschwindigkeiten zwischen Rotationskomponenten sinnvolle Zustandsgrofien. Deswegen
werden bei Antriebsstréngen die Zustandsgrofien explizit mit Hilfe der Klasse Drive VarS
ausgewdhlt. Fin Objekt dieser Klasse wird zwischen zwei Cuts unterschiedlicher Kompo-
nenten angebracht. Der Relativwinkel und die Relativwinkelgeschwindigkeit dieser beiden
Cuts zueinander, werden als Zustandsgréfen benutzt. Wenn einer der beiden Cuts mit der
DriveBase verbunden ist, dann sind die Zustandsgréfien Absolutvariablen.

Um ZustandsgroBen bei Antriebsstringen auszuwihlen, werden zuerst alle starren Ubertra-
gungselemente, die ohne Kraftelemente zusammengeschaltet sind, als eine Einheit aufgefafit.
Im obigen Modell bilden z.B. die Wellen 1 und 2, sowie die Getriebestufe 1, eine solche
Einheit. Jede “Finheit” wird durch zwei Zustandsgrofien beschrieben. Dies sind ein Rela-
tivwinkel beziiglich einer anderen “Finheit” oder beziiglich der Antriebsbasis, sowie dessen
erste Ableitung. Im obigen Modell werden als Zustandsgréfen der absolute Winkel und
die absolute Winkelgeschwindigkeit der Welle 1 (connect b to vl to sl), sowie der rela-
tive Winkel und die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen Welle 2 und Welle 3, gew&hlt
(connect s2 to v2 to s3).

Die obige Vorgehensweise zur Wahl der Zustandsgréfien ist uniiblich. Zum Beispiel werden
in der Bondgraph-Literatur (siehe z.B. [Karn90]) als Zustandsgrofen bei 1-dimensionalen
mechanischen Systemen immer die Absolutwinkel und die Absolutwinkelgeschwindigkei-
ten jedes tragheitsbehafteten Bauteils benutzt. Meist fiihrt das jedoch auf differential-
algebraische Gleichungssysteme mit einem hoheren Index, da tragheitsbehaftete Bauteile
oft direkt, z.B. iiber ein Getriebe, miteinander gekoppelt sind. Damit reduziert sich die
Zahl der Zustandsgroflen, weil durch die feste Verbindung eine Beziehung zwischen den
Zustandsgrofien besteht. Dies ist zum einen lastig, da dann immer der Algorithmus von
Pantelides (siehe Seite 36) angewandt werden mufi um das System auf ein Index-1 Sys-
tem zu transformieren; zum anderen ist es bei strukturvariablen Elementen, wie z.B. bei
einer Kupplung, oft giinstiger, Relativwinkel bzw. Relativwinkelgeschwindigkeiten als Zu-
standsgrofen zu benutzen.
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5.2 Aufgabeninvariante Grundelemente

In diesem Abschnitt werden die wenigen Modellklassen eingefiihrt, die zur objektorientierten
Modellierung von Antriebsstrangen bendtigt werden. Wie in Kapitel 4 wird auch hier immer
zusétzlich die entsprechende Bondgraph-Beschreibung angegeben, um den Leistungsflufl zu
beschreiben.

Element-Verbindungen

Jedes Element eines Antriebsstrangs hat entweder einen oder zwei Flansche, womit das
Element mechanisch starr mit den Flanschen anderer Elemente verbunden werden kann.
Genau wie bei den elektrischen Komponenten mit der Oberklasse TwoPin, werden deswegen
bei Antriebsstringen die beiden Oberklassen DriveOneCut, DriveTwoCut zur Beschreibung
von Elementen mit denselben Verbindungseigenschaften eingefiihrt. Die beiden Klassen

haben den folgenden Aufbau:

model class DriveOneCut model class Drive TwoCut
main cut ¢ ( ra, va, aa / ta) cut « (ra, va, aa / ta)
terminal Pa cut b (rb, vh, ab / tb)

main cut mc [a, b]

Pa=taxva main path mp <a—5>

end
terminal Pa, Pb

Pa =taxva
Pb = th*vb

end

Uber den Flansch eines Elements, der hier als Cut bezeichnet wird, werden der absolute Win-
kel (ra,rb), die absolute Winkelgeschwindigkeit (va, vb), die absolute Winkelbeschleunigung
(aa,ab) und das resultierende Schnittmoment (Za,tb) am Flansch {ibertragen. Zusétzlich
wird noch iiber die Terminal-Variablen Pa, Pb der in einen Flansch einflieflende Energie-
strom berechnet.

Starre Ubertragungselemente

In Bild 5.2 sind die Ubertragungselemente von Antriebsstringen zusammen mit ihrer
Bondgraph-Darstellung angegeben. Die physikalischen Gesetze der einzelnen Komponenten
sind sehr einfach, wie den Klassenbeschreibungen zu entnehmen ist. Die Klasse DriveBase
beschreibt die Umgebung in der der Antriebsstrang gelagert ist. Hier werden, entsprechend
zur Klasse Inertial bei Mehrkérpersystemen, die kinematischen Gréflen auf Null gesetzt. In
der Bondgraphdarstellung entspricht das einer Flow-Source SF, da die Flow-Variablen vor-
gegeben sind. Die Klasse Rotor definiert eine tragheitsbehaftete Welle mit einem Flansch
und wird durch das Newton’sche Gesetz “.J a, = 7,7 beschrieben. Ganz entsprechend wer-
den tréagheitshehaftete Wellen mit zwet Flanschen mit der Klasse Shaft und “J o, = 7, + 7"
beschrieben. Schliefllich werden bei der Klasse Gear die abtriebsseitigen Groflen aus den
antriebsseitigen GréBen mit Hilfe der Ubersetzung ¢ bestimmt.
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model class (DriveOneCut) DriveBase

ra =10 Ta
va =0 SF =

_ 0,
aa =0

end

model class (DriveOneCut) Rotor Ta

parameter J=0 @{) Ta I
& (Da

J *xaa =ta
end

model class (Drive TwoCut) Shaft

parameter J=0

ra =rb
va = vb
aa = ab

J*xaa=ta+tb
end

model class (Drive TwoCut) Gear
parameter =0

ra = 1*xrb
va = 1 *vb

aa = 1 *xab

0 =ixta+1tb
end
Bild 5.2: Starre Ubertragungselemente von Antriebsstringen.
Kraftelemente

Kraftelemente “trennen” einen Antriebsstrang an einer Stelle auf und tibertragen gemaf
dem actio=reactio Prinzip auf die beiden entstehenden Wellenenden, jeweils ein gleich-
grofles Moment f mit entgegengesetztem Vorzeichen. In Bild 5.3 sind die drei Basisklassen
der Kraftelemente aufgetithrt. Die erste Basisklasse, DriveForce, wird als Oberklasse aller
“normalen” Kraftelemente benutzt, z.B. eines Feder-Kraftelements. In dieser Klasse werden
der Relativwinkel ¢, die Relativwinkelgeschwindigkeit ¢d und die Relativwinkelbeschleuni-
gung gdd des Cuts b beziiglich des Cuts a berechnet, da diese in der Regel im Kraftelement
benétigt werden. Ein von der Klasse DriveForce abgeleitetes Element mufl dann das vom
Kraftelement erzeugte Drehmoment f als Funktion der Relativgréfien zur Verfiigung stellen.
Zum Beispiel hat die Klasse DriveSpring zur Beschreibung einer Drehfeder und eines dazu
parallel geschalteten Drehdéampters den folgenden Autbau:
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model class (Drive TwoCut) DriveForce
local ¢, qd, qdd, f
q = 7“[) —ra (Da f f (Ob f f
gd = vb—va )(:)) )(:D — - ) -
qdd = ab — aa # - -0, y
ta = —f .
th = f fl q =0y - W,
end
model class (Drive TwoCut) DriveEut
cut ext (¢, qd, gdd / f) o, f f o, ¢ ¢
q =rb—ra UD) )(:D — () -
qd = vb—wa » # 0, - My
qdd = ab — aa
ta = f f q =0Wp - W,
th = —f
end
model class (DriveOneCut) DriveExtBase
cut ext (¢, qd, gdd / f) f (O8 ¢
f
q = ra ) O:)) —_— 0 -
qgd = va 0=0 -,
qdd = aa .
ta = —f f q - (Da
end

Bild 5.3: Oberklassen der Kraftelemente von Antriebsstréangen.

model class (DriveForce) DriveSpring
parameter c=0, d=0, q0=0

f=c*x(g—q0)+d*qd

end

Die zweite Basisklasse DriveFzt von Bild 5.3 erlaubt iiber den zusatzlichen Cut ext, dafl ein
externes Kraftgesetz an ein Objekt der Klasse DriveFzt angeschlossen werden kann. Hierbei
werden die Vorzeichen der Drehmomente so gewahlt, dafl ein tiber diesen Cut einflielender
Energiestrom positiv zahlt. Externe Krafgesetze wurden schon auf Seite 80 besprochen. In
ihnen wird nur eine Kraft, bzw. ein Moment, als Funktion kinematischer Relativgréflen be-
rechnet. Mittels Hilfsklassen, wie DriveFxt, wird die berechnete Kraft, bzw. das berechnete
Moment, auf ein Mehrkérpersystem oder einen Antriebsstrang aufgeschaltet. Der Vorteil
dieser Aufspaltung in “Angriffspunkt und Richtung” und in “Kraftgesetz” liegt darin, daf3
dasselbe Kraftgesetz z.B. in einem Antriebsstrang, in einem MKS-Gelenk oder in einem
MKS-Kraftelement benutzt werden kann. Insbesondere kann als externes Kraftgesetz auch
das auf Seite 120 im Detail besprochene Reibelement verwendet werden.

Die dritte Basisklasse, DriveFztBase, ist ein Spezialfall von DriveFEzt, wobei einer der beiden
Antriebsstrang-Cuts die Basis des Antriebsstrangs bildet. Das heifit, dieses Kraftelement



e i s

iibertragt ein Drehmoment zwischen einer Antriebsstrangkomponente und der Basis. Es
ist manchmal zweckméfig ein solches Kraftelement zur Verfiigung zu haben, z.B. wenn ein
Antriebsstrang hierarchisch aufgebaut wird, und wenn auf der aktuellen Modellebene die
Basis, d.h. das Objekt der Klasse DriveBase, nicht zur Verfiigung steht. Ansonsten fliefit
auch hier iiber den Cut ext ein Energiestrom eines externen Kraftgesetzobjekts ein.

Zustandsgroflen

Die bis jetzt besprochenen Klassen reichen aus, um Antriebsstringe zu modellieren. Es
ist jedoch zweckméBig noch weitere Klassen einzufiithren, mit denen festgelegt wird, welche
Groflen als Zustandsvariablen benutzt werden. Im Zusammenhang mit der Spezialisierung
des O(n) Verfahrens von Mehrkoérpersystemen werden diese Klassen vor allem auch deswegen
bendtigt, weil einige zusatzliche Gleichungen in diesen Klassen aufgefithrt werden miissen.
Wie auf Seite 131 schon erldutert, werden als Zustandsgréfien der Relativwinkel und die
Relativwinkelgeschwindigkeit zwischen den beiden Cuts benutzt, die durch ein Objekt einer
ZustandsgroBenklasse Drive Var XX verbunden werden. Aus den folgenden zwei Basisklassen
werden die anderen Klassen durch Vererbung abgeleitet:

model class (DriveTwoCut) DriveVar — model class (Drive TwoCut) Drive Varl
cut ext (¢, qd, gdd / f) cut ext (q, qd, qdd / f)
cut extl (q, qd, qdd, Locked [/ fL, fLe)

g =rb—ra
gd = vb—va g =rb—ra
qgdd = ab — aa qgd = vb—wva
ta = f qgdd = ab — aa
th =—f ta = f+ fL+ (if Locked then fLc else 0)
end tb = —ta
0 = if Locked then qdd else flLc

end

Die Klasse Drive Var berechnet den relativen Winkel ¢, die relative Winkelgeschwindigkeit ¢d
und die relative Winkelbeschleunigung gdd. Uber den zusitzlichen Cut ext, kénnen externe
Kraftgesetze angeschlossen werden. Die Klasse Drive VarL ist eine Erweiterung der Klasse
Drive Var, um die relativen kinematischen Groflen blockieren und wiederfreigeben zu kénnen.
Diese Eigenschaft wird zur Behandlung von Lager- oder Getriebe-Reibung, von Kupplungen
und von Bremsen benétigt. Uber den Cut ezt kénnen “blockierbare” externe Kraftgesetze,
wie das Reibelement, angeschlossen werden. Wie iiblich gibt die Boole’sche Variable Locked
an, ob die RelativgréBen “blockiert” sein sollen oder nicht. Das Drehmoment fLc ist das
Zwangsdrehmoment, wenn Locked = True ist. Die Gleichung fiir das am Cut a wirkende
Drehmoment ta besteht aus der Summe aller Drehmomente, die im Kraftelement erzeugt
werden. Sehr wichtig ist dann noch die letzte Gleichung in dieser Klasse, in der angegeben
wird, dafl die Relativbeschleunigung verschwindet, wenn das Element “blockiert”. Dies
entspricht vollkommen der auf Seite 83 besprochenen Vorgehensweise bei der Behandlung

blockierbarer Gelenke.

Basierend auf den obigen beiden Klassen, werden zuerst zwei einfache Unterklassen gebildet,
in denen nur festgelegt wird, daf} der Relativwinkel und die Relativwinkelgeschwindigkeit
die Zustandsgréfien sind:
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model class (Drive Var) Drive VarS model class (DriveVarL) Drive VarLS
qd = der(q) qd = der(q)
qdd = der(qd) qdd = der(qd)

end end

Es gibt zwei prinzipiell unterschiedliche Arten der Anwendung von Antriebsstrangen:

Bei der einen Anwendungsart spielt die Drehlage des Antriebsstrangs eine wichtige Rolle,
da diese z.B. die Position eines Drehgelenks bei einem Roboter oder die Position eines
Fiithrungsschlittens bei einer Werkzeugmaschine bestimmt.

Bei der anderen Anwendungsart kann der Absolutwinkel der Antriebsstrangkomponenten
sehr grofl werden und ist fiir die eigentliche Aufgabenstellung unerheblich. Dies ist z.B.
beim Antriebsstrang eines Fahrzeugs oder beim Antrieb eines Bohrfutters einer Werkzeug-
maschine der Fall. Hier ist es nicht nétig, dal der Absolutwinkel jeder Komponente immer
berechnet wird. Uberdies kann diese Berechnung numerisch ungiinstig sein, da der Absolut-
winkel mit der Zeit beliebig ansteigt und damit eine “instabile” Variable ist. Es ist einfach,
die obigen Klassen auf diesen Fall zu spezialisieren. Da man sich nur fiir die Winkelgeschwin-
digkeiten interessiert, miissen nur die Zustands-Lagegrofien zu Null gesetzt werden. Damit
sind automatisch die Absolutwinkel aller Drehteile Null. Wenn dieser Effekt gewiinscht ist,
miissen statt der obigen Klassen DriveVarS, bzw. Drive VarLsS, die folgenden beiden Klassen
benutzt werden:

model class (Drive VarS) Drive VarWs model class (Drive VarLS) Drive VarL WS
g =0 g =0
qdd = der(qd) qdd = der(qd)
end end
Probleml6sung

Mit den obigen Klassen kénnen leicht Antriebsstrange modelliert werden. Damit kénnen
dann z.B. die Gleichungen fiir das Simulationsproblem oder fiir eine Stationdrwertberech-
nung erzeugt werden. Aufgrund der einfachen Gleichungen reichen in der Regel die in
Kapitel 2 erlauterten Methoden aus, wie: Transformation auf Blockdreiecksform, Ermitt-
lung kleinster algebraischer Schleifen, symbolisches oder numerisches Losen algebraischer
Schleifen. Fir die haufigste Aufgabenstellung — das Simulationsproblem — soll im folgenden
die Losungsstruktur weiter erliutert und an einem Beispiel veranschaulicht werden.

Wie im Einfithrungsbeispiel auf Seite 131 erlautert, werden alle starr miteinander verbun-
denen Ubertragungselemente (d.h. Wellen und Getriebe) als eine Einheit aufgefafit. Die
Lage einer solchen Einheit wird eindeutig durch einen Winkel einer Komponente einer sol-
chen Finheit beziiglich der Basis, oder beziiglich einer anderen Einheit, gekennzeichnet.
Alle Einheiten sind iiber Kraftelemente miteinander gekoppelt. Angenommen, die Lage
der Finheiten eines Antriebsstrangs werde jeweils durch einen Absolutwinkel, und die Win-
kelgeschwindigkeit werde durch eine absolute Winkelgeschwindigkeit charakterisiert. Diese
bekannten Zustandsgréfen kénnen dann benutzt werden, um den Absolutwinkel und die
Absolutwinkelgeschwindigkeit von jedem anderen Element des Antriebsstrangs zu berech-
nen, da dies eine einfache Vorwértsrekursion ist. Wenn alle Absolutgréfen bekannt sind,
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kénnen sofort auch alle gewiinschten Relativgroflen berechnet werden. Damit kénnen wie-
derum die eingepréagten Drehmomente eines jeden Kraftelements bestimmt werden. Jetzt
kénnen die Antriebsstrang-Einheiten voneinander entkoppelt gesehen werden, weil die nun
bekannten Drehmomente der Kraftelemente die einzige Kopplung zwischen diesen Einheiten
darstellen. Das heifit, jede Einheit kann nun fiir sich behandelt werden und fiir jede Ein-
heit verbleibt ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Ableitungen ihrer beiden
Zustandsgréfien.

Zusammengefafit bedeutet dies, dafl die Transformation auf Blockdreiecksform zu einem
Gleichungssystem fithrt, in dem auf der Diagonalen fiir jede Antriebsstrang-Einheit ge-
nau ein nichttrivialer Block vorhanden ist, der zu einem linearen Gleichungssystem gehort
und dessen GroBe von der Zahl der Ubertragungselemente der jeweiligen Einheit abhingt.
Diese Diagonalblécke sind voneinander entkoppelt. Man kann sich leicht {iberlegen, daf}
diese Struktur auch beibehalten wird, wenn als Zustandsvariablen statt absoluter Gréflen
relative Groflen, oder ein Gemisch absoluter und relativer Gréflen, benutzt werden. Zum
Beispiel ergibt sich fiir das Einfiihrungsbeispiel von Bild 5.1 auf Seite 130, das Absolut- und
Relativgrofien als Zustandsvariablen benutzt, die folgende Blockdreieckstform

gl. vl.q = gl.ix[gl.rd]
v2. v2.q = [v2.7b] — gl.7b
sp. [sp.q] =24
gl. vl.qd = gl.ix[gl.vb]
v2. v2.qd = [v2.vb] — gl.vb
sp. [sp.f] = sp.cxv2.q+ sp.d* v2.qd
| ¢1. vl.qdd = gl.ix[gl.ab]
| s2. s2.J xgl.ab = [s2.ta] + sp.f
| ¢l. s2.ta = gl.ix[gl.td]
| sl. s1.J * [vl.qdd] = v — gl.ia
| ¢2. s3.aa = ¢2.1 % [¢2.ab]
| r. r.J x g2.ab = —[g2.tb]
| ¢2. 0 = g2.tb+ ¢2.i* [g2.la]
| s3. $3.J * [s3.aa] = —sp.f+ g2.la
v2. [v2.qdd] = s3.aa — gl.ab

In der linken Spalte ist jeweils angegeben, aus welcher Klasse die rechts stehende Gleichung
stammt. Die Gleichungen sind hier schon in der richtigen Reihenfolge sortiert. In einem
nachsten Schritt werden die Gleichungen nach den in eckigen Klammern stehenden Varia-
blen aufgeldst. Ein senkrechter Strich “|” bei einer Gleichung zeigt an, daff diese Gleichung
zu einem algebraischen Gleichungssystem gehort. Wie man sieht, gibt es in der Blockdrei-
ecksform zwei voneinander entkoppelte lineare Gleichungssysteme mit jeweils 4 Gleichungen.
Dies entspricht den beiden “Einheiten” bestehend aus {Welle 1, Getriebe 1, Welle 2}, sowie
{Welle 3, Getriebe 2, Rotor}. In die beiden Gleichungssysteme gehen jeweils zwei unbe-
kannte Beschleunigungen und zwei unbekannte Schnittkrafte ein. Beide Gleichungssysteme
kénnen problemlos symbolisch oder numerisch gelést werden.

In Kapitel 4.3.4 ab Seite 101 wurde gezeigt, wie mit Hilfe des Tearing-Vertahrens die Gleich-
ungen eines Mehrkorpersystems auf ein (lineares) algebraisches Gleichungssystem mit f
Gleichungen tiberfithrt werden konnen (f = Zahl der Freiheitsgrade des Systems). Es ist na-
heliegend dieses Verfahren auch auf Antriebsstriange anzuwenden. Da bei Antriebsstrangen
schon entkoppelte Gleichungssysteme vorhanden sind, ist anzunehmen, dafl das Tearing-
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Verfahren zu f entkoppelten Gleichungen fithrt, wobei f die Zahl der Freiheitsgrade, bzw.
die Zahl der Antriebsstrang-Finheiten, ist. Dies ist tatsdchlich der Fall:

Als Tearing-Variable fiir eine Antriebsstrang-Einheit wird immer die (unbekannte) Ablei-
tung der Winkelgeschwindigkeits-Zustandsgrofle (= ¢dd) benutzt. Die Tearing-Gleichung
ermittelt man wieder anschaulich aus der Figenschaft, dafl bei bekannter Tearing-Variable
alle anderen Gleichungen aufgelést werden kénnen, wobei die Tearing-Gleichung als letzte
iibrig bleiben muf. Hier ist dies die dynamische Gleichung derjenigen Komponente, an der
das Zustandsvariablen-Objekt der entsprechenden Antriebsstrang-Einheit angebracht ist.
Zum Beispiel sind die Tearing-Variablen in Bild 5.1 auf Seite 130 die Groflen vl.qdd, v2.qdd,
und die Tearing-Gleichungen sind die dynamischen Gleichungen von Welle 1 (s1) und Welle 3

(s3).

Diese Wahl der Tearing-Variablen und -Gleichungen liegt folgende Uberlegung zugrunde:
Wenn die Winkelbeschleunigung ¢dd bekannt ist, kénnen die Winkelbeschleunigungen al-
ler anderen Komponenten der entsprechenden Antriebsstrang-Einheit ermittelt werden. Im
ungiinstigsten Fall hat eine solche Einheit zwei Enden, an denen bekannte, eingeprigte
Drehmomente angreifen. Die dynamischen Gleichungen der Komponenten an den beiden
Enden kénnen iiber die dynamische Gleichung “J o = 7, + 7” nach dem inneren Zwangs-
moment (z.B. 7,) aufgeldst werden wobei a und 7, bekannt sind und 7, berechnet wird.
Danach werden die beiden aufleren Komponenten entfernt und durch ihr (jetzt bekanntes)
Zwangsmoment ersetzt. Dann liegt wieder dieselbe Situation vor wie am Anfang, da das
“innere” Zwangsmoment der duBeren Komponente wieder iiber die dynamische Gleichung
bestimmt werden kann. Diese Riickwéartsrekursion endet an derjenigen Komponente, an der
das Zustandsvariablen-Objekt angebracht ist.

Wenn das Modell von Bild 5.1 auf Seite 130 um die folgenden Gleichungen erweitert wird

variable tear vl.qdd [sl.ta]
variable tear v2.qdd [s3.ta],

um damit die Tearing-Variablen und -Gleichungen festzulegen, kénnen die entstehenden
algebraischen Gleichungssysteme vollkommen aufgelést werden. Dies fithrt zu dem folgenden
Ergebnis:

sp. sp.f = sp.c*xv2.q+ sp.d*v2.qd

| Q101 =1/gl.i

| 0102 = s2.J % Q101

| 0103 = Q102/g1.i

| Q108 = s1.J+Q103

| Q107 = Q101 *sp.f

| Q109 = u+ Q107

| vl.qdd = Q109/Q108
gl. gl.ab = vl.qdd/gl.i

| Q110 = 1/¢2.i

| Ol = r.J+Q110

| 0112 = Q111/g2.

| O116 = s3.J + Q112

| v2.ab = —sp.f/Q116

sp. v2.qdd = v2.ab — gl.ab

Ein senkrechter Strich am linken Rand zeigt die Gleichungen an, die beim Auflésen der
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linearen Gleichungssysteme mittels Tearing entstanden sind. Die Variablen Quxa sind (au-
tomatisch) neu eingefithrte Hilfsvariablen. Eine genauere Analyse der Auflosung zeigt, daf
beim Tearing die Tragheitsmomente der Komponenten auf dasjenige Trigheitsmoment “re-
duziert” werden, an dem das Zustandsvariablen-Objekt (hier: vl,v2) befestigt ist. Zum
Beispiel ergibt eine Zusammenfassung der Gleichungen des ersten Gleichungssystems die
Gleichung

(sl.J +s2.J/(gl.i-gl.t)) -vl.gdd = u+ sp.f/gl.

Das Tearing-Verfahren fithrt also bei Antriebsstriangen automatisch zu den aus der Maschi-
nendynamik bekannten, reduzierten Trégheitsmomenten.

5.3 Effiziente Bewegungsgleichungen

In Kapitel 4.4 ab Seite 111 wurde ein effizientes O(n) Verfahren fiir das Simulationsproblem
bei Mehrkoérpersystemen erldutert. Dieses kann einfach auf Antriebsstrange spezialisiert
werden. Die wesentliche Idee des O(n) Algorithmus besteht darin, die Schnittkréafte und
Schnittmomente als lineare Funktionen der Beschleunigung und Winkelbeschleunigung am
Schnitt anzugeben. Bei Antriebsstriangen fithrt dies zu der Gleichung:

r=Ila+b. (5.1)

Hierbei ist 7 das Schnittmoment an einem Cut, « ist die absolute Winkelbeschleunigung
an diesem Cut, und 7, b sind die (noch unbekannten) linearen Faktoren. Wenn die linearen
Faktoren I,b an einem Cut der starren Ubertragungselemente (= Wellen, Getriebe) bekannt
sind, kénnen die entsprechenden linearen Faktoren am anderen Cut berechnet werden. Mit
den Gleichungen von Bild 5.2 auf Seite 133 und den Beziehungen 7¢ = [?a® + b, 7% =
"ol + 0 ergibt sich:

Rotor: Ja, =7, = 1, =J i b, =0
Shaft: Ja, =1,4+7 — J=0L+0L ; 0 =b,+0b
Gear: 0 =17, + T — 0 =eed,+1y; 0 =2b,+ by

Ein Kraftelement berechnet aus bekannten Winkeln und Winkelgeschwindigkeiten ein ein-
gepragtes Drehmoment f, das an zwei Cuts mit unterschiedlichem Vorzeichen angreift.
Damit kann dieses Drehmoment ebenfalls in der geforderten Form (5.1) angegeben werden:

1=0,b=f.

Die Rekursionsvorschrift fiir einen Antriebsstrang ergibt sich jetzt ahnlich wie beim Tearing-
Verfahren. Im ungilinstigsten Fall hat eine Antriebsstrang-Einheit zwei Enden, wobei die
linearen Faktoren an den beiden duflersten Cuts aus bekannten Gréflen berechnet werden
kénnen, weil die Elemente an den Enden entweder Kraftelemente oder Rotoren sind. Liegen
Rotoren vor, werden diese entfernt. Dann sind die beiden neuen Enden des Antriebsstrangs
auf jeden Fall entweder Wellen oder Getriebe, fiir die die linearen Faktoren der &uflersten
Cuts bekannt sind. Da die linearen Faktoren am einen Cut bekannt sind, kénnen sie am
jeweils anderen Cut berechnet werden. Wenn dies geschehen ist, werden die beiden Kom-
ponenten entfernt und es liegt wieder der vorhergehende Fall vor. Auf diese Weise wird eine
Rekursion aufgebaut, die an derjenigen Komponente endet, an der das Zustandsvariablen-
Objekt befestigt ist.
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Beim Zustandsvariablen-Objekt selbst muf} jetzt eine Annahme getroffen werden, welcher
Cut des Objekts an der gerade betrachteten Einheit befestigt ist. Hier wird angenommen,
daBl dies immer der Cut b ist. Aufgrund der Rekursion wird die Schnittkraft an diesem
Cut durch bekannte lineare Faktoren angegeben. Andererseits ist die Schnittkraft f an
diesem Cut aber auch ein bekanntes, eingepragtes Drehmoment (z.B. Null). D.h. in der
Gleichung f = I’ a® 4 b sind alle Groflen bekannt, mit Ausnahme von a’. Deswegen kann
die absolute Winkelbeschleunigung o” am Cut b aus dieser Gleichung berechnet werden zu:
a’ = (f —b")/I*. Wenn das Zustandsvariablen-Objekt mit dem anderen Cut a an der Basis
befestigt ist, so ist die gesuchte Ableitung der Zustandsgrofle gdd gleich der berechneten
Winkelbeschleunigung qdd = o’. Wenn Cut a an einer anderen Antriebsstrang-Einheit
befestigt ist, so muf} erst abgewartet werden, bis die Rekursion dieser Finheit beendet ist.
Sobald dies der Fall ist, kénnen iiber eine Vorwartsrekursion alle Winkelbeschleunigungen
dieser anderen Einheit berechnet werden. D.h. aber auch, daff o* fiir das Zustandsvariablen-
Objekt berechnet wird. Die noch unbekannte Ableitung der Zustandsgrofle der als erstes

a

untersuchten Einheit ergibt sich schlieflich zu: ¢dd = o® — a®.

Man muf also nur die aufgestellten Rekursionsgleichungen in die jeweilige Klasse einbauen.
Aufgrund der obigen Uberlegungen ist dann sichergestellt, daB auf eine Blockdreiecksform
transformiert werden kann, die explizit 16sbar ist. Auch der Fall blockierbarer Komponenten
kann einfach behandelt werden. Wenn ein Zustandsvariablen-Objekt der Klasse Drive VarL
im blockierten Zustand ist (Locked = True), dann ist 7% = —7°, und die linearen Faktoren

von 7° werden an 7 weitergegeben. Dies fiihrt zu folgender Rekursionsvorschrift:

I* = if Locked then — I’ else 0 (5.2a)
b* = if Locked then — b’ else [+ fr (5.2b)
qdd = if Locked then 0 else — aux/I’ (5.2¢)
fre = 1if Locked then — aux else 0 (5.2d)
auxr = f—l—fL—I—bb—I—]boz (5.2¢)
o = a4+ gdd . (5.2f)

Bei der obigen Ableitung wurde vorausgesetzt, dafl am Cut b der Zustandsvariablen-Objekte
die Rekursion fiir eine Antriebsstrang-Einheit endet. Dies bedeutet, daff Zustandsvariablen-
Objekte immer so angeordnet werden miissen, dafl Cut a entweder mit der Basis, oder mit
einer anderen Einheit verbunden ist, die direkt oder indirekt {iber ein Zustandsvariablen-
Objekt mit der Basis verbunden ist.

Da die Gleichungen jeder Komponente eines Antriebsstrangs nur genau einmal ausgewertet
werden, berechnet der Algorithmus die unbekannten Groflen in O(n) Operationen, wobei n
die Zahl der Antriebsstrang-Elemente ist. Wird dieses O(n) Verfahren auf das Beispiel von
Bild 5.1 aus Seite 130 angewandt, ergibt sich der folgende Code:

sp. sp.f = sp.ckv2.q+ sp.dxv2.qd
gl. gllba = —sp.f/gl.i

gl. gl.la = s2.J/(gl.i*gl.%)

sl. sl.ia =sl.J+gl.la

vl. vl.qdd = —(gl.ba — u)/sl.Ia

g2. g2.1a = r.J/(g2.i%g2.7)

53. sd.la =s3.J4+g2.1a

gl. gl.ab = vl.qdd/gl.i

v2. v2.qdd = —(sp.f/s3.Ia + gl.ab)
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Ein Vergleich mit den beiden vorher benutzten Methoden zeigt, dafi der mit dem O(n)
Verfahren generierte Code schon bei diesem einfachen Antriebsstrang deutlich kompak-
ter und effizienter ist. Das Ergebnis des Tearing-Verfahrens ist sehr dhnlich zum O(n)
Verfahren, da beim O(n) Verfahren auch wiederum “reduzierte Tragheitsmomente” (z.B.
“sl.J + s2.J/(gl.i - g1.7)") berechnet werden. Der Code des Tearing-Verfahrens hat nur
etwas andere Zwischengrofien.

5.4 Strukturvariable Antriebsstringe

Unter strukturvariablen Antriebsstrangen sollen hier solche verstanden werden, bei denen
sich die Zahl der Freiheitsgrade wéhrend einer Simulation, z.B. wegen einer Kupplung oder
wegen einer Reibbremse, dndert.

Eine Problem besteht bisher darin, das “Blockieren” und “Wiederfreigeben” von Freiheits-
graden effizient zu behandeln. Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, gibt es keinerlei
Effizienzeinbuflen, wenn das O(n) Verfahren benutzt wird. Man ist dann allerdings in der
Wahl der Zustandsvariablen nicht mehr frei, da die blockierbaren Relativgrofien als Zustdnde
benutzt werden miissen. Dies ist jedoch meist keine wesentliche Einschréankung. Ein weite-
res Problem besteht bisher in der Beschreibung und Behandlung der Schaltvorgdnge. Mit
den in Kapitel 3 erlauterten Methoden ist dieses Problem jedoch geldst.

Das prinzipielle Vorgehen soll am Antriebsstrang von Bild 5.4 verdeutlicht werden. Dieses
Beispiel wurde [Mitc90] entnommen und um eine Bremse erweitert. Der Antriebsstrang
besteht aus einem Rotor s3, der von einem Motor iiber das Drehmoment v angetrieben
wird. Um den Motor vor Lastiiberh6hungen zu schiitzen, ist eine Rutschkupplung clutch

am Rotor angebracht.  Das abtriebsseitige Tragheitsmoment der Kupplung wird mit der
v3 v2
u
haN X\ \
()\)s3l>l)leW\@:E>:)
— J
wing |
clutch b
rake

Bild 5.4: Strukturvariabler Antriebsstrang mit Kupplung und Bremse.

Welle 52, und die Elastizitdt im Antriebsstrang wird durch die Drehfeder spring, modelliert.
Die Drehfeder treibt die Last sl an. Diese kann tiber eine Reibbremse brake abgebremst
werden. Durch die Rutschkupplung sind s3 und s2 im Normalfall starr gekoppelt. Wenn
eine Lastiiberh6hung eintritt, “rutscht” die Kupplung, so daf} sich s3 relativ zu s2 bewegt.
Im Normalfall bewegt sich die Last sl relativ zur Umgebung. Wenn gebremst wird, so wird
ein eingepragtes Moment auf sl aufgebracht, bis sich die Last in Ruhe befindet. Solange
das dann wirkende Zwangsmoment kleiner als das maximale statische Haftreibmoment ist,
bleibt s1 fest mit der Umgebung verbunden.

Dieses Beispiel ist schon hinreichend kompliziert, so dal sowohl eine Modellierung mit Hand,
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als auch eine Modellierung mit einer allgemeinen Simulationssprache wie ACSL, recht auf-
wendig wird. Mit einem {iblichen Mehrkérperprogramm kann das Beispiel nicht behandelt
werden, da solche Programme in der Regel die Modellierung von Schaltvorgangen nicht un-
terstiitzen. Mit den vorher erlduterten Klassen fiir Antriebsstréange kann dieses System aber
in einfacher Weise modelliert werden:

model DriveClutch
submodel (DriveBase) b

submodel (ExztBrake)  brake (Rmax = Rmaxb)
DriveVarLS) vl, v3

DriveVarS) v2

submodel

submodel (Rotor) s3(J=1)
submodel (Shaft) sl (J =1),s2(J=0.05)
submodel (DriveExt) u
submodel (EztSpring) spring (¢ =160, d =1)
submodel (ExtFriction) clutch (Rmax = Rmaxf)
(
(
(

submodel

parameter Rmaxzb = 80, Rmaxf = 80, Tbrake = 0.5
output wl, w2, w3, Re, Rb

connect b to vl to sl to v2 to s2 to v3 to s3, u at (b, s3),
spring at v2:ext, clutch at v3:extl, brake at vl:extl

brake.Brake = Time > tbrake

u.f = if brake.Brake then 0 else 200 # sin(100 * T'ime)
brake.Rv = Rmazxb
clutch.Rv. = Rmazf

wl = sl.va
w2 = s2.va
w3 = sd.va
Re = v3.tb
Rb = vl.th

end

Mit den submodel-Anweisungen werden alle benétigten Objekte deklariert. Die Rutsch-
kupplung kann mit dem allgemeinen Reibelement der Klasse Eztfriction von Kapitel 4.5
auf Seite 120 beschrieben werden. Fiir die Bremse wird die Klasse ExtBrake benutzt, die
weiter unten erldutert wird. Aufgrund der beiden blockierbaren Komponenten miissen
die Relativgrofien vl und ©3 bei der Bremse und bei der Kupplung als (blockierbare)
Zustandsvariablen verwendet werden. Weiterhin werden die Relativgréflen der Drehfeder
auch als Zustandsvariablen benutzt. Um die Ergebnisse einer Simulation mit den Ergeb-
nissen von [Mitc90] vergleichen zu koénnen, werden als Ausgangsvariablen die drei abso-
luten Winkelgeschwindigkeiten von Welle 1, Welle 2 und Rotor (wl,w2,w3), sowie die
Reibmomente in der Kupplung und in der Bremse (Re, Rb), benutzt. Mit der connect
Anweisung werden alle Objekte zusammengeschaltet. Man beachte, dafl die Drehfeder,
die Kupplung und die Bremse als externe Kraftgesetze definiert sind und deswegen iiber
den Cut ext bzw. extl an bestehende Objekte angeschlossen werden. Die Anweisung
“brake.Brake = Time > tbrake” gibt an, dafl nach tbrake Sekunden gebremst wird.
Solange nicht gebremst wird, wird die in [Mitc90] benutzte Funktion fiir das Antriebs-
drehmoment v benutzt. Wenn gebremst wird, wird das Antriebsdrehmoment abgeschaltet.
SchlieBllich werden mit den restlichen Gleichungen die Gleitreibmomente von Kupplung und
Bremse, sowie die Ausgangsvariablen, berechnet.

Eine Reibbremse wird auch durch ein Reibmodell beschrieben. Im Gegensatz zur “reinen”



= =% R & =

Reibung, ist dieses Reibmodell jedoch nur aktiv, solange gebremst wird. Diese Aktion wird
durch die Boole’sche Variable Brake angezeigt. Man kann deswegen das Reibmodell ExtFric-
tion von Seite 120 verwenden, muf} die Reibung jedoch aufgrund der Variable Brake an- bzw.
abschalten kénnen. Die folgende Klasse FrtBrake wurde durch geringfiigige Modifikationen
aus der Klasse FxtFriction gewonnen:

model class (ExtForcel) FxtBrake

parameter Rmaz =0 {maximale statische Haftreibkraft}
terminal Rv {(positive) Gleitreibkraft}
terminal R {Reibkraft}

terminal  Brake {true/false: bremsen/nicht bremsen}

local Forward = false, StartForward = false,
Backward = false, Start Backward = false, Start = true

fL = if Forward or StartForward then Rv else
if Backward or Start Backward then -Rv else 0

R = fL+fLe
Locked = Brake and not ( Forward or StartForward or

Backward or Start Backward or Start )
new(Start) = not Brake
new(Forward) = Brake and ¢d > 0 and (Forward or StartForward or Start)
new(Backward) = Brake and ¢d < 0 and (Backward or Start Backward or Start)
new(StartForward) = Brake and (Locked and fLe > Rmax or StartForward

and not (¢d > 0 or ¢d <= 0 and ¢dd < 0))
new(Start Backward) = Brake and (Locked and fLc < —Rmaz or StartBackward
and not (¢d < 0 or ¢d >= 0 and ¢dd > 0))
end

Bei allen Schaltzustidnden des Reibmodells wurde die Boole’sche Variable Brake mit auf-
genommen, so dafl bei Brake = false die Schaltzustinde des Reibmodells definiert auf
false gesetzt sind. In diesem Fall wirkt keine Gleitreibkraft (fL = 0) und kein Freiheits-
grad ist gesperrt (Locked = false), so dafl das Reibmodell keine Wirkung nach aufen
hat. Durch die Anweisung “new(Start) = not Brake” wird der Startzustand des Reibmo-
dells beim Beginn des Bremsens korrekt gesetzt. Wenn das Bremsen z.B. beendet wird, ist
Brake = false und Start = true. Bei einem erneuten Bremsen beginnt Start damit beim
Wert true, schaltet aber nach der ersten Iteration aufgrund von “new(Start) = not Brake”
sofort nach false. Dies entspricht dem Schaltverlauf beim Reibmodell FxtFriction.

Fiir ein typisches Simulationsexperiment werden die Anfangsbedingungen von [Mitc90] be-
nutzt, d.h. alle Zustandsgrofen sind Null, mit Ausnahme von: vl.qd = 90 [rad/sec], v3.qd =
10 [rad/sec]. In [Mitc90] ist die Endzeit 0.5 Sekunden. Um die Ergebnisse vergleichen zu
kénnen, wird eine Endzeit von 1 Sekunde gewihlt, wobei nach 0.5 Sekunden die Bremse
einfallt. In Bild 5.5 sind ausgewdhlte Trajektorien der Simulation zu sehen.

Aus Skalierungsgriinden sind in den beiden linken Bildern die Verlaufe bis 0.5 Sekunden
aufgetragen und in den beiden rechten Bildern iiber die gesamte Simulationszeit. In den
oberen Bildern sind die absoluten Winkelgeschwindigkeiten der drei Wellen zu sehen. Zu
Beginn der Simulation rutscht die Kupplung. Nach einer kurzen Zeitspanne wird die Re-
lativgeschwindigkeit Null und der Rotor und Welle 2 sind zueinander fixiert. Im Bild sind
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Bild 5.5: Simulationsergebnis des Antriebsstrangs mit Kupplung und Bremse.

beide Trajektorien deswegen die meiste Zeit iiber deckungsgleich. Nach 0.5 Sekunden wird
gebremst. Dies fiihrt zu einem steilen Abfall der Winkelgeschwindigkeiten von Welle 1 und
Welle 2. In dieser Phase ist die Kupplung wieder im Rutschzustand.

5.5 Antriebsstringe in Mehrkoérpersystemen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie Antriebsstrange behandelt werden kénnen, die sich
auf einem 3-dimensional bewegten Korper befinden. Da ein Antriebsstrang aus Starrkérpern
und Drehgelenken aufgebaut ist, konnte man diese Elemente mit den in Kapitel 4 erlauterten
Methoden der Mehrkérperdynamik behandeln. Alle tragheitsbehafteten Elemente eines
Antriebsstrangs sind jedoch rotationssymmetrisch und es ist schon seit langem bekannt, dafl
diese Eigenschaft die dynamischen Gleichungen vereinfacht, siehe z.B. [Witt77]'. Weiterhin
bestehen Antriebsstringe immer aus kleinen kinematischen Schleifen die speziell behandelt
werden sollten, um einen effizienten Code zu erhalten.

Basisgleichungen

Es wird angenommen, dafl ein Antriebsstrang auf einem Starrkérper gelagert ist, der sich
rdumlich bewegt. An einer beliebigen Stelle des Starrkérpers wird ein Koordinatensystem

!Die allgemeine Beriicksichtigung beliebiger Antriebsstringe auf einem bewegten Korper, sowie eine
entsprechende Verallgemeinerung des O(n) Verfahrens, sind neu.
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angebracht. Dieses Koordinatensystem stellt die Basis des Antriebsstrangs dar, wie sie in
den vorherigen Abschnitten mit der Klasse DriveBase beschrieben wurde. Alle Vektoren des
Antriebsstrangs werden in dieser Basis dargestellt. Die einzelnen Komponenten eines An-
triebsstrangs werden jetzt vollstdndig freigeschnitten, wie in Bild 5.6 fiir eine Welle (Klasse
Shaft) und ein Getriebe (Klasse Gear) gezeigt. Eine Welle mit einem Flansch (Klasse Ro-
tor) ist als Speziallfall enthalten. Im Bild ist ein Stirnradgetriebe gezeigt. Die angegebenen
Beziehungen gelten jedoch fiir einen beliebigen Getriebetyp (z.B. Kegelradgetriebe).

- [“JO‘J”” Xmlw | ot ol (53)

0
= 47"~ J(nTa?) (5.4)
fo = —clf—clt (5.5)
Wt = W
0 = 7" 4ir

DriveBase

Bild 5.6: Grundgleichungen von Welle und Getriebe

Sowohl bei der Welle als auch beim Getriebe sind 3 Schnittebenen vorhanden: Die beiden
Flansche, mit denen die Komponente mit anderen Elementen verbunden werden kann, sowie
die Lager, in denen die Komponente im Starrkérper gelagert ist. Aufgrund des Schnitt-
prinzips werden an den 3 Schnittebenen resultierende Schnittkriafte und Schnittmomente
angetragen. Hierbei ist fo das Schnittmoment und die Schnittkraft am Flansch a, £ ist
das Schnittmoment und die Schnittkraft am Flansch b und ¢ ist das resultierende Schnitt-
moment und die resultierende Schnittkraft aller Lager der Komponente beziiglich der An-
triebsstrangbasis.

Im Anhang A.5 ab Seite 191 ist die Ableitung der dynamischen Gleichungen fiir einen ro-
tationssymmetrischen Starrkérper 1 angegeben, der in einem anderen Starrkérper 2 ge-
lagert ist. Ausgehend von Impuls- und Drallsatz fiir beide Kérper, kénnen die Terme
der dynamischen Gleichungen auf andere Weise zusammengefafit werden. Hierzu werden
beide Starrkorper zuerst als ein gemeinsamer Starrkérper aufgefafit und die gemeinsame
Masse, der gemeinsame Schwerpunkt und der gemeinsame Trégheitstensor gebildet. Dies
ist moglich, da aufgrund der Rotationssymmetrie von Koérper 1, der gemeinsame Schwer-
punkt und der gemeinsame Trégheitstensor nicht von der aktuellen Winkellage von Kérper 1
beziiglich Kérper 2 abhdngen. Im Anhang A.5 ab Seite 191 ist gezeigt, dafl der Impuls- und
Drallsatz, angeschrieben fiir beide Koérper, dquivalent zum Impuls- und Drallsatz, ange-
schrieben fiir den als ein Kérper betrachteten Vereinigungskorper, ist, mit einem Zusatz-
term, der die relative Bewegung von Kérper 1 beziiglich Kérper 2 beriicksichtigt.
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Auf Grund dieser Eigenschaft werden bei der Modellierung eines Antriebsstrangs die Masse,
der Schwerpunkt und der Trégheitstensor des Antriebsstrangs bei dem Basisstarrkérper
berticksichtigt, in dem der Antriebsstrang gelagert ist. Das heifit, bei einer Vermessung wird
ein Antriebsstrang zusammen mit dem entsprechenden Basisstarrkorper als ein Kérper be-
trachtet. Die dann noch in den dynamischen Gleichungen zu beriicksichtigenden Restterme
sind in Bild 5.6 aufgefiihrt und im Anhang abgeleitet.

Gleichung (5.3) ist der Restterm des Impuls- und Drallsatzes fiir eine Welle beziiglich der
Antriebsstrangbasis. Das vom Basisstarrkorper auf die Welle wirkende resultierende Lager-
moment, bzw. die resultierende Lagerkraft, fo setzt sich zusammen aus den Schnittmomen-
ten und Schnittkréften (f“, fb) der beiden Flansche, sowie einem dynamischen Zusatzterm.
Die Matrizen C,, C, transformieren die Schnittmomente und Schnittkréfte der Flansche in

die Basis und sind durch Gleichung (4.6b) auf Seite 75 definiert.

Der dynamische Zusatzterm setzt sich aus dem Relativdrall um die Drehachse (nJa), sowie
einem weiteren Term (w® X nJw), zusammen. Hierbei ist n ein Einheitsvektor in Richtung
der Drehachse, J ist das Tragheitsmoment der Welle um diese Achse, w ist die (skalare)
relative Winkelgeschwindigkeit beziiglich der Antriebsstrang-Basis und « ist die erste zeit-
liche Ableitung von w. SchlieBlich ist w? die absolute Winkelgeschwindigkeit und a? ist
die absolute Winkelbeschleunigung der Basis beziiglich des Inertialsystems. Die Projek-
tion der Schnittkrafte und Schnittmomente auf die freie Bewegungsrichtung nach Gleichung
(4.12) von Seite 83 unter Beriicksichtigung von (5.3), fihrt auf Gleichung (5.4). Hierbei sind
7, 7% die Projektionen der Schnittmomente auf die Drehachse der Welle (7¢ = [n? 07]f*).
Gleichung (5.4) entspricht dem in den letzten Abschnitten benutzten 1-dimensionalen dy-
namischen Gesetz der Welle, wobei durch den Zusatzterm “J(n’a°)” die Winkelbeschleu-
nigung des Basis-Starrkérpers mitberiicksichtigt wird. Der gesamte dynamische “Effekt”,
den eine Welle besitzt, wird durch (5.3, 5.4) vollstandig beschrieben.

Die Gleichungen eines Getriebes ergeben sich direkt aus Bild 5.6 und sind in den Gleichungen
(5.5, 5.6, 5.7) zusammengefaft, da Getriebe als tragheitslos angenommen werden. Gleichung
(5.5) ist eine Kréafte- und Momentenbilanz beziiglich der Antriebsstrangbasis. Gleichungen
(5.6, 5.7) geben die bekannten Beziehungen zwischen den Antriebs- und Abtriebsdrehzahlen
und den auf die Drechachsen projizierten Schnittmomenten (7%, 7°) an.

Antriebsstringe auf bewegten Koérpern

Der einfachste Fall eines 3-dimensional bewegten Antriebsstrangs liegt vor, wenn dieser auf
einem Starrkoérper befestigt ist und eine rotationssymmetrische Last antreibt, die Teil des
Antriebsstrangs ist. Ein Antriebsstrang setzt sich aus Wellen, Getrieben und Kraftelementen
zusammen. Wenn jedes starre Ubertragungselement j nach Bild 5.6 freigeschnitten wird,
und die Gleichungen (5.3, 5.5) fiir jedes Element angeschrieben werden, so ergibt sich das
insgesamt vom Basiskérper auf die Lager des Antriebsstrangs wirkende Schnittmoment und
die wirkende Schnittkraft f 5es als Summe der Lagerreaktionen der Einzelkomponenten, d.h.

fo, = Z fo . (5.8)
J

Auf Grund der Summenbildung kiirzen sich alle Schnittkrafte und Schnittmomente fj‘, f]b

der Flansche heraus, da z.B. f}l mit positiven Vorzeichen an einem Element j wirkt und mit
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negativem Vorzeichen an der anschliefenden Komponente. Die Lagerreaktionen setzen sich
demnach ausschlieBlich aus den dynamischen Zusatztermen der Gleichung (5.3) sowie even-
tueller eingepragter Momente zusammen, die zwischen den Lagern und dem Antriebsstrang
wirken. Die noch verbleibenden Gleichungen (5.4, 5.6, 5.7) legen die Beziehungen zwischen
den relativen kinematischen Gréen zwischen den Antriebsstrangkomponenten und dem Ba-
sisstarrkérper fest. Mit Ausnahme des Zusatzterms “J(nTa?)”, sind diese Gleichungen mit
denjenigen eines raumfesten Antriebsstrangs identisch (siehe Bild 5.2 auf Seite 133).

Man beachte, dafl aufgrund des “Herauskiirzens” der Schnittkréfte und Schnittmomente
im Antriebsstrang, diese auch nicht berechnet werden kénnen. Das ist anschaulich darin
begriindet, daf} jeder Antriebsstrang “vorspannbar” ist. Wenn z.B. ein Lager senkrecht zur
Drehrichtung etwas versetzt eingebaut wird, so hat dies auf die Bewegung des Antriebs-
strangs keinen Finflufl, wohl aber auf die Belastungen im Antriebsstrang. Diese kénnen nur
bei Beriicksichtigung von Verformungen, nicht aber mit einem reinen Starrkérpermodell,
ermittelt werden.

Es ist wiinschenswert, dafl ein Antriebsstrang immer auf dieselbe Weise definiert wird,
gleichgiiltig ob er raumfest ist oder sich auf einem bewegten Kérper befindet. Aus die-
sem Grund werden die bisherigen Antriebsstrang-Klassen nicht um einen zusitzlichen Cut
erweitert, der die Lagerreaktionen iibertragt. Stattdessen wird die akkumulierte Summe
aller Lagerreaktionen iiber die beiden Cuts @ und b einer Komponente weitergegeben und
gegebenenfalls um den aktuellen dynamischen Term des Elements vergrofiert. Die Klasse
DriveOneCut zur Beschreibung des Flansches einer Komponente wird deswegen folgender-
mafen modifiziert:

model class DriveOneCut
main cut ¢ ( ra, va, aa, v0a(3), ala(3) / ta, t0a(3))
terminal Pa

Pa = fax*xwva
end

In Cut a werden die absolute Winkelgeschwindigkeit v0a und die absolute Winkelbeschleu-
nigung a0a der Antriebsstrangbasis, sowie die akkumulierten Lagerreaktionen t0a mit aufge-
nommen. Die Grélen v0a und a0a werden in den Elementklassen nicht modifiziert, sondern
nur von einem Element an das andere weitergereicht. Drive TwoCut wird entsprechend mo-
difiziert. Die anderen Antriebsstrangklassen werden nun nur noch um die dynamischen
Zusatzterme erweitert. Zum Beispiel hat die Klasse Shaft dann den folgenden Aufbau (ver-
gleiche auch mit der ersten Definition in Bild 5.2 auf Seite 133):
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model class (Drive TwoCut) Shaft

parameter J = ( {Triagheitsmoment um Drehachse}
parameter nl =0, n2=0, n3 =0 {Drehachse beziiglich DriveBase}
local absn, n(3)

absn = sqrt(nl *+ nl +n2 % n2 + n3 * n3)
n(l) = nl/absn
n(2) = n2/absn
n(3) = n3/absn

ra =rb
va = vb
aa = ab

ta+th = J*xaa+J*n"*al
t0a 4 106 = n * J * aa + skew(v0) * (n * J * va)
end

In der obigen Klasse sind die neuen Parameter nl,n2,n3 vorhanden, die die Koordinaten
eines Vektors festlegen, der in Richtung der Drehachse der Welle zeigt. Die Gréfien t0a
und t0b sind die akkumulierten Lagerreaktionen am Cut ¢ und am Cut b der Welle. Wenn
ein Antriebsstrang raumfest ist, wird, wie bisher auch, die Klasse DriveBase benutzt, um
die Antriebsstrangbasis zu definieren. In dieser Klasse miissen nur die absolute Winkelge-
schwindigkeit und Winkelbeschleunigung der Basis zu Null gesetzt werden, da sich diese
nicht bewegt. Wenn sich ein Antriebsstrang auf einem bewegten Koérper befindet, so wird

stattdessen die spezielle Klasse DriveMbsBase zur Verfiigung gestellt. Diese hat den folgen-
den Aufbau:

model class DriveMbsBase
cut a ( Ta(3,3), r0a(3), va(6), aa(6) / fa(6))
cut b (b, vb, ab, v0b(3), a0b(3) / tb, t0bH(3))
main cut mc [a, b]
main path mp < a—15 >

rb =0

vh =0

ab =0

v0b = va(l : 3)

a0b = aa(l : 3)

0 = fa(l:3)+10b
0 = fa(4:6)

end

Da ein Objekt dieser Klasse mit dem Cut a an einem Cut eines Mehrkérpersystemob-
jekts und am Cut b einer Antriebsstrangkomponente befestigt wird, entspricht Cut @ dem
Cut eines MKS und Cut b entspricht dem Cut eines Antriebsstrangs. In der Klasse wird
die absolute Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung des MKS-Cuts an den An-
triebsstrang weitergegeben und als Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung der
Antriebsstrangbasis angesehen. Weiterhin stehen die (akkumulierten) Lagerreaktionen t0b
des Antriebsstrangs mit den Schnittmomenten fa(l : 3) des MKS-Cuts im Gleichgewicht.

Die Modellierung eines Antriebsstrangs auf einem bewegten Korper ist jetzt denkbar einfach:
Zuerst wird der Antriebsstrang wie im 1-dimensionalen Fall beschrieben. Nur die Richtungen
der Drehachsen miissen zusdtzlich als Parameter bei den tréagheitshehafteten Elementen mit
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angegeben werden. Danach mufl nur noch das Basisobjekt der Klasse DriveBase durch ein
Objekt der Klasse DriveMbsBase ersetzt werden und Cut a des DriveMbsBase Objekts an

der gewiinschten Stelle im Mehrkoérpermodell angebracht werden!

Es kommt héufig vor, dafl ein Antriebsstrang auf einem bewegten Starrkérper 1 gelagert
ist und einen Starrkérper 2, der mit einem Gelenk am Starrkérper 1 befestigt ist, antreibt.
Dies ist z.B. bei Robotern der Fall. Aus Vereinfachungsgriinden wird (ohne Beschrankung
der Allgemeinheit) angenommen, dafl der Cut a des Gelenks die Basis des Antriebsstrangs
darstellt und der Antriebsstrang einen (Relativ-) Freiheitsgrad des Gelenks antreibt. In der
entsprechenden Gelenkklasse werden die beiden zusatzlichen Cuts DriveBase und Drive Var
(bzw. DriveVarL fiir blockierbare Gelenke) eingefithrt. Der Cut DriveBase entspricht dem
Cut b der Klasse DriveMbsBase, d.h. hier wird der Antriebsstrang gelagert. Genauso wie
bei der Klasse DriveMbsBase werden die Lagerreaktionen t0b zu den Schnittmomenten des
Gelenk-Cuts @ hinzuaddiert. Der Cut DriveVar entspricht dem Cut b eines Objekts der
Klasse Drive Var mit der Zustandsgréfen definiert werden, wobei der Cut a dieser Klasse mit
der Antriebsstrangbasis verbunden ist. Fine Komponente des Antriebsstrangs mufl immer
mit dem Cut DriveVar verbunden werden. Damit werden die das Gelenk beschreibenden
Relativgroflen immer als Zustandsgrofien ausgewahlt. Aufgrund von Gleichung (4.12) auf
Seite 83 muf} die Projektion des Schnittmoments und der Schnittkraft am Cut b des Gelenks
auf die freie Bewegungsrichtung des Gelenks gleich der dort angreifenden Kraft, bzw. des
dort angreifenden Moments, A° sein. Im Falle eines Antriebsstrangs ist dies gerade das in
der Drehrichung wirkende Schnittmoment 7. Dieses tiber den Cut DriveVar iibertragene
Schnittmoment mufl im Gelenk entsprechend auf A° geschaltet werden.

Die Modellierung eines Antriebsstrangs auf einem bewegten Korper, der einen anderen
Korper antreibt, ist damit wiederum einfach méglich: Zuerst wird der Antriebsstrang wie im
I-dimensionalen Fall beschrieben. Hierbei mufl der Winkel und die Winkelgeschwindigkeit
zwischen Basis und “Last” mittels eines Objekts der Klasse DriveVarS (oder Drive VarLS)
als Zustandsgréfie ausgewdhlt werden. Danach werden die “Last”, das Objekt der Klasse
DriveVarS und die Basis der Klasse DriveBase entfernt und der restliche Teil des Antriebs-
strangs wird am Cut Drive Var des gewiinschten Gelenks angebracht!

O(n)-Verfahren fiir Antriebsstringe auf bewegten Korpern

Antriebsstréange sollten auch bei Mehrkoérpersystemen eingesetzt werden kénnen, bei denen
das in Kapitel 4.4 ab Seite 111 erlauterte O(n) Verfahren erwiinscht ist. Hierzu miissen die
entsprechenden O(n) Gleichungen von Antriebsstrangen (siehe Kapitel 5.3 ab Seite 139) um
die noch fehlenden Terme erweitert werden, die von dem bewegten Kérper herrithren, auf
dem der Antriebsstrang gelagert ist.

Bei solchen Antriebsstriangen gibt es zweierlei Arten von Schnittmomenten: Das in Dreh-
richtung einer Welle wirkende Schnittmoment 7, sowie die akkumulierten Lagerreaktionen
7° an dieser Stelle. Es kann gezeigt werden, dafl beide Schnittmomente immer als lineare
Funktionen der hier auftretenden (relativen) Winkelbeschleunigung der Welle «, sowie der
absoluten Winkelbeschleunigung des Basiskérpers a® angegeben werden kénnen:

7 = la+b+n’ o’ (5.9a)
7 = I'a’+b°+n’a . (5.9b)
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Im folgenden wird dies bewiesen. Anstatt die SchnittgroBen 7, 7° bei den jeweiligen Cuts
zu tibergeben, werden stattdessen die linearen Faktoren I, 5,1°, b° n° zur Charakterisierung
der Schnittmomente benutzt und in den Cuts verwendet.

Zuerst wird wiederum der einfachere Fall betrachtet, dafl der Antriebsstrang auf einem be-
wegten Starrkérper angebracht ist und eine rotationssymmetrische Last antreibt, die zum
Antriebsstrang gerechnet wird. Die dynamischen Gleichungen fiir die starren Ubertragungs-
elemente von Antriebsstrangen sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt. Sie basieren auf den
Gleichungen (5.3-5.7) von Seite 145. Die gesuchten linearen Faktoren fiir die Ubertragungs-

Rotor Welle Getriebe
= Ja® + J(nTa®) "+ 7 = Ja* + J(nTa?) it =0
7O = nJa* +w’xnJw* | 7+ 1) = nJa"+w'xnJw | 7o+ T =0

Tabelle 5.1: Dynamische Gleichungen von Ubertragungsgliedern von Antriebsstrangen.

elemente koénnen aus einem Koeffizientenvergleich von Tabelle 5.1 und den Gleichungen
(5.9) gewonnen werden. Das Ergebnis ist in Tabelle 5.2 zusammengestellt. Man sieht, daf}

Rotor Welle Getriebe
1 =1J T+ 1" =17 I"4iil* =0
b* = 0 b+ =0 b+t =0
I =0 I+I =0 I’+I =0

b! = w’xnJw* | b +by = w’xnJw* | bl4+by =0

n, = Jn n, +ny = Jn ny +:n, = 0

Tabelle 5.2: Lineare Faktoren bei Ubertragungsgliedern von Antriebsstriangen.

die linearen Faktoren bei Rotoren immer aus bekannten Gréflen berechnet werden kénnen.
Bei Wellen und Getrieben kénnen die linearen Faktoren an einem Cut berechnet werden,
wenn die linearen Faktoren am anderen Cut bekannt sind. Die Behandlung von Kraftele-
menten ist einfach, da Kraftgesetze nicht von Beschleunigungen abhdngen. Das heifit, die
linearen Faktoren bei Kraftelementen sind alle Null, mit Ausnahme von b, das gleich dem
eingeprigten Moment f ist.

Die Rekursionsvorschrift fiir einen Antriebsstrang ergibt sich jetzt &hnlich wie in Kapitel 5.3
ab Seite 139 fiir den O(n) Algorithmus bei raumfesten Antriebsstrangen. Im ungiinstigsten
Fall hat eine Antriebsstrang-Einheit zwei Enden, fiir die die linearen Faktoren an den bei-
den duflersten Cuts aus bekannten Groflen berechnet werden kénnen, da die Elemente an
den Enden entweder Kraftelemente oder Rotoren sind. Liegen dort Rotoren vor, so wer-
den diese entfernt. Dann sind die beiden neuen Enden des Antriebsstrangs auf jeden Fall
entweder Wellen oder Getriebe, fiir die die linearen Faktoren der duflersten Cuts bekannt
sind. Mit den Gleichungen der Tabelle 5.2 kénnen dann die linearen Faktoren der beiden



inneren Cuts berechnet werden. Wenn die beiden jetzt betrachteten Elemente, Wellen oder
Getriebe, entfernt werden, liegt wieder der vorher betrachtete Fall vor und es wird eine
Rekursion aufgebaut, die an derjenigen Komponente endet, an der das Zustandsvariablen-
Objekt befestigt ist.

Beim Zustandsvariablen-Objekt mufl wieder eine Festlegung getroffen werden, welcher Cut
des Objekts an der gerade betrachteten Einheit befestigt ist. Hier wird angenommen, daf3
dies immer der Cut b ist. Auf Grund der Rekursion werden die beiden Schnittmomente

7P 72 an diesem Cut durch bekannte lineare Faktoren beschrieben. Andererseits ist das

Schnittmoment “7* = —7° = f”, wobei f ein bekanntes, eingeprigtes Drehmoment ist, das

z.B. auch Null sein kann. Am Cut b sind damit in Gleichung (5.9a) alle GroBen bekannt
mit Ausnahme von o’ und a°. Damit kann o als Funktion von a° ausgedriickt werden:

o =—(f+b+nd o)1 . (5.10)
Da am Cut a nur ein eingeprigtes Moment f wirkt, folgt wegen (5.9a)

I"=0, b*=f, n’=0 . (5.11)

a

Die akkumulierten Lagerreaktionen 7° werden nur vom Cut b an den Cut a weitergegeben,
sodafl gilt: 0 = 7° + 7. Durch Einsetzen von (5.9b, 5.10) in diese Beziehung wird o’
eliminiert und es folgt

0 0 ngnzT 0 o o of—l_bb

Da diese Gleichung fiir beliebiges a® gelten muf}, miissen die beiden Klammerausdriicke fiir

sich genommen verschwinden und man erhélt die folgende Beziehung:

o] OT
I° 412 “b]“bb (5.12a)
bb
b’ +by = ngf% : (5.12b)

Mit den Gleichungen (5.12, 5.11) sind alle linearen Faktoren am Cut a bekannt und die
Rekursion kann fortgesetzt werden. Mit einer (unten néher erlauterten) Vorwéartsrekursion,
werden die Winkelbeschleunigungen am Cut a, d.h. o®, a®, berechnet. Mit Gleichung (5.10)
kann dann die Winkelbeschleunigung o® am Cut b bestimmt werden und die gesuchte Ab-
leitung der Zustandsgréfle ¢dd = §, ergibt sich schlielich als Differenz der beiden Winkel-
b

beschleunigungen: § = o — a®.

Auch der Fall blockierbarer Komponenten kann behandelt werden. Wenn ein
Zustandsvariablen-Objekt der Klasse DriveVarl im blockierten Zustand ist (Locked =
True), dann werden alle linearen Faktoren von Cut b einfach an Cut a weitergegeben, da
die beiden Cuts fest miteinander verbunden sind. Eine Zusammenfassung der Beziehungen
im freigegebenen und blockierten Zustand ergibt:

I* = if Locked then — I’ else 0 (5.13a)
b* = if Locked then — ' else f + f1 (5.13b)
n, = if Locked then —n; else 0 (5.13c)

a



s - - e T Dty et e B &

I° +I; = if Locked then O else nin] /I’ (5.13d
b? + by = if Locked then 0 else (f + b°)/1°
G = if Locked then 0 else — aux/I’
fre = if Locked then — aux else 0
aur = f—l—fL—l—bb—l—nZTao—l—]boz“
b = a4 . (5.13i

Die Rekursion im Antriebsstrang endet, wenn die Basis des Antriebsstrangs, d.h. ein Objekt
der Klasse DriveMbsBase, erreicht ist. In diesem Objekt miissen die linearen Faktoren des
Antriebsstrangs auf die linearen Faktoren I, b des Mehrkorpersystems abgebildet werden.
Diese werden mit der Definitionsgleichung (4.36) auf Seite 112, d.h.

base 0
|:1f-base :| =1 |: :o :| —I_b ” (514)

bestimmt. An der Basis eines Antriebsstrangs ist o = 0 und “pbase Lo — (07 Mit (5.14,
5.9b) ergeben sich deswegen die linearen Faktoren des Mehrkorpersystems zu:

I = —[I(: g] (5.15a)
b — —[%O] . (5.15b)

Ab diesem Zeitpunkt wird die “normale” Rekursion im Mehrkdrpersystem fortgesetzt. Bei
der letzten Vorwéartsrekursion des O(n) Algorithmus werden alle kinematischen Groflen im
Mehrkoérpersystem, insbesondere a®, berechnet. Da «a° jetzt bekannt ist, kann danach
mit (5.13h, 5.13f, 5.13i) eine Vorwdrtsrekursion im Antriebsstrang ablaufen, mit der alle
Relativbeschleunigungen im Antriebsstrang berechnet werden.

Trotz der etwas ldnglichen Herleitung ist die Implementierung des obigen Algorithmus ein-
fach: In die Klassen des raumfesten Antriebsstrangs miissen nur die Rekursionsvorschriften
der Tabelle 5.2 und die Gleichungen (5.13) aufgenommen werden, und die neue Klasse
DriveMbsBase muf hinzugefiigt werden. Aufgrund der obigen Uberlegungen ist dann si-
chergestellt, dafl ein Mehrkorpersystem (in Baumstruktur), mit einem oder mit mehreren
Antriebsstrangen, immer auf eine explizit 16sbare Blockdreiecksstruktur transformiert wer-
den kann.

Auch die Anwendersicht ist wiederum einfach: Zuerst wird der Antriebsstrang wie im 1-
dimensionalen Fall beschrieben. Nur die Richtungen der Drehachsen bei den trégheitsbe-
hafteten Elementen miissen zusétzlich als Parameter mit angegeben werden. Danach muf
nur noch das Basisobjekt der Klasse DriveBase durch ein Objekt der Klasse DriveMbsBase
ersetzt werden und es muf} der Cut a des DriveMbsBase Objekts an der gewiinschten Stelle
im Mehrkorpermodell angebracht werden!

Wenn ein Antriebsstrang auf einem bewegten Starrkérper 1 gelagert ist und einen
Starrkorper 2 antreibt, der mit einem Gelenk am Starrkoérper 1 befestigt ist, sind der An-
triebsstrang, das Gelenk und die beiden Starrkérper enger gekoppelt, sodafl die Rekursion
im Mehrkérpersystem etwas modifiziert werden muf. Da ein Antriebsstrang vorhanden ist,
andern sich die beiden Ausgangsgleichungen (4.5h) auf Seite 75 und (4.15a) auf Seite 85
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0 = f*rclf+ [ A } (5.16a)
0 = XN+IXN+67 "+ . (5.16b)

Hierbei ist £ das am Cut a und f* das am Cut b des Gelenks wirkende Schnittmoment bzw.
die Schnittkraft. 7y ist die Lagerreaktion des Antriebsstrangs auf die Basis des Antriebs-
strangs, d.h. auf den Cut @ des Gelenks, und 7; ist das Schnittmoment des Antriebsstrangs
an der Achse des Gelenks. Der untere Index ¢ soll im folgenden die Antriebsstranggréfien
kennzeichnen. Da der Antriebsstrang nur einen “Freiheitsgrad” des Gelenks antreibt, wer-
den hier nur Gelenke mit einem Freiheitsgrad betrachtet. Durch die Gréflie A° werden noch
zusdtzlich im Gelenk wirkende verallgemeinerte Kréafte berticksichtigt. Der Freiheitsgrad
des Gelenks kann optional mittels der Matrix L “blockiert” werden. Es wird angenom-
men, dafl die Schnittmomente des Antriebsstrangs durch ihre linearen Faktoren beschrieben
werden:

Ty = ]tq + bt + n?Taa (517&)
. = La"+by+njq . (5.17b)

Hierbei wurde berticksichtigt, dafl die Winkelbeschleunigung der Antriebsstrangbasis gleich
der Winkelbeschleunigung des Cuts a des Gelenks (a® = a®) ist, und daf} die relative
Winkelbeschleunigung des Antriebsstrangs an der Achse des Gelenks gleich der zweiten
Ableitung der verallgemeinerten Gelenkkoordinate (o = §) ist.

Die Rekursionsvorschrift fiir ein Mehrkérpersystem mufl aufgrund der modifizierten Aus-
gangsgleichungen noch einmal hergeleitet werden. Die Ableitung lduft vollkommen analog
zu derjenigen auf Seite 112, wobei die obigen Zusatzterme mit zu berticksichtigen sind.
Zuerst werden wiederum alle den Cut b eines Gelenks beschreibenden Gleichungen in der
folgenden linearen, symmetrischen Matrix-Gleichung zusammengefaft:

I -E 0o o0 ab —b?

-E 0 & o T —Ca" —n

o o I, L i | | -A=b-nla® | (5.18)
0 0 L[ 1-1L A 0

Gleichung (5.18) gibt an, daf die unbekannten Variablen des Cut-Frames b, d.h. &°, f'b, g, A,
als lineare Funktionen der unbekannten Beschleunigung und Winkelbeschleunigung a* des
Cut-Frames a angegeben werden kénnen. Wird (5.18) explizit nach den unbekannten Va-
riablen des Cut-Frames b aufgeldst, ergibt sich:

MNo= —Lh (5.19a)
i = —(1—L)h/M (5.19b)
a* = Ca"+®i+n (5.19¢)
f* = ra+n (5.19d)

mit
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o 17
h = (dSTIbC+ [ r(l)f ] )é“+ (@' I'n+A°+&" b’ + b)) (5.20a)
M = &' + 1, (5.20D)
L = if Locked then 1 else 0 . (5.20¢)

Werden diese Gleichungen in (5.16a) eingesetzt, ergibt sich, unter Berficksichtigung von
(5.17) und einer Zwischenrechnung, die analog zur vorherigen Herleitung lauft:

A T

f*=T"a"4+b* ; I"=T° (5.21)
mit

I = —[Ig g]—CTNC (5.22a)

b = — [ '%? ] — CT(b*+ Nnp — 4(1 — L)(A* + &"b" + b,) /M) (5.22D)

N = I'-~~"(1-L)/M (5.22¢)

M = &' + |, (5.22d)

. i [ bT;ng } (5.22¢)

= if Locked then 1 else 0 (5.22f)

Ein Vergleich mit (4.41) auf Seite 113 zeigt, dafl die Rekursionsvorschriften praktisch gleich
geblieben sind und nur an einigen Stellen die Zusatzterme des Antriebsstrangs mit auftreten.
Der Einflul des Antriebsstrangs driickt sich vor allem im “reduzierten Trégheitsmoment” I,
aus, welches nur in Gleichung (5.22d) eingeht. Hier wird das “reduzierte Tragheitsmoment”
I, vom Antriebsstrang auf das projizierte “reduzierte Trigheitsmoment” I’ der “auBen”
liegenden Korper aufaddiert.

5.6 Diskussion

In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie Antriebsstrange recht einfach modelliert werden
kénnen, selbst wenn sich ein Antriebsstrang auf einem bewegten Korper befindet oder wenn
strukturvariable Elemente wie Lagerreibung, Rutschkupplungen, Bremsen vorhanden sind.
Ein Anwender mufl nur angegeben, welche Elemente eines Antriebsstrangs benutzt wer-
den sollen und wie diese zusammengeschaltet sind. Durch einfaches Vertauschen des die
Basis charakterisierenden Objekts, kann ein kompletter Antriebsstrang auf einem beliebig
bewegten Koérper plaziert werden. Hierbei werden alle auftretenden dynamischen Effekte
beriicksichtigt. Dies hat zur Folge, dafi die Rekursionsformel des O(n) Algorithmus bei
Mehrkorpersystemen geringfiigig modifiziert werden mufl. Die Spezialisierung des O(n) Al-
gorithmus auf 1-dimensionale mechanische Systeme fithrt zu den in der Maschinendynamik
bekannten “reduzierten Tragheitsmomenten”.

Das mit Dymola zur Verfiigung stehende Modellierungswerkzeug erleichtert die Implemen-
tierung von Antriebsstrang-Modellen erheblich. Die einfachen Gleichungen der einzelnen



Komponenten miissen nur in einer Klassenbeschreibung zur Verfiigung gestellt werden. Der
automatische Sortieralgorithmus, der die Modellgleichungen auf Blockdreiecksform trans-
formiert, ibernimmt den Hauptteil der Arbeit. Auch beim O(n)-Verfahren mufl man sich
nur einmal anschaulich klar machen, dafl auf eine explizit 16sbare Blockdreiecksform trans-
formiert werden kann.

In diesem Kapitel wurden nur die wesentlichen Basiskomponenten von Antriebsstrangen be-
handelt. In [Lasc88] werden detailliert noch eine groie Anzahl praktisch wichtiger, zusétzli-
cher Modellkomponenten besprochen, z.B. Elektromotoren, Pumpen, Kompressoren, elasti-
sche Kupplungen, hydrodynamische Getriebe, Differentialgetriebe. Das Einbringen solcher
Modellklassen ist einfach, da dies vor allem iiber spezielle Kraftgesetze erfolgen kann. Ver-
zweigungsgetriebe, wie Differentialgetriebe, haben im Gegensatz zu den hier behandelten
Getriebetypen mehr als 2 Flansche. Auch fiir Verzweigungsgetriebe kénnen Rekursionsfor-
meln angegeben werden. Dies hat keinen Einfluf} auf die bestehenden Klassen.
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Kapitel 6

Objektorientierte Modellierung
regelungstechnischer Systeme

Mechatronische Systeme enthalten praktisch immer auch regelungstechnische Komponen-
ten. Diese werden normalerweise durch eine Verschaltung von Fin/Ausgangsblocken be-
schrieben und grafisch als Blockschaltbilder dargestellt. Regelungstechnische Simulations-
umgebungen, wie SIMULINK, basieren auf dieser Art der Modellierung. In diesem Kapitel
wird gezeigt, wie Fin/Ausgangsblocke mit der hier verwendeten objektorientierten Tech-
nik modelliert werden kénnen. Damit kénnen physikalische Komponenten, in denen der
Energieflufl eine Rolle spielt, leicht mit regelungstechnischen Wirkkomponenten verschaltet
werden, in denen der Informationsflufl wichtig ist.

Regelungssysteme werden {iiblicherweise direkt als Verschaltung von riickwirkungsfreien
Wirkkomponenten entworfen, so dafl eine Modellierung als Blockschaltbild die “natiirlich-
ste” Form ist. Die Behandlung von Blockschaltbildern mit Ein/Ausgangsblocken bereitet
keine Schwierigkeiten, da die hiertiir benétigten Algorithmen, z.B. das Sortieren von Blocken,
als einfacher Spezialfall in den in Kapitel 2 ab Seite 17 besprochenen Verfahren enthalten
sind. Durch die (funktionell) méachtigeren Werkzeuge kénnen auch spezielle Probleme gelost
werden, die bei allgemeinen Simulationsumgebungen oft zu Schwierigkeiten fithren. Zum
Beispiel werden lineare algebraische Schleifen in Blockschaltbildern hier automatisch entwe-
der symbolisch, oder numerisch mit einem Gaufiverfahren, gelést. Nichtlineare algebraische
Schleifen kénnen entweder numerisch mit einem Newton/Raphson-Verfahren iterativ behan-
delt werden oder das gesamte Blockschaltbild wird direkt in ein differential-algebraisches
Gleichungssystem (DAE) tiberfiihrt und mit einem DAE-Integrator geldst.

6.1 Einfiihrungsbeispiel

Anhand der Modellierung eines einfachen regelungstechnischen Systems soll zuerst die prin-
zipielle Modellierungssicht dargestellt werden. Im néchsten Abschnitt werden dann die
verwendeten Klassen im Detail besprochen.

In Bild 6.1 ist ein einfacher Regelkreis aus [Mitc91] zu sehen. Dieser besteht aus einer Strecke
2-ter Ordnung, einem Meffilter erster Ordnung im Riickfithrkreis, sowie aus einem Lead-Lag
Regler. Die einzelnen Komponenten werden durch Ubertragungsfunktionen beschrieben.
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Bild 6.1: Einfacher Regelkreis.

Hierbei ist “s” die komplexe Variable der Laplace-Transformation. Dieses System kann
folgendermaflen modelliert werden:

model ControlLoop
submodel (LeadLag) C' (k
submodel (Coeff2) P (b0
submodel (PT1) M (T
submodel (Sum2)  Sum (k2

100, Tn = 0.02, Td = 0.005)

0.5, a2 = 0.012, al = 0.2, a0 = 1)
0.002)

—1)

input w
output y

connect Sum to C to P to M to Sum:in2

w = Sum.ul
y =Py
end

Mit den submodel Anweisungen werden die ben6tigten Blocke definiert. Hierbei beschreibt
die Klasse LeadLag ein System mit einem Pol und einer Nullstelle, Coeff2 ein System mit
einem Z&hler- und einem Nennerpolynom zweiter Ordnung und PT1 ein Verzogerungsglied
erster Ordnung. Der Summierer ist ebenfalls ein eigenes Objekt, wobei die Klasse Sum?2
einen Summierer mit 2 Eingédngen definiert. Alle Eingédnge eines Summierers werden mit
je einem Verstarkungsfaktor multipliziert, dessen Voreinstellung 1.0 ist. Durch die Para-
meterdefinition k2 = —1 wird die Verstiarkung vom FEingang 2 auf —1 gesetzt, um das
negative Vorzeichen beim Summierer zu beriicksichtigen. Die Objekte werden entsprechend
zum Blockschaltbild verschaltet. Schlieflich werden mit den beiden letzten Gleichungen die
Zuordnungen der Fingangs- und Ausgangsgrofie festgelegt.

In Dymola kénnen in einer Verschaltung nur Cuts, aber keine Variablen, referenziert werden.
Zum Beispiel kennzeichnet Sum:in2 den Cut en2, d.h. den zweiten Fingang des Summierers.
Die Variable dieses Cuts ist als u2 deklariert. Entsprechendes gilt fiir den ersten Fingang.
Andererseits kénnen in Gleichungen nur Variablen angesprochen werden. Aus diesem Grund
wird durch die Gleichung w = Sum.ul die erste Eingangsvariable des Summierers charak-
terisiert. Das obige Modell kann von Dymola problemlos in eine Zustandsform iiberfithrt
werden.
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6.2 Aufgabeninvariante Grundelemente

In diesem Abschnitt werden die Modellklassen besprochen, die zur Behandlung von Block-
schaltbildern erstellt wurden. Diese entsprechen den iiblichen Standardblécken, wie sie in
der Regel in Blockschaltbild-Editoren zur Verfiigung stehen. Im Unterschied zu allgemeinen
Simulationsumgebungen sind diese Blocke aber nicht “hart codiert” in einem Programmsys-
tem, sondern stehen in einer Textdatei und kénnen einfach von jedem Anwender um neue
Blocktypen erweitert werden.

Blocke haben die Eigenschaft, dal Signale eindeutig als Eingangs- oder als Ausgangsgréfien
definiert sind. Es scheint deswegen sinnvoll zu sein, die Interfacevariablen eines entsprechen-
den Objekts mit dem Attribut input oder output zu versehen, um nur diese Kausalitat
zu erlauben.  Auch bei Blockdiagrammen gibt es jedoch unterschiedliche Aufgabenstel-
lungen. Zum Beispiel kénnten bei einer Stationarwertberechnung die Ausgdnge bestimmter
Blocke vorgegeben werden, wobei die hierzu gehérenden Einginge gesucht sind, siehe z.B.
Kapitel 4.3.6 ab Seite 107. Um solche speziellen Aufgabenstellungen auch behandeln zu
kénnen, wird den Terminal-Variablen von Objekten keine Richtung zugeordnet. Dies hat
auf die Erstellung eines Zustandsraummodells keinen Einflufl, da bei der Transformation
auf Blockdreiecksform die Verschaltungsrichtungen automatisch ermittelt werden.

Lineare kontinuierliche Blocke

Alle zur Vertiigung gestellten linearen, kontinuierlichen Blocke besitzen einen Eingang und
einen Ausgang. Diese gemeinsame Eigenschaft wird in der Oberklasse SISO (= Single Input
Single Output) einmal definiert:

model class SISO
cut in (u)
cut out (y)
main cut mc [a,b]
main path mp <a —b >
end

Die Eingangsvariable wird mit v und die Ausgangsvariable wird mit y gekennzeichnet. Auf
Grund der main path Deklaration sind die im obigen Beispiel gezeigten connect Anweisun-
gen mit “to” moglich. Die main cut Deklaration erlaubt Anweisungen der Form “connect
block at (nl,n2)” um einen Block block zwischen dem Ausgang nl und dem Eingang n2
zweier anderer Blocke zu plazieren.

Lineare, kontinuierliche Systeme werden in Form von Ubertragungsfunktionen definiert.
Hierbei werden drei Darstellungsformen unterstiitzt: technisch hiufig auftretende Formen®,
sowie Koeffizienten oder Wurzeln der Zéhler- und Nennerpolynome einer allgemeinen Uber-

tragungsfunktion.

Die Klasse je eines Vertreters dieser Darstellungsformen ist in Tabelle 6.1 zu sehen. Dymola
unterstiitzt zur Zeit noch keine Matrizen. Es ist deswegen nicht méoglich z.B. alle Ubertra-
gungsfunktionen in Koeffizientendarstellung mit nur einer Klasse zu beschreiben (hierbei

! Die folgenden Blécke werden zur Verfiigung gestellt: P, PT1, PT2, DT1, I, I2, PI, PID, Lead-Lag.
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Name FPunktion Klasse

model class (SISO) PID
parameter k =1, N =10, 7%, Td

1 local x1=0, 22=0
PID y=k(l+ — + Tas) T u der(zl) = »2
i v+l der(22) = (u/Ti — 22) + N/Td
y =k*x(xl+(1=N)*Tix22+ N % u)
end

model class (SI50) Coeff2
parameter a2 =1, al =0, a0 =0

b2=10, b1 =0, b0=0

9 local x1=0, 22=0
Coeff2 = w u der(zl) = »2
287 + a1 + do der(z2) = (u — (a0 *x z1 4+ al * 22))/a2
Y = (b0 — a0 *b2/a2) * 21+
(b1 —al «b2/a2) « 22 4+ (b2/a2) * u
end
model class (SISO) PoleZero
parameter k =1, z, p
s—z local x=0
PoleZero y_ks_pu der(z) = p 2 + u
Yy =k*x((p—2)*xx+u)
end

Tabelle 6.1: Klassen zur Beschreibung von linearen, kontinuierlichen Blcken.

wiirden die Zahler- und Nennerkoeffizienten mit je einem Vektor definiert werden). Aus
diesem Grund werden fiir unterschiedliche Ordnungen der Ubertragungsfunktionen je eine
Klasse zur Verfiigung gestellt. Zum Beispiel gibt es die 5 Klassen Coeff1, Coeff2, ..., Coeff5
um Ubertragungsfunktionen bis zur Ordnung 5 in der Koeffizientendarstellung angeben zu
konnen. In den Klassen werden die Ubertragungsfunktionen durch entsprechende Zustands-
raummodelle beschrieben. Hierzu wird eine Koeffizientendarstellung der Ubertragungsfunk-
tionen verwendet, die als Regelungsnormalform realisiert ist.

Lineare zeitdiskrete Blocke

Hier werden digitale Ubertragungsglieder betrachtet, bei denen das Eingangssignal zu perio-
dischen Abtastzeitpunkten ermittelt wird und das Ausgangssignal ohne Verzogerung berech-
net und iber ein Halteglied 0-ter Ordnung ausgegeben wird. Die zur Verfiigung gestellten
Blocke enthalten jeweils einen idealen Abtaster (= Analog/Digital Wandler), sowie ein idea-
les Halteglied (= Digital/Analog Wandler). Werden diskrete Blocke, die dieselbe Abtastzeit
besitzen, zusammengeschaltet, so verhalten sich die beiden zusammengeschalteten Blocke
genauso, wie wenn ein A /D-Wandler, zwei rein diskrete Blocke und ein Halteglied verschaltet
wiirden. Der Grund liegt darin, dafl die zu den Abtastzeitpunkten auftretenden Ereignisse
der Blécke immer zum selben Zeitpunkt eintreten, weil die Ausdriicke zur Berechnung des
néachsten Ereignisses in den Blécken identisch sind. Dann werden die Modellgleichungen der
Blocke aber auch immer an denselben Zeitpunkten ausgewertet.
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Da alle zur Verfiigung gestellten diskreten Blocke einen idealen A/D- und D/A-Wandler

besitzen, wird in der Oberklasse Discrete diese gemeinsame Eigenschaft einmal definiert:

model class Discrete
parameter Tsample {Abtastzeit }
local Tnext =0, Sample

Sample = Time >= Tnext
when Sample then
new(Tnext) = Tnext + Tsample
endwhen
end

Mit dem Parameter T'sample wird die Abtastzeit fiir periodische Abtastung definiert. Tnext
gibt den Zeitpunkt der nachsten Abtastung an. Wenn die logische Variable Sample wahr
wird, tritt ein Ereignis ein und mit Hilfe der in Kapitel 3.2 ab Seite 51 erlduterten when-
Anweisung wird der néchste Abtastzeitpunkt festgelegt. Im diskreten Block muf} jetzt nur
noch auf die Variable Sample abgefragt werden. Wenn diese Variable wahr wird, sind die
Gleichungen des Blocks auszuwerten. Da der Wert einer Variablen, die in einer when-
Anweisung gesetzt wird, ithren Wert beibehélt bis die Variable explizit wieder einen neuen
Wert erhélt, ist das Halteglied 0-ter Ordnung automatisch enthalten. Man beachte, daf} die
Gleichung zur Ermittlung von Sample nur die Zeit und eine Konstante enthélt, so dafl bei
der Codeerzeugung ein Zeitereignis und kein Zustandsereignis generiert wird.

Die meisten diskreten Blocke haben einen Eingang und einen Ausgang, so dafl diese gemein-
same Eigenschaft, dhnlich wie bei den kontinuierlichen Blécken, in der Oberklasse dSISO
(= discrete SISO) definiert wird, die von Discrete durch Vererbung abgeleitet wird:

model class (Discrete) dSISO
cut in (u)
cut out (y)
main cut mc [a,b]
main path mp <a —b >
end

Die meisten linearen, zeitdiskreten Blocke werden als z-Ubertragungsfunktion definiert,
wobei in der Klassenbeschreibung zur Realisierung die diskrete Zustandsdarstellung in
der Regelungsnormalform verwendet wird. Zum Beispiel wird die Funktion “y =

(b22 4 b1z + bo)/(az2® + a1z + ag) u” mit der folgenden Klasse beschrieben:

model class (dSIS0O) dCoeff2
parameter a2 =1, al =0, a0 =0, 62=0, b1 =0, b0=0
local x1=0, 22=0

when Sample then
new(zl) = z2
new(z2) = (u — (a0 * 2l + al * 22))/a2
Yy = (b0 — a0 xb2/a2) x x1 + (bl — al * b2/a2) * 22 + (b2/a2) * u
endwhen
end
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Die Gleichungen innerhalb der when Anweisung werden nur an Abtastzeitpunkten aus-
gefithrt. Hierbei ist z.B. new(x1) der Wert, den 21 nach dem Ereignis, also beim Neustart
der Integration, besitzen wird.

Begrenzungselemente

Es gibt einige einfache Blocke um ein Signal zu begrenzen. Diese Blocke sind in der hier
benutzten Modellierungsumgebung fast nicht notwendig, da mit der if-Anweisung solche
Begrenzungen gleich direkt angeschrieben werden kénnen. Wenn ein Signal u vorgegebene
Begrenzungen t,,;,,, g nicht iiberschreiten dart, kann das einfach durch

y = if u > umaz then umaz else if u < umin then umin else u

definiert werden. Im Gegensatz zu fast allen allgemeinen, blockorientierten Simulationsum-
gebungen, wie z.B. SIMULINK, wird die obige Begrenzungsfunktion aber numerisch korrekt
durch Zustandsereignisse behandelt (siehe auch Kapitel 3.1 ab Seite 45). Da PID-Regler mit
begrenztem Ausgang und Antiwindup-Kompensation (siehe [Astr90]) haufig eingesetzt wer-
den, wird dieses Begrenzungselement ebenfalls (als kontinuierlicher und diskreter Block) zur
Verfiigung gestellt. Zum Beispiel hat die Klassenbeschreibung des kontinuierlichen Blocks
den folgenden Autbau:

model class (SISO) PIDbound
parameter k =1, N =10, Tw =0, T, Td, ymazx

local z1 =0, 22 =0, ydes, w
der(zl) = »2
der(z2) = (u/Ti— 22) « N/Td 4+ Tw * (y — ydes)
ydes = k*x(el+ (1 —N)*Tix224+ N *u)
Y = if ydes > ymax then ymaz else
if ydes < ymin then ymin else ydes
end

Der Ausgang y dieses Reglers ist begrenzt. Wenn sich der Regler in der Begrenzung befindet,
wird die Antiwindup-Kompensation “y—y,.s” {iber die Verzégerungszeit T'w aktiv und sorgt
dafiir, daf} der Regler in diesem Grenzzustand ein stabiles System ist, dessen Zustande nach

Null gehen.

Verbindungselemente

Summierer und Multiplizierer von Signalen werden als eigene Klassen zur Verfiigung gestellt.
Da keine Matrizen unterstiitzt werden, gibt es z.B. 3 Summierer mit je 2, 3 und 4 Eingéngen.
Um bei einem negativen Eingang eines Summierers nicht ein zusétzliches Verstarkungsobjekt
einfithren zu miissen, werden an allen Eingéngen gleich Verstarkungen vorgesehen, deren
Voreinstellung 1.0 ist. Damit hat z.B. ein Summierer mit zwei Eingédngen die folgende
Klassenbeschreibung:
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model class Sum?2
parameter k1 =1, k2 =1
cut inf (ul)
cut in?2 (u2)
main cut out (y)

y=klxul +k2*u2
end

Signalgeneratoren

Héaufig werden spezielle periodische Signale zur Ansteuerung von Blocken benétigt. Um
die Erstellung geeigneter Klassen zu vereinfachen, wird eine Oberklasse PeriodicSignal
eingefithrt, in der die gemeinsamen Eigenschaften der periodischen Signale definiert sind.
Hierzu wird angenommen, dafl in den Unterklassen nur die Signalfunktionen fiir eine Peri-
ode als Funktion der Zeit ¢, (0 < ¢, < Periodendauer) angegeben werden sollen, und daf
die Ereignissteuerung von einer Periode zur nachsten in der Oberklasse durchzufiihren ist.

Die Klasse PeriodicSignal hat den folgenden Aufbau:

model class PeriodicSignal

main cut out (y) {Signalausgang}
parameter 70 = 0 {Signal Startzeit}
parameter f {Signalfrequenz}

local yp, tp, T, Thegin = 0, Start = true

T=1/f
when Time >= Thegin + T or Start then
new(Start) = false
new(Tbegin) = if not Start then Tbegin + T else
T0+ max(0,T * int((Time — T0)/T))

endwhen

tp = Time — Thegin
y = if Time < T0 then 0 else yp
end

Beim Beginn einer Simulation wird mit dem else Zweig von “new(7T'begin) ...” der Be-
ginn der ersten Simulationsperiode des Signals ermittelt. Nach einer Signalperiode tritt ein
Ereignis auf, bei dem der Beginn der néchsten Periode wieder entsprechend gesetzt wird.
Da der Beginn T'begin der aktuellen Periode immer bekannt ist, kann die in einer Periode
laufende Zeit ¢, leicht berechnet werden. Mit Hilfe der obigen Klasse ist es jetzt einfach
moglich, spezielle periodische Signale zu definieren. Hierzu mufl nur y, als Funktion von ¢,
angegeben werden. In Bild 6.2 sind 3 typische Signalklassen aufgefiihrt.



model class (PeriodicSignal) Pulse L T=1f
parameter peak, width

peak | - -

yp = if tp < width then peak else 0 width

end

\/

T=1/f
model class ( PeriodicSignal) Square Wave

parameter peak

peak

\

yp = if tp < T/2 then peak else —peak
end

>

model class ( PeriodicSignal) Sawtooth
parameter peak

peak S IS

yp = peak*tp/T
end

\J

Bild 6.2: Klassen fiir periodische Signale.
6.3 Diskussion

Es wurde gezeigt, wie regelungstechnische Systeme, die in einer Ein/Ausgangsbeschreibung
vorliegen, mit einer objektorientierten Modellierungssprache beschrieben werden kénnen.
Die zur Verfiigung gestellten Blocktypen zeigen, daf} es einfach ist, neue Blocke einzufithren
oder vorhandene zu erweitern. Mit der in Kapitel 3 ab Seite 45 besprochenen Model-
lierungstechnik fiir ereignisabhéngige Systeme bereitet es auch keine Probleme, getaktete
bzw. diskrete Blocke so zu modellieren, dafl diese numerisch robust und effizient durch einen
Integrator bearbeitet werden kénnen.

Die Modellierung von Blécken ist zur Zeit etwas eingeschréankt, da in Dymola keine Matrizen
unterstiitzt werden. Wenn ein Regler z.B. direkt durch eine Zustandsdarstellung beschrieben
ist, so muf} dieser als explizites Differentialgleichungssystem eingegeben werden. Ansonsten
ist diese objektorientierte Modellierungsumgebung funktionell méachtiger als die meisten
Simulationsumgebungen, da z.B. automatisch lineare und nichtlineare algebraische Schleifen
behandelt werden.
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Kapitel 7

Gesamtmodell des Industrieroboters
Manutec r3

Die erlduterten Konzepte und Modellklassen werden in diesem Kapitel auf ein komple-
xes mechatronisches System angewandt, um die Leistungstahigkeit der objektorientierten
Modellierung zu demonstrieren. Untersucht wird der Industrieroboter Manutec 13, siehe
Bild 7.1, der bei der DLR detailliert vermessen wurde. Hierbei wurden auch ausgewéhlte
Bahnen des Roboters verfahren, so dafl entsprechende Simulationen mit Messungen vergli-
chen werden kénnen.

Alle wichtigen physikalischen Effekte werden modelliert: die Mehrkérperdynamik, die An-
triebsstrange inklusive Reibung, Elastizitdt, Dampfung und Lose, die Dynamik der Motoren
inklusive Stromregler, die Tachofilter und die Kaskadenregler. Hierfiir werden die Bibliothe-
ken fiir Mehrkorpersysteme, tiir Antriebsstrange, tiir elektrische Schaltkreise, fiir regelungs-
technische Komponenten und fiir spezielle Kraftgesetze (Reibung) verwendet. Obwohl alle
Modellierungsdetails angegeben werden, bleibt das Modell iiberschaubar und verstéandlich.

7.1 Ermittlung der Modellparameter durch
Einzelmessungen

Die Parameter des Roboters wurden grofitenteils von S. Tiirk durch Einzelmessungen am
Roboter bestimmt, der dazu zum Teil zerlegt wurde.

Zur Ermittlung der mechanischen Kenndaten wurden die 6 Arme des Roboters ausein-
andergebaut. Die Massen wurden durch Wiegen bestimmt, die Schwerpunkte wurden
durch Vermessung der Lotlinien der an einem Punkt aufgehdngten Arme bestimmt, und
die Tragheitstensoren wurden durch Schwingungsmessungen mit Torsionsdrdhten ermittelt.
Die Mefivertahren, die Fehlerrechnung inklusive Ausgleichsrechnung, und die ermittelten
Modellparameter sind in [Eich86] dokumentiert. Das Ergebnis dieser Messungen wurde in

[Tuer87, Otte88a] verdffentlicht.

Die Ermittlung der iibrigen Modellparameter fand am zusammengebauten Roboter statt,
mit dem ausgewdhlte Bahnen gefahren wurden. Hierbei wurde immer nur ein Gelenk be-
wegt, wobei die Bremsen der iibrigen Gelenke eingeschaltet waren. Die analogen elektrischen
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Bild 7.1: Bild des Industrieroboters Manutec r3.

Komponenten (Motor, Stromregler, Geschwindigkeitsregler) wurden durch Frequenzgangs-
messungen bestimmt. Bei dem zur Verfiigung stehenden Exemplar der Baureihe r3 wurden
die Mefisignale durch die Analogauswertung verzerrt, so daf keine gentigend genaue Propor-
tionalitdt zur Drehzahl der Gelenke vorlag. Aus diesem Grunde hat Tiirk den vorhandenen
Tiefpass durch ein Tachofilter dritter Ordnung ersetzt. Der Antriebsstrang (insbesondere
Elastizitdt und Dampfung) wurde ebenfalls durch Frequenzgangsmessungen identifiziert.
Die Verstarkungsfaktoren der Lageregler konnten nicht gemessen werden, da diese digital
realisiert sind. Sie wurden von Detzner [Detz86] aufgrund einfacher Entwurfsiiberlegun-
gen geschitzt. Die verwendeten Mefiverfahren und die ermittelten Modellparameter sind in
[Tuer90] beschrieben. Die kompletten Modelldaten sind noch einmal kompakt und {iber-
sichtlich in [Fran93] zusammengestellt.

Um die Modellvorstellungen zu verifizieren, wurden die Messungen mit begleitenden Simula-
tionen verglichen. Hierbei handelte es sich um Modelle einer Achse des Roboters, sowie um
ein Modell mit 3 Freiheitsgraden (die letzten 3 Gelenke des Roboters sind hierbei gesperrt)
inklusive Antriebsstrang, Motor und Regler. Das benétigte Mehrkérpermodell wurde mit
dem speziellen symbolischen MKS-Programm MyRobot [Otte88] generiert. Die restlichen
Modellteile wurden mit der allgemeinen Simulationssprache ACSL [Mitc91] modelliert und
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damals zusammen mit dem MKS-Teil innerhalb der ACSL Laufzeitumgebung simuliert.

Um mit dem Robotermodell nicht nur Simulationen, sondern auch Trajektorienoptimierun-
gen (fiir die Bahnplanung) und Reglerentwiirfe, durchfithren zu kénnen, wurde ein komplet-
tes Modell des Roboters von Franke [Fran92] neu als Fortran-Unterprogramm im DSblock-
Format [Otte92] realisiert. Der Mehrkorperteil wurde wiederum mit dem MKS-Programm
MyRobot erzeugt. Die iibrigen Modellteile wurden von Hand codiert. Dadurch war es
moglich, das Modell innerhalb der ANDECS-Umgebung [Grue93] einzusetzen und die dort

vorhandenen vielfaltigen Analyse- und Entwurfsmethoden anzuwenden.

Bei dieser Realisierung des Modells zeigte es sich ganz deutlich, dafl mit dem Gesamtmodell
des Roboters r3 die Grenzen einer Modellerstellung, die direkt auf Fortran basiert, erreicht
sind. Das implementierte Unterprogramm ist, insbesondere durch die Modellierung der
vielen unstetigen Elemente mit Zustandsereignissen, uniibersichtlich und wohl nur noch
vom Programmautor wartbar und an spezifische Bediirfnisse anpafibar. In etwas geringerem
Umfang gilt diese Aussage auch fiir das zuerst erstellte Teilmodell in der Simulationssprache

ACSL.

Bei der Erstellung dieser beiden Simulationsmodelle war noch nicht klar, wie die durch die
Coulomb’sche Reibung eingefithrten strukturvariablen Elemente zu modellieren sind, und
inshesondere wie gleichzeitig auftretende Ereignisse, bzw. identisch verschwindende Indika-
torfunktionen behandelt werden kénnen. Aus diesem Grund arbeiten die beiden Programme
nicht in allen Situationen korrekt. Es gibt zum Beispiel Schwierigkeiten, wenn zwei Reib-
elemente zum gleichen Zeitpunkt schalten.

7.2 Gesamtmodell als oberste Modell-Hierarchie

Mit den in den letzten Kapiteln erarbeiteten Modellklassen wird das Gesamtmodell des r3
Roboters hierarchisch aufgebaut. In Bild 7.2 ist die Struktur des Gesamtmodells zu se-
hen. Der Roboter wird als Mehrkoérpersystem modelliert, das aus 6 starren Kérpern und 6
einachsigen Drehgelenken besteht. Auf jedem Korper ist ein Antriebsstrang befestigt, der
das Gelenk des néchsten Koérpers antreibt. Der Block “Antriebsstrang” enthalt Antriebswel-
len und Getriebe, wobei Elastizitdten, Damptung, Lose und Reibung mit modelliert werden.
Jeder Antriebsstrang wird von einem Drehmoment angetrieben, das vom elektromagneti-
schen Feld des Motors erzeugt wird. Der Block “Motor” enthilt den elektrischen Teil eines
Elektromotors inklusive des Stromreglers. Der Sollwert eines Stromreglers wird von einer
Kaskadenregelung im Block “Regler” vorgegeben. Sollwerte des Reglers sind die gewiinsch-
ten Winkel und Winkelgeschwindigkeiten der Drehgelenke. Jeder Block in Bild 7.2 wird
durch eine eigene Modellklasse beschrieben und in den néchsten Abschnitten besprochen.
Die oberste Hierarchiestufe wird durch das folgende Modell beschrieben:
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Bild 7.2: Struktur des Gesamtmodells des Roboters Manutec 3.

@mbssim.l1b {Bibliothek fiir Mehrkérpersysteme (Simulationsproblem)}

@block.lib {Bibliothek fiir Blockdiagramme}

@el.lib {Bibliothek fiir elektrische Bauteile}

@r3.lib {Bibliothek fiir r3 Bauteile}

model r3s6 {Gesamtmodell vom Roboter Manutec r3}
{Regelungssysteme}

submodel (R3control) cl, ¢2, ¢3, ¢f, ¢, cb

{elekirischer Teil der Motoren}
submodel (R3motor) m1 (k=1.1616, w=4590, D=0.6 , 2=0.094 , maz=9.0)
submodel (R3motor) m2 (k=1.1616, w=5500, D=0.6 , 2=0.094 , maxz=9.0)
submodel (R3motor) m3 (k=1.1616, w=5500, D=0.6 , 2=0.094 , maz=9.0)
submodel (R3motor) m4 (k=0.2365, w=6250, D=0.55, 2=0.022 , maz=1.9)
submodel (R3motor) m& (k=0.2608, w=6250, D=0.55, 2=0.096 , max=2.0)
submodel (R3motor) mé (k=0.0842, w="7400, D=0.27, 2=0.044 , max=0.65)

{Antriebsstringe}
submodel (R3drivel) di (i=il, n3=1, Rmaz=0.4, ¢=43, d=0.005, ¢=0.01)
submodel (R3drivel) d2 (i=i2, ni=1, Rmaz=0.5, ¢=8 , d=0.01 | ¢=0.06)
submodel (R3drivel) d3 (i=i3, ni=1, Rmaz=0.7, ¢=58, d=0.04 , e=0)
submodel (R3drive2) d4 (i=if, n3=1, J=1.6E-4)
submodel (R3drive2) d5 (i=i5, n3=1, J=1.8E-4)
submodel (R3drive2) d6 (i=i6, n3=1, J=4.3E-5)
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{Mehrkérpersystem}
submodel (R3mbs6) robot (mL=mlL, rLi=rLl, rL2=rL2, rL3=rL3)

{Getriebeilbersetzungen als Konstanien, da diese an 2 Stellen bendtigt werden}

constant i/=—105, i2=210, i3=60, ij=—99, i5=79.2, i6=—99

{Masse und Posilion der Last als Parameter}
parameter mli=0, rL1=0, r[2=0, rL3=0

{geforderte Gelenkwinkel rq in [rad]l and Winkelgeschwindigkeiten rqd in [rad/s];
Regelfehler e, ed und Aniriebsmomente t der Motoren in [Nm]}

input r¢(6), rqd(6)

output e(6) , ed(6) , t(6)

{ Verbindungsstruktur der Roboterkomponenten}
connect ¢ to mi to dI to robot:jl,
¢2 to m2 to d2 to robot:j2,
¢3 to m3 to d3 to robot:y3,
¢4 to m4 to d4 to robot:j4,
¢d to mdH to dj to robot:ys,
cb to mb to db to robot:j6

{Gleitreibungsgesetze fir die ersten drei Gelenke}
dl.Rv = 0.4+ (0.13/160) * abs(d1.qd)
d2.Rv = 0.5+ (if abs(d2.qd) < 130 then (0.1/130) x abs(d2.qd)
else 0.1+ (0.1/230)« (abs(d2.qd) — 130))
d3.Rv = 0.7+ (if abs(d3.qd) < 130 then (0.2/130) x abs(d3.qd)
else 0.2+ (0.1/230) * (abs(d3.qd) — 130) )

{Aufschaltung der Eingangsgrifien}

elorg = il *xrg(l)
e2.rq = i2*rq(2)
e3orq = i3 *rq(3)
cdorq = id*xrq(4)
cb.orq = i5*rq(h)
eb.rq = i6*rq(6)
clorgd = il xrg(l)
e2.rqd = 2 *xrq(2)
e3.rqd = i3 *xrq(3)
cdorqd = id*rq(4)
eb.rqd = 5 *rq(b)
eB.rqd = 6 *rq(6)

(1) = mli

t(2) = m2t

t(3) = m31

t(4) = mdt

t(b) = mbi

t(6) = mb.t

e = rq — robot.q
ed = rqd—robot.qd

end

Mit den ersten Anweisungen werden die verwendeten Bibliotheken definiert. Die Biblio-
thek mbssim.lib1adt automatisch auch die Antriebsstrang-Bibliothek. Die Bibliothek r3.[2b
enthélt die in den nachsten Abschnitten besprochenen Modellklassen. Mit den submodel
Anweisungen werden alle ben6tigten Komponenten definiert. Da die Kaskadenregler in den
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Gelenken identisch sind, werden 6 gleiche Regler deklariert. Andererseits hat der Robo-
ter zwei strukturell unterschiedliche Typen von Antriebsstrangen, sodafl die beiden Klassen
R3drivel, R3drive2 bendtigt werden. Mit der input Anweisung werden die gewiinsch-
ten Winkel und Winkelgeschwindigkeiten als Eingange in die Kaskadenregler definiert. Mit
der output Anweisung werden die von den Motoren erzeugten Drehmomente sowie die
Regelfehler (= Differenz von gewiinschtem und wirklichem Winkel bzw. Winkelgeschwin-
digkeit) deklariert. Mittels der connect Anweisung werden die Komponenten entsprechend
zu Bild 7.2 zusammengeschaltet.

Alle Antriebsstrénge haben in der Gleitphase unterschiedliche Reibkennlinien. Diese Kenn-
linien werden durch lineare Interpolation einiger weniger Mefipunkte approximiert. Im Mo-
dell wird dies mit if-Anweisungen erreicht, da noch keine komfortablere Definitionsart fiir
Tabellen in Dymola zur Verfiigung steht. Man beachte, daff die if-Anweisungen bei der
Codegenerierung in Zustandsereignisse umgewandelt werden. Schliefilich wird am Ende des
Modells angegeben, welche Modellvariablen auf die Ein- und Ausgangsgrofien des Modells
geschaltet werden. Damit ist das komplette Modell auf der obersten Hierarchiestufe defi-
niert.

In den folgenden Abschnitten wird auf die Modellbildung der einzelnen Blécke eingegangen.

7.3 Regelungssystem

Der r3 Roboter besitzt sechs identische Kakadenregler, die den Winkel und die Winkelge-
schwindigkeit eines jeden Motorldufers regeln. Die Struktur eines Reglers ist in Bild 7.3 zu
sehen. Der Regler hat zwei Riickkopplungs-Schleifen. Die innere Schleife ist analog reali-
siert und regelt die Winkelgeschwindigkeit des Motorlaufers. Die duflere Schleife arbeitet
digital mit einer Abtastzeit von 8 ms und regelt die Position der Motorwelle. Das Rege-
lungssystem kann problemlos mit der in Kapitel 6 ab Seite 156 besprochenen Bibliothek fiir
Blockschaltbilder modelliert werden. Das Modell hat den folgenden Aufbau:
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Bild 7.3: Modellstruktur eines Kaskadenreglers
model class R3control {Kaskadenregler fiir einen r3 Motor}
{Basisblicke von Tachofiller and Geschwindigkeitsregler}
submodel (PT1) tachol (T=8.475E-4) {Tachofilter 1}
submodel (PT2) tacho?2 (k=0.03 ,w=2014, D=0.294) {Tachofilter 2}
submodel (LeadLag) ratel (Tn=40E-3 |, Td=20.2E-3) {Geschw. Regler 1}
submodel (LeadLag) rate2 (Tn=9.95E-3, Td=0.56F-3) {Geschw. Regler 2}
submodel (1) rate3 (k=340.8) {Geschw. Regler 3}
submodel (Sum2) sum  (k2=—1)
{ Verstirkungsfakioren, Abtastzeit der Lageregler und lokale Variable}
constant Kd = 0.03, Kv = 0.3, SampleTime = 0.008
local NextTime = 0 {Anfangswert = 0}
{Cut Definitionen}
cut in (rq, rqd) {geforderter Motorwinkel und Winkelgeschwindigkeit }
cut out (g, ¢d, ri) {aktueller Motorwinkel und Winkelgeschwindigkeit,

geforderter Motorstrom }
main cut cio [in, out]
main path pio < in — out >

{ Verschaltungsstruktur von Tachofilter und Geschwindigkeilsregler}
connect tachol to tacho? to ratel to sum:n2, sum:out to rate? to rated

{Aufschaltung der Eingangs- und Ausgangsgrifie}
qd = tachol.u
ri = rated.y

{Lageregler als Ablastsystem}
when 7Time >= NexztTime then
new (NextTime)} = Time + SampleTime
sum.ul = Kd*rqgd+ Kv+(rq—q)
end when
end

Mit den submodel Anweisungen werden die benétigten Blocke zur Modellierung des Ta-
chofilters und des Geschwindigkeitsreglers definiert. Mit der connect Anweisung werden
diese Blocke entsprechend zu Bild 7.3 verschaltet. Auf Grund der einfachen Struktur des
Positionsreglers, wird dieser gleich direkt mit Hilfe eines when Blocks beschrieben. Der
Rumpf dieses Blocks wird nur zu den Abtastzeitpunkten ausgewertet.



7.4 Elektromotor

Die Motoren des r3 Roboters sind elektronisch kommutierte Synchronmaschinen. Durch
die elektronische Kommutierung und die Stromregelung ist das dynamische Gesamtverhal-
ten dem einer stromgeregelten Gleichstrommaschine dhnlich. Aus Vereinfachungsgriinden
wurde von Tiirk [Tuer90] nur das Ein/Ausgangsverhalten des “schnellen Subsystems” Mo-
tor vermessen und durch ein System 2ter Ordnung mit Totzone und Begrenzung approxi-
miert. Um klar zu zeigen, daf} die in mechatronischen Systemen héufig mit zu modellieren-
den elektrischen Bauteile problemlos in der hier benutzten Modellierungstechnik verwendet
werden koénnen, werden die Motoren hier als stromgeregelte Gleichstrommaschinen model-
liert. Das Schaltbild ist in Bild 7.4 zu sehen. Die Parameter wurden so gewéhlt, daf} das
Ein/Ausgangsverhalten identisch zum approximierten Modell 2ter Ordnung von Tiirk ist.

Rdl

pl

z

[
el
S

Hall sensor

Bild 7.4: Schaltbild der r3 Motoren

Die zwei nichtlinearen Blocke sind im Schaltbild nicht enthalten, werden aber in der folgen-

den Modellbeschreibung beriicksichtigt:

model class R3motor
{elekirische Komponenten}
submodel (Resistor) Rd1(R = 100), Rd2(R = 100), Rd3(R=100), Rd4(R = 100)

submodel (Resistor) Ri (R=10) , Rpl(R =200), Rp2(R= 50), Ra (R = 250)
submodel (CapacitorT) C' {Kapazitat C ist Terminal Variable}
submodel (InductorT) La {Induktivitat L ist Terminal Variable}
submodel (Emf) emf(k=k) {Elektro-Motorische-Kraft }
submodel (Hall) hall {Hall Sensor}

submodel (OpAmpldeal) diff, I, power {ideale Operationsverstérker}
submodel (Ground) g

submodel (DeadZone) NL1 (zmax = z) {maximaler Wert der Totzone}
submodel (Bound) NL2 (max = max) {maximales Motormoment}

{einstellbare Parameler}
parameter k, w, D, z, maz=9

{Schnittstellen zum Regler (=control) und zum Rotor des Motors (=rotor}}
cut control (g, qd, ri)

cut rotor (¢, qd, ¢dd /' f)
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main cut mc [control, rolor]
main path mp < control — rotor >

{ Verbindungsstruktur der Komponenten}
node  n0, nl, n2, n3, nd, nb, nb, n7, n8, n9, m(q, qd, gdd/tmot)

connect Rdl at (n2,nb), Rd2 at (nl,n2), Rd3  at (n4,n3),
Rd4 at (n3,n0), Ri  at (nb,n6), Rpl  at (n8,n9),
Rp2 at (n8,n0), Ci at (n6,n7), g at n0,

diff at (n3,n2,nb), I  at (n0,n6,n7), power at (n7,n8,n9),
n9 to Ra to La to emf to hall to n0, hall:m at nd, m at emf:mech

{berechne Kapazitit C'i und Induktivitit La und verschalte NL1 und NL2}
Ci.C =0.004*D/w

La.L. = Ra.R/(2xD+w)
71 = NLl.u
Rd2.Va= NLl.y
tmot = NL2.u
f = NL2.y

end

Das elektrische Schaltbild 7.4 kann problemlos mit Hilfe der in Kapitel 2 ab Seite 17 bespro-
chenen Klassen zur Modellierung elektrischer Bauteile beschrieben werden. Zuerst werden
alle elektrischen Komponenten, wie Widerstande, Kapazitaten, Induktivitaten, Operations-
verstérker, definiert. Der letzte Buchstabe “T7 bei den Klassen CapacitorT, InductorT
zeigt an, dafl die Kapazitat und die Induktivitdt nicht als Parameter, sondern als Terminal-
Variablen gegeben sind. Dies ist notwendig, da diese beiden Konstanten aus anderen Kon-
stanten berechnet werden und es in Dymola zur Zeit nicht moglich ist, Parameter durch
Ausdriicke zu berechnen. Fiir die benutzten Operationsverstirker werden ideale Modelle
verwendet. Die Klasse OpAmp hat deswegen den folgenden Aufbau:

model class OpAmp

cut InP (Vp /[ip) {nicht-invertierender Eingang }
cut InM (Vm [ im) {invertierender Eingang }
cut Out (Vo /io) {Ausgang }
main cut mc [InP, InM, Out]
Vp=Vm
wp =0
mm =0
end

Bei einem idealen Operationsverstirker wird die Potentialdifferenz zwischen den beiden
Eingéngen, sowie die Strome in den beiden Fingdngen, vernachléssigt.

Ein idealer Hall-Sensor ist eine stromgesteuerte Spannungsquelle. In der obigen Anwendung
bedeutet dies, dafl das Potential am Knoten n4 proportional zum Strom ist, der durch den
Gleichstrommotor fliefit.

Nachdem alle Komponenten deklariert sind, werden die Schnittstellen zum Regler (cut
control) und zur Motorwelle (cut rotor) definiert und alle Bauteile entsprechend zu Bild 7.4
zusammengeschaltet.
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7.5 Antriebsstrang

Das vom Motor erzeugte Drehmoment im Luftspalt treibt iiber ein Getriebe die Achse ei-
nes Gelenks an. In den Lagern des Getriebes und des Gelenks, sowie bei den im Eingriff
befindlichen Zéhnen der Getrieberader, ist betrachtliche Reibung vorhanden. Dariiberhin-
aus sind Elastizitat, Ddmpfung und Lose in den Antriebsstringen der ersten drei Gelenke
zu beriicksichtigen. Die &ufleren drei Getriebe sind so steif, dafl die Getriebe-Elastizitéat
vernachlassigt werden kann.

Um das Modell zu vereinfachen, wird in [Tuer90] nur das vom Roboterhersteller angegebene
Tragheitsmoment des Motorlaufers berticksichtigt. Die Tragheitsmomente der Getriebe wer-
den vernachléassigt. Weiterhin wird angenommen, dafl Reibung nur am Motorlaufer wirkt.
Damit ergibt sich fiir die ersten drei Antriebsstriange die in Bild 7.5 gezeigte Struktur. Die
Feder in Bild 7.5 soll die Elastizitit, die Damptung und die Lose charakterisieren.

Antricb Getriebe

—

Sp
) Abtrieb

Bild 7.5: Struktur der Antriebsstrange der ersten 3 Gelenke.

Der Antriebsstrang kann problemlos mit der in Kapitel 5.5 ab Seite 149 erlduterten Biblio-
thek fiir Antriebsstrange auf bewegten Mehrkérpersystemen modelliert werden. Das Modell
hat den folgenden Aufbau:

model class (DriveOneCut) R3drivel
{Komponenten vom Aniriebsstrang}
submodel (DriveBaseJoint) b

submodel (Shaft) =0.0013, nl = nl, n2 =n2, n3 =n3)

s (J
submodel (Gear) g (i= )
submodel (R3spring) sple=c, d=d, b=1b)
submodel (FxtFriction) fr (Rmax = Rmax)

submodel (Drive VarLS) v

{Parameter vom Anlriebssirang}
parameter i, ¢, d, b, Rmaz, n1=0, n2=0, n3 =0

{Schnittstelle zum Motor (Antrieb) und zur Last (Abtrieb)}
terminal Rv {Gleitreibungsgesetz }

cut motor (q, qd, qdd / f)

main path mp < motor —a >

{ Verbindungsstrukur}
connect b to vto s to sp to ¢ to a,
motor at v:ext, fr at viextL, b:joint at a

Rv = fr.Rv

end
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Auf Grund der am Motorldufer wirkenden Reibung, mufl die Welle s beziiglich der Antriebs-
strangbasis sperrbar sein, d.h. der Winkel und die Winkelgeschwindigkeit von s beziiglich
der Basis miissen als Zustandsvariablen benutzt werden. Wie in Kapitel 5.5 ab Seite 149
erlautert, miissen die verallgemeinerten Koordinaten des Gelenks, das von einem Antriebs-
strang angetrieben wird, ebenfalls als Zustandsvariablen verwendet werden. Damit liegen
alle Zustandsgroflen fiir den Antriebsstrang fest.

Mit den submodel Anweisungen werden die bendtigten Bauteile definiert. Mit der Klasse
DriveVarLS werden der Winkel und die Winkelgeschwindigkeit zwischen Welle s und der An-
triebsstrangbasis als “sperrbare” Zustandsgréfien eingefithrt. Die Klasse FxtFriction wurde
in Kapitel 4.5 ab Seite 114 ausfiihrlich erlautert und beschreibt die am Motorlaufer wirkende
Reibung. Die connect Anweisung legt dann die Verschaltungsstruktur fest. Das speziell
fiir diesen Antriebsstrang benétigte Kraftgesetz um Elastizitdt, Dampfung und Lose zu
beschreiben, wird mit der folgenden Klasse zur Verfiigung gestellt:

model class (DriveForce) R3spring
parameter ¢=0,d=0,0=0,¢40=0

f=dxqd+(if¢—q0>0b thenc*(q—q0—0b) else
if ¢ —q0 < —b then c* (¢ — q0 + b) else 0)
end

Die drei &uleren Antriebsstrange sind eine Spezialisierung der drei inneren Antriebsstriange,
wobei eine starre Kopplung zwischen Motorldufer und Getriebe angenommen wird. Dann
ist es gleichgiiltig ob die Reibung am Motorlaufer oder (bei entsprechender Umrechnung)
in der Gelenkachse wirkt, wie im folgenden angenommen. Da Reibelemente jetzt direkt in
einem Gelenk wirken, miissen beim Mehrkérpermodell des Roboters die letzten 3 Gelenke
sperrbar sein.

7.6 Mehrkorpersystem

Der mechanische Teil des r3 Roboters wird als Mehrkoérpersystem modelliert. Dieses besteht
aus 6 Armen und 6 Drehgelenken. Wegen der vernachlissigten Getriebeelastizitdten in den
letzten 3 Gelenken, konnen diese Gelenke im Laufe einer Simulation aufgrund von Reibung
gesperrt sein. Das MKS wird folgendermafen modelliert:
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model class R3mbs6
{Ineertialsystem}
submodel (Tnertial) i (ng3 =—1,¢9 =9.81)

{Gelenke und Verbindungsstangen}
submodel (RevoluteL) rl(n3=1) ,72(nl=1) ,r3 (nl=1)
submodel (RevoluteLS) r4 (n3=1) ,rb(nl=1) ,r6 (n3=1)
submodel (Bar) b3 (r3=10.5), 05 (r3=0.73), 0L (r1 =vrL1, r2=rL2, r3 =rL3)

{Kdrperdaten}
submodel (Body) ml (133 = 1.16)
submodel (Body) m2 (m =56.5,r1=0.172, 73 =0.205 , I11 =2.58 ,22=0.73 ,
133 =10.64 |, I31 = —0.46)
submodel (Body) m3 (m = 26.4, r1 = 0.064, r3 = —0.034, 11 = 0.279 , 122 = 0.413 ,
133 =10.245 | 131 = —0.07)

submodel (Body) m4 (m = 28.2 ,r3=032 111 =167 ,I122=167 |,
133 =0.081)

submodel (Body) mb (m =5.2 , 73 =0.023 , I11 =0.0125, 122 = 0.0153,
133 =0.0081)

submodel (Body) Load (m = mlL)

{Reibelemente in den letzten 3 Gelenken}
submodel (ExztFriction) R4 (Rmax = 26.7), R5 (Rmax = 39.6), R6 (Rmax = 16.8)

{Masse und Position der Last als Parameter}
parameter mL =0,7L1=0,7L2=0,7L3 =10
local VAUL

{Achsen der Gelenke als Schnittstelle nach aufien (fir die Antriebsstringe)}
cut jl, j2, j3, j4, jb, j6

{ Verbindungsstruktur der Komponenten}
connect 1 to rl to r2to b3 to r3 to r4 to b5 to rj to r6 to b,
ml at ri:b, jIat ri:Drive,
m2 at r2:b, j2at r2:Drive,
m3 at r3:b, ;3 at r3:Drive,
m4 at r4:b, g4 at rf:Drive, R4 at rj:extl,
md at r5:b, j5at r5:Drive, R at ri:extl,
load at bL:b, j6 at r6:Drive, RO at r6:extl

{Gleitreibgesetze}
vaur = 79.2 % abs(rb.qd)
R4.Rv = 21.78 4+ 9.801  abs(rd.qd)
R5.Rv = 79.2 % (0.38 4 (if vauxr < 100 then (0.04/100) * vaux
else 0.04 + (0.08/200) * (vauxr — 100) )
R6.Rv = 10.89 4 3.9204 * abs(r6.qd)

end

Das MKS kann problemlos mit Hilfe der in Kapitel 4 ab Seite 66 eingefiihrten Klassen be-
schrieben werden. Da auf der obersten Hierarchiebene die Bibliothek mbssim.ltb angegeben
wurde, wird der O(n) Algorithmus zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen benutzt. Zu-
erst werden mit den submodel Anweisungen wiederum die benétigten Komponenten dekla-
riert. Die ersten 3 Gelenke sind von der Klasse RevoluteS, weil diese Gelenke nicht blockiert
werden und die Relativwinkel und Relativwinkelgeschwindigkeiten als Zustandsgréfien be-
nutzt werden. Die 3 letzten Gelenke sind von der Klasse Revolutel S, da aufgrund von
Reibung im Gelenk ein Blockieren méglich ist. Die Stangen b3, b5, bL beschreiben den
Versatz zwischen Gelenken, sowie den Angriffspunkt der Lastmasse. Die Starrkérper des
Roboters werden mit der Klasse Body definiert. Der &uflerste Roboterkérper ist sehr klein
und gegeniiber dem Rotor des 6-ten Motors vernachldssigbar. Aus diesem Grund sind nur
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5 Arme, sowie die Last, aufgefithrt. Die Schnittstellen nach auflen sind die Achsen der 6
Drehgelenke, an denen Antriebsstrange befestigt werden kénnen.

7.7 Ausgewihlte Simulationen

Mit Hilfe des Dymola Compilers wird das in den vorigen Abschnitten erliuterte Modell
des Roboters r3 auf Blockdreiecksform transformiert und als Fortran Unterprogramm im
DSblock-Format auf eine Datei ausgegeben. Der gesamte Generierungsvorgang, inklusive
Einlesen der Bibliotheken, Transformation auf Blockdreiecksform und Codeerzeugung, dau-
ert ca. 1 Minute'. Das Modell ist in Zustandsform und besitzt 66 Zustinde, 12 Einginge,
18 Ausgénge und 138 Indikatorfunktionen. Der Code zur Auswertung einer rechten Seite
enthalt rund 950 Multiplikationen und Divisionen, sowie 760 Additionen und Subtraktio-
nen. Der erzeugte DSblock-Code kann direkt in die ANDECS Simulationsumgebung DSSIM
[Otte93b] eingebunden werden. Innerhalb von DSSIM stehen standardmaéflig 10 unter-
schiedliche Integrationsverfahren mit variabler Schrittweite (und teilweise variabler Ord-
nung) zur Verfligung.

In einem ersten Schritt werden die Simulationen wiederholt, die zur Verifizierung der Mes-
sungen von Tiirk [Tuer90] durchgefithrt worden sind. Fin typisches Simulationsergebnis
ist in Bild 7.6 zu sehen. Dieses ist dquivalent zum Mess- und Simulationsexperiment
aus [Tuer90], Seite 122/123. Hierzu wird der Roboter in seine Referenzposition gefah-
ren. Die Anfangsbedingungen aller Zustandsgréflen sind Null. Die zwei &ufleren Gelenke
sind gebremst. Die Geschwindigkeits- und Positionsregler aller Gelenke sind “abgeklemmt”
und es werden Spriinge auf die Stromsollwerte mit den folgenden Sprunghéhen gegeben:
rig = —2.5, rig = =2, rig = —2.5, riy = —3. Gemessen werden die Spannungen am Aus-
gang der Tachofilter (in Volt). Zur Durchfithrung entsprechender Simulationen miissen die
Kaskadenregler aus dem Modell entfernt und die letzten beiden Gelenke gesperrt werden.
Aufgrund der tibersichtlichen, objektorientierten Modellstruktur, und da Gelenke durch
Setzen der logischen Variablen Locked gesperrt werden kénnen, ist das einfach und schnell
moglich.

Im Rahmen der Zeichengenauigkeit sind die Ergebnisse von Bild 7.6 mit den in Bild 43 aus
[Tuer90] gezeigten Simulationen identisch. Die Messungen weichen nur geringfiigig von den
Simulationen ab. Zum quantitativen Vergleich sind in Tabelle 7.1 die Werte der Tachos-
pannung am Ende der Simulation (0.2 s) angegeben, da dort die grofite Differenz zwischen
Simulation und Messung vorliegt. Die Ablesegenauigkeit von Bild 43 aus [Tuer90] betragt
ca. £0.25. Der Verstarkungsfaktor des Tachofilters ist 0.03 (siehe Klasse R3control auf
Seite 170). Deswegen erreicht z.B. der Motor 4 bei diesem Experiment fast seine maximale

Drehzahl von 3200 U/min (n = 9.8-60/(2 - 7 - 0.03)).

Um das Verhalten des Gesamtmodells an einer anspruchsvollen Aufgabe zu demonstrieren,
wurden von A. Lewald die Sollverlaufe der Reglereingédnge durch Trajektorien-Optimierung
so bestimmt, dafl der Roboter an seinen Leistungsgrenzen arbeitet. Die Solltrajektorien
wurden durch die folgende Aufgabenstellung ermittelt:

! Auf einer Apollo Workstation mit Motorola 68040 Prozessor.
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Bild 7.6: Simulationen zum Vergleich mit Mefidaten.
Simulation Simulation Messung
(Bild 7.6) | (Bild 43 aus [Tuer90]) | (Bild 43 aus [Tuer90])
Tachospannung Ul —8.71 —8.5 —8.2
Tachospannung U2 8.07 8.0 8.5
Tachospannung U3 —6.09 —6.0 —6.5
Tachospannung U4 —9.84 —10.0 -9.5

Tabelle 7.1: Vergleich von Simulation und Messung (Werte der Tachospan. bei 0.2 s).

Der Roboter soll von der Anfangsstellung q = [—1, 2, 1, 0, —2, 0] in minimaler Zeit in
die Endstellung q = [1, 0.5, —1, 0, 1.64, 0] gefahren werden. Hierbei sind q die Ge-
lenkwinkel des Roboters in [rad]. Am Anfang und am Ende soll der Roboter in Ruhe
sein, d.h., die Anfangswerte aller Geschwindigkeitsgréfien sind Null. Fiir diese Optimierung
wird nur das Starrkérpermodell des Roboters, inklusive idealem Antriebsstrang (d.h. keine
Reibung, Elastizitat und Lose) benutzt. Die zum Abfahren der Trajektorie benotigten Mo-
tormomente sollen 70% der maximalen Motormomente (= 0.7-[9, 9, 9, 1.9, 2, 0.65] Nm)
nicht tiberschreiten. Fs ist nicht sinnvoll von den maximal méglichen Motormomenten
auszugehen, da die Regler noch Stellreserven benétigen, und da die Reibung bei der
Optimierung nicht beriicksichtigt wird. Weiterhin darf die zu ermittelnde Trajektorie
nicht die maximalen Winkelgeschwindigkeiten der Motorwellen iiberschreiten (|qmas| =

3, 1.5, 5.2, 3.4, 4.3, 3.7) rad/s).
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Die Losung dieser Aufgabenstellung wurde mit einem neuen, von A. Lewald entwickel-
ten Trajektorien-Optimierungsverfahren durchgefiihrt [Lewa93]. Dieses Verfahren beruht
auf den neuen Ergebnissen von Kapitel 4 {iber strukturvariable Mehrkérpersysteme. Die
Grundidee besteht darin, die Zustandsbeschrankungen des Modells (hier: maximale Motor-
geschwindigkeiten), nicht im Optimierer, sondern im Modell zu beriicksichtigen. Das heifit,
das Modell garantiert, dafl die Zustandsbeschrdnkungen nicht verletzt werden. Wenn eine
Zustandsbeschriankung erreicht wird, schaltet das Modell in eine entsprechend andere Mo-
dellstruktur um. Bei der obigen Aufgabenstellung entspricht das einem “Blockieren” von
Gelenken. Wenn die maximale Geschwindigkeit eines Motors erreicht ist, so wird das ent-
sprechende Gelenk “blockiert”, d.h. die Gelenkwinkel-Beschleunigung wird auf Null bzw.
die Gelenkwinkel-Geschwindigkeit wird auf den konstanten Wert der Maximalgeschwindig-
keit gesetzt. Das vom Modell berechnete Zwangsmoment gibt dann an, welches Moment
auf dieses Gelenk aufgebracht werden muf}, damit das Gelenk genau mit seiner Maximalge-
schwindigkeit verfahren wird. Lewald zeigt in [Lewa93], dafi dieses neue Verfahren bei der
Ermittlung von Randsteuerungen rund 2 Gréflenordnungen schneller ist, als bisher bekannte

Methoden.

In Bild 7.7 ist ein Bildschirmabzug von einer 3D-Animation des Roboters zu sehen, bei der
die durch Optimierung ermittelte Trajektorie abgefahren wird. Der Roboter fahrt hierbei
von “rechts oben” nach “links unten”. Die Verfahrzeit der Trajektorie, und damit die mini-
male Endzeit, betrdgt ca. 1.1 Sekunden. Die Regelfehler beim Verfahren dieser Trajektorie
sind etwas zu grofl. Aus diesem Grund wird die Sollvorgabe um 10% zeitskaliert, d.h., der
Roboter erreicht nach rund 1.2 Sekunden die Endstellung. Die Regler des Manutec Roboter
sind gut genug, um dieser so vorgebenen Sollvorgabe zu folgen. In Bild 7.8 sind die Ergeb-
nisse einer Gesamtsystem-Simulation aufgetragen. Bei der Simulation wurde das in diesem
Abschnitt besprochene Modell verwendet.

Bild 7.7: Animation der “zeitoptimalen” Sollvorgabe des Roboters Manutec r3.
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Im ersten Bild sind die 6 Gelenkwinkelverlaufe des Roboters aufgetragen. Man sieht z.B.,
daBl der Verfahrweg von Gelenk 3 rund 2 rad = 120° betréagt. Im zweiten Bild sind die
Regelfehler der Gelenkwinkel aufgetragen. Der grofite Fehler betragt ca. 0.1 rad = 5.7°. Dies
ist etwas hoch, fiir die extreme Sollvorgabe jedoch noch zufriedenstellend. In den beiden
nachsten Bildern sind die Gelenkwinkel-Geschwindigkeiten zu sehen, sowie, als gestrichelten
Linienzug, die Sollvorgaben fiir diese Geschwindigkeiten. Man sieht, daf} die Sollvorgaben
recht gut eingehalten werden. Die horizontalen Teile der gestrichelten Kurven bedeuten, dafl
das entsprechende Gelenk bei der Optimierung an einer Zustandsraumbeschrankung ist und
hier mit seiner Maximalgeschwindigkeit fahrt. Schliefllich sind in den beiden letzten Bildern
die aktuellen Motormomente, sowie, als gestrichelter Linienzug, die durch die Trajektorien-
Optimierung berechneten (zeitskalierten) Motormomente zu sehen. Man sieht, dafl der
geregelte Roboter zu gewissen Zeiten mit Gelenk 3, 4 und 5 an der Momentengrenze des
Motors fahrt (horizontale Kurvenziige).
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Bild 7.8: Simulationsergebnis fiir eine “zeitoptimale” Sollvorgabe des Roboters Manutec r3.
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Kapitel 8

Zusammenfassende Diskussion und

Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neue Methodik zur Modellierung von mechatronischen Syste-
men vorgestellt. Die Modellierung solcher Systeme ist nicht ganz einfach, weil die Finzel-
komponenten aus unterschiedlichen Fachgebieten stammen. Fiir jedes Fachgebiet gibt es
Modellbildungsumgebungen, um Systeme aus diesem Fachgebiet zufriedenstellend simulie-
ren zu kénnen. FEs gab aber bisher keine Modellbildungsumgebung, mit der Gesamtmo-
delle von Systemen erstellt werden kénnen, deren Einzelkomponenten aus unterschiedli-
chen Fachgebieten stammen. Zum Beispiel ist es nicht méoglich, ein 3-dimensional bewegtes
mechanisches System mit einem regelungstechnischen Blockschaltbild-Simulator wie SIMU-
LINK, mit einer allgemeinen Simulationssprache wie ACSL, oder mit einem Elektronik-
programm wie SPICE zu modellieren. Umgekehrt kénnen unstetige Elemente und schal-
tende Systeme nicht mit Mehrkérperprogrammen, Elektronikprogrammen oder den meisten
Blockschaltbild-Simulatoren modelliert werden.

Zur fachgebietsiibergreifenden Simulation wurden die allgemeinen Simulationssprachen ent-
worfen. Diese setzen voraus, dafl die Modellgleichungen von Komponenten gegeben sind und
dafl diese Gleichungen durch einfaches Sortieren in eine korrekte Abarbeitungsreihenfolge
gebracht werden kénnen. Bei fast allen physikalischen Systemen, z.B. in der Mechanik oder
in der Elektrotechnik, besteht aber gerade die Hauptschwierigkeit darin, diese Gleichungen
aus der Modelldefinition abzuleiten. Allgemeine Simulationssprachen oder Blockschaltbild-
Editoren sind hier also kaum von Nutzen.

Die hier dargestellte Methodik basiert auf der grundlegenden Arbeit von Elmqvist [Elmq78]
und weiterfithrender Arbeiten von Elmqvist und Cellier [Cell91, Cell93, Elmq93al. Es ist
schon lange bekannt, dafl die Modellierung verschiedenartiger physikalischer Systeme auf den
gleichen formalen Grundlagen beruhen (z.B. Across- und Through-Variablen). Elmqvist hat
diese gemeinsamen Figenschaften in seiner objektorientierten Modellierungssprache Dymola
als Sprachelemente zur Verfiigung gestellt und Algorithmen implementiert, um mit Dymola
beschriebene Modelle in die fiir eine rechnerische Auswertung geeignete Zustandsform zu
tiberfithren.

Diese Vorgehensweise ist aus mehreren Griinden sehr vielversprechend: Zum einen kénnen
die spezifischen Modellklassen eines Fachgebiets auf einem recht hohen Sprachniveau in ei-
ner Bibliothek definiert werden. Wenn solche Bibliotheken vorliegen, kann multidisziplindr



modelliert werden, d.h. Modelle aus unterschiedlichen Fachgebieten kénnen mit diesen Bi-
bliotheken beschrieben und entsprechend der physikalischen Verschaltungsstruktur zusam-
mengeschaltet werden. Aus ein und derselben Modellbeschreibung kénnen die Gleichungen
fiir unterschiedliche Aufgabenstellungen automatisch generiert werden, indem nachtriglich
festgelegt wird, welche Groflen bekannt sind. Bis jetzt fehlten jedoch Modell-Bibliotheken,
deren Leistungsumfang mit fachgebietsspezifischen Programmpaketen vergleichbar ist. Es
gab nur kleine Experimental-Bibliotheken fiir einfache 1-dimensionale Systeme. Cellier hat
einige davon in [Cell91] beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie bekannte Modellierungsverfahren aus drei wich-
tigen Fachgebieten der Mechatronik (Mehrkorpersysteme, Antriebsstrange, regelungstechni-
sche Systeme) in eine objektorientierte Darstellung umformuliert werden kénnen. Weiterhin
werden entsprechende Realisierungen in Form von Dymola-Bibliotheken vorgestellt. Dies ist
insbesondere fiir Mehrkorpersysteme eine neue Vorgehensweise: Nur die lokalen Eigenschaf-
ten mechanischer Komponenten werden durch Gleichungen beschrieben. Die topologische
Kopplung dieser Komponenten, die zugehérige physikalisch-mathematische Verschaltung,
und die Transformation aut Zustandstorm werden mit den allgemeinen Transformationsal-
gorithmen von Dymola durchgefiihrt, wobei Dymola selbst keinerlei Kenntnisse tiber mecha-
nische Systeme besitzen. Traditionell beruhen Programmpakete in der Mechanik auf mecha-
nischen Prinzipien bei denen die Gleichungen der Einzelkomponenten, die Verschaltung und
die Transformation auf Zustandsform so eng miteinander gekoppelt sind, daf} eine Trennung
schwerféllt. Dieses Aufspalten der Modellierung in einen fachgebietsspezifischen Teil, in dem
die Einzelkomponenten beschrieben werden, und in einen fachgebietsunabhdngigen Teil um
die Komponenten miteinander zu verschalten und in die Zustandsform zu tiberfithren, ist
eine Voraussetzung um wirklich multidisziplindr modellieren zu kénnen.

Mit der objektorientierten Neuformulierung werden Modellierungsverfahren unter einem
neuen Blickwinkel gesehen. Dies fiithrt zu wichtigen, neuen Verallgemeinerungen bekannter
Methoden, mit denen z.B. strukturvariable mechanische Systeme mit sehr vielen moglichen
Konfigurationen effizient behandelt werden kénnen. Dies erlaubt insbesondere auch, daf}
ein symbolisches Programm, wie Dymola, Code fiir ein Modell erzeugen kann, obwohl das
Modell eine grofie Zahl von Konfigurationen mit einer jeweils unterschiedlicher Anzahl an
ZustandsgroBen enthélt. Demonstriert wurde das Verfahren an einem Roboter, der auf
Grund von Haft/Gleitreibungszustanden 64 unterschiedliche Modellstrukturen besitzt. Mit
den hier entwickelten, theoretischen Uberlegungen kann auch die Leistungsfahigkeit reiner
Mehrkorperprogramme (wie z.B. NEWEUL) erweitert werden.

Es geniigt nicht, daf die variable Struktur eines Modells in der Simulation zufriedenstellend
behandelbar ist. Es sind auch Mechanismen nétig, mit denen einfach definiert werden kann,
wann von einer Modellstruktur auf die andere umgeschaltet werden muf}. Hierzu wurde kiirz-
lich von Elmqvist, Cellier und Otter [EImq93b] eine grundlegend neue Methode entwickelt,
die in Kapitel 3 im Detail beschrieben ist. Diese basiert auf “high-level” Modellierungs-
Sprachelementen, die dann von einem Compiler in “low-level” Zeit- und Zustandsereignisse
tibersetzt werden. Dieses Vorgehen garantiert zum Beispiel, dafl die Aktionen bei Ereignis-
sen, die zuféllig oder beabsichtigt zum selben Zeitpunkt eintreten, in der “richtigen” Reihen-
folge abgearbeitet werden. Die Kombination der neuen, objektorientierten MKS-Bibliothek,
die die Behandlung von Strukturdnderungen erlaubt, mit einer einfachen und sicheren Defi-
nition von Schaltvorgéngen, ermdéglicht die Modellierung und Simulation technisch wichtiger
mechanischer Systeme. Dies wurde am Beispiel eines Roboters mit Coulomb’scher Reibung
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in allen 6 Gelenken demonstriert.

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Klassen werden mit dem Dymola-Compiler standardméfig
mit ausgeliefert. Damit ist es fiir einen Dymola Anwender einfach méglich, die hier beschrie-
benen neuen Konzepte bei eigenen Anwendungen einzusetzen.

Die weitere Entwicklung von Dymola, und generell die Entwicklung objektorientierter Mo-
dellierungssprachen, wird vor allem in folgenden Richtungen vorangetrieben:

Basisalgorithmen:

Die Effizienz der eingesetzten, allgemeinen Algorithmen zur Transformation eines Modells in
eine geeignete Form, z.B. die Zustandsform, mufl noch gesteigert werden. Zum Beispiel kann
mit dem Tearing-Verfahren ein MKS auf die Standardform transformiert werden, hierbei
wird aber bisher nicht erkannt, dafl die Massenmatrix symmetrisch ist. Weiterhin sollten zur
Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme numerisch arbeitende “Sparse Matrix”
Verfahren verwendet werden. In elektrischen Schaltungsprogrammen wie SPICE, werden
die Modelle mit dem Integrator aus Effizienzgriinden sehr eng gekoppelt. Dies wird durch
eine frithzeitige Diskretisierung der Einzelkomponenten erreicht. Nach der Diskretisierung
werden die Bauteile zusammengeschaltet und auf eine geeignete Form transformiert (siehe
z.B. [Chua87, McCa88]). Es wire hochst interessant eine solche Vorgehensweise in ein
allgemeines Werkzeug wie Dymola einzubauen, weil diese enge Kopplung von Modell und
Integrator dann sofort in sehr vielen Fachgebieten eingesetzt werden kann. Von Elmqvist
gibt es hierzu erste Vorschlége.

Bibliotheken:

Der funktionale Umfang der vorhandenen Bibliotheken mufl noch erweitert werden und Bi-
bliotheken anderer Fachgebiete sollten hinzukommen. (z.B. Hydraulik, Thermodynamik,
Optik, chemische Prozefitechnik). Obwohl die Erstellung von Dymola Bibliotheken relativ
einfach ist, erfordert die Entwicklung einer leistungstahigen Bibliothek den Finsatz von Spe-
zialisten mit sehr gutem Grundlagenverstdndnis des jeweiligen Fachgebiets. In den einzelnen
Fachgebieten ist soviel allgemeine und spezielle Modellierungsertahrung vorhanden, dafl ein
Nicht-Spezialist kaum eine Bibliothek erstellen kann, die mit der Leistungsfahigkeit vor-
handener Spezial-Programmsysteme konkurrieren kann. Wenn eine Bibliothek aber einmal
verfigbar ist, hat auch ein Nicht-Spezialist keine Schwierigkeiten, die Modellierungsverfahren
des entsprechenden Fachgebietes zu verstehen. Dies ergibt sich aus der Eigenschaft, daf in
einer Klassen-Bibliothek nur die “lokalen” Gleichungen von Basiskomponenten gespeichert
sind. Die meist schwierig zu iiberblickende Art der Zusammenschaltung von Elementen mit
nachtraglicher Transformation auf Zustandsform, wird dann mit allgemeinen Werkzeugen
(wie Dymola) automatisch durchgefiihrt.

Grafisch unterstiitzte Modellierung:

Ein Hauptvorteil fachgebietsspezifischer Programme liegt darin, dafl heutzutage vielfach
grafische Benutzungsoberflachen angeboten werden, die aut die Modellierung des jeweiligen
Fachgebiets zugeschnitten sind. Zum Beispiel werden bei elektrischen Schaltungsentwurf-
sprogrammen Schaltungen so erstellt, dafl elektrische Komponenten auf dem Bildschirm
plaziert und mit Leitungen verbunden werden. Mehrkérpersysteme werden mit MIKS-
Programmen als 3-dimensionale Systeme eingegeben, die Ahnlichkeiten zu einem CAD-
System haben (oder es werden selektierte Daten von einem CAD-System {ibernommen).
Regelungstechnische Systeme werden grafisch durch Blockschaltbilder spezifiziert. Es ist un-
abdingbar, daf solche grafischen Ein- und Ausgabeméglichkeiten fiir ein multidisziplinéres



Modellierungssystem ebenfalls verfiighar werden.

Erste Ansdtze und Erfahrungen gibt es dazu bei der objektorientierten Modellierungssprache
Omola, fiir die ein experimenteller Objektdiagramm-Editor erstellt wurde. Basierend auf
den Erfahrungen bei der Entwicklung des Omola-Editors, wurde von Dag Briick (einem der
Entwickler des Omola-Editors) und von Hilding Elmqvist, mit finanzieller Unterstiitzung der
DLR, ein kommerziell verfiigharer Objektdiagramm-Editor fiir Dymola erstellt, der zur Zeit
als “Beta-Version” vorliegt. Ein typischer Bildschirmabzug von Dymodrawist in Bild 8.1 zu
sehen. Dieser stellt das in Kapitel 7 erlauterte objektorientierte Modell des Industrierobo-
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Bild 8.1: Dymodraw-Modell des r3 Roboters.

ters Manutec 13 grafisch dar. Die oberste Modell-Hierarchie ist im rechten Teil von Bild 8.1
mit der Uberschrift “Mechanical” zu sehen, enthélt hier auch schon die mechanischen Ba-
sisobjekte wie Drehgelenke und Starrkérper.

Die Antriebsstrange des Roboters inklusive Motor und Regler werden mit den Objekten D1,
D2, ..., D6 beschrieben, die bei den Dreh-Gelenken angebracht sind. Durch “Klicken” auf
eines dieser Objekte wird in eine (nicht-dargestellte) Hierarchie verzweigt, in der die 3
Objekte Regler, Motor und Getriebe verschaltet sind. Das Objekt Motor, welches im oberen
Teil von Bild 8.1 in der Mitte zu sehen ist, beschreibt den elektrischen Teil des Motors,
inklusive Stromregelung, als elektrischen Schaltkreis. Im linken Teil des Bildes (EL1ib) ist
ein Teil der Klassenbibliothek fiir elektrische Bauteile zu sehen, die bei der Erstellung des
Schaltkreises verwendet wurde.

SchlieBllich ist im unteren Teil von Bild 8.1 einer der Regler des Manutec Roboters in
Blockschaltbild-Darstellung zu sehen. Wie beim Motor und der Mechanik des Roboters, wer-
den auch hier die Basis-Bausteine einer Klassenbibliothek entnommen (ContLib in Bild 8.1
unten links) und entsprechend verschaltet.
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Anhang A

Beweise und Herleitungen

A.1 Beweis zum differential-algebraischen Index

In diesem Abschnitt wird bewiesen, da fiir jede DAE der durch die Gleichungen (2.19)
auf Seite 34 eingefiihrte differential-algebraische Index, gleich dem Stérungsindex (2.17)
ist. Der neu eingefiihrte differential-algebraische Index wird im folgenden, abgekiirzt, als

“DA-Index” bezeichnet.

Aufgrund der Definition des DA-Index, stimmt dieser fiir Index-0 Systeme mit dem dif-
ferentiellen Index und dem Stérungsindex iiberein. Fiir den folgenden Beweis gentigt es
deswegen, Systeme mit DA-Index > 0 zu betrachten. In [Gear90] wird bewiesen, daf der
differentielle Index und der Stérungsindex fiir semi-explizite DAEs der Form

vit) = fi(t,y1(t),y2(1)) (A.la)
0 = fQ(tvyl(t)7y2(t)) (Alb)

identisch ist'. Jede DAFE (2.18) von Seite 33 kann durch die Transformation

x(1) = z(t) (A.2a)
0 = f(t.x(t),z(t),w(t)) (A.2D)

in eine semi-explizite DAE (A.1) umgeformt werden. Es wird gezeigt, dal der DA-Index
durch diese Umformung nicht gedndert wird, und dafl der DA-Index der semi-expliziten
Gleichung (A.2) identisch zum differentiellen Index ist. Da der differentielle Index einer
semi-expliziten Gleichung gleich dem Stérungsindex ist, folgt damit, dafl der DA-Index mit
dem Stoérungsindex tibereinstimmt.

Wenn die DAE “f(¢,x,x,w)” den DA-Index j besitzt, so konnen, nach (j-1)-maligem Diffe-
renzieren der Funktion f, die Variablen x und w als Funktionen von x und ¢ angegeben wer-
den. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, auch wenn x in f in die Variable z umbenannt wird.
Hierbei wird vorausgesetzt, dafl die durch das Differenzieren neu auftretenden x-Variablen,
immer sofort durch z ersetzt werden. Das heift, nach (j-1)-maligem Differenzieren kénnen
z und w als Funktionen von x und ¢ angegeben werden. Mit Gleichung (A.2a) ist dann aber

LGear gibt eine allgemeinere Identitit an. Semi-explizite DAEs sind als Spezialfall enthalten.
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auch x als Funktion von x und ¢ bekannt, ohne dafl neu differenziert zu werden braucht.
Der DA-Index hat sich damit nicht gedndert.

Zur Bestimmung des DA-Index der semi-expliziten Gleichung (A.2) mufl nach Definition
(7 — 1) mal differenziert werden, um x, w, z als Funktionen von x und ¢ zu erhalten. Eine
weitere Differentiation liefert w, z als Funktion von x und ¢. Damit ist der differentielle

Index gleich “(j — 1) +1 = 37, d.h. differentieller Index und DA-Index sind bei dieser DAE
identisch. QED.

A.2 Beweis zur allgemeinen DAE-Indexreduktion

In diesem Abschnitt wird die Giiltigkeit der Transformation (2.35) von Seite 40 bewiesen,
mit der jede strukturell singulare DAE auf eine DAE mit Stérungsindex 2 automatisiert
zuriickgefiihrt und dann z.B. mit einem (leicht modifizierten) Index-1 Integrator wie DASSL
geldst werden kann?.

Mit dem Algorithmus von Pantelides [Pant88] wird die minimale Anzahl an Gleichungen
(2.19) auf Seite 34 bestimmt, um den Stérungsindex einer DAE zu ermitteln®. Das entste-
hende Gleichungssystem hat die folgende Struktur:

i f; i [ f | I f(t,X,Zl) |

dfia 3, (t X t
f2 dt 2 ( 7X7 Zla) |: Zla :| —I_ g2 ( 7X7 Zla)
0 = f3 = dfza = Js (t,X, ZQG) |: 'X :| + 83 (t,X, ZQG) (Ag)
dt “2a
df(j-1)a ] [ X ]
. ] tv s 4(j—1)a : + 8 tv s 4(j—1)a
R e B i (1%, 2(j-1)a) 2 8 (1, %, 2(j-1)a) |

Hierbei besteht die Funktion f;, aus einer Teilmenge der Gleichungen der Funktion f;. Die
Jacobi-Matrizen J; und die partiellen Zeitableitungen g; sind Abkiirzungen fir:

3. M1y OMi1ya | - O
L 0x 8z(i_1)a ’ & = ol ’
Zwischen den Variablen z;, bestehen die folgenden Beziehungen:
X
zZ, = |: W :| ; VAR g Z
ZQZszlamzla ) Zoa C Zo

Z; = x N Z(j—1)a N Z(]'_l)a .

2Vergangene Werte der neu eingefiihrten Lagrange’schen Multiplikatoren miissen im Diskretisierungs-
schema den exakten Werte (= 0) erhalten.

3Der Algorithmus wurde entwickelt, um alle Gleichungen zu bestimmen, fiir die konsistente Anfangswerte
der DAE erfiillt sein miissen. Dies i1st dquivalent zur obigen Aufgabenstellung.
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Dabei bedeutet z.B. “zo = x N 2, N z1,”, daBl sich z; aus den Elementen der Vektoren
X, Z14,Z1, zusammensetzt. Elemente, die mehrmals auf der rechten Seite des Gleichheitszei-
chens auftreten, werden in z; nur einmal aufgefiithrt?. Die Abkiirzung “z,, C z;” besagt,
daf} die Variablen z;, eine Untermenge der Variablen z, sind. Mit den Abkiirzungen

z =2z Nzy N...N Z;
Zo = Z1a () Zoa ... 0 Z(j_1)a (z, C 2z)

kann das Gleichungssystem (A.3) kompakt geschrieben werden als

X = Zg (A4EL)
f(t,X,Zl)

0 = F(i,x,2) = A.4b

(2) S | 3] +etxa L

Als Vorbereitung auf die nachfolgende Transformation, wurde x tiberall durch z, ersetzt
und dafiir die zusitzliche Identitét (A.4a) eingefiihrt. Aufgrund der Konstruktion (A.3) ist
sichergestellt, daBl J in (A.4b) zeilenregulir ist. Sonst wire das System nicht vom Index j,
sondern von niedrigerem Index, da redundante Beziehungen zwischen den neu eingetithrten
Variablen z; bestehen wiirden. Weiterhin ist durch den Pantelides Algorithmus garantiert,
daBl z aus F berechnet werden kann, d.h. dal dF/0z spaltenregulér ist. Sonst hitte das
System wiederum nicht den Index j.

(A.4b) ist ein iberbestimmtes algebraisches Gleichungssystem in den unbekannten Variablen
z. Durch Einfithren “dim(g)” zusitzlicher unbekannter Variablen g und “(dim(z) - dim(f))”
zusitzlicher Gleichungen, kann die iiberbestimmte semi-explizite DAE (A.4) in die folgende

DAE {iberfithrt werden:

[ X ] [ % ] + 37 (1%, 2) (A.5)
0 = F(tx.7). (A.3b)

Es wird jetzt der folgende, zentrale Satz bewiesen:

Jede Losung der gegebenen DAFE (2.18) von Seite 33 ist auch Léosung der Index-2
DAFE (A.5) mit p = 0. Umgekehrt fihrt jede Losung von (A.5) auf p =0 und
ist Losung von (2.18).

Der Satz wird auf dhnliche Weise bewiesen wie die Indexreduktionsmethode in [Gear88].
Der erste Teil des Satzes ist trivial. Wenn p = 0 ist, liegt genau das Gleichungssystem
vor, welches durch Konstruktion aus (2.18) gewonnen wurde. Damit erfiillt jede Losung
von (2.18) auch (A.5) mit g = 0. Um den Index von (A.5) zu ermitteln, werden einige
Gleichungen von (A.bb) (die genaue Gleichungsstruktur ist in (A.3) aufgefithrt) einmal

*Wenn z.B. z1, das Element &, enthilt, so tritt dieses auch in x auf.
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differenziert:
_ - i X i
fla J2 (t,X, Zla) |: Zl :| + 2o (t7X7 Zla)
d f2a J3 (t7X7Z2a) |: zX :| + g3 (t7X7Z2a)
0 = pm | (t,x,2z) = 2a‘ (A.6)
X
L f(]—l)a i Jj (t,X,Z(j—l)a) 7 - + 8; (t,X,Z(]‘_l)a)
L (1—1)a i
oder kompakt geschrieben:
I (t,%,24) [ ZX ] +g(t.x,2,) =0 . (A7)

Durch die Differentiation treten in Gleichung (A.7) die Variablen x auf. Man beachte, daf
in den entsprechenden Gleichungen von (A.5b) % nicht auftritt, sondern zo! Die Ableitungen
x sind aber auch durch (A.5a) gegeben. Einsetzen von (A.ba) in (A.7) ergibt:

Zg

J(t,x,2,) [ 5 ] +g(t,x,2,) + J(t,x,2,)7 T (t,x,2,)pu = 0.

a

Wegen (A.5b) verschwindet der erste Summenausdruck und es verbleibt die Gleichung
J(t,x,2,)" T (t,x,2,)p = O .

Aufgrund seiner Konstruktion ist J zeilenregulér. Damit ist JJ? regulir und g = 0. Da
OF |0z spaltenregular ist, kann z, und damit auch zg, aus F ermittelt werden. Wegen
(A.ba) und da g = 0, kann dann auch noch die letzte Unbekannte x bestimmt werden.
Alle unbekannten Variablen kénnen ermittelt werden, wenn Teile der DAE (A.5) einmal
differenziert werden. Also hat die DAE (A.5) den Storungsindex 2. Nachdem die Losung
von (A.5) zu p = 0 fithrt, erfiillt sie auch die gegebene DAE (2.18). QED.

A.3 Herleitung der Gleichungen fiir die
Klasse Interact

In diesem Abschnitt werden die Beziehungen des Gleichungssystems (4.5) von Seite 75
hergeleitet.  Die Herleitung kann sehr kompakt erfolgen, wenn die Gleichungen in
koordinatensystem-unabhéngiger Form dargestellt werden, und wenn z.B. die Euler’sche
Differentiationsregel benutzt wird. Zur Demonstration werden die Gleichungen hier abge-
leitet, indem nur die angegebenen Definitionsgleichungen benutzt werden.

Die Gleichungen (4.5a — 4.5e) ergeben sich direkt aus ihrer Definition. Die Gleichung (4.5f)

kann in zwei Teile aufgeteilt werden, um *w® und um *v*® zu bestimmen:
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_ bTa vec <aTO OTaOTaT OTb T aTO OTbOTbT 0Tb> bTa>

= "T%vec ((—skew(w®)*T" + “T"skew(w’)) "T*) (wegen (4.1))

bvab bTa avab
S (wegen (4.3))

d T
= ' o <0T“ (°r* — 01'“)) (wegen (4.5b))

_ bTa <OTaT OTa OTaT OI_ab T OTaT <OI'_b . OI'_a>>
= PT*eT0% — T (skew(w®) “r® + v%) (wegen (4.1))
= v — "T* (—skew("r"")w® + v*)

Wenn die beiden Endgleichungen fiir *w® und *v* zusammengefafit werden, ergibt sich
(4.5f).  Auf ganz entsprechende Weise kann (4.5g) hergeleitet werden. Gleichung (4.5h)
folgt aus einer Kréfte- und Momenten-Bilanz unter der Annahme, dafl ein Interact-Objekt
masselos ist. Die Schnittkréfte und Schnittmomente an den beiden Cuts sind aufgeteilt in:

a b
ca T ob T
e=[F] e-[F]

Wenn das Schnittmoment und die Schnittkraft des Cuts b in den Cut-Frame a transformiert
werden und der Momentensatz um den Ursprung von Cut-Frame a angesetzt wird, sowie
die Kraftesumme gebildet wird, ergibt sich:

Ta
o-[5]-

Mit der Abkiirzung (4.6b) ergibt sich (4.5h).

bpe” pb 4 apab <bTaT fb>
brpa” fb
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A.4 Herleitung der Gleichungen fiir die
Klasse LineForce

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen (4.8) von Seite 79 hergeleitet.

Die Gleichungen (4.8a, 4.8b) sind die Definition fiir s und n. s kann auch geschrieben werden
als:

T
g = |brab| _ |aI'ab| _ /arab apab
Die beiden zeitlichen Ableitungen von s ergeben sich dann zu:

. 1 b T T,
& = <arab arab T arab arab>

Qw/arabT arab

. T
arab arab

S

anT aI'_ab _

anT avab _

bnT bvab

i = anTa\'/_ab _I_ar'lTaVab

d arabT
a T a,_ab a,ab
= 'n a4+ — A%
dt(s)

apd “r*’ s
_ anTaaab T . - avab
S S
1
S
1
S

_ anT aaab T

bnT baab

_|_

A.5 Herleitung der Gleichungen fiir einen raumlich
bewegten Antriebsstrang

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen (5.3, 5.4) von Seite 145 hergeleitet.

Es werden zwei Starrkérper betrachtet. Der Starrkérper 1 ist rotationssymmetrisch und
iiber ein Drehgelenk im Starrkérper 2 gelagert. Wenn beide Starrkérper freigeschnitten
werden und der Impuls- und Drallsatz jeweils fiir den Massenmittelpunkt angeschrieben
werden, so gilt mit (4.17) von Seite 90:

A 1 It 0 al w! x Thw!
fl:[fl]:[oml-EHal]+[ 5 ] (A.8a)

A 72 T2 0 o’ w? x TPw?
fZZ[fQ]:[Om2-E][a2]+[ . ] (A.8h)
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Hierbei ist I' der Triagheitstensor des Kérpers 1 beziiglich seines Massenmittelpunktes und I*
ist der Tragheitstensor des Kérpers 2 beziiglich seines Massenmittelpunktes. Die kinemati-
schen “1” Variablen sind die absolute Grofien (z.B.ist @' die absolute Winkelbeschleunigung
des Korpers 1). Gleiches gilt fiir die “2”7 Groflen des Korpers 2. Alle Vektoren und Tenso-
ren 2. Stufe werden in einem Koordinatensystem angeschrieben, welches fest mit Korper 2
verbunden ist. Der obige Ausdruck fiir den Impuls- und Drallsatz von Koérper 1 dndert
sich dadurch nicht, da der Kérper rotationssymmetrisch ist, d.h. T T' T = I'. Wird jetzt
die Kréafte- und Momentenbilanz fiir beide Starrkérper angeschrieben, so ergibt sich das
resultierende Schnittmoment und die resultierende Schnittkraft £ zu:

fo=cl'f' — ¢t — ¢l f* + ¢l 2 | (A.9)

Hierbei beschreiben die C;-Matrizen die Transformation zu einem gemeinsamen Punkt
des Starrkérpers 2, nach (4.6b) von Seite 75. f* und f* sind die Schnittmomente und
Schnittkréafte an den beiden Flanschen des Rotationskorpers 1 (siehe Bild 5.6 auf Seite 145).

Nach Gleichung (4.5f) und (4.5g) von Seite 75 kann die absolute Winkelbeschleunigung und
die absolute Winkelgeschwindigkeit des Kérpers 1 ausgedriickt werden durch die absoluten
Groflen des Korpers 2 und der Relativbewegung:

a' = &>+ n-§+wxng (A.10a)
w' = w4+n-g. (A.10b)

Hierbei ist n ein Einheitsvektor, der in Richtung der Drehachse des Drehgelenks zeigt, mit
dem der Korper 1 in Korper 2 gelagert ist und ¢ ist der Drehwinkel des Gelenks. Einsetzen
von (A.10) in (A.8a) und ausmultiplizieren ergibt:

o= Il<a2—|—n-é—|—w2xn-q'>—|—<w2—|—n-q'>><11<w2—|—n-q'>
= Ilon—I—Iln-Q'—l—Il<<.<J2—|—r1-q')—|—<.<J2><Il<.u2—|—r1-q'><Il<.<J2
+w'xI'n-g+n-¢xI'n-¢ . (A.11)

Finzelne Terme des Ausdrucks auf der rechten Seite kénnen vereinfacht werden:

I'n = J''n (A.12)
nxI'n-¢> = nxn-J'-¢> =0 (A.13)
I'(w’+n-¢) +n-¢xI'w’ = 0 . (A.14)

Hierbei ist J' das Tragheitsmoment des Rotationskérpers 1 beziiglich seiner Drehachse n.
Der zweite Ausdruck (A.13) verschwindet, da das Kreuzprodukt von zwei gleichen Vektoren
Null ist. Der dritte Ausdruck (A.14) ist auf Grund der Rotationssymmetrie von Korper 1
ebenfalls Null, wie durch explizites Ausrechnen in Koordinatenschreibweise verifiziert wer-
den kann. FEinsetzen dieser drei vereinfachten Ausdriicke in (A.11) und (A.11) in (A.8a)
ergibt:

f! = flo 4 fv (A.15a)
A It 0 o’ w? x T'w?

la __

flo — [0 mEHa]+[ ) ] (A15b)

(A.15¢)

ap [n-Jlé—l—wzxn-qu']
0
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Einsetzen von (A.15) in (A.9) fithrt zu:

A

fo = cff'" + ¢l + ¢l " — cTf* — [ f
= CLf? 4 —clf — 't . (A.16)

Der Ausdruck C7, 12 ist der Impuls- und Drallsatz des Gesamtkorpers, der sich aus den
Kérpern 1 und 2 zusammensetzt. CT 1o = flb, da f1* keine Translationskomponente hat.
Die drei rechten Terme von (A.16) sind die gesuchten zuséatzlichen dynamischen Anteile (5.3)
des Rotationskérpers 1 zum Gesamtkorper, da sich Kérper 1 relativ zu Kérper 2 bewegt.

Gleichung (5.4) von Seite 145 ergibt sich bei Auswertung des d’Alembert’schen Prinzips
(4.12) von Seite 83. Dieses besagt, daB am Drehgelenk die Projektion der Schnittkrafte und
Schnittmomente auf die Rotationsachse n gleich dem im Gelenk wirkenden Drehmoment
ist. Wenn kein eingepriagtes Drehmoment vorhanden ist, folgt bei Verwendung von (A.15):

0 = n? <T1—Ta — Tb>
n’ (Ila2—|—<w2xIlwz)—l—n-Jlé—l—wzxn-qu'—T“ — Tb>
= J'n'I' + n” (0 xT'w?) + n’ (W xmn)-J'g—7"—7". (A.17)

Hierbei sind 7¢, 7° die auf die Drehachse projizierten Schnittmomente an den Flanschen
des Rotationskorpers 1. Der zweite und der vierte Ausdruck in (A.17) verschwinden, wie
durch explizites Ausrechnen in Koordinantenschreibweise verifiziert werden kann. Damit

folgt schlieBlich
qu‘z Ta_I_Tb_J1<nTa2> 7
also Gleichung (5.4).
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Anhang B

Dymola Syntax

In diesem Abschnitt wird die Syntax der objektorientierten Modellierungssprache Dymola,
Version 1.9.5, in Form einer kontextfreien Grammatik (siehe z.B. [Aho88]) formal definiert
und es wird kurz auf die Semantik der einzelnen Sprachelemente eingegangen. Dieser Ab-
schnitt basiert auf [Elmq93].

Im folgenden kennzeichnen kursiv geschriebene Worter nichtterminale Symbole, fett ge-
schriebene Worter kennzeichnen terminale Symbole, der senkrechte Strich “|” kennzeichnet
Alternativen, eckige Klammern “[]” kennzeichnen eine optionale Produktion und geschweifte
Klammern “{}” kennzeichnen Null oder beliebig viele Wiederholungen der geklammerten
Produktion.

Lexikalische Grundelemente

ident  — letter { letter | digit }

unsigned — digit { digit } [’ { digit } | ['E’ [+’ | =] digit { digit } ]
number — [+ |’ ] unsigned

Boolean — True | true | False | false

Ein “Identifier” ident besteht aus beliebig vielen Buchstaben und Ziffern. FEs wird zwi-
schen Grof- und Kleinbuchstaben unterschieden, d.h. die beiden Namen Potential bzw.
potential kennzeichnen unterschiedliche Variablen. Die Syntax einer Zahl, number, folgt
der in Programmiersprachen wie C oder Fortran iiblichen Notation von Gleitpunktzahlen.
Giiltige Zahlen sind z.B. 88, 10.5, 1E6, -1.443E-11. Dymola kennt zur Zeit als Datentyp
nur Gleitpunktzahlen und Boole’sche Werte, jedoch z.B. keine ganzen Zahlen. Als Kom-
mentar werden in Dymola alle Zeichenketten aufgefafit, die sich in geschweiften Klammern

“{}” befinden.

Hierarchische Modellstruktur

ModelSpecification — { ModelDeclaration }
ModelDeclaration — model [ InheritClause | model_ident | (type | class)
[ InheritClause | class_ident
Submodels

Declarations



{ Equation | Connection }

end
InheritClause — (" class_ident )’
Submodels — { ModelDeclaration | Invocations }
Invocations — submodel [ ’(’ class_ident ’)’ | Invocation { [|] Invocation }
Invocation — model_ident [ ’(" ParamItem { [,] ParamItem } ’)’ ]
ParamItem — (ident =" ([-] unsigned) | variable ) | ([=] unsigned)
model_ident — udent
class_ident — udent
variable — udent

Die Definition eines Modells besteht aus Definitionen von Modellklassen, gefolgt von der De-
finition eines Modells. Wenn eine Modell-Deklaration einen InheritClause enthélt, wird der
Modellrumpf von der entsprechenden Oberklasse in das Modell einkopiert. Ein Modellrumpf
besteht aus Submodel Deklarationen, gefolgt von Deklarationen benétigter Variablen ( Decla-
rations). Danach folgt die Beschreibung der Verbindungsstruktur der Objekte (Connection).
Abgeschlossen wird ein Modellrumpf mit den Gleichungen, die das Modell beschreiben. Mit
einer Submodel Deklaration werden Objekte als Instanzen einer Klasse definiert. Beispiel
fiir eine Modellstruktur:

model class mcl
end

model class mc2
end

model class (mc2) mc3 {mc3 ist Subklasse von mc2}
submodel (mcl) mml, mm2(pl=>5,p2=7) {mml erhilt die Voreinstellung der Parameter
mm?2 erhilt modifizierte Parameterwerte}

end
model m
submodel mcl (p2=4) {Objekt hat denselben Namen wie seine Klasse}
submodel (me3) a b {zwei Objekte der Klasse mc3}
model mm {kombinierte Definition und Instanz}
end
end

Modelle werden {iber einen hierarchischen Namen angesprochen, der sich aus einer
Aneinander-Reihung der entsprechenden Modellnamen der Hierarchie ergibt. Die Modell-
namen werden durch “::” voneinander getrennt. Durch die obige Modellbeschreibung wer-
den die folgenden 9 Instanzen erzeugt: m, m:mcl, m::a, m:a:zmml, m::azmm2, m:b,
m::b::mml, m::b::mm2, m::mm.

Deklarationen

Declarations — { VarDeclaration | CutDeclaration | NodeDeclaration | PathDeclaration }
VarDeclaration — parameter | constant | local [ Varltem { [,] Varltem } ] |
terminal | input | output ) [ variable { [,] variable } ]

Varltem — wvariable [ ’=" number | Boolean ]
CutDeclaration — [main | cut [ cui_ident [ Cut] { [,] cut_ident [ Cut] } ]
Cut — 'C [ CutList]’) |
P{cut] )T
CutList — Cutltem { [,] Cutltem } [’/7 Cutltem { [,] Cutltem } ]

Cutltem — [=’] variable | °
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NodeDeclaration — node [ node_ident [ Cut ] { [,] node_ident [ Cut] } ]

PathDeclaration — [ main | path [ PathItem { [,] Pathltem } ]
PathItem — path_ident <’ (Cut | °) "= (Cut |’ ) 7>’
variable — tdent
node_ident — tdent
path_tdent — ident
cut_ident — tdent

Alle in einem Modell verwendeten Variablen miissen deklariert werden. Konstante Gréflen
werden als parameter oder als constant Variablen deklariert. Der Unterschied zwischen
den beiden Typen besteht im wesentlichen darin, dafl parameter Variablen normalerweise
zur Laufzeit vor einem Integrationsstart noch gedndert werden kénnen, im Gegensatz zu
constant Groflen. Lokale Modellvariablen werden mit local deklariert. Variable, auf die
von auflerhalb eines Modells zugegriffen werden soll, miissen den Typ terminal, input
oder output erhalten. Beim Typ terminal ist nicht festgelegt, ob die Grofie eine Ein- oder
eine Ausgangsvariable ist. Es gibt die vordefinierte lokale Variable Time, die den aktuellen
Zeitpunkt charakterisiert. Diese Variable darf nicht deklariert werden und wird in den
Gleichungen genauso benutzt wie jede andere Variable auch.

Deklarierte terminal, input oder output Variablen kénnen zu verschieden Gruppen zu-
sammengefafit werden. Eine Gruppe wird als cut bezeichnet. Eine Variable kann in meh-
reren Cuts benutzt werden. Die Variablen eines Cuts kénnen von auflerhalb des Modells
mit dem Cutnamen cut_ident gemeinsam angesprochen werden (z.B. in einer Verschaltung).
Ein Cut kann hierarchisch aufgebaut sein, also aus schon definierten Cuts bestehen. In
diesem Fall werden “eckige” Klammern, statt “runder” Klammern fiir die Cut-Definition
benutzt. Genau ein Cut kann als main cut deklariert werden. Wenn ein Cut-Name bei
einer Verschaltung nicht explizit angegeben werden, so wird der main cut verwendet.
Abkiirzend kann die terminal Vereinbarung fiir eine Variable auch weggelassen werden,
wenn diese Variable in einer cut-Deklaration benutzt wird. Alle Variablen links vom optio-
nalen Schragstrich in einer Cut-Deklaration sind “Across”-Variablen. Alle Variablen rechts
vom Schragstrich sind “Through”-Variablen.

Mit node Deklarationen kénnen “Verschaltungspunkte” eingefiihrt werden, die einen Na-
men besitzen. Hierdurch kann die Verschaltung von Objekten vereinfacht bzw. iibersichtli-
cher gemacht werden. Die path Deklaration legt einen “Pfad” von einem Cut A zu einem
Cut B fest. Auch hierdurch kann die Verschaltungsdefinition vereinfacht werden (siehe un-
ten). Genau ein Pfad kann als main path deklariert werden. Wenn der Name eines Pfads
in einer Verschaltung nicht explizit verwendet wird, so wird der main path benutzt.

Beispiele fiir giiltige Deklarationen:

parameter pl p2=5, p3=>HE-3

local x=1,yz

cut el (v1.v2 /v3, -vd), c2(u)
main cut ¢2 [cl, (v5,f6) [ (v7 v8) (v1/v3)]]
path pl<ecl—c2>

main path < (vO,v10) - [(v11/v12) (v13)] >



Verschaltung von Objekten

Connection — connect [ <’ ident ’> | [ ConnectionEzpr { [,] ConnectionEzpr } ]
ConnectionEzpr — ConnectionSecondary { (at | '="| to | =’ | from | par | ’//’ | loop )
ConnectionSecondary }
ConnectionSecondary — [ reversed | "\’ ] ConnectionPrimary
ConnectionPrimary — ConnectionOperand | °(" { ConnectionEzpr |’ } )
ConnectionOperand — cut_ident | model_ident . cul_ident | node_ident |
path_ident | model_ident .. path_ident

Mit der connect Anweisung werden Objekte an ihren Cuts miteinander verbunden. Im
wesentlichen muf} angegeben werden, welcher Cut von welchem Objekt mit den Cuts von
anderen Objekten verbunden wird. Hierzu gibt es eine Anzahl von Moglichkeiten, die in
den folgenden Beispielen verdeutlicht werden:

connect ml:cutl at m2:cut2

connect ml at m2 {m1, m2 miissen einen main cut besitzen}
connect ml at (nl n2, m2:cut2)

connect ml..pathl at m2..path2

connect ml to m2 to m3 {m1, m2 miissen einen main path besitzen}

connect common — ( VO // (C — R1) // (L — R2))

Ein Cut cut! in einem Modell m1 wird durch m1:cut! charakterisiert. Die Operatoren “—”

und to kennzeichnen eine Reihenschaltung von Objekten, entlang der definierten “Pfade”.
Die Operatoren “//” und par kennzeichnen eine Parallelschaltung von Objekten, ebenfalls
entlang der definierten “Pfade”. Die Operatoren “\” und reversed vertauschen die beiden
Cuts eines Pfades.

Modellgleichungen

Equation — Eaxpression '=" Expression |
when Erpression then
{ Expression ’=" Expression }
endwhen
FExpression — SimpleEBzpr | if Ezpression then SimpleEzpr else Expression
Simple Expr — LogicalTerm { or LogicalTerm }
LogicalTerm  — LogicalFactor { and LogicalFaclor }
LogicalFactor — [ not | Relation

Relation — ArithmeticEzpr [ (<’ | ’>") ArithmeticEzpr ]
ArithmeticExpr — [+ | '=" 1 term { ( 4+ | =" ) term }

term — factor { (’%’ | /7)) factor }

factor — primary [ '+’ primary ]

primary — ' Expression’)’ | unsigned | variable | model_ident’.’variable |

der '(’ variable ’)’ | new ’(’ variable ’)’ | init *(" variable ’)’ |

function_ident *(" Expression {’°, Expression } )

Eine Gleichung wird aus den iiblichen logischen und arithmetischen Ausdriicken aufgebaut.
Ein Ausdruck kann auch eine if-Anweisung sein. Standardmé&Big wird ein if-Ausdruck in
eine entsprechende if-Anweisung der Zielsprache {ibersetzt. Wenn die Option “set Events
on” gesetzt ist, libersetzt Dymola einen if-Ausdruck in Zustands-Ereignisse, d.h. nur an
einem Ereignispunkt wird von einem Zweig des if-Ausdrucks in den anderen geschaltet. Die
Gleichungen in einer when-Anweisung werden nur an Ereignispunkten ausgefithrt, wenn
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die Erpression im when-Kopf wahr wird. Der Operator der kennzeichnet die Zeitableitung
einer Variablen, der Operator new kennzeichnet den nachsten Werte einer diskreten oder
Boole’schen Variablen und der Operator init kennzeichnet den Anfangswert einer kontinu-
ierlichen Zustandsvariablen beim Start nach einem Ereignis bzw. beim Start der Integration.

Dymola kennt die Funktionen sqrt, exp, ln, sin, cos, tan, arcsin, arccos,
arctan, arctan2, sinh, cosh, tanh und wandelt die Namen dieser Funktionen bei der
Codeerzeugung in die entsprechenden Funktionsnamen der Zielsprache um. Zum Beispiel
wird der Funktionsname arctan2 bei den Zielsprachen ACSL oder Fortran-DSBlock in
den Fortran Intrinsic Funktionsnamen ATAN2 umgewandelt. Alle anderen Funktionsnamen
werden ohne Verdnderung in die Zielsprache kopiert. Hierbei wird angenommen, dafl der
Benutzer eine entsprechende Funktion in der Zielsprache bereitstellt.

Beispiele fiir zulassige Gleichungen:

Cxder(u) =il + 12
t1 = (flx#sin(phi) - fly*cos(phi))*L1
u = if Time > 1 and Time < 2 then 1 else 2+Time

when Time > NextTime then
new(NextTime) = NextTime 4+ SampleTime
new(x) = a*x + b*u

endwhen



Anhang C

Klassenhierarchien

In diesem Abschnitt sind die Klassenhierarchien der in dieser Arbeit erlauterten Klassen
angegeben, zusammen mit einer Referenz auf die Definition der Klasse. Die Klassenhier-
archien werden als “Baum” dargestellt. 7Z.B. ist die Klasse Resistor eine Unterklasse der
Klasse TwoPin (siehe unten).

Elektrische Schaltungselemente

Klassenhierarchie Seite Kurzbeschreibung
TwoPin 18 Element mit zwei elektrischen Pins
Capacitor 18 ideale Kapazitat
OpAmp 172 idealer Operationsverstarker
Resistor 18 idealer Ohm’scher Widerstand
Switch 54,55,60 idealer elektrischer Schalter
Diode 58,60,63 ideale Diode
Mehrkorpersysteme
Klassenhierarchie Seite Kurzbeschreibung
MbsOneClut 73 Element mit einer mechanischen Schnittstelle
Body 92 Starrkorper (Tragheitseigenschaften)
Inertial 94 Inertialsystem
MbsTwoCut 74 Element mit zwei mechanischen Schnittstellen
Interact 74-76,189  Verbindungselement (masselos)
Force 78 Kraftelement
DirForce 78 Richtungskraft
LinelForce 79,191 Linienkraft
Spring 79 Feder
Joint 80-85 Gelenk
Bar 86 (masselose) Stange
CylinderS 89 Zylindergelenk
PrismaticBase 88 Translationsgelenk (Basisklasse)
Revolute Base 86 Drehgelenk (Basisklasse)
Revolute Base2 87 Drehgelenk (Basisklasse 2)
Revolute 87 Drehgelenk (rheonom)

RevoluteS 87 Drehgelenk mit Zustédnden
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Revolutel 87 blockierbares Drehgelenk (rheonom)
RevoluteLS 87 blockierbares Drehgelenk mit Zustdnden
SphereCut 89 Kugel-Schnittgelenk
Sensor 92 Beobachtungsgrofie
LineSensor 92 Linien-Sensor
ExtForce 80 externes Kraftelement
ExztSpring 80 Feder als externes Kraftelement
ExtForcel 88 externes Kraftelement das “Blockieren” kann
ExtBrake 143 Reibbremse
ExtFriction 120 Reibung
Antriebsstringe
Klassenhierarchie Seite Kurzbeschreibung
DriveMbsBase 148 Antriebsstrangbasis auf MKS
DriwveOneClul 132,147 Element mit einem Flansch
DriveBase 133 Antriebsstrangbasis
DriveExtBase 134 externe Antriebsstrangbasis
DriveTwoCut 132 Element mit zwei Flanschen
DriveExt 134 Kopplung eines externen Kraftgesetzes
DriveForce 134 Kraftelement
DriveSpring 134 Feder
Gear 134 Getriebe (tragheitslos)
Rotor 133 Rotor (tragheitsbehaftet)
Shaft 133,148 Welle (tragheitsbehaftet)
DriveVar 135 Relativgrofien
DrweVarsS 136 Relativgrofien als Zustdnde
DriveVarWs 136 nur Winkelgeschwindigkeit als Zustand
DriveVarlL 135 Relativgrofie (blockierbar)
DriveVarLS 136 Relativgroen als Zustdnde (blockierbar)
DrweVarLWS 136 nur Winkelgeschwindigkeit als Zustand (blockierbar)

Regelungstechnische Blockschaltbilder

Klassenhierarchie Seite Kurzbeschreibung
SIS0 158 Single-Input-Single-Output Block
Coeff_x 159 Ubertragungsfunktion in Koeflizientendarstellung
PID 159 PID-Regler
PIDbound 161 PID—Regler mit Antiwindup-Kompensation
PoleZero 159 Ubertragungsfunktion in Pol/Nullstellen-Darstellung
Sum_x 162 Summierer
Discrete 160 Abtastsystem
dSI1SO 160 diskreter Single-Input-Single-Output Block
dCoef f_x 160 z-Ubertragungsfunktion in Koeffizientendarstellung
PeriodicSignal 162 periodisches Zeitsignal
Pulse 163 Puls-Signal
Sawtooth 163 Sagezahn-Signal

SquareW ave 163 Rechteck-Signal



Index

0-Junction, 9, 18
1-Junction, 9, 18

Abtastsystem, 110, 159
Across-Variable, 17-19, 72
ACSL, 4, 45, 53, 117
algebraische Gleichungen, 58
diinnbesetzt, 27, 28
linear, 27, 29, 56
nichtlinear, 27, 29, 59, 106, 108
Tearing, 28-31, 102, 106, 108, 125, 138
Analogie, physikalische, 11
ANDECS, 166, 176
Antiwindup-Kompensation, 161
Antriebsstrang, 129-155
auf MKS, 144-154
auf MKS (Basisgleichungen), 191
Beispiel, 130-131
Bewegungsgleichungen, 139-141
Blockdreiecksform, 137
blockierbar, 135, 140, 151
Grundelemente, 132-136
mit variabler Struktur, 141-144
reduziertes Tragheitsmoment, 139, 141, 154
Reibbremse, 141
Rutschkupplung, 141
Tearing, 138
ZustandsgroBen, 131, 135-136
at (Dymola), 197
Ausgangsgrofe, 22

Bar (Klasse), 86

Begrenzer, 45-50, 161

Blockdreiecksform, 23-25, 31, 41, 53, 55, 58, 59,
98, 113, 137

Blockschaltbild, 156-163

Blockschaltbild-Editor, 5

Body (Klasse), 92

Bondgraph, 9

Bondgraph eines MKS, 69

C++, 11

Capacitor (Klasse), 18

chemische Prozefitechnik, 12, 29
Coeffre (Klasse), 159

connect (Dymola), 19, 20, 197
constant (Dymola), 195
coordinate partitioning, 37
Coulomb’sche Reibung, — Reibung

cut (Dymola), 17, 195
Cut-Frame, 72
CylinderS (Klasse), 89

DAE, 26-42
Algorithmus von Pantelides, 36
coordinate partitioning, 37
differential-algebraischer Index, 34, 186
differentieller Index, 32
Drift, 37
dummy derivative Methode, 37, 126
Gear’sche Stabilisierung, 38
hoherer Index, 31-42
konsistente Anfangsbedingungen, 36
Kronecker-Index, 32
Lagrange’sche Multiplikatoren, 38
perturbation index, 33
singular, 31-42
Stérungsindex, 33
iberbestimmt, 39, 126
variabler Index, 57
daemon, — Indikatorfunktion
Dahl-Effekt, 115
DASSL, 34, 37, 126
DASSLRT, 46, 48, 117
dCoeffrz (Klasse), 160
DEA, 61-63
Diode, 62
Reibbremse, 143
Reibung, 118
Ubergangsdiagramm, 62
der (Dymola), 19, 197
deterministischer endlicher Automat, — DEA
differential-algebraischer Index, 34, 186
Differential-Algebraisches Gleichungssystem, —
DAE
differentieller Index, 32
Differenzengleichung, 51
Diode, 58, 61, 62
Diode (Klasse), 58, 60, 63
DirForce (Klasse), 78
discontinuous equation, 49
Discrete (Klasse), 160
diskrete Zustandsvariable, 52
Double Pendulum (Klasse), 68
Drehmatrix, 72
DriveBase (Klasse), 133
DriveFErt (Klasse), 134
DriveExtBase (Klasse), 134



DriveForce (Klasse), 134
DriveMbsBase (Klasse), 148
DriveOneCut (Klasse), 132, 147
DriveSpring (Klasse), 134
Drive TwoCut (Klasse), 132
Drive Var (Klasse), 135
DriveVarL (Klasse), 135
DriveVarLS (Klasse), 136
Drive VarLWS (Klasse), 136
DriveVarS (Klasse), 136
Drive VarWs (Klasse), 136
dSISO (Klasse), 160
DSSIM, 47, 176
dummy derivative Methode, 37, 126
Dwell-Zeit, 115
Dymodraw, 185
Dymola
Algorithmus von Pantelides, 41
Basis-Algorithmen, 21-26
Boole’sche Gleichung, 52
Boole’sche Variable, 52, 54, 60
DEA Transformationsregel, 63
diskrete Zustandsvariable, 52
dummy derivative Methode, 41
Dymodraw, 185
Ereignis-Synchronisation, 52
Fixpunktiteration, 60
hohere Index Systeme, 41
Instant-Gleichung, 51-53, 108
Stof3, 52
Ubersicht, 14
unstetige Gleichung, 45-51, 108
Vereinfachungsregeln, 25
Dymola Sprachelemente
at, 19, 197
connect, 19, 20, 197
constant, 195
cut, 17, 195
der, 19, 197
from, 19, 197
if, 50, 197
init, 52, 197
input, 20, 195
local, 18, 195
main cut, 19, 195
main path, 19, 195
model, 194
model class, 194
new, 52, 60, 109, 197
node, 20, 68, 195
output, 20, 195
parameter, 19, 195
submodel, 20, 195
terminal, 18, 195
to, 19, 197
when, 197
when, 51

Effort-Variable, 9, 18, 70
Eingangsgrofe, 22
Einheitsmatrix, 71
el.lib (Dymola-Bibliothek), 20
elektrische Schaltung, 6
elektrischer Schalter, b4f
elektrischer Strom, 18
elektrisches Potential, 18
endlicher Automat, — DEA
Energiefluf, 9
Ereignis, 4, 46, 53
Schrittereignis, 47
Synchronisation, 52
Zeitereignis, 46
Zustandsereignis, 46
Event, — Ereignis
FExtBrake (Klasse), 143
externes Kraftgesetz, 79
FExtForce (Klasse), 80
FExtForcel (Klasse), 88
ExtFriction (Klasse), 120
FExtSpring (Klasse), 80

Fixpunktiteration, 61, 118, 119
Flow-Variable, 9, 18, 70

Force (Klasse), 78

from (Dymola), 197

Gear (Klasse), 133
Gear’sche Stabilisierung, 38
Gleichrichter-Schaltung, 59, 63

Haftkraftreserve, 117
Hysterese-Funktion (Dymola), 52

if (Dymola), 50, 197

Index
Algorithmus von Pantelides, 36
Beispiele, 35
differential-algebraischer Index, 34, 186
differentieller Index, 32
perturbation index, 33
Stérungsindex, 33
variabler; 57

Indikatorfunktion, 46, 48, 50, 61, 117

Inertial (Klasse), 94

init (Dymola), 52, 197

input (Dymola), 20, 99, 158, 195

Instant-Gleichung, 51-53, 108

Interact (Klasse), 74-76, 189

inverses dynamisches Modell, 22

Joint (Klasse), 80-85

Junction, 9

Kapazitét, 17

kinetische Reibkraft, 115
Kirchhoff’sche Regeln, 6, 18
Klasse, 17



Knotenpunktsanalyse, 6, 31
Komplementaritédtsproblem, 119
konsistente Anfangsbedingungen, 36
Kreuzprodukt, 71

Kronecker-Index, 32

Leistung, 9

Lemke, Algorithmus von, 120
Limiter (ACSL Macro), 46
Limiter (Klasse), 50
LimiterTest (ACSL), 47
LineForce (Klasse), 79
LineForce (Klasse), 191
LineSensor (Klasse), 92
local (Dymola), 18, 195

main cut (Dymola), 19, 195
main path (Dymola), 19, 195
Manutec r3 Roboter, 164-181
ACSL Teilmodell, 166
Antriebsstrang, 173-174
ausgewahlte Simulationen, 176-181
Dymola-Gesamtmodell, 166-169
elektrischer Antrieb, 171-172
Ermittlung der Modellparameter, 164-166
handcodiertes DSblock Modell, 166
Mehrkorpersystem, 174-176
Regelungssystem, 169-170
MAST, 15, 53
mbs.lib (Dymola-Bibliothek), 95
MbsOneCut (Klasse), 73
mbssim.lib (Dymola-Bibliothek), 111
MbsTwoCut (Klasse), 74
mechanisches System, — MKS
Mehrkoérpersystem, — MKS
MKS, 7, 66-128
Antriebsstrang, 144-154
Beobachtungsgrofie, 92
Beschleunigung, absolut, 72
Beschleunigung, Definition, 73
blockierbares Gelenk, 85, 104, 114
Bondgraph, 69
Cut-Frame, 72
direktes dynamisches Problem
Baumstruktur, 101-104
mit Schleifen, 123-128
O(n) Algorithmus, 111-114
Drehmatrix, 72
dummy derivative Methode, 126
Einfiihrungsbeispiel
Bondgraph, 70
objektorientiert, 67
Elementverbindung, 71
externes Kraftgesetz, 79
Gelenk, 80-90
Geschwindigkeit, absolut, 72
Geschwindigkeit, Definition, 73
home position, — Referenzkonfiguration

Inertialsystem, 93-94
inverse Kinematik, 105-107
inverses dynamisches Problem, 100-101
kinematische Schleifen, 123-128
Kraftelement, 77-80
mechanischer Cut, 72
Ortsvektor, absolut, 72
Prinzip der virtuellen Arbeit, 83
Prinzip von d’Alembert, 83
Referenzkonfiguration, 69
Reibung, 114-123
Relativgrofien, 75
rheonome Gelenke, 83
Schnittkraft /moment, 72
Stationarwertberechnung, 107-111
Tearing, 102, 106, 108, 125
Tréagheitseigenschaft, 90-92
Vorwartskinematik, 98-99
model (Dymola), 194
model class (Dymola), 194
modifizierte Knotenpunktsanalyse, 6, 31
Monitorfunktion, — Indikatorfunktion

new (Dymola), 52, 60, 109, 161, 197
node (Dymola), 20, 68, 195

Oberklasse, 17

Objekt, 17

Objektdiagramm-Editor, 185

objektorientiert
C++, 11
ereignisabhéngige Systeme, 45-65
kontinuierliche Systeme, 17-44
Modellierungssprache, 14
Objektdiagramm-Editor, 185
Programmiersprache, 11
regelungstechnisches System, 156-163

Occurrence-Matrix, 23, 32, 36

ODASSL, 39

Omola, 15, 53

OpAmp (Klasse), 172

output (Dymola), 20, 99, 158, 195

output set assignment, 24, 36

Pantelides, Algorithmus von, 36
parameter (Dymola), 19, 195
PeriodicSignal (Klasse), 162
periodisches Signal, 162
perturbation index, 33

PID (Klasse), 159

PIDbound (Klasse), 161
PoleZero (Klasse), 159

Prinzip der virtuellen Arbeit, 83
Prinzip von d’Alembert, 83
PrismaticBase (Klasse), 88
Programmiersprache, 11

Pulse (Klasse), 163

r3.1ib (Dymola-Bibliothek), 168-176



R3control (Klasse), 170

R3drive (Klasse), 173

R3mbs6 (Klasse), 175

R3motor (Klasse), 171

R3spring (Klasse), 174

reduziertes Tragheitsmoment, 139, 141, 154

Referenzkonfiguration, 69

Regelungsnormalform, 159, 160

regelungstechnisches System, 156-163
Antiwindup-Kompensation, 161
Begrenzungselement, 161
Einfiihrungsbeispiel, 156
kontinuierlicher Block, 158
Multiplizierer, 161
Regelungsnormalform, 159, 160
Signalgenerator, 162
Summierer, 161
Ubertragungsfunktion, 158
z-Ubertragungsfunktion, 160
zeitdiskreter Block, 159

Reibmodell, 115

Reibung, 114-123
Dahl-Effekt, 115
DEA, 118
Dwell-Zeit, 115
Fixpunktiteration, 118, 119
Haftkraftreserve, 117
kinetische Reibkraft, 115
Komplementaritédtsproblem, 119
maximale statische Haftreibkraft, 115
Normalkraft, 116
Reibbremse, 141
Rutschkupplung, 141

Residuum, 27

Resistor (Klasse), 18

reverse communication, 28

Revolute (Klasse), 87

RevoluteBase (Klasse), 86

RevoluteBase?2 (Klasse), 87

Revolutel (Klasse), 87

RevoluteLS (Klasse), 87

RevoluteS (Klasse), 87

root finding, 48

Rotor (Klasse), 133

Rutschkupplung, 141

Saber, 15

Sawtooth (Klasse), 163
Schaltfunktion, — Indikatorfunktion
SCHEDULE-Anweisung, 4
Schrittereignis, 47

Sensor (Klasse), 92

Shaft (Klasse), 133, 148
Signalgenerator, 162
Simulationssprache, 4
SIMULINK, 5, 156, 161
singuldre DAE, 31-42
SISO (Klasse), 158

skew (Operator), 71
Sparse-Tableau Verfahren, 7, 30
SphereCut (Klasse), 89

SPICE, 6, 31

Spring (Klasse), 79

Square Wave (Klasse), 163

state event, — Zustandsereignis
statische Haftreibkraft, 115
step event, — Schrittereignis
Stérungsindex, 33

strong components, 24
strukturell singular, 24
strukturvariable Systeme, 54-64
submodel (Dymola), 20, 195
Sumz (Klasse), 162

Switch (Klasse), 54, 55, 60

Tarjan, Algorithmus von, 24

Tearing, 28-31, 102, 106, 108, 125, 138
terminal (Dymola), 18, 195
Through-Variable, 17-19, 72

time event, — Zeitereignis

to (Dymola), 197

Transformer, 10, 70

TransformerTF (Gelenk), 90

TwoPin (Klasse), 18

iiberbestimmte DAE, 39
unstetige Gleichung, 45-51, 108

vec (Operator), 71
vec”® (Operator), 105
Vererbung, 17, 59
VHDL, 15, 53

when (Dymola), 197
when (Dymola), 51
Widerstand, 17

zeitdiskreter Block, 159
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