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Analyse und Synthese akustischer Interaktionsmoden von Turbomaschinen 
Technische Universität Berlin (Dissertation) 
 
Die Modenanalyse und die Modensynthese tragen wesentlich zur Entwicklung lärmarmer 
Turbomaschinen und von Schallminderungsmaßnahmen bei. Mithilfe der Modenanalyse wird die 
Amplitude jeder Mode im Strömungskanal bestimmt und so die Schallanregung einer Turbo-
maschine detailliert erfasst. Durch Modensynthese werden einzelne Moden gezielt angeregt, um 
die Übertragungseigenschaften von Turbomaschinenkomponenten zu untersuchen und Rotor-
Stator-Interaktionsmoden durch destruktive Interferenz aktiv zu unterdrücken.  
In dieser Arbeit wird gezeigt, dass Modenanalysen und Modensynthesen unter Verwendung 
wandbündig installierter Arrays von Mikrofonen bzw. Lautsprechern mit hoher Genauigkeit 
realisierbar sind. Die Anforderungen und Beschränkungen wurden eingehend untersucht und 
Einsatzrichtlinien formuliert. Eine systematische Optimierung der axialen Arraypositionen 
ermöglicht Modenanalysen bei hohen Frequenzen, wie sie bisher nur mit Mikrofonrechen erzielt 
wurden. Eine mit zunehmender Frequenz abnehmende Trennschärfe des wandbündigen Arrays 
muss jedoch durch eine größere Gesamtzahl an Messpositionen ausgeglichen werden.  
Die in der Optimierung der Modenanalyse gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf die 
Modensynthese übertragen. Weitere Effekte, die zu Ungenauigkeiten in der Modensynthese 
führen können, wurden experimentell und mit einem Modell des Modensynthesizers untersucht. 
Resonanzen in der Lautsprecheranordnung äußern sich in einer relativen Änderung der Pegel 
von Zielmode und unerwünschten Spillovermoden. Reflexionen im Kanal stören die 
Übertragungsfunktionen der Lautsprecherringe so, dass die Pegel der Spillovermoden stark 
angehoben werden und die Zielmode nicht dominant erzeugbar ist.   
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(Published in German) 
Ulf TAPKEN 
German Aerospace Center (DLR), Institute of Propulsion Technology, Berlin 
 
Analysis and synthesis of acoustic interaction modes of turbomachinery 
Technische Universität Berlin (dissertation) 
 
Acoustic mode analysis and acoustic mode synthesis are essential tools for developing low-noise 
designs and of noise reduction techniques for turbomachinery. Mode analysis determines the 
amplitude of each mode in the flow duct, enabling a detailed assessment of the turbomachinery 
sound generation. Mode synthesis can selectively excite individual duct modes. This facilitates 
the thorough examination of the acoustic transfer functions of turbomachinery components, as 
well as the active elimination of rotor-stator interaction modes by destructive interference.  
The thesis demonstrates that high-accuracy mode analysis and synthesis are feasible using 
arrays of wall-flush mounted microphones resp. loudspeakers. The method’s requirements and 
limitations were investigated, enabling the formulation of guidelines for its use within a prescribed 
frequency range. Systematic optimization of the axial array positions allows accuracies previously 
achievable only with microphone rakes. However, the decreasing resolution of the wall-flush array 
at higher frequencies must be compensated by increasing the number of measurement positions.  
The knowledge gained in the mode analysis optimization is transferable to the mode synthesis 
method. Further effects impairing the accuracy of the synthesis were investigated experimentally 
and using a model of the mode synthesizer. Resonances in the loudspeaker arrangement cause 
a relative change in the levels of the target mode and unwanted spillover modes. Reflections in 
the duct interfere with the transfer functions of the loudspeaker rings such that the levels of the 
spillover modes are strongly increased and the target mode cannot be generated dominantly. 
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K U R Z FA S S U N G

Die Verfahren der akustischen Modenanalyse und Modensynthese liefern wichtige Bei-
träge zur Entwicklung lärmarmer Designs und innovativer Maßnahmen zur Schallmin-
derung von Turbomaschinen. Durch eine Modenanalyse werden die Amplituden aller
Moden im Strömungskanal bestimmt und damit die Schallanregung einer Turbomaschi-
ne detailliert erfasst. Die Modensynthese wird zur gezielten Anregung einzelner Moden
eingesetzt, um die akustischen Übertragungseigenschaften von Turbomaschinenkompo-
nenten umfassend zu charakterisieren und um in aktiven Lärmminderungsverfahren
Rotor-Stator-Interaktionsmoden durch destruktive Interferenz auszulöschen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass sich Modenanalysen und Modensynthesen un-
ter Verwendung wandbündig installierter Mikrofonarrays bzw. wandbündig installierter
Lautsprecherarrays mit hoher Genauigkeit realisieren lassen. Eine Voraussetzung dafür
ist die Abstimmung der Arrays auf den zu untersuchenden Frequenzbereich. Beide Ver-
fahren wurden mit analytischen und experimentellen Methoden bezüglich ihrer Anfor-
derungen, Beschränkungen und Genauigkeit untersucht. Die Ergebnisse ermöglichten
die Formulierung von Richtlinien für den optimalen Einsatz der Modenanalyse und der
Modensynthese an Turbomaschinen-Versuchsständen.

Wandbündige Mikrofone besitzen im Vergleich zu radial im Kanal angeordneten Mi-
krofonrechen den Vorteil, die Strömung nicht zu verblocken und das Schallfeld nicht
zu stören, können aber die radialen Eigenschwingungsformen der Moden nur anhand
der axialen Wellenzahlen unterscheiden. Für die Modenanalyse wurde ein Verfahren
entwickelt, mit dem sich die axialen Messpositionen systematisch optimieren und die
Fortpflanzung von Messfehlern auf die Modenamplituden detailliert bewerten lassen.
Damit konnte nachgewiesen werden, dass optimierte wandbündige Mikrofonarrays Mo-
denanalysen in vergleichbarer Genauigkeit ermöglichen, wie sie bei hohen Frequenzen
bisher nur mit Mikrofonrechen erzielt wurde. Eine mit zunehmender Frequenz abneh-
mende Trennschärfe des wandbündigen Arrays muss allerdings durch eine größere Ge-
samtzahl an Messpositionen ausgeglichen werden.

Die in der Optimierung der Modenanalyse gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf
die Modensynthese übertragen. In der Kombination einer umfangreichen experimentel-
len Studie mit einem Modell des Modengenerators wurden weitere Effekte identifiziert,
die zu Ungenauigkeiten in der Modensynthese führen können. Ein Effekt geht auf das re-
sonante Verhalten der Lautsprecheranordnung zurück und äußert sich in einer relativen
Änderung der Pegel von Zielmode und unerwünschten Spillovermoden. Ein weiterer Ef-
fekt wird durch Reflexionen im Kanal verursacht und stört die modalen Übertragungs-
funktionen von Lautsprecherringen derart, dass die Amplituden der Spillovermoden bis
auf das Niveau der Zielmode angehoben werden. Die Ergebnisse erklären die beschränk-
te Ausschöpfung theoretisch vorhandener Reduktionspotentiale, die in Versuchen zur
aktiven Minderung von Rotor-Stator-Interaktionsmoden beobachtet wurden.





A B S T R A C T

The acoustic mode analysis method and the acoustic mode synthesis method are essen-
tial tools in the development of low-noise designs and of innovative noise reduction
techniques for turbomachinery applications. By means of mode analysis the amplitudes
of all modes in the flow duct are determined and thus the sound generation of a turbo-
machine can be assessed in detail. The mode synthesis enables the selective excitation
of individual duct modes, which is useful for the thorough characterization of acoustic
transfer functions of turbomachinery components and for the elimination of rotor-stator
interaction modes by desctructive interference in active noise control concepts.

In the thesis it is shown that using arrays of wall-flush mounted microphones respec-
tively loudspeakers mode analysis and mode synthesis of high accuracies are feasible.
A prerequisite is the appropriate layout of the arrays for the frequency range of interest.
The methods requirements and limitations as well as the achievable accuracies were in-
vestigated by both theoretical and experimental approaches. The outcome of the studies
allowed the formulation of guidelines for the optimal application of mode analysis and
mode synthesis at turbomachinery test rigs.

In contrast to radial microphone rakes, arrays of wall-flush mounted microphones do
not disturb the flow and the acoustic field, but they have the drawback that modes of
different radial order have to be distinguished solely by reference to their axial wave
numbers. To overcome this problem a procedure was developed for the systematic opti-
mization of the axial measurement positions. It enabled also the detailed assessment of
the error propagation from the measured sound pressure to the mode amplitudes. Thus
it could be proven that in analyses with optimized wall-flush microphone arrays at high
frequencies accuracies can be realized that before were achievable only with microphone
rakes. However, the fact that the resolution of the wall-flush array is reducing with incre-
asing frequency has to be compensated by an enlarged overall number of measurement
positions.

The knowledge gained in the mode analysis optimization is transferable to the mode
synthesis method. Further effects impairing the accuracy of the synthesis were identified
with help of a comprehensive experimental study and a theoretical model of the mode
generator. One effect results from the resonant behaviour of the loudspeaker arrange-
ment and alters the relative levels of the target mode and the unwanted spillover modes.
Another effect is caused by reflections within the duct and disturbs the modal transfer
functions of loudspeaker rings in such a way that the amplitudes of spillover modes are
elevated up to the level of the target mode. The findings give an explaination for the
incomplete cancellation of rotor-stator interaction modes that was observed in several
active noise controls tests.
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ν radiale Modenordnung

ξmn Cut-on-Verhältnis

ρ Dichte

ρ0 Ruhedichte

σmn Eigenwert einer Mode

τ Regularisierungsparameter
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φ azimutale Koordinate

φ̌ azimutale Koordinate einer Schallquelle

Φ akustisches Potential

χ±mn Amplitudenfaktor einer Mode

ψj elektro-mechanischer Übertragungsfaktor des j-ten Lautsprechers

Ψη normierte Frequenzfunktion

ω= 2πf Kreisfrequenz

Ω Winkelgeschwindigkeit der Drallströmungsskomponente

∇ Nabla-Operator

∆ Laplace-Operator

1 Einheitsmatrix
′ Wechselanteil einer Größe (in Kapitel 2)
′ Normierung einer Größe bezüglich Dopplerfaktor (in Kapitel 3 - 5)
′′ Normierung einer Größe bezüglich Dopplerfaktor und

Nabenverhältnis
± Ausbreitung relativ zur axialen Koordinate
� Ausbreitung relativ zur axialen Quellposition
∗ komplexe Konjugation
H adjungierte Form der Matrix

m Einschränkung auf Komponenten der Ordnung m

zeitlicher Mittelwert einer Größe

⟨ ⟩ Erwartungswert einer Größe
0 unverfälschter Anteil einer verrauschten Größe

eff Effektivwert einer Größe˜ Rauschkomponente einer Größe

˘ Drall-modifizierte Größe

ℜ( ), re Realteil einer komplexen Größe

ℑ( ), im Imaginärteil einer komplexen Größe

∥ ∥ 2-Norm

BP Betriebspunkt

BPF Blattpassierfrequenz

CAA Computational Aeroacoustic

CFD Computational Fluid Dynamics

DFT Diskrete Fourier-Transformation

EO Engine Order

FFT Fast Fourier-Transformation

LMS Least-Mean-Square
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NASA National Aeronautics and Space Administration

RMA Radialmodenanalyse

RMD Radial Mode Detection Device

SNR Signal-Rausch-Abstand (engl. signal-to-noise ratio)

SNRp Signal-Rausch-Abstand der Schalldruckamplitude

SNRm Signal-Rausch-Abstand der Azimutalmodenamplitude

SNRmn Signal-Rausch-Abstand der Modenamplitude

SPL Sound Pressure Level

SVD Singulärwerte-Zerlegung (engl. singular value decomposition)

UFFA Universal Fan Facility Adaptation

UHBR Ultra-High Bypass Ratio



1
E I N L E I T U N G

Turbomaschinen wie Ventilatoren, Verdichter und Turbinen stellen in unserer Umwelt
nach wie vor erhebliche aeroakustische Lärmquellen dar, obwohl ihre Geräuschentwick-
lung durch den technischen Fortschritt der letzten Jahrzehnte bereits deutlich reduziert
werden konnte. Im Bereich des Luftverkehrs wurde eine erhebliche Verbesserung er-
reicht, indem das Nebenstromverhältnis der Turbofantriebwerke erhöht wurde. Damit
einher ging eine drastische Verminderung des Strahllärms und inzwischen ist der Tur-
bofan zu einer der wichtigsten Schallquellen des Triebwerks geworden [42]. Auch der
im Bereich der Niederdruckturbine erzeugte Schall gewinnt zunehmend an Bedeutung:
insbesondere bei Triebwerkskonzepten mit Getriebefan kann er das nach hinten abge-
strahlte Geräusch bei mittleren bis hohen Frequenzen dominieren [14, 54]. Unter der
Maßgabe, die Performance nicht zu beeinträchtigen, ist die akustische Optimierung von
Turbomaschinenkomponenten eine hohe technische Herausforderung. Moderne lärmar-
me Designs oder innovative Maßnahmen zur Schallminderung können nur auf Basis
eines vertieften Verständnisses der Schallerzeugung und der Schallausbreitung entwi-
ckelt werden. Die Verfahren der akustischen Modenanalyse und Modensynthese liefern
hierzu wichtige Beiträge.

Die Modenanalyse und die Modensynthese basieren auf der Lösung der Wellenglei-
chung, der zufolge eine Schallwelle im Strömungskanal in eine Serie akustischer Moden
entwickelt werden kann. Jede Mode stellt eine Eigenschwingungsform der Luftsäule
im Kanal dar. Im Kanalquerschnitt wird sie durch eine azimutale und radiale Eigen-
funktion mit zugehörigen Ordnungszahlen charakterisiert. Die Ausbreitung der Mode
entlang der Kanalachse ist von der Anregungsfrequenz abhängig und wird durch eine
spezifische axiale Wellenzahl beschrieben. Mit der Anregungsfrequenz erhöht sich die
Gesamtzahl ausbreitungsfähiger Moden und die räumliche Druckverteilung wird feiner.

Zweck der Modenanalyse ist die messtechnische Bestimmung der Amplituden aller
Moden. Da die Modenamplituden mit den Stärken und den räumlichen Verteilungen
der anregenden Quellen zusammenhängen, können auf diese Weise Rückschlüsse auf
die Schallentstehungsmechanismen in der Turbomaschine gezogen werden. Eine lokale
Schalldruckmessung mit einem Mikrofon reicht für solch eine Analyse nicht aus, weil
das Schallfeld durch die Überlagerung aller Moden ortsabhängig variiert. Zur Zerlegung
in die einzelnen Moden muss das Schallfeld auf einem ausgedehnten Messgitter abge-
tastet werden.

Ziel der Modensynthese ist die gezielte Anregung einzelner Moden. Einzelne Moden
ermöglichen eine genaue experimentelle Untersuchung von Schallausbreitungsvorgän-

1
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Sensorrechen der 
vorderen Messebene

Sensorrechen der 
hinteren Messebene

Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Modenanalyse mit radialen Sensorrechen. Dargestellt ist
ein Schalldruckfeld, in dem 1324 Moden ausbreitungsfähig sind, welches aber
durch wenige Rotor-Stator-Interaktionsmoden dominiert wird. Es wird an 11 ra-
dialen Positionen in zwei dicht benachbarten Kanalquerschnittsebenen abgetas-
tet. Die Sensoren sind durch Punkte symbolisiert und werden zum Aufbau eines
Datengitters schrittweise in Umfangsrichtung gedreht.

gen, was insbesondere zur Validierung von Berechnungsverfahren nützlich ist. Bei der
Umsetzung gibt es eine zur Modenanalyse vergleichbare Schwierigkeit: Eine einzelne
Quelle regt alle Moden im Kanal an. Bei Verwendung mehrerer, räumlich geschickt an-
geordneter Quellen und mit passender Abstimmung der Anregungssignale kann eine
bestimmte Mode erzeugt und ungewünschte Moden durch destruktive Interferenz un-
terdrückt werden.

Bei der Modenanalyse und bei der Modensynthese besteht die messtechnische Heraus-
forderung in der Erfüllung räumlicher Abtastbedingungen. Relativ einfach ist die Analy-
se und Synthese des azimutalen Schalldruckverlaufs: Hierfür wird lediglich ein Ring mit
azimutal äquidistant angeordneten Sensoren beziehungsweise Aktuatoren benötigt. Die
radiale Schalldruckverteilung lässt sich theoretisch am besten an mehreren gleichmäßig
über den Kanalradius verteilten Positionen analysieren beziehungsweise synthetisieren.
Eine vollständige Modenanalyse oder Modensynthese ist demzufolge auf einem regel-
mäßig aufgebautem Messgitter möglich, welches sich über den gesamten Kanalquer-
schnitt erstreckt (siehe Abbildung 1.1). Nachteile dieses direkten Ansatzes bestehen in
der Verblockung der Strömung und Störung des Schallfelds durch die Installationen im
Kanal. Aus diesem Grund gibt es ein großes Interesse daran, die Sensoren und Aktuato-
ren in den Kanalwänden zu installieren. Eine mögliche Realisierung ist in Abbildung 1.2
skizziert. Moden verschiedener radialer Ordnungen können an den Kanalwänden aller-
dings nur indirekt, anhand der axialen Wellenzahlen, unterschieden werden. Die zentra-
le Frage dieser Arbeit lautet daher: Mit welcher Genauigkeit können Moden in Kanälen
mithilfe wandbündig installierter Sensoren und Aktuatoren analysiert beziehungsweise
synthetisiert werden?
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axiales Sensorarray 

Abbildung 1.2: Veranschaulichung der Modenanalyse mit axial gestaffelten, bündig mit der Ka-
nalwand installierten Sensoren. Die Sensoren sind durch Punkte symbolisiert
und werden zum schrittweisen Aufbau des Messgitters in Umfangsrichtung ge-
dreht.

1.1 einsatzgebiete von modenanalyse und modensynthese

Das von einer Turbomaschine erzeugte Geräusch setzt sich aus tonalen und breitbandi-
gen Komponenten zusammen. Die meisten Lärmminderungsansätze konzentrieren sich
auf die diskreten Töne, da diese das Schallfeld dominieren und vom Menschen als am
störendsten empfunden werden, aber auch weil ihre physikalische Entstehung am ein-
fachsten zu verstehen, zu modellieren und zu beeinflussen ist. Die in dieser Arbeit behan-
delten Modenanalyse- und Modensyntheseverfahren sind auf die tonalen Komponenten
von Turbomaschinen ausgerichtet.

Die Hauptquelle der Töne stellt die Rotor-Stator-Interaktion dar, bei der durch das Auf-
treffen der Rotornachläufe auf den Statorschaufeln periodische Druckschwankungen er-
zeugt werden, welche in Abhängigkeit der Schaufelzahlen sehr effektiv Schall in den
Strömungskanal abstrahlen können. Wie Tyler und Sofrin [143] gezeigt haben, werden
in einer Turbomaschinenstufe mit B Rotorblättern und V Statorschaufeln Schaufeltöne
bei den Harmonischen der Blattpassierfrequenz (BPF)

hfBPF = hBfR (1.1)

und mit azimutalen Modenordnungen

m = hB± sV (1.2)

angeregt, wobei fR die Rotordrehfrequenz, h= 1, 2, . . . die Ordnungen der BPF-Harmo-
nischen und s= 1, 2, . . . eine beliebige ganze Zahl bezeichnen. Bei genügend dichtem
Abstand der Schaufelreihen kommt es zu einer Wechselwirkung des mit dem Rotor
rotierenden Potentialfelds mit dem Strömungsfeld an den Statorschaufeln. Dabei wird
ebenfalls Schall bei den von Tyler und Sofrin beschriebenen Frequenzen und Moden
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Abbildung 1.3: Modenanalyse und Modensynthese stellen wichtige Hilfsmittel in der experimen-
tellen Untersuchung und bei der Weiterentwicklung der Designs von Turboma-
schinen dar.

erzeugt. Eine weitere wichtige tonale Quelle tritt bei den Harmonischen der Rotordreh-
frequenz auf, wenn das Rotorblatt mit Überschallgeschwindigkeit angeströmt wird und
es zu Verdichtungsstößen an den Schaufelkanten kommt: das so genannte Kreissägen-
geräusch (engl. buzz saw noise) [88, 78]. Weitere Quellmechanismen sind die Nachlauf-
und Potentialfeld-Wechselwirkung des Rotors mit Kanaleinbauten wie Streben oder Py-
lonen sowie die Interaktion von stationären Einlaufstörungen oder großskaligen Tur-
bulenzballen mit dem Rotor. Auch diese führen zur Anregung eines – mitunter brei-
ten – spezifischen Spektrums von Moden. Im Gegensatz zu den Schaufeltönen sind die
breitbandigen Schallfeldkomponenten weitgehend zeitlich und räumlich inkohärent. Sie
resultieren unter anderem aus stochastischen Blattkräften, welche z. B. aus einer Interak-
tion der Schaufeln mit der Zuströmturbulenz, der Interaktion der turbulenten Schaufel-
grenzschicht mit der Schaufelhinterkante oder Strömungsablösungen folgen. Übersich-
ten über die verschiedenen Schallquellen und ihre Entstehungsmechanismen sind z. B.
bei Morfey [87], Goldstein [40], Neise [96], Neise und Michel [97], Groeneweg [42], Ca-
rolus [17] und Schneider [117] zu finden.

Optimierung von Turbomaschinen-Designs

In Abbildung 1.3 ist der vielfältige Nutzen der Modenanalyse und der Modensynthese
bei der Entwicklung geräuscharmer Turbomaschinen-Designs zusammengefasst. Durch
die Bestimmung der Amplituden aller dominanten Moden im Strömungskanal ermög-
licht die Modenanalyse

• Rückschlüsse auf die Schallentstehungsmechanismen einer Turbomaschine,

• die Quantifizierung der im Kanal transportierten Schallleistung,

• die detaillierte Untersuchung von Schallausbreitungsvorgängen,

• die Validierung von numerischen Berechnungsverfahren und

• die Bereitstellung von Eingangsdaten für numerische Vorhersagen der Schallab-
strahlung.





6 einleitung

Mikrofonrechen 
RMD 1 

axiales 
Mikrofonarray  

RMD 3 

Mikrofonrechen 
RMD 2 

Rotor 

Nebenstrom-
Kanal 

Stator 

Abbildung 1.5: Universal-Fan-Facility-Adaption (UFFA)-Testrig der Firma Anecom AeroTest [93].
Mit den Methoden dieser Arbeit wurden die mit RMD 1, RMD 2 und RMD 3 be-
zeichneten Mikrofonarrays ausgelegt. Sie werden zur Analyse der Rotor-Stator-
Interaktion sowie zur Untersuchung von schalldämpfenden oder schallstreuen-
den Elementen im Nebenstromkanal eingesetzt [134].

Der in Abbildung 1.5 dargestellte Prüfstand wurde für akustische Untersuchungen
eines kompletten Triebwerksfan-Systems unter realitätsnahen Bedingungen konzipiert.
Neben der detaillierten Analyse der Schallanregung des Fans sollen auch die schall-
dämpfenden und schallstreuenden Eigenschaften von Installationen im Nebenstromka-
nal vermessen werden [10, 134]. Beispiele sind akustische Liner, Triebwerkspylonen oder
Splitterplatten. Hierfür sind Modenanalysen in zwei Messsektionen vorgesehen: am Fa-
naustritt mit den als RMD 1 bezeichneten Mikrofonrechen zur Bestimmung der einlau-
fenden und reflektierten Moden und stromab der Kanalaufweitung mit den als RMD 2

bezeichneten Mikrofonrechen zur Bestimmung der transmittierten Moden. Um die Be-
einflussung des Strömungs- und Schallfelds zu vermeiden, wurde die Möglichkeit ge-
prüft, wandbündig installierte Mikrofonarrays anstelle der Mikrofonrechen zu verwen-
den. Aufgrund von Bauraumbeschränkungen ließ sich nur das mit RMD 3 bezeichnete
axial linienförmige Mikrofonarray in der stromab liegenden Sektion realisieren. Die ge-
messenen Modenamplituden werden zur Validierung numerischer Modellrechnungen
sowie als Eingangsdaten für die Vorhersage der Schallabstrahlung aus einer fiktiven Dü-
se ins Freie genutzt.

Zur Untersuchung aeroakustischer Effekte, die bei der Ausbreitung von Schallwel-
len aus der Düse durch das Strahlsystem ins Freie auftreten [35, 139], wurde der in
Abbildung 1.6 gezeigte Prüfstand entwickelt [5, 133]. An diesem Prüfstand kommt das
Modensynthese-Verfahren zur Simulation von Fangeräuschen im Nebenstromkanal zum
Einsatz. Mithilfe des so genannten Modengenerators, der aus 30 ringförmig an der Wand
des Nebenstromkanals montierten Lautsprechern besteht, wurden Moden bei verschie-
denen Frequenzen und mit unterschiedlichen azimutalen Ordnungen angeregt. Weil
aber nur ein einziger Lautsprecherring verwendet wurde, konnte die radiale Schallfeld-
struktur nicht beeinflusst werden. Zur Bestimmung von Referenzdaten für numerische
Modellrechnungen musste deshalb im Kanal eine Modenanalyse durchgeführt werden.
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Abbildung 1.6: Testrig zur Untersuchung der Schallabstrahlung aus Triebwerksdüsen in der
Noise Test Facility der Firma QinetiQ. Für die Simulation von Rotor-Stator-
Interaktionsmoden wurde eine ringförmige Anordnung von Lautsprechern ein-
gesetzt. Eine drehbare Mikrofonsektion im Nebenstromkanal lieferte Referenzda-
ten für Schallabstrahlungsvorhersagen. Das akustische Fernfeld wurde in einer
reflexionsarmen Versuchshalle durch einen großen Mikrofonring erfasst [5, 133].

Hierzu wurde das in Abbildung 1.6 gekennzeichnete drehbare axiale Mikrofonarray
stromab des Modengenerators verwendet. Die Abstrahlcharakteristik der Moden wurde
im Fernfeld durch einen Mikrofonring vermessen, der einen äußeren Durchmesser von
12 m hatte, mit 80 Mikrofonen bestückt war und zur Erfassung verschiedener Abstrahl-
winkel entlang der Strahlachse traversiert werden konnte. Die Analyse der azimutalen
Schalldruckverteilung im Fernfeld ermöglichte die Validierung eines Computational Ae-
roacoustic (CAA)-Verfahren auf Basis von Modenamplituden [103].

Aktive Minderung der Schaufeltöne von Turbomaschinen

In zukünftigen Triebwerkskonzepten mit sehr hohen Nebenstromverhältnissen wird der
Fan durch ein Getriebe im Verhältnis von etwa 1:3 untersetzt und mit reduzierter Dreh-
zahl betrieben. Aufgrund einer gleichzeitigen Verringerung der Rotorblattzahl wird der
Fan Schaufeltöne bei erheblich niedrigeren Blattfolgefrequenzen generieren, so dass für
eine effiziente Dämpfung die Dicke der akustischen Liner in den Triebwerkskanälen er-
höht werden müsste. Das hätte eine deutliche Zunahme der Triebwerksabmessungen
und des Gewichts zur Folge. Eine effektive Reduktion der Fantöne durch aktive Lärm-
minderungsmaßnahmen würde zu einer erheblichen Verbesserung der Situation führen.
Im Idealfall könnte die Rotor-Stator-Anordnung allein unter dem Gesichtspunkt der
aerodynamischen Performance optimiert werden. Zum einen könnte auf eine cut-off-
Auslegung der Rotor-Stator-Interaktion [142] verzichtet werden, so dass sich mit einer
geringeren Statorblattzahl nicht nur eine Gewichtsreduktion, sondern zugleich eine Ver-
minderung des angeregten Breitbandlärms erzielt ließe [34]. Ebenso wäre ein geringer
axialer Rotor-Stator-Abstand möglich, was durch entsprechende Verkürzung des Trieb-
werkgehäuses zu einer Gewichtsersparnis führen würde.
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Active Control of Fan Noise: Feasibility Study
Volume 3: Active Fan Noise Cancellation in the NASA

Lewis Active Noise Control Fan Facility

1. Introduction

This report describes the Active Noise Cancellation (ANC) System designed by
General Electric and tested in the NASA Lewis Research Center's (LeRC) 48 inch Active

Noise Control Fan (ANCF).

The goal of this study is to assess the feasibility of using wall mounted secondary
acoustic sources and sensors within the duct of a high bypass turbofan aircraft engine for
active noise cancellation of fan tones.

A schematic of the system designed and tested is shown in Figure 1.1.
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Figure 1.1. GE Active Noise Cancellation system for NASA ANCF facility

The GE ANC system is based on a modal control approach. A known acoustic
mode propagating in the fan duct is canceled using an array of flush-mounted compact
sound sources. The canceling modal signal is generated by a modal controller. Inputs to
the controller are signals from a shaft encoder and from a microphone array which senses
the residual acoustic mode in the duct.

The NASA ANCF facility uses a 16-bladed variable-pitch rotor and can be

configured with stator vanes to provide specific mode generation and propagation for

Abbildung 1.7: Versuchsanordnung zur aktiven Minderung von Rotor-Stator-Interaktionsmoden,
mit der Pla et al [105] erstmalig den modalen Regelungsalgorithmus erprobt ha-
ben.

Als bisher am aussichtsreichsten stellte sich das so genannte modale Regelungskonzept
heraus, das erstmals von Pla et al [105, 106] vorgestellt wurde. In diesem aktiven Lärm-
minderungsansatz nehmen die akustische Modenanalyse und Modensynthese eine zen-
trale Rolle ein. Das Regelungsprinzip soll kurz anhand der Illustration aus Referenz [105]
erläutert werden, welche in Abbildung 1.7 zu sehen ist. Ziel ist es, mithilfe von Lautspre-
chern ein Sekundärschallfeld zu erzeugen, dass das vom Fan erzeugte Primärschallfeld
durch destruktive Interferenz ausgelöscht wird. Die aktive modale Regelung erfolgt in
drei Schritten: Zuerst werden das zu regelnde Primärschallfeld an mehreren Fehlermi-
krofonringen abgetastet und die Amplituden der Rotor-Stator-Interaktionsmoden mit-
tels einer Modenanalyse bestimmt. Die Modenamplituden werden der adaptiven Reg-
lereinheit zugeführt, welche im zweiten Schritt die modalen Kompensationssignale be-
rechnet. Aus den modalen Kompensationssignalen werden im dritten Schritt die Zeitsi-
gnale der einzelnen ringförmig angeordneten Aktuatoren berechnet und von diesen zur
Synthese des modalen Sekundärfelds ausgegeben.

1.2 stand der forschung

1.2.1 Modenanalyse

In der Literatur ist eine Vielzahl von Verfahren zu finden, die sich mit der Analyse von
modalen Schallfeldern in Strömungskanälen beschäftigen. Die Verfahren unterscheiden
sich erheblich bezüglich des erforderlichen Mess- und Datenanalyseaufwands, unter-
liegen verschiedenen Beschränkungen und liefern Informationen mit unterschiedlichen
Detailgraden. Die folgende Übersicht fast vorwiegend Verfahren zusammen, mit denen
sich die Amplituden einzelner Moden bestimmen lassen.
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Azimutalmodenanalyse

Der Grundstein für die experimentelle Analyse von Turbomaschinen-Rotor-Stator-Inter-
aktionsmoden wurde 1962 durch die Veröffentlichung von Tyler und Sofrin [143] gelegt.
In dieser Arbeit wurde nicht nur die analytische Zerlegung der tonalen Schallfeldkom-
ponenten in axial laufende Moden mit einer von verschiedenen azimutalen und radialen
Eigenfunktionen abhängenden Druckverteilung im Kanalquerschnitt beschrieben. Tyler
und Sofrin haben auch den ersten messtechnischen Nachweis der durch einen Fan ange-
regten dominanten azimutalen Modenordnungen erbracht, indem sie die Zeitsignale ei-
nes an verschiedenen Umfangspositionen im Kanaleintritt eingesetzten Mikrofons vergli-
chen, welche zuvor schmalbandig gefiltert und mit Hilfe eines 1-Puls-pro-Rotordrehung-
Signals auf den gleichen Bezugszeitpunkt getriggert wurden.

In der Folge entwickelten und erprobten Mugbridge [92] sowie Harel und Perulli [48]
Messverfahren zur Zerlegung von Fantönen in die verschiedenen azimutalen Moden-
ordnungen, die auf der Kreuzkorrelation eines feststehenden und eines über den Kanal-
umfang traversierten Sensors beruhten. Bei der Analyse der azimutalen Schallfeldstruk-
tur bietet es sich grundsätzlich an, die Orthogonalität der azimutalen Eigenfunktionen
auszunutzen. Moore schlägt in [84] die Anwendung einer räumlichen diskreten Fou-
riertransformation (DFT) auf die an mehreren äquidistant über den Umfang verteilten
Positionen gemessenen Schalldruckamplituden vor. Kerschen und Johnston [68] über-
tragen diesen Ansatz vom Frequenzbereich in den Zeitbereich und können damit auch
instationäre Schallfelder analysieren, mit dem Nachteil einer geringeren Unterdrückung
von hydrodynamischen Druckschwankungen durch Verzicht auf ein Triggersignal. Die
Azimutalmodenanalyse in einem Sensorring eignet sich auch für eine aktive Regelung
von Rotor-Stator-Interaktionstönen sehr gut: Pla [105] und Sutliff [131] nutzen sie für
eine Formulierung des Regelungsalgorithmus aus, in der jede azimutale Ordnung indi-
viduell durch einen einkanaligen Regler kontrolliert wird, so dass – im Vergleich zum
alle Moden global regelnden Least-Mean-Square (LMS)-Ansatz [77] – schließlich der Re-
gelungsaufwand auf die dominanten Moden des Primärfeldes beschränkt werden konn-
te. Wie Rademaker et al in [111] zeigen, kann eine azimutale Fourieranalyse auch mit
nicht-äquidistant angeordneten Sensoren durchgeführt werden. Hierdurch kann bei ho-
hen Frequenzen die Anzahl Messpositionen verringert werden, der Nachteil besteht je-
doch in einem reduzierten Messdynamikbereich. Wenn kein Triggersignal vorliegt, kann
bei einer auf Kreuzspektren basierenden Azimutalmodenanalyse der Einfluss von inko-
härenten Schallwellen und turbulenten Druckschwankungen durch Hinzuziehen eines
Referenzmikrofons oder durch Anwendung einer Hauptachsentransformation reduziert
werden [122].

Inverse Radialmodenanalyse

Die weitere Zerlegung der Azimutalmoden in die voneinander unabhängigen radialen
Modenordnungen erfordern einen erheblich größerem Aufwand als die Azimutalmoden-
analyse selbst. Der naheliegendste Ansatz besteht in Messungen an mehreren radialen
Positionen zur direkten Abtastung der radialen Druckverteilung. Um bei hohen Frequen-
zen die Sensoranzahl zu begrenzen, werden hierfür meistens ein oder mehrere radiale
Messrechen eingesetzt, so dass durch die schrittweise Traversierung in azimutaler Rich-
tung ein Messgitter aufgebaut werden kann, welches der Darstellung in Abbildung 1.1
entspricht. Moore diskutiert in [85] zwei verschiedene Analysemethoden. Die erste Me-
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thode basiert auf einer Integration des Produkts der gemessenen Druckverteilung mit
einzelnen radialen Eigenfunktionen unter Ausnutzung der radialen Orthogonalitätsrela-
tion. Sie ist aber empfindlich gegenüber Rauscheinflüssen. Die zweite Methode beruht
auf der Lösung eines Gleichungssystems, welches die gemessenen Schalldruckamplitu-
den mit den gesuchten Modenamplituden verknüpft und ist der ersten Methode ins-
besondere dann überlegen, wenn die Zahl der Messpositionen die Anzahl der Moden-
amplituden deutlich übersteigt. Die als inverse Radialmodenanalyse bezeichnete zweite
Methode findet eine standardmäßige Anwendung in akustischen Fan-Prüfständen der
NASA [50, 127]. Als Besonderheit hervorzuheben ist dort die kontinuierliche Drehung
eines radialen Mikrofonrechen, wodurch die Schallfeldanteile der azimutalen Ordnun-
gen aufgrund individueller Doppler-Verschiebungen bei unterschiedlichen Wellendreh-
harmonischen im Frequenzspektrum abgebildet werden. Messungen in einer einzigen
Kanalquerschnittsebene haben zwar den Vorteil eines numerisch stabilen Auswertesys-
tems, sind jedoch nicht dazu geeignet, die Beiträge stromab und stromauf laufender Mo-
den zu trennen. Holste und Neise [53] haben zu diesem Zweck bei der Untersuchung
eines gegenläufigen Propfan-Modells die radialen Schalldruckmessungen auf zwei Ebe-
nen erweitert. Die radialen Mikrofonrechen wurden zur sequentiellen Abtastung des
Schallfelds schrittweise in Umfangsrichtung traversiert. Eine Variante mit sehr langsa-
mer kontinuierlicher Drehung der Mikrofonrechen zur Einsparung von Messzeit hat
Sijtsma [121] erprobt.

Messungen mit radial im Kanal angeordneten Mikrofonen sind problematisch, weil sie
das Strömungsfeld verblocken und das Schallfeld durch Interaktion mit der Turboma-
schinenstufe sowie durch Streuung erheblich stören [49]. Deswegen haben Pickett et al
[104] die Eignung von bündig in die Kanalwand eingesetzten Sensorarrays untersucht.
Bei ihrem inversen Analyseverfahren werden die verschiedenen radialen Ordnungen
aufgrund ihrer unterschiedlichen Phasengeschwindigkeiten durch Messungen an ver-
schiedenen axialen Positionen getrennt. Mit einer für zwei Frequenzen optimierten un-
regelmäßigen Anordnung von 10 Mikrofonen sind Pickett et al in der Lage, die Amplitu-
den zweier Rotor-Stator-Interaktionsmoden mit guter Genauigkeit zu messen. Sie stellen
aber zunehmende Fehler bei zunehmender Anzahl ausbreitungsfähiger Moden fest. Den
Nachweis, dass mit mehreren wandbündig installierten Mikrofonringen das gleiche Er-
gebnis wie mit radialen Sensorrechen erzielt werden kann, erbrachten Enghardt et al [32]
erstmals für ein aus zwei radialen Ordnungen bestehendes Verdichterschallfeld. In einer
Weiterentwicklung der modalen Regelungsstrategie von Pla [105] zur aktiven Minde-
rung von Fantönen kombinierten verschiedene Autoren [31, 39, 77, 112, 138, 153, 154]
Azimutalmodenanalysen an mehreren Sensorringen und führten damit implizit eine
Schallfeldzerlegung in die radialen Modenordnungen durch. Alternative inverse Verfah-
ren, die auf Transferfunktions- bzw. Kreuzkorrelationsmessungen beruhen und auch
zur Analyse von inkohärenten Schallfeldern eingesetzt werden können, werden von
Åbom [110], Arnold [4], Enghardt et al [25, 26] und Jürgens [63, 64] beschrieben.

Fourieranalyse der axialen Wellenzahlen

Die einfachste, d.h. numerisch stabilste Methode, zur Separation der verschiedenen
radialen Modenordnungen besteht in einer Fourieranalyse der axialen Wellenzahlen
und wurde erstmals von Harel und Perulli [48] durch Korrelation eines feststehenden
und eines über drei Meter entlang der Kanalachse verschobenen Mikrofons realisiert.
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Joppa [59] verwendete 32 Mikrofone, die entlang einer Linie über eine Gesamtlänge von
1.625 m verteilt waren, zur Modenanalyse im Einlauf eines JT15D Turbofan Triebwerks.
Im axialen Wellenzahlspektrum konnte er die bei der höchsten Frequenz dominant
angeregten Modenordnungen (-13,0), (-13,1), (-13,2) und (22,0) mittels einer diskreten
Fourier-Transformation deutlich voneinander trennen. Grundsätzlich besteht das Pro-
blem bei der Verwendung eines Linienarrays darin, dass Moden verschiedener Ordnun-
gen (m,n) sehr ähnliche Wellenzahlen haben können und damit in den meisten Fällen
schwer trennbar sind. Dadurch, dass die axialen Wellenzahlen in direktem Zusammen-
hang mit dem modalen Ausbreitungswinkel relativ zur Kanalachse stehen [114], kann
ein linienförmiges, axiales Sensorarray auch als akustische Antenne mit variabler win-
kelabhängiger Richtcharakteristik (engl. beamforming) interpretiert werden. Joseph et
al [62] schlagen eine Kombination von 12 axialen Linienarrays mit je 12 Mikrofonen für
eine Anwendung in aktiven Lärmminderungssystemen vor. In Simulationsrechnungen,
in denen allerdings nur wenige dominante Moden im Schallfeld angenommen wurden,
konnten Moden mit großen Ausbreitungswinkeln im Kanal und somit zugleich großen
Abstrahlwinkels ins Fernfeld erfolgreich reduziert werden. Ein überzeugender Nach-
weis für eine praktische Umsetzung der Beamforminganalyse in Systemen zur aktiven
Lärmminderung steht jedoch aus. Smith und Burdisso [124] verwendeten lediglich vier
Mikrofone zur Regelung dreier radialer Modenordnungen, erzielten aber eine Redukti-
on der Abstrahlung in kleine statt in die gewünschten großen Winkelsektoren. Ähnliche
Ergebnisse wurden von Sutliff et al [129] für ein nur aus drei Mikrofonen bestehendes Li-
nienarray berichtet, in dem die Abstrahlung niedriger radialer Modenordnungen durch
die Einführung von Gewichtungsfaktoren verbessert kontrolliert werden sollte.

Modelle zur Beschreibung der Schallausbreitung in Strömungskanälen

Allen bisher beschriebenen Analyseverfahren ist gemein, dass sie für eine Anwendung
in zylindrischen Kanälen mit konstantem Außenradius, konstantem Nabenverhältnis
und schallharten Wänden konzipiert sind. Der Einfluss der Strömung geht in der Re-
gel nur in Form einer mittleren axialen Machzahl ein, was eine analytische Lösung
der Wellengleichung ermöglicht und für einen weiten Anwendungsbereich eine sehr
praktikable und gute Annäherung darstellt. Die einfachste Erweiterung besteht darin,
dass ein eventuell vorhandener Strömungsdrall durch eine Starrkörperrotation abgebil-
det wird. Dieses Strömungsmodell ist insbesondere für größere Nabenverhältnisse gut
geeignet [2, 100] und wurde erfolgreich bei experimentellen Modenanalysen z. B. im
Austritt von Turbinenprüfständen ohne Austrittsleitrad angewandt [29, 125]. Die Strö-
mungsverhältnisse zwischen Rotor und Stator einer Verdichterstufe werden in verschie-
denen Studien [6, 8, 67, 74, 100] realistischer durch die zusätzliche Überlagerung eines
Potentialwirbels beschrieben. Zentrifugal- und Corioliseffekte führen dann zu einer ma-
thematischen Kopplung von akustischen, wirbelartigen und entropiebedingten Störun-
gen. Diese Effekte sind im Frequenzbereich der Fanschaufeltöne zwar schwach [41], die
modalen Eigenwerte und Eigenfunktionen können für dieses Modell aber nur noch mit
hohem numerischen Aufwand ermittelt werden. Dies gilt ebenso für die Lösung der Wel-
lengleichung unter Berücksichtigung von Strömungsgrenzschichten. Zu diesem Effekt
gab es bereits früh eine grundlegende Untersuchung für 2-dimensionale Strömungen
von Pridmore-Brown [109], die später auf zylindrische Kanäle übertragen wurde (sie-
he hierzu z. B. die Übersichten von Kousen [74] sowie von Vilenski und Rienstra [144]).
Laut Kornow [72] wirkt sich die Kanalgrenzschicht in einer Art Beugungseffekt nur bei
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relativ hohen Frequenzen auf stromab und stromauf laufende Moden niedriger Ordnun-
gen signifikant aus. Zur Bestimmung der modalen Eigenlösungen sind verschiedene
numerische Ansätze vorgeschlagen worden [12, 22, 74, 72, 94, 83]. Für experimentelle
Modenanalysen wurden sie bisher allerdings nur in zwei Studien zur Berücksichtigung
des Grenzschichteffekts eingesetzt [22, 28].

In Kanälen mit variierendem Querschnitt verändern sich die modalen Eigenlösun-
gen. Unter der Annahme, dass sich die Kanalradien nur schwach im Vergleich zu den
modalen Wellenlängen ändern, haben Ovenden und Rienstra [102] das so genannte
Triple-Plane-Pressure-Matching (TPP)-Verfahren entwickelt. Es fusst auf einem von Ri-
enstra [115] entwickelten analytischen Modell, in dem eine von der axialen Koordinate
abhängige langsame Veränderung der Modeneigenfunktionen durch einen Mehrskalen-
Ansatz (engl. multiple scales approach) beschrieben wird. In diesem Modell werden
Grenzschichten oder Drall nicht berücksichtigt . Mit dem TPP-Modenanalyseverfahren
wird die Schalldruckverteilung in drei dicht benachbarten Kanalquerschnittsflächen aus-
gewertet. Probleme können in Fällen auftreten, in denen aufgrund der Querschnittsän-
derung eine Mode mitten in der Analysesektion ihre Ausbreitungsfähigkeit verliert. Die
dann auftretenden Streuungen werden durch den Mehrskalen-Ansatz nicht immer rich-
tig beschrieben [101]. Das TPP-Verfahren wurde bisher ausschließlich auf numerische
Daten angewandt, etwa zur Kopplung eines die Quellen einer Rotor-Stator-Stufe um-
fassenden CFD-Rechengebiets mit einem der Schallausbreitungberechnung dienenden
CAA-Gitter [148]. Zur Filterung der Strömungsnachläufe in unmittelbarer Nähe des Ver-
dichteraustritts haben Weckmüller et al [148] die Modellgleichungen des TPP-Verfahren
um hydrodynamische Moden erweitert.

Modenanalyse des abgestrahlten Schallfelds

Seit Ende der 1990er Jahre werden verschiedene Verfahren zur Modenanalyse des aus
dem Eintritt oder Austritt eines Triebwerks abgestrahlten Schallfelds hinsichtlich eines
Einsatzes als Messtechnik an realen Triebwerken untersucht [20, 36, 75, 76, 141]. Eine
prinzipielle Schwierigkeit besteht darin, dass die modale Abstrahlcharakteristik und
damit die Qualität der Analyse empfindlich von den Details des Strömungsfelds und
der Düsengeometrie abhängen. Auf analytischen Schallausbreitungsmodellen basieren-
de Verfahren erweisen sich daher als kaum praxistauglich [141, 149], weshalb die meis-
ten Autoren numerische Verfahren zur Berechnung der Transferfunktionen vom Kanal
an die Fernfeldsensoren einsetzen [19, 75, 76]. Während die Analysen tonaler Kompo-
nenten im Vergleich zu Modenmessungen im Strömungskanal überwiegend signifikante
Abweichungen zeigen [19, 75], ergeben die von Castres und Joseph [19] durchgeführten
Analysen von breitbandigen Fangeräuschen plausible Modenverteilungen.

1.2.2 Modensynthese

Seit Anfang der 1970er Jahre werden Arrays akustischer Aktuatoren zur gezielten Anre-
gung von Moden in Strömungskanälen eingesetzt [107, 119]. In den meisten Fällen wer-
den konventionelle elektrodynamische Lautsprecher benutzt, da diese über einen weiten
Frequenzbereich phasengenau und mit hohen Schallpegeln angesteuert werden können.
Um die Strömung nicht zu beeinflussen, werden die Lautsprecher von außen an die
Wand des Strömungskanals angeschlossen. Zur Verbesserung der Impedanzanpassung
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sind die Lautsprecher oft mit Trichtern versehen. Üblicherweise werden die Lautsprecher
ringförmig, mit äquidistantem azimutalen Abstand angeordnet, da auf diese Weise am
besten Einfluss auf Moden unterschiedlicher azimutaler Ordnungen genommen werden
kann. Ein Lautsprecherarray wird in der Literatur auch als Aktuatorarray, Modengenerator
oder Modensynthesizer bezeichnet. Insbesondere unter den beiden letzten Begriffen wird
gelegentlich die gesamte instrumentierte Kanalsektion mitsamt Signalgeneratoren und
Signalverstärkern verstanden.

Aufgrund des geringen technischen Aufwands wird zur Untersuchung von Schallaus-
breitungsvorgängen oft nur ein einzelner Lautsprecherring verwendet, z. B. zur Vermes-
sung der akustischen Dämpfungs- und Streueigenschaften von Linern [147] oder zur
Untersuchung der Schallabstrahlung aus Triebwerksdüsen [5, 133, 145]. Mit Hilfe eines
einzelnen Quellrings können die Amplituden von Moden verschiedener radialer Ord-
nungen jedoch nicht individuell eingestellt werden. Dies haben Risi et al [116] in einer
analytischen Studie zur aktiven Regelung von Fan-Tönen erkannt. Erste experimentelle
Tests mit mehreren Aktuatorringen führten Sutliff und Walker [130] durch. Sie steuerten,
ebenfalls für eine aktive Lärmminderung, je vier Aktuatorringe in der Einlaufsektion
und im Nebenstromkanal eines Fans durch einen modalen Regelungsalgorithmus an,
um die Ausbreitung von insgesamt sechs radialen Modenordnungen in beide Abstrahl-
richtungen zu reduzieren. Dabei bemerkten Sutliff und Walker, dass das theoretisch
vorhandene Reduktionspotential nicht erreicht wurde, was sie auf eine unbeabsichtigte
Anregung von zusätzlichen Moden, so genannten Spillovermoden, zurückführten.

Für die Realisierung einer aktiven Lärminderung am Triebwerk bietet sich die Integra-
tion der Aktuatoren in die Statorschaufeln und damit in direkter Nähe der Primärquel-
len an. Erste Versuche mit sogenannten aktiven Statoren wurden von Sutliff et al [128]
und Just et al [65] realisiert. Eine große Herausforderung besteht in der Herstellung
kompakter und trotzdem leistungsfähiger Aktuatoren, für welche zumeist in die Schau-
feloberflächen integrierte piezoelektrische Platten verwendet werden [39, 65, 112, 128].
Auch für diese Anregungsart wurde von Spillover-Effekten berichtet [39, 112, 128].

Azimutale Spillovermoden können durch räumliche Unterabtastung entstehen [146],
werden aber in allen veröffentlichten Studien durch die Verwendung einer hinreichen-
den Anzahl von Aktuatoren im Ring vermieden. Als Ursache für die Anregung der
störenden Spillovermoden vermuten Walker [146] und Genoulaz et al [39] Abweichun-
gen im Anregungsverhalten einzelner Aktuatoren. Diese Vermutung wird von Eng-
hardt et al [30] in einer Studie zur aktiven Minderung von Fangeräuschen bestärkt: Mit
einem modalen Regelungsansatz und bei Verwendung von vier Lautsprecherringen wur-
de die vollständige Unterdrückung eines Schaufeltons um 24 dB erreicht – allerdings nur
durch gleichzeitige Regelung aller Moden des Schallfelds. Bei einer Beschränkung der
Regelung auf die dominante Fan-Interaktionsmode wurde eine Gesamtreduktion von
nur 3 dB festgestellt. Näheren Aufschluss über den begrenzten Regelungserfolg lieferten
die in Abbildung 1.8 dargestellten Ergebnisse von Radialmodenanalysen. Im ungeregel-
ten Schallfeld lag der Pegel der dominanten Interaktionsmode (-2,0) um 10 dB oberhalb
aller sonstigen Moden. Mit Anwendung der aktiven Regelung wurde der Pegel dieser
Mode so deutlich verringert, so dass eine Gesamtreduktion von 10 dB zu erwarten wäre.
Obwohl die Lautsprecherringe ausschließlich auf die Erzeugung der Mode (-2,0) einge-
stellt waren, wurden jedoch gleichzeitig die Pegel einiger anderer Moden angehoben.
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(a) Ungeregeltes Schallfeld. (b) Aktive Regelung der Mode m = 2.

Abbildung 1.8: Schallleistungspegel aller stromauf laufenden ausbreitungsfähigen Moden im An-
saugkanal eines Modellfans bei der 2-fachen Blattfolgefrequenz [30]. Durch An-
wendung eines aktiven Regelungsverfahren wurde die dominante Interaktions-
mode (-2,0) um mehr als 30 dB unterdrückt. Aufgrund der Anhebung anderer
Modenordnungen betrug die Gesamtreduktion jedoch nur 3 dB.

Insbesondere die Verstärkung der Moden (-1,0), (-1,1) und (-3,0) führte dazu, dass die
gesamte Reduktion des Schallfelds nur noch 3 dB betrug. Wie in den anderen experi-
mentellen Studien auch, konnten hier die Ursachen der Spillovermoden aufgrund der
geringen Anzahl von Versuchsvariationen nicht systematisch erörtert werden.

1.3 wissenschaftliche fragestellungen

Zentraler Untersuchungsgegenstand der Arbeit ist die Analyse und Synthese von Mo-
den unterschiedlicher azimutaler und radialer Ordnungen unter Verwendung von Sen-
soren bzw. Aktuatoren, die bündig mit der Kanalwand installiert sind. Während die
Erfassung und die Anregung der azimutalen Eigenschwingungsformen vergleichswei-
se einfach ist, besteht eine große Herausforderung bezüglich der radialen Eigenschwin-
gungsformen: Anstatt die radiale Druckverteilung direkt abzutasten, müssen Moden ver-
schiedener radialer Ordnungen über axial gestaffelte Stützstellen anhand ihrer axialen
Wellenzahlen unterschieden werden. Für beide Verfahren ergeben sich als gemeinsame
übergeordnete Fragen:

• Wie hängen die Genauigkeiten der Modenanalyse und der Modensynthese von
der Anordnung der Sensoren beziehungsweise Aktuatoren ab?

• Können die Anzahl und Positionen der Stützstellen optimal gewählt werden?

• Wodurch wird die Genauigkeit der Modenanalyse und der Modensynthese noch
beeinflusst?

Anknüpfend an den aktuellen wissenschaftlichen Kenntnisstand und mit Hinsicht auf
die derzeitigen Anforderungen an die Anwendungen, werden im Folgenden spezielle
Fragestellungen für beide Verfahren formuliert.
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Modenanalyse

Für die Modenanalyse wird der inverse Analyseansatz gewählt, der auf der Lösung
eines Gleichungssystems beruht. Die auf Messungen mit radialen Sensorrechen basie-
rende Modenanalyse gilt als numerisch robust, da die radialen Eigenfunktionen von
Moden identischer azimutaler Ordnung orthogonal sind, und hat sich als Standardver-
fahren an Turbomaschinenprüfständen etabliert. Die axialen Eigenfunktion von Moden
identischer azimutaler Ordnung sind nicht orthogonal . Es stellt sich daher die Frage,
ob – bei Verwendung der gleichen Sensoranzahl – mit wandbündig installierten Senso-
ren Modenanalysen bei ähnlich hohen Frequenzen und mit vergleichbarer Genauigkeit
durchgeführt werden können, wie mit Mikrofonrechen.

Im Strömungskanal einer Turbomaschine sind der akustischen Messung turbulente
Druckschwankungen und bezüglich der Schaufeltöne inkohärente Schallkomponenten
überlagert. Es ist davon auszugehen, dass sich diese stochastischen Fehlerquellen signifi-
kant auf die Ergebnisse von Modenanalysen auswirken. Daher muss die Fortpflanzung
dieser Messungenauigkeiten auf die Modenamplituden untersucht werden.

Modensynthese

Die gezielte und ungestörte Synthese höherer radialer Modenordnungen ist eine Vor-
aussetzung für die detaillierte Untersuchung von Schallausbreitungsvorgängen in Strö-
mungskanälen sowie für die maximale Ausschöpfung des vorhandenen Reduktionspo-
tentials durch ein aktives Lärmminderungsverfahren. Da bisher nur wenige Erkennt-
nisse bei einzelnen Frequenzen und in der direkten Anwendungsumgebung gewonnen
wurden, soll in dieser Arbeit die Anregbarkeit akustischer Moden durch ein Lautspre-
cherarray unter idealisierten akustischen Versuchsbedingungen grundlegend untersucht
werden.

Durch systematische Variation des Versuchsaufbaus und der Anregungsparameter soll
geklärt werden, ob sich bestimmte Moden bevorzugt anregen lassen, ob es prinzipielle
Beschränkungen der Modensynthese gibt und welche Ursachen zur verstärkten Anre-
gung der unerwünschten Spillovermoden führen.

1.4 aufbau der arbeit

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung der Schallausbrei-
tung in Strömungskanälen dargestellt. Darin enthalten ist eine Studie, die verallgemei-
nerte, vom Nabenverhältnis des Strömungskanals unabhängige Darstellungen ermög-
licht. Die Kapitel 3 bis 5 umfassen die Untersuchungen zur Modenanalyse. Das Verfah-
ren der Modenanalyse wird in Kapitel 3 in verschiedenen Varianten beschrieben, zu-
sammen mit einer Methode zur Separation der Turbomaschinen-Schaufeltöne aus den
Mikrofonmessungen und einer Vorgehensweise zur Bewertung der Analysegenauigkeit.
In Kapitel 4 wird ein systematisches Verfahren zur Optimierung von Sensorarrays für
Modenanalysen vorgestellt und auf vier Sensoranordnungen angewendet, die aus ra-
dialen Sensorrechen bzw. wandbündig installierten Sensoren bestehen. Dabei werden
die spezifischen Ursachen von Analyseungenauigkeiten eingehend untersucht und die
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messtechnischen Aufwände der Arrays verglichen. Gegenstand von Kapitel 5 ist die ex-
perimentelle Erprobung wandbündiger Mikrofonarrays für Modenanalysen bei hohen
Frequenzen und die Überprüfung der in Kapitel 4 aufgestellten Richtlinien zur opti-
malen Gestaltung von Mikrofonarrays. Anhand der Daten von drei verschiedenen Tur-
bomaschinenprüfständen werden unter anderem ein Vergleich mit auf Mikrofonrechen
basierenden Analysen angestellt und die Einflüsse von der Messdauer und der Größe
des Messgitter auf das Analyseergebnis untersucht. Kapitel 6 und 7 beinhalten die Un-
tersuchungen zur Modensynthese. In Kapitel 6 wird ein Modell des Lautsprecherarrays
aufgestellt, welches die Abhängigkeiten der Schallanregung von der räumlichen Anord-
nung der Lautsprecher sowie von weiteren Details des Versuchsaufbaus erfassen und
damit die Interpretation der in Kapitel 7 angestellten experimentellen Untersuchungen
unterstützen soll. Die Algorithmen, die zur Berechnung der Lautsprechersignale für ei-
ne gezielte Anregung von Moden einzelner azimutaler und radialer Ordnungen benötigt
werden, werden ebenfalls in Kapitel 6 beschrieben. In Kapitel 7 wird der Versuchsstand
vorgestellt, der zur Erprobung der Modensynthese aufgebaut wurde. Im Anschluss dar-
an werden mehrere Versuchsreihen erläutert, die der Verifizierung des Lautsprechermo-
dells dienen und die Effekte aufklären sollen, die zu einer verstärkten Anregung von
Spillovermoden führen. Kapitel 8 fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen.



2
A U S B R E I T U N G V O N M O D E N I N S T R Ö M U N G S K A N Ä L E N

Die Form und die Ausbreitung von akustischen Moden werden in Strömungskanälen
maßgeblich durch das Nabenverhältnis und die stationären Strömungsgrößen beein-
flusst. Ein wesentlicher Gegenstand dieses Kapitels ist es, die Abhängigkeiten der Mo-
den von den wichtigsten Parametern eingehend zu untersuchen. Von einer abgeleiteten
verallgemeinerten Darstellung wird insbesondere in Kapitel 4 bei der Optimierung von
Sensorarrays für Modenanalysen in verschiedenen Einsatzgebieten Gebrauch gemacht.

In der Fachliteratur sind zahlreiche Herleitungen der modalen Eigenlösungen für zy-
lindrische und ringförmige Kanäle zu finden, in denen die stationäre Strömung lediglich
eine axiale Komponente mit ebenem Profil aufweist. Als eine der ältesten Veröffentli-
chungen sei hier die von Tyler und Sofrin genannt [143]. Ihr Vorteil besteht in der ana-
lytischen Formulierung, welche schnelle numerische Datenanalysen und damit umfang-
reiche Parameterstudien ermöglicht. Das einfache Strömungsmodell stellt erfahrungsge-
mäß eine sehr gute Annäherung für viele Anwendungen im Bereich der Turbomaschinen
dar. Die relevantesten Abweichungen von dem Modell bestehen in der Strömungsgrenz-
schicht an der Kanalwand sowie einem Strömungsdrall, der sich vor allem in Testkon-
figurationen mit fehlendem Lauf- oder Leitrad signifikant auf die Modenausbreitung
auswirken kann. In den um beide Strömungsphänomene erweiterten Grundgleichungen
sind die akustischen Schwankungen im Allgemeinen mit wirbelartigen und entropiebe-
dingten Strömungsstörungen mathematisch gekoppelt [8]. Da die zugehörigen Moden-
formfunktionen nur mit aufwändigen numerischen Verfahren bestimmt werden können,
werden die Einflüsse der Kanalgrenzschicht und des Strömungsdralls im Folgenden nur
am Rande betrachtet.

2.1 homogene konvektive wellengleichung

Das Strömungsmedium sei isentrop und besitze keine thermische Leitfähigkeit. Aus-
gangspunkt für die Beschreibung des Strömungsfeldes im zylindrischen Kanal sind die
Kontinuitätsgleichung und die Eulergleichungen in Zylinderkoordinaten (x, r,φ):

∂ρ

∂t
+
∂

∂x
(ρux) +

1

r

∂

∂r
(rρur) +

1

r

∂

∂φ

(
ρuφ

)
= 0, (2.1)

∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ ur

∂ux

∂r
+
uφ

r

∂ux

∂φ
= −

1

ρ

∂p

∂x
, (2.2)
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∂ur

∂t
+ ux

∂ur

∂x
+ ur

∂ur

∂r
+
uφ

r

∂ur

∂φ
−
u2

φ

r
= −

1

ρ

∂p

∂r
, (2.3)

∂uφ

∂t
+ ux

∂uφ

∂x
+ ur

∂uφ

∂r
+
uφ

r

∂uφ

∂φ
−
uruφ

r
= −

1

ρr

∂p

∂φ
. (2.4)

In den vorstehenden Gleichungen bezeichnen ρ die Dichte, p den Druck und (ux,ur,uφ)
die Komponenten der Strömungsgeschwindigkeit. Äußere Kräfte spielen in der vorlie-
genden Arbeit keine Rolle und wurden in den Gleichungen vernachlässigt.

Der Kanal habe einen konstanten kreis- oder ringförmigen Querschnitt und werde
in axialer und azimutaler Richtung stationär durchströmt. Für die stationäre Strömung
gelte U = (Ux(r), 0,Uφ(r)). Eine Kanalgrenzschicht wird demnach durch die radial ab-
hängige axiale Gleichströmungskomponente Ux(r) erfasst. Eine drallbehaftete Strömung
besitzt in der Regel ebenfalls eine radiale Abhängigkeit und wird hier durch Uφ(r)

beschrieben. Alle weiteren stationären Strömungsgrößen, wie die Temperatur und die
Dichte, seien in der betrachteten Kanalsektion zeitlich und räumlich konstant. Mit die-
sen Annahmen können die Größen des Strömungsfeldes in stationäre und schwankende
Komponenten aufgespalten werden:

ρ = ρ0 + ρ
′(x, r,φ, t), (2.5)

p = p0 + p
′(x, r,φ, t), (2.6)

ux = Ux(r) + u
′
x(x, r,φ, t), (2.7)

ur = u′r(x, r,φ, t), (2.8)

uφ = Uφ(r) + u
′
φ(x, r,φ, t). (2.9)

Zur Unterscheidung von stationären Komponenten sind die schwankenden Feldgrö-
ßen durch Striche gekennzeichnet. Für die Machzahlen der axialen und azimutalen
Gleichströmungskomponente gelte Mx =Ux/c< 1 und Mφ =Uφ/c< 1. Wenn das das
Strömungsfeld frei von Quellen und Senken ist, dann liefert Einsetzen der Gleichungen
(2.5) bis (2.9) in die Gleichungen (2.1) bis (2.4)

∂ρ′

∂t
+Ux

∂ρ′

∂x
+
Uφ

r

∂ρ′

∂φ
+ ρ0

∂u′x
∂x

+
ρ0

r

∂u′φ
∂φ

+ ρ0

∂u′r
∂r

+
ρo

r
u′r = 0, (2.10)

∂u′x
∂t

+Ux
∂u′x
∂x

+
Uφ

r

∂u′x
∂φ

+
dUx

dr
u′r = −

1

ρ

∂p′

∂x
, (2.11)

∂u′r
∂t

+Ux
∂u′r
∂x

+
Uφ

r

∂u′r
∂φ

− 2

Uφ

r
u′φ = −

1

ρ

∂p′

∂r
, (2.12)

∂u′φ
∂t

+Ux

∂u′φ
∂x

+
Uφ

r

∂u′φ
∂φ

+
Uφ

r
u′r = −

1

ρr

∂p′

∂φ
. (2.13)

Terme höherer Ordnung der gestrichenen Größen sind vernachlässigt worden. Zur
vollständigen Beschreibung des Problems fehlt eine Beziehung zwischen den Druck-
und Dichteschwankungen. Diese wird durch die Energiegleichung hergestellt, welche
sich im Fall eines isentropen Strömungsfelds reduziert zu [24]

p′ = c2ρ′, (2.14)

wobei c die Schallgeschwindigkeit bezeichnet. In einem idealen Gas stehen Schallge-
schwindigkeit und Temperatur wie folgt in Beziehung

c =
√
KRsT . (2.15)
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Hier bezeichnet K den Adiabatenexponenten, Rs die spezifische Gaskonstante und T ist
die statische Temperatur des Fluids gemessen in Kelvin.

Das System der oben angegebenen Differentialgleichungen ist durch die Terme dUx

dr u
′
r,

−2
Uφ

r u
′
φ und Uφ

r u
′
r gekoppelt. Der Strömungsdrall wird in verschiedenen Studien [8, 74,

100] durch die Kombination eines Potentialwirbels und eines rotierenden Starrkörpers
modelliert. In vielen Fällen, insbesondere bei größeren Nabenverhältnissen, reicht die al-
leinige Näherung durch den mit der Winkelgeschwindigkeit Ω rotierenden Starrkörper
bereits aus [2, 100]. Es gilt dann Uφ =Ωr, was zu wichtigen Vereinfachungen führt. So
zeigt Heinig in [51], dass −2

Uφ

r u
′
φ =−2Ωu′φ und 2

Uφ

r u
′
r = 2Ωu′r Coriolis-Terme darstel-

len, die bei hinreichend kleinem Verhältnis zur Schallfrequenz |Ω/ω|≪ 1 vernachlässigt
werden können1. Damit können die Gleichungen (2.10) bis (2.13) in folgende konvektive
Wellengleichung für den Schalldruck überführt werden:

1

c2

(
D

Dt

)
2

p′ − ρ
dUx

dr

∂u′r
∂x

−∆p′ = 0. (2.16)

Die Drallströmung kommt jetzt lediglich noch in der substantiellen Ableitung zum Aus-
druck:

D

Dt
=
∂

∂t
+ U · ∇ =

∂

∂t
+Ux

∂

∂x
+Ω

∂

∂φ
. (2.17)

In den vorstehenden Gleichungen bezeichnet ∆ den Laplace-Operator und ∇ den Nabla-
Operator in zylindrischen Koordinaten. Die weiteren Abschnitte beziehen sich entweder
ausschließlich auf die Gleichanteile oder die Wechselanteile der Strömungsgrößen, so
dass die Striche an den Wechselanteilen ab jetzt fortgelassen werden.

2.2 modenansatz

Für zeitlich harmonische Druckschwankungen der Form p ∝ exp(−iωt) wird aus der
Wellengleichung

k2p+ 2ikMx
∂p

∂x
+ 2ik

Ω

c

∂p

∂φ
+ (1 −M2

x)
∂2p

∂x2
+

(
1

r2
−
Ω2

c2

)
∂2p

∂φ2

− 2Mx
Ω

c

∂2p

∂x∂φ
+

1

r

∂

∂r

(
r
∂p

∂r

)
− 2ρc

dMx

dr

∂ur

∂x
= 0.

(2.18)

An dieser Stelle ist mit k = ω/c die Wellenzahl für Schallausbreitung unter Freifeldbe-
dingungen eingeführt worden. Die partielle Differentialgleichung (2.18) stellt zusammen
mit den Randbedingungen des Strömungskanals ein Eigenwertproblem dar. Es kann
durch einen Separationsansatz gelöst werden. Für den zylindrischen Strömungskanal
können die Ausdrücke für Schalldruck und Schallschnelle in folgende Serien von Mo-
den entwickelt werden:

p(x, r,φ) =
∞∑

m=−∞
∞∑

n=0

(
A+

mn · eik
+
mnx +A−

mn · eik
−
mnx

)
· fmn(r) · eimφ (2.19)

ux(x, r,φ) =
∞∑

m=−∞
∞∑

n=0

(
u+x,mn · eik

+
mnx + u−x,mn · eik

−
mnx

)
· fmn(r) · eimφ (2.20)

1 Laut Heinig [51] gilt für Niederdruckturbinen kommerzieller Flugantriebe |Ω/ω| < 0.1.
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ur(x, r,φ) =
∞∑

m=−∞
∞∑

n=0

(
u+r,mn · eik

+
mnx + u−r,mn · eik

−
mnx

)
· d
dr
fmn(r) · eimφ (2.21)

uφ(x, r,φ) =
∞∑

m=−∞
∞∑

n=0

(
u+φ,mn · eik

+
mnx + u−φ,mn · eik

−
mnx

)
· fmn(r) · eimφ (2.22)

Die Moden breiten sich in axialer und azimutaler Richtung wellenförmig aus. Die Ord-
nungszahlen m und n charakterisieren die verschiedenen speziellen Lösungen. A±mn,
u±x,mn, u±r,mn und u±φ,mn bezeichnen die komplexen Amplituden2, wobei mit „+“ und
„-“ Moden unterschieden werden, die bezüglich der axialen Koordinate in positiver be-
ziehungsweise negativer Richtung laufen. Die Amplitude jeder Mode hängt von der Art,
der räumlichen und zeitlichen Verteilung der Schallquellen im Strömungskanal sowie
von den Randbedingungen ab [44]. k±mn stellt die axiale Komponente des modalen Wel-
lenvektors dar. Die azimutale Komponente des Wellenvektors ist mit der Ordnungszahl
m identisch und gibt die Periode der Lösung in azimutaler Richtung an. m wird auch
als azimutale Ordnung oder Umfangsmodenordnung bezeichnet. In der hier angewendeten
Notation bezeichnet +m eine Mode die in positive φ-Richtung läuft und −m eine Mo-
de die in negative φ-Richtung läuft. In radialer Richtung stellen sich Eigenlösungen ein,
die von den akustischen Eigenschaften der Kanalwände abhängen. Sie werden durch die
radialen Eigenfunktionen fmn(r) beschrieben. Die Ordnungszahl n gibt die Anzahl der
Knotenlinien entlang des Kanalradius an und wird deshalb auch als Radialmodenordnung
bezeichnet.

Zur Ableitung der radialen Eigenwertgleichung wird die radiale Schnelle der Mode
(m,n) als Funktion des Schalldrucks durch Einsetzen von Gleichung (2.21) in die Im-
pulsgleichung (2.12) und mit Vernachlässigung des Coriolis-Terms formuliert:

u±r,mn =
−i

ρc
(
k−Mxk

±
mn − mΩ

c

) ∂p±mn

∂r
. (2.23)

Unter Berücksichtigung dieser Beziehung führt das Einsetzen von Gleichung (2.19) in
Gleichung (2.18) zu

d2fmn

dr2
+

(
1

r
−

2k±mn

k−Mxk
±
mn − mΩ

c

dMx

dr

)
dfmn

dr
+

(
σ2

mn

R2
−
m2

r2

)
fmn = 0, (2.24)

wobei folgende Abkürzung eingeführt wurde:

σ2

mn

R2
=

((
k−

mΩ

c

)
−Mxk

±
mn

)
2

−
(
k±mn

)
2 . (2.25)

Gleichung (2.25) setzt die Kreisfrequenz ω=kc mit der axialen Komponente des Wel-
lenvektors in Beziehung und stellt eine Dispersionsbeziehung dar. Der radiale Gradient
dMx/dr in Gleichung (2.24) verhindert nach wie vor eine analytische Lösung der ge-
wöhnliche Differentialgleichung. Lösungsansätze wurden für diese Problemstellung bei-
spielsweise durch Mungur [94], Shankar [120], Kousen [74] und Moinier [83] entwickelt.
Im folgenden Abschnitt wird die vereinfachte analytische Lösung für ein konstantes
axiales Strömungsprofil abgeleitet. Der Einfluss von Strömungsdrall wird in Abschnitt
2.5 wieder aufgegriffen.

2 Die physikalischen Größen erhält man durch Realteilbildung, welche zur Vereinfachung der Schreibweise
in der Regel fort gelassen wird.
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Abbildung 2.1: Besselfunktionen Jm und Ym der Ordnungen m = 0 bis m = 4.

2.3 moden in uniformer axialer strömung

In diesem Abschnitt sollen die modalen Eigenlösungen für die in der Praxis am häu-
figsten angewandte Annäherung bestimmt und diskutiert werden: eine drallfreie und in
axialer Richtung gleichförmige Strömung U = (Ux, 0, 0).

2.3.1 Radiale Eigenlösungen

Für ein bezüglich jeder Koordinate konstantes axiales Strömungsprofil Ux = const. ver-
einfacht sich die radiale Eigenwertgleichung (2.24) zu:

d2fmn

dr2
+

1

r

dfmn

dr
+

(
σ2

mn

R2
−
m2

r2

)
fmn = 0. (2.26)

Die Gleichung (2.26) ist eine gewöhnliche Differentialgleichung vom Besselschen Typ.
Ihre Lösungen werden nachfolgend für einen Strömungskanal mit konstantem Quer-
schnitt, mit dem Außenradius R und im Fall eines ringförmigen Kanals mit dem Innen-
radius Ri = ηR angegeben, wobei η das Nabenverhältnis bezeichnet. Die Wände des
Kanals werden als schallhart, dass heißt starr und strömungsundurchlässig, betrachtet.
Daraus folgt, dass die wandnormale Komponente der Schallschnelle an der Kanalwand
verschwinden muss, d.h. nach Gleichung (2.23) ist ur ∝ ∂p/∂r ∝ dfmn/dr = 0 für r = R
und r = ηR. Diese Randbedingungen werden erfüllt durch die Funktion

fmn(r) =
1√
Fmn

(Jm(σmnr/R) +QmnYm(σmnr/R)) , (2.27)

welche eine allgemeine Lösung der Besselschen Differentialgleichung (2.26) darstellt. Sie
setzt sich aus zwei linear unabhängigen Lösungen Jm und Ym zusammen, wobei Jm
die Besselfunktion 1. Art und m-ter Ordnung und Ym die Besselfunktion 2. Art und
m-ter Ordnung (Neumannfunktion) kennzeichnet. Zur Illustration sind in Abbildung
2.1 die Besselfunktionen für die Ordnungen m = 0 bis m = 4 dargestellt. σmn und
Qmn sind die Eigenwerte zu den Eigenfunktionen m-ter Ordnung. Sie sind spezifisch
für das Nabenverhältnis η des Strömungskanals. Einen Spezialfall stellt ein Kanal ohne
Nabenkörper dar (η = 0), für denQmn ≡ 0 gilt. Unabhängig vom Nabenverhältnis ist für
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die Grundmode (0, 0) der Eigenwert σ0,0 = 0. Näheres zur Bestimmung der Eigenwerte
ist in Anhang A zu finden. Fmn bezeichnet einen Normierungsfaktor, der in Anlehnung
an Holste [52] wie folgt definiert ist:

Fmn =
1

R2

R∫
Ri

f̂ 2

mn(r) r dr (2.28)

=

⎧⎨⎩
1

2
(1 − η2) , m = n = 0,

1

2

((
1 − m2

σ2

mn

)
f̂ 2

mn(R) −
(
η2 − m2

σ2

mn

)
f̂ 2

mn(ηR)
)

, sonst,
(2.29)

mit

f̂mn(r) = Jm(σmnr/R) +QmnYm(σmnr/R). (2.30)

Mit Verwendung des Normierungsfaktors wird folgende Integralgleichung erfüllt:

1

2πR2

2π∫
0

e i(m−v)φ

R∫
Ri

fmn(r)fvw(r) r dr dφ = δmv δnw. (2.31)

Erst durch die Normierung werden die Amplituden von Moden unterschiedlicher
Ordnungen energetisch vergleichbar, siehe auch Abschnitt 2.6. Für die Modenanalyse
ergibt sich hieraus – im Vergleich zu der von Holste [52] verwendeten Formulierung
– der Vorteil, dass jede Modenordnung entsprechend ihrer energetischen Gewichtung
berücksichtigt wird.

2.3.2 Ausbreitung in axialer Richtung

Die Ausbreitung einer Mode wird im Strömungskanal durch die Dispersionsbeziehung
(2.25) bestimmt. Von ihr lassen sich fundamentale Bezugsgrößen der Kanalakustik ablei-
ten, die sich in vielen Studien zur Charakterisierung der Modenausbreitung im Kanal
und der Modenabstrahlung ins Fernfeld als nützlich erwiesen haben [60, 114, 113].

Axiale Wellenzahl, Ausbreitungsfaktor und Cut-on-Frequenz

Für eine gleichförmige axiale Strömung kann Gleichung (2.25) geschrieben werden als(
k±mn

)
2

+
(σmn

R

)
2

=
(
k−Mxk

±
mn

)
2 . (2.32)

Durch Umformung lässt sich die axiale Wellenzahl berechnen als

k±mn =
k

1 −M2

x

(
−Mx ±

√
1 − (1 −M2

x)
σ2

mn

(kR)2

)
. (2.33)

Offensichtlich unterscheiden sich die axialen Wellenzahlen für Modenausbreitung in
und entgegen der Strömungsrichtung durch den Wurzelterm

αmn =

√
1 − (1 −M2

x)
σ2

mn

(kR)2
, (2.34)
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α

α

Abbildung 2.3: Ausbreitungsfaktoren aller Moden der Frequenz kR= 17.03 in einem Kanal oh-
ne Nabenkörper bei einer axialen Machzahl von Mx = 0.24 und einer statischen
Temperatur von T = 290.1 K.

Ausbreitungsfaktoren der niedrigen Ordnungen asymptotisch gegen den Wert αmn = 1
laufen. Insbesondere die Tatsache, dass die Ausbreitungsfaktoren der niedrigen radialen
Ordnungen sehr nahe bei einander liegen, wird sich noch als maßgebliches Problem für
die Modenanalyse herausstellen.

Ausbreitungswinkel, Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Im Allgemeinen breiten sich die modalen Wellenfronten auf einer spiralförmigen Bahn
um die Kanalachse herum aus. In radialer Richtung existiert aufgrund der Randbedin-
gungen stets ein stehendes Wellenbild. Abbildung 2.4 verdeutlicht dies am Beispiel der
Schalldruckkontur dreier stromauf laufender Moden (−6, 0), (−6, 1) und (−6, 2).Die Win-
kel, welche die Wellennormalen der Moden relativ zur Kanalachse einnehmen, können
aus der Dispersionsrelation (2.32) abgeleitet werden. Geometrischen Betrachtungen von
Rice [114] zufolge repräsentiert σmn/R die kombinierte radial-azimuthale Wellenzahl in
der r-φ-Ebene. Die rechte Seite der Gleichung (2.32) stellt die Wellenzahl der Normalen
dar, so dass der axiale Ausbreitungswinkel θ±mn durch

cos(θ±mn) =
k±mn

k−Mx k
±
mn

=
−Mx ±αmn

1 ∓Mx αmn
. (2.37)

berechnet werden kann. Die Ausbreitungswinkel der in Abbildung 2.4 dargestellten Mo-
den sind zusammen mit den Ausbreitungswinkeln der stromab laufenden Moden der
gleichen Ordnungen in Tabelle 2.1 aufgelistet. Für die axiale Phasengeschwindigkeit ei-
ner Mode gilt

c±p,mn =
ω

k±mn

= c
1 −M2

x

±αmn −Mx
(2.38)

Die Gruppengeschwindigkeit in axialer Richtung ist

c±g,mn =
dω

dk±mn

= c
αmn(1 −M2

x)

± 1 − αmnMx
(2.39)
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(6,0,+) (6,1,+) (6,2,+)

(6,0,-) (6,1,-) (6,2,-)

Abbildung 2.4: Normierte Schalldruckkonturen der stromab (+) und stromauf (-) laufenden Mo-
den der azimutalen Ordnung m= 6 in einem Kanal ohne Nabenkörper und mit
den Strömungsfeldgrößen Mx = 0.24 und T = 290.1 K 3.

Für Frequenzen nahe der cut-on Grenze ist der Ausbreitungsfaktor αmn≈ 0 und die
Wellenfronten verlaufen nahezu parallel zur Kanalachse. Die axiale Gruppengeschwin-
digkeit geht dann gegen Null und die Mode transportiert nahezu keine Schallenergie
(vergleiche auch Abschnitt 2.6). Die Variation des modalen Ausbreitungswinkel mit dem
Ausbreitungsfaktor ist im rechten Diagramm der Abbildung 2.2 veranschaulicht. Für Fre-
quenzen weit oberhalb der Cut-on-Frequenz, d. h. αmn→ 1, verlaufen die Wellenfronten
fast senkrecht zur Kanalachse. Die axiale Phasengeschwindigkeit nähert sich dann der
um den konvektiven Anteil erhöhten Schallgeschwindigkeit an, d.h. c±p,mn→ c(1±Mx).

Hingewiesen werden soll auf einen Effekt, der von manchen Autoren [126, 81] als
Blockierungseffekt bezeichnet wird: Im Fall einer überlagerten axialen Gleichströmung er-
gibt sich ein Frequenzintervall (kR)mn <kR<σmn, in welchem αmn <Mx und damit

2 Es handelt sich um die Rotor-Stator-Interaktionsmoden, die vom DLR-UHBR-Fan bei der 2-fachen Blatt-
folgefrequenz im Betriebspunkt Approach angeregt werden und die Gegenstand von Untersuchungen in
Kapitel 5 sind.

m n αmn cos θ+mn [°] cos θ−mn [°]

-6 0 0.904 32.0 160.0

-6 1 0.743 52.2 146.5

-6 2 0.492 73.3 130.9

Tabelle 2.1: Ausbreitungsfaktoren und axiale Ausbreitungswinkel der in Abbildung 2.4 darge-
stellten Moden.
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für die Phasengeschwindigkeit c±p,mn < 0 gilt. In diesem Intervall breitet sich die mit
„+“ gekennzeichnete Mode scheinbar entgegengesetzt der Strömung aus. Dies kommt in
Abbildung 2.2 durch eine negative axiale Wellenzahl und durch einen modalen Ausbrei-
tungswinkel größer als 90 Grad zum Ausdruck. Eine Betrachtung der Gruppengeschwin-
digkeiten zeigt jedoch, dass die Energie beider Moden tatsächlich in die dem Vorzeichen
entsprechende Richtung transportiert wird, so dass man von einem virtuellen Effekt
sprechen kann.

2.3.3 Dämpfung nicht ausbreitungsfähiger Moden

Bei einer Modenanalyse soll in den meisten Fällen der Einfluss von nicht ausbreitungsfä-
higen, so genannten Cut-off -Moden vermieden werden. Dafür ist ein hinreichend großer
Abstand zu den Schallquellen erforderlich. Für eine Abschätzung des Mindestabstands
muss die Pegelminderung einer Mode bekannt sein. Im Allgemeinen ist die Pegelmin-
derung ∆L über eine Strecke ∆x wie folgt definiert:

∆L = 20 log
10

(
eγ∆x

)
dB. (2.40)

Dem reellen Dämpfungskoeffizienten γ entspricht hier der Imaginärteil der axialen Wel-
lenzahl aus Gleichung (2.33), der nur für Cut-off-Moden ungleich Null ist. Bei der Be-
schreibung der Dämpfung ist die Verwendung des Cut-on-Verhältnis aus Gleichung (2.36)
vorteilhaft. Für Frequenzen unterhalb der dimensionslosen Cut-on-Frequenz ist ξmn < 1

und Gleichung (2.33) lässt sich schreiben als

k±mn =
k

1 −M2

x

(
−Mx ± i ·

√
1

ξ2

mn

− 1

)
. (2.41)

Zu beachten ist, dass mit einer überlagerten Gleichströmung für den Realteil ℜ(k±mn) <

0 gilt. Es findet dann also eine Wellenausbreitung statt, der eine Dämpfung überlagert
ist. Für die Dämpfung der Mode (m,n) erhält man schließlich

∆Lmn = −
20

ln(10)

kR

(1 −M2

x)

√
1

ξ2

mn

− 1

∆x

R
dB. (2.42)

Die Dämpfung einer Cut-off-Mode hängt demnach stark von dem Cut-on-Verhältnis
ξmn ab: Je näher eine Frequenz der dimensionslosen Cut-on-Frequenz kommt, desto
schwächer wird die Mode gedämpft. Die Pegelminderung ist proportional zur axialen
Wegstrecke ∆x und zur dimensionslosen Frequenz kR. Eine überlagerte Gleichströmung
führt zu einer erhöhten Dämpfung.

In Abbildung 2.5 ist die Dämpfung ∆Lmn über eine dem Kanalradius entsprechende
axiale Strecke, d. h. ∆x=R, in Abhängigkeit des Cut-on-Verhältnis ξmn und für verschie-
dene Frequenzen dargestellt. Es ist festzustellen, dass insbesondere bei niedrigen Fre-
quenzen Moden nahe der dimensionslosen Cut-on-Frequenz schwach gedämpft werden.
Hieraus folgt, dass bei Messungen entweder ein ausreichend großer Abstand zu den
Quellen eingehalten oder in der Modenanalyse eine größere Anzahl von Cut-off-Moden
berücksichtigt werden muss.
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Abbildung 2.6: Spektren der radialen Eigenwerte σmn für Kanäle mit den Nabenverhältnissen
η= 0, 0.25, 0.5 und 0.75. Die Eigenwerte der gleichen radialen Ordnung sind
durch Linien miteinander verbunden.

• Bei der azimutalen Ordnung m= 0 stehen die Eigenwerte derselben radialen Ord-
nung bezüglich unterschiedlicher Nabenverhältnisse η1 und η2 in einem einfachen
Verhältnis zueinander:

(1 − η1)

(1 − η2)

σ0,n(η1)

σ0,n(η2)
≈ 1 (m = 0, beliebige η1, η2). (2.44)

• Für die Eigenwerte der nullten radialen Ordnung gilt in etwa

σm,0 ≈ m+ 1 (|m| > 0, beliebiges η). (2.45)

Die Gleichungen (2.43) und (2.44) gelten in hinreichender Näherung für alle praktisch
relevanten Nabenverhältnisse.

Das Nabenverhältnis hat auch einen signifikanten Einfluss auf die radiale Schalldruck-
verteilung der Moden im Strömungskanal. Dies ist in Abbildung 2.7 anhand der radialen
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Abbildung 2.7: Variation der radialen Eigenfunktionen mit der azimutalen Ordnung m darge-
stellt für die radialen Ordnungen n = 1 und n = 5 in Kanälen mit den Nabenver-
hältnissen η=0, 0.5 und 0.75 (qualitative Darstellung).

Ordnungen n = 1 und n = 5 illustriert. Gegenüber gestellt sind die Verläufe der radialen
Eigenfunktionen in Abhängigkeit der azimutalen Ordnung für drei Nabenverhältnisse
η=0, 0.5 und 0.75. Bei kleinen Nabenverhältnissen findet mit zunehmender azimutaler
Ordnung die Schallausbreitung immer mehr in der Nähe der äußeren Kanalwand statt,
während bei großen Nabenverhältnissen sich die radialen Eigenfunktionen niedriger
und hoher azimutaler Ordnungen kaum unterscheiden. Bei sehr hohen azimutalen Ord-
nungen sind kaum Unterschiede zwischen der Ausbreitung im kreisrunden Kanal und
einem Ringkanal großen Nabenverhältnisses sichtbar. Für die Modenanalyse ergibt sich
hieraus die Konsequenz, dass in Kanälen kleinerer und mittlerer Nabenverhältnisse mit
Mikrofonen nahe der Kanalmitte keine hohen azimutalen Ordnungen detektiert werden
können.

2.4.2 Cut-on-Frequenzen und Ausbreitungsfaktoren

Gemäß Gleichung (2.35) ist in einer gleichförmigen axialen Strömung die dimensionslose
Cut-on-Frequenz direkt proportional zum modalen Eigenwert: (kR)mn =

√
1 −M2

x σmn.
Die in einem Kanal ausbreitungsfähigen Modenordnungen können demzufolge leicht
aus den Eigenwertspektren – wie sie in Abbildung 2.6 dargestellt sind – abgelesen wer-
den. In einem Kanal ohne Gleichströmung sind beispielsweise bei einer Frequenz von
kR= 60 alle Modenordnungen (m,n)ausbreitungsfähig, für die (kR)mn =σmn6 60 gilt.
Während die höchste azimutale Ordnung vom Nabenverhältnis fast unabhängig ist (vgl.
Gleichung (2.45)), nimmt die maximal vorhandene radiale Ordnung entsprechend der
Verschiebung der Eigenwerte mit zunehmenden Nabenverhältnis erheblich ab. Abbil-
dung 2.8 veranschaulicht die Auswirkung auf die Gesamtzahl von Cut-on-Moden im
Kanal.
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η
η
η
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Abbildung 2.8: Gesamtzahl ausbreitungsfähiger Moden in Kanälen verschiedener Nabenverhält-
nisse ohne überlagerte stationäre Strömung.

Es soll nun die frequenzabhängige Entwicklung der Ausbreitungsfaktoren untersucht
werden. Sie hat einen maßgeblichen Einfluss auf die Genauigkeit einer Analyse der axia-
len Wellenzahlen. Für einen direkten Vergleich der Charakteristiken verschiedener Na-
benverhältnisse wird folgende normierte Frequenzfunktion eingeführt:

Ψη
m(kR) =

kR− (kR)ηm,0

(kR)ηm,10 − (kR)ηm,0
(2.46)

Die azimutale Ordnung m und das Nabenverhältnis η stellen die Bezugsparameter
dar. Der Nenner definiert ein Bezugsfrequenzintervall, welches hier die dimensionslo-
se Cut-on-Frequenzen der radialen Ordnungen n= 0 bis 10 umfassen soll. Im Zähler
wurde der Subtrahend (kR)ηm,0 eingeführt, um der spezifischen Verschiebung der Cut-
on-Frequenzen in Abhängigkeit der azimutalen Ordnung Rechnung zu tragen.

Die Entwicklung der Ausbreitungsfaktoren ist in Abbildung 2.9 als Funktion der nor-
mierten Frequenz Ψ für die Nabenverhältnisse η= 0 und η= 0.75 gegenübergestellt. Ins-
gesamt besteht die größte Deckungsgleichheit für die azimutale Ordnung m= 0, was in
Übereinstimmung mit Gleichung (2.43) steht. Hingegen treten für die höheren azimuta-
len Ordnungen spezifische Intervalle auf, in denen die Cut-on-Frequenzen entsprechend
der relativen Stauchung der Eigenwerte zusammenrücken.

Mit Hinsicht auf die Anforderungen an die Modenanalyse lässt sich aus Abbildung 2.9
folgern, dass sich die Ausbreitungsfaktoren am stärksten für die Ordnung m= 0 und
hohe Nabenverhältnisse verdichten: Bei hohen Freqenzen, was hier Ψ→ 1 entspricht, nä-
hern sich die axialen Wellenzahlen der radialen Ordnungen n= 0 und n= 1 so sehr, dass
sie sich kaum noch unterscheiden lassen. Dieses Verhalten ist bei großen Nabenverhält-
nissen etwas stärker ausgeprägt. Aus diesem Grund werden in Kapitel 4 für die Opti-
mierung und Bewertung der Modenanalyse-Messanordnungen die azimutale Ordnung
m= 0 und das Nabenverhältnis η= 0.75 als Referenzparamter herangezogen.
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Abbildung 2.9: Gegenüberstellung der Ausbreitungsfaktoren der Ordnungen m= 0, 5, 25 und 50

für die Nabenverhältnisse η= 0 und 0.75. Für den direkten Vergleich wurden die
Ausbreitungsfaktoren gegen die normierte Frequenz Ψ im Intervall der Cut-on-
Frequenzen der Ordnungen n= 0 bis 10 aufgetragen.

2.5 einfluss von strömungsdrall

Der Einfluss einer drallbehafteten Strömung lässt sich laut Studien von Ali et al [2]
und Nijboer [100] bei größeren Nabenverhältnissen gut durch eine Starrkörperrotation
annähern. Das Modell mit Starrkörperrotation kann demnach als Referenzlösung bei
komplizierteren Strömungsverhältnissen herangezogen werden. Eine derart modellierte
Drallströmung geht mit einem Dopplereffekt in azimutaler Richtung einher und führt
zu einer ordnungsabhängigen Modifikation der Freifeldwellenzahl, wie ein Vergleich
der Gleichungen (2.25) und (2.32) zeigt:

k̆m = k−
mΩ

c
. (2.47)

Die axiale Wellenzahl und der Ausbreitungsfakor ändern sich entsprechend:

k±mn =
k̆m

1 −M2

x

(−Mx ± ᾰmn) , (2.48)
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Abbildung 2.10: Einfluss von Strömungsdrall auf die Cut-on-Frequenzen in einem Kanal mit
dem Nabenverhältnis η= 0.75 und einer axialen Machzahl von Mx = 0.3. Der
Strömungsdrall ist durch eine Starrkörperrotation mit einer Machzahl von
Mφ(R)= 0.3 an der Kanalwand modelliert.

ᾰmn =

√
1 − (1 −M2

x)
σ2

mn

(k̆mR)2

. (2.49)

Die Cut-on-Frequenzen verschieben sich proportional zur azimutalen Ordnung

(k̆R)mn =
√

1 −M2

x σmn +
mΩR

c
, (2.50)

so dass sich bei einer gegebenen Frequenz mehr Moden entgegen und weniger Moden
in Richtung der Drallströmung ausbreiten. Dies ist in Abbildung 2.10 am Beispiel eines
Kanals mit dem Nabenverhältnis η= 0.75 illustriert, in dem am äußeren Radius die axia-
le Machzahl Mx = 0.3 mit der azimutalen Machzahl der Strömung übereinstimmt – was
in einer Turbomaschine stromab des Statorgitters bereits einen relativ extremen Fall dar-
stellen würde. Das gesamte Spektrum der Cut-on-Frequenzen ist um den Fußpunkt bei
(m, kR)= (0,0) gekippt. Bei einer Frequenz von kR= 30 ergeben sich dadurch beispiels-
weise als höchste und niedrigste azimutale Ordnung max(m) = 22 bzw. min(m) = -41 im
Vergleich zum drallfreien Fall mit max(m) = -min(m) = 28. Für spezifische Bänder nega-
tiver azimutaler Ordnungen verschieben sich die Cut-on-Frequenzen der höheren Ra-
dialmoden zu tieferen Frequenzen und markieren damit – statt der nullten azimutalen
Ordnung – die obere Frequenzgrenze der Modenanalyse.

Das Spektrum der Ausbreitungsfaktoren bleibt bis auf die relative Verschiebung auf
der Frequenzachse jedoch in seiner Form unberührt, was sich leicht anhand von Glei-
chung (2.49) nachvollziehen lässt. Somit ergibt sich als Fazit dieses Abschnitts, dass eine
überlagerte festkörperartige Drallströmung die Genauigkeit einer axialen Wellenzahl-
analyse nicht beeinträchtigt. Sie wird daher bei der Optimierung der Sensoranordnun-
gen in Kapitel 4 nicht berücksichtigt.
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2.6 schallintensität und schallleistung

Der von einer Turbomaschine angeregte Schall wird am Besten durch die Angabe einer
Schallleistung quantifiziert. Die im Strömungskanal transportierte Schallleistung ergibt
sich aus der Integration der axialen Komponente der Schallintensität Ix über die Kanal-
querschnittsfläche,

P =

2π∫
0

R∫
Ri

Ix r dr dφ. (2.51)

Morfey [86] zufolge berechnet man die axiale Intensitätskomponente für eine Welle in
einer axial gleichförmigen und festkörperartig rotierenden Strömung als

Ix = (1 +M2

x)p
reurex +

Mx

ρc
prepre + ρcMxurex u

re
x + ρcMφu

re
φ u

re
x +MxMφpreu

re
φ .

(2.52)

Der Oberstrich bezeichnet einen zeitlichen Mittelwert über die jeweiligen Produkte, die
aus den reellen Größen Schalldruck und Schallschnelle gebildet werden. Für harmoni-
sche Schwankungen und die bisher verwendete komplexe Notation gilt:

Ix =
1

2

ℜ

{
(1 +M2

x)p
∗ux +

Mx

ρc
p∗p+ ρcMxu

∗
xux + ρcMφu

∗
φux +MxMφp

∗uφ

}
.

(2.53)

Diese Gleichung kann unter Verwendung der Modenentwicklungen des Schalldruck (2.19)
und der Schallschnellekomponenten (2.20) und (2.22) ausgewertet werden. Die Amplitu-
den der axialen und azimutalen Komponenten der Schnelle werden durch Einsetzen in
die zugehörigen Impulsgleichungen (2.11) und (2.13) bestimmt:

u±x,mn =
1

ρ0c

(±ᾰmn −Mx

1∓ ᾰmnMx

)
A±mn, (2.54)

u±φ,mn =
m/r

ρ0c

1

k̆

(
1 −M2

x

1∓ ᾰmnMx

)
A±mn. (2.55)

Bei der Auswertung des Integrals aus Gleichung (2.51) muss die Integralgleichung (2.31)
berücksichtigt werden. Die Gesamtschallleistung ergibt sich je Ausbreitungsrichtung zu

P+ =
∑
m

∑
n

P+mn (2.56)

P− =
∑
m

∑
n

P−mn (2.57)

mit

P±mn =
πR2

ρc

k

k̆

ᾰmn (1 − M2

x)
2

(1∓ ᾰmnMx)2

⏐⏐A±mn

⏐⏐2 . (2.58)

Es muss über alle ausbreitungsfähigen Modenordnungen summiert werden. Bei der Be-
urteilung von Rotor-Stator-Interaktionen ist oft die Schallleistung einer azimutalen Ord-
nung von Interesse. Diese wird durch Summation über die radialen Ordnungen berech-
net, in der Regel getrennt für stromab und stromauf laufende Moden:

P+m =
∑
n

P+mn, (2.59)
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P−m =
∑
n

P−mn. (2.60)

Die Schallleistung einer Mode ist proportional zum Quadrat ihrer Amplitude. Bei
drallfreier Strömung steckt die einzige weitere Abhängigkeit von der Modenordnung
im Ausbreitungsfaktor αmn,

P±mn =
πR2

ρc

αmn (1 − M2

x)
2

(1∓αmnMx)2

⏐⏐A±mn

⏐⏐2 . (2.61)

Zwei Moden mit identischen Ausbreitungsfaktoren besitzen also dieselbe Schallleistung,
wenn ihre Amplituden betragsmäßig gleich sind. Im Fall ohne Strömung reduziert sich
Gleichung (2.61) zu

P±mn = αmn
πR2

ρc

⏐⏐A±mn

⏐⏐2 . (2.62)

Die durch eine Mode in axialer Richtung transportierte Schallleistung ist dann direkt
proportional zum modalen Ausbreitungsfaktor.
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E X P E R I M E N T E L L E M O D E N A N A LY S E V E R FA H R E N

Vor der Durchführung einer Modenanalyse müssen die kohärenten Komponenten des
Schaufeltons aus den Zeitreihen der Druckschwankungen separiert werden, die z. B.
mithilfe von Mikrofonen im Strömungskanal gemessen wurden. Hierzu geeignete Me-
thoden sind in Abschnitt 3.1 dargestellt. Moden unterschiedlicher azimutaler Ordnun-
gen können auf einfache Weise mit Hilfe der in Abschnitt 3.2 beschriebenen Azimutal-
modenanalyse separiert werden. Für eine vollständige Zerlegung des Schallfelds in die
einzelnen Moden azimutaler und radialer Ordnungen wird das Verfahren der Radial-
modenanalyse genutzt1. Das im Fokus dieser Arbeit stehende inverse Verfahren wird
in Abschnitt 3.3 in verschiedenen Varianten zusammen mit einer Vorgehensweise zur
Bewertung der Analysegenauigkeit dargestellt. In Abschnitt 3.4 wird ein Beamforming-
Ansatz beschrieben, mit dessen Hilfe sich die Amplituden einzelner Moden vergleichs-
weise ungenau bestimmen lassen, der aber bei der Analyse von Ursachen schlechter
Modellmatrix-Konditionen in Kapitel 4 nützlich ist.

3.1 separation von schaufeltönen aus schalldruckmessungen

Alle Verfahren beruhen auf der Verwendung von Schalldrucksensoren. Für die hier an-
gestellten Betrachtungen ist es unerheblich, ob ihr Messprinzip auf einem Kondensator
oder dem piezo-elektrischen Effekt basiert. Da in der Analyse viele Sensoren miteinan-
der korreliert werden, besteht jedoch eine wichtige Voraussetzung darin, dass alle Sen-
soren nach einer Kalibrierung möglichst identische Übertragungsfunktionen besitzen.

Es wird davon ausgegangen, dass die von den Sensoren detektierten Schalldruckzeit-
signale y(t) durch eine Messdatenerfassungsanlage mit hinreichend hoher Abtastrate
fs = 1/Ts > 2 max(f) und ausreichender Dynamik digitalisiert werden. Das Frequenzspek-
trum kann aus den diskreten Zeitwerten y(nTs), n= 0, 1, . . . , mittels einer Diskreten
Fourier-Transformation (DFT) berechnet werden:

p(2πf) =

N−1∑
n=0

w(nTs)y(nTs) · e−in2πfTs . (3.1)

w(nTs) bezeichnet eine optionale Fensterfunktion. Die durch Rotor-Stator-Interaktion er-
zeugten Schaufeltöne liegen gemäß der Gleichung 1.1 bei den Harmonischen der Blatt-
passierfrequenz vor. Ihre Analyse wird durch stochastische und systematische Störun-
gen beeinträchtigt. Als wichtigste stochastische Fehlereinflüsse der Schalldruckmessung
kommen in Frage:

1 Aufgrund der besseren Lesbarkeit wird die Radialmodenanalyse außerhalb dieses Kapitels und außerhalb
der Literaturübersicht von Abschnitt 1.2.1 meistens kurz mit Modenanalyse bezeichnet.

35
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• turbulente Druckschwankungen der Kanalströmung,

• Beiträge inkohärenter aeroakustischer Quellen,

• Fluktuationen der durch Rotor-Stator-Interaktion angeregten kohärenten Quellen
und

• Rauschkomponenten in der Messkette vom Mikrofon bis hin zu den Wandlern der
Datenerfassungsanlage.

Systematische Fehlerquellen bestehen u. a. in Drehzahlschwankungen der Antriebswelle,
Vibrationen des Versuchsstands und systembedingten Störungen der Kanalströmung.

3.1.1 Unterdrückung inkohärenter Druckschwankungen

Grundsätzlich müssen bei einer Messung im Strömungskanal zunächst akustische und
turbulente Druckschwankungen voneinander getrennt werden. Turbulente Druckschwan-
kungen können unter Umständen größere Amplituden als die akustischen Druckschwan-
kungen aufweisen. Sie sind nur über einen gewissen räumlichen und zeitlichen Bereich
kohärent und zu den akustischen Druckschwankungen inkohärent [10]. Die akustischen
Druckschwankungen setzen sich aus kohärenten und inkohärenten Anteilen zusammen,
die ursächlich mit verschiedenen Schallentstehungsmechanismen zusammenhängen. In-
kohärente Schallfeldkomponenten entstehen beispielsweise durch stochastische Blatt-
kräfte infolge der turbulenten Anströmung der Rotorblätter. Die Energie von inkohären-
ten Druckschwankungen ist im Allgemeinen über das gesamte Frequenzband verteilt.

Arnold gibt in [4] zwei verschiedene hinreichende Bedingungen für eine vollständige
Kohärenz des Schallfeldes im Kanal ohne äußere Störungen an:

• Es tritt nur eine einzige Mode auf. Dies ist z. B. der Fall, wenn nur die ebene Welle
ausbreitungsfähig ist. Die Anzahl der Quellen hat keinerlei Einfluss.

• Es treten mehrere Moden auf, die miteinander vollständig korreliert sind. Dieser
Fall liegt vor, wenn alle Moden von derselben Quelle oder von mehreren vollstän-
dig miteinander korrelierten Quellen angeregt werden.

Für die durch Rotor-Stator-Interaktion angeregten Moden trifft die zweite Bedingung zu.
Zur Unterdrückung der inkohärenten turbulenten und akustischen Druckschwankun-
gen wird in der Analyse von Turbomaschinen-Schaufeltönen standardmäßig ein Trig-
gersignal heran gezogen. Es wird beispielsweise durch einen in die Rotorwelle integrier-
ten Drehgeber erzeugt und liefert eine Information über die zeitliche Winkelposition der
Antriebswelle. Setzt man in einer DFT-Auswertung gemäß Gleichung (3.1) über mehrere
Zeitfenster den Startpunkt y[0] eines jeden Abschnitts mit der Einnahme einer festgeleg-
ten Referenzwinkelposition gleich, dann werden durch Mittelung die nicht-periodischen
Signalanteile effektiv reduziert. Die Analyse ergibt komplexe Schalldruckamplituden
nicht nur bei den Harmonischen der BPF, sondern bei den ganzzahlig Vielfachen der
Rotordrehfrequenz fR. Die Phase der Schalldruckamplitude ist dabei durch die relative
Lage der Messposition zu der ausgezeichneten Wellenposition bestimmt, welche gleich-
bedeutend mit einer festen Position des Rotors relativ zum Stator ist.
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Abbildung 3.1: Mit Hilfe einer adaptiven Neuabtastung können durch Schwankungen der Wel-
lendrehzahl bedingte Verzerrungen der harmonischen Schaufeltöne ausgeglichen
werden.

Sollte kein Rotortriggersignal zur Verfügung stehen, so können die Schalldruckspek-
tren auch mit Hilfe der auf Chung [21] zurückgehenden Drei-Mikrofon-Methode ge-
messen werden, in welcher drei Kreuzleistungsspektren in Beziehung gesetzt werden.
In diesem Fall muss dem resultierenden reellen Spektrum allerdings nachträglich eine
Referenzphase hinzugefügt werden, die dem Kreuzspektrum des Messmikrofons mit
einem festgelegten Referenzmikrofon entnommen werden kann [63]. Die vollständige
Kohärenz des Schallfeldes ist Voraussetzung für die Anwendung des Verfahrens und
kann ebenfalls mit der Drei-Mikrofon-Methode überprüft werden [82].

3.1.2 Adaptive Neuabtastung zum Ausgleich von Drehzahlschwankungen

Insbesondere bei längeren Mittelungszeiten kommt es bei der Berechnung der Schall-
druckspektren häufig zu Verschmierungen der Frequenzlinien infolge von Schwankun-
gen der Rotordrehzahl. Eine wesentliche Verbesserung lässt sich mit der Methode der
adaptiven Neuabtastung erzielen, die in der Literatur auch unter dem Begriff Order
Tracking zu finden ist [9, 38, 151]. Das Prinzip ist in Abbildung 3.1 erläutert. Im linken
Bild sind ein Schalldrucksignal und das Triggersignal der Antriebswelle dargestellt, wel-
che beide im Zeitbereich mit einer konstanten Abtastrate gewandelt werden. Aufgrund
von Drehzahlschwankungen treten die Trigger in zeitlich unregelmäßiger Reihenfolge
auf. Im ersten Schritt werden mit Hilfe einer Interpolation die exakten Zeitpunkte ermit-
telt, zu denen das Triggersignal einen Referenzwert überschreitet, d. h. die Rotorwelle
wiederholt eine ausgezeichnete Winkelposition eingenommen hat. Auf Basis dieser Trig-
gerzeitpunkte kann im nächsten Schritt das Schalldrucksignal vom Zeitbereich auf den
zeitlich abgewickelten Drehwinkel der Antriebswelle abgebildet werden. Dazu wird die
Zeitreihe auf Basis konstanter Winkelinkremente der Rotordrehung neu abgetastet, wo-
durch das Schalldrucksignal von den Drehzahlschwankungen entzerrt wird, siehe die
rechte Darstellung von Abbildung 3.1. Das Spektrum der Schalldruckamplituden kann
dann wie gewohnt mittels der Fouriertransformation berechnet werden, wobei die Fou-
rierkomponenten sich nun als Vielfache der Rotordrehharmonischen darstellen.

Anstatt die Referenz nachträglich herzustellen, kann das Wellentriggersignal auch di-
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rekt zur Synchronisation der Datenerfassung eingesetzt werden. Dies ist insbesonde-
re bei schnellen Online-Datenanalysen vorteilhaft. Eine mögliche experimentelle Umset-
zung ist in Abschnitt 7.2.4 beschrieben.

3.1.3 Standardabweichung und Signal-Rausch-Abstand

Für die spätere Bewertung der Modenanalyse-Genauigkeit wird die Standardabweichung
benötigt, mit der die Sensoren eines Mikrofonarrays den Schalldruck unter den gegebe-
nen Einsatzbedingungen gemessen haben. Eine Grundlage der folgenden Betrachtun-
gen ist, dass sich die von einem Sensor gemessene Schalldruckamplitude aus der wahren
Schalldruckamplitude p0 und der aus dem Messprozess rührenden Rauschamplitude p̃
zusammensetzt:

p = p0 + p̃. (3.2)

Wenn die Rauschamplitude das Resultat von mehreren, voneinander unabhängigen sto-
chastischen Prozessen ist, dann wird gemäß dem zentralen Grenzwertsatz der Statistik
die Verteilung der Rauschamplitude in guter Annäherung durch die Gaußsche Normal-
verteilung beschrieben. Systematische Messfehler werden in dieser Betrachtung nicht
erfasst. Der Erwartungswert eines einzelnen Sensors beträgt

⟨p̃l⟩ = 0. (3.3)

Für alle Sensoren des Arrays gelte, dass die an verschiedenen Positionen gemessenen
zufälligen Schalldruckschwankungen paarweise nicht miteinander korrelieren:

⟨p̃l p̃∗l ′⟩ = s2

p δll ′ . (3.4)

In vorstehender Gleichung ist mit sp die Standardabweichung der gemessenen Schall-
druckamplituden bezeichnet. Es wird angenommen, dass sp unabhängig vom Messort
ist, d.h. dass alle Sensoren und Signalwege identisch sind. Es soll nun die Standardab-
weichung und der Signal-Rausch-Abstand der Schalldruckmessung in Abhängigkeit der
Messdauer ermittelt.

Als Ausgangspunkt der statistischen Analyse wird ein Ensemble von Einzelmessun-
gen eines Sensors betrachtet. Unter einer Einzelmessung wird hier die Durchführung
einer Fourieranalyse mittels einer Fast Fourier-Transformation (FFT) verstanden, wobei
die Dauer der Einzelmessung durch die Anzahl der zu mittelnden FFT-Fenster Nw und
die Fensterlänge Tw definiert ist. Wenn p[j] die komplexe Schalldruckamplitude einer
Frequenzkomponente bezeichnet, z. B. der Blattpassierfrequenz, die mit dem j-ten FFT-
Fenster berechnet wurde, dann ergibt sich für diese Frequenzkomponente als Ergebnis
einer Einzelmessung

pNw
=

1

Nw

Nw−1∑
j=0

p[j]. (3.5)

Für eine Auswertung der Standardabweichung wird eine Serie von Einzelmesswerten
pNw

[k] mit k= 0, 1, . . . ,Nmes-1 benötigt. In der praktischen Umsetzung können statt ei-
ner Messung von Nmes separaten Zeitreihen die Einzelmessungen auch aus einer einzi-
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gen ausreichend langen Zeitreihe geschnitten werden. Diese muss dann aus mindestens
Nmes ×Nw FFT-Fenstern bestehen. Dann berechnet sich die k-te Einzelmessung durch

pNw
[k] =

1

Nw

Nw−1∑
j=0

p[kNw + j]. (3.6)

Für eine Einzelmessung der Dauer Nw × Tw erhält man dann die Standardabweichung
der Schalldruckamplitude aus

sp,Nw
=

√ 1

Nmes − 1

Nmes−1∑
k=0

(pNw
[k] − p0)2. (3.7)

Hieraus berechnet sich der Signal-Rausch-Abstand (engl. signal-to-noise ratio) (SNR) zu

SNRp,Nw
= 20 log

(
p0

sp,Nw

)
. (3.8)

Die unverfälschte Schalldruckamplitude p0 ist per Definition nicht bekannt. Sie muss
in den voran stehenden Gleichungen durch die Größe p̄ angenähert werden, die den
Mittelwert über alle zur Verfügung stehenden FFT-Fenster darstellt:

p̄ =
1

N

N−1∑
j=0

p[j]. (3.9)

Für die Anzahl der FFT-Fenster gilt N > Nmes ×Nw.

3.2 azimutalmodenanalyse

Die Azimutalmodenanalyse ist in der Triebwerksakustik von großer Bedeutung, da sie
mit geringem messtechnischem Aufwand bereits wichtige Aussagen hinsichtlich do-
minanter Schallentstehungsmechanismen zulässt. Beispielsweise können die in Rotor-
Stator-Konfigurationen dominant angeregten azimutalen Ordnungen der Schaufeltöne
gemessen und mit Hilfe des Modells von Tyler und Sofrin [143] oder den auf mehrere
Schaufelreihen erweiterten Modellen von Holste und Neise [53] bzw. Enghardt et al. [33]
interpretiert werden. Die Azimutalmodenanalyse ist robust und kann nahezu in Echtzeit
durchgeführt werden [11].

3.2.1 Diskrete Fourier-Transformation

Die in Gleichung (2.19) eingeführte Modenentwicklung des Schalldrucks lässt sich in
folgender Form schreiben:

p(x, r,φ) =
∞∑

m=−∞pm(x, r) · eimφ, (3.10)

wobei

pm(x, r) =
∞∑

n=0

(
A+

mn · eik
+
mnx +A−

mn · eik
−
mnx

)
· fmn(r). (3.11)
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Obwohl pm =pm(x, r) eine Funktion darstellt, wird dieser Ausdruck üblicherweise als
Azimutalmodenamplitude oder als Umfangsmodenamplitude bezeichnet. In der zeitabhängi-
gen Darstellung beschreibt eine Azimutalmode eine in azimutaler Richtung laufende
Welle, deren Amplitude im allgemeinen Fall mit der axialen und radialen Koordinate
variiert. Die in Gleichung (3.10) angegebene Darstellung legt es nahe, die Azimutalm-
odenamplituden mittels einer Diskreten Fourier-Transformation (DFT) zu ermitteln:

pm(x0, r0) =
1

Nφ

Nφ∑
l=1

p(x0, r0,φl) · e−iml∆φ. (3.12)

Diese Berechnung setzt die Messung von Schalldruckspektren an Nφ Sensoren voraus,
welche auf einer Kreislinie (x0, r0) mit äquidistantem azimutalen Abstand ∆φ angeord-
net sind. Eine häufige Realisierung besteht in einem ringförmigen Einbau der Sensoren
in die Kanalaußenwand, bei dem die Mikrofonmembran bündig mit der Kanalwand
abschließt. Die höchste, d. h. ohne räumliches Aliasing messbare azimutale Ordnung
max(m) ergibt sich aus dem Nyquist-Theorem:

Nφ =
2π

∆φ
> 2 max |m| (3.13)

Messungen bei hohen Frequenzen mit entsprechend hohen Modenordnungen erfordern
gemäß dem Nyquist-Kriterium eine große Anzahl von Sensoren. Rademaker et al. zei-
gen in [111], dass sich die Anzahl der Sensoren begrenzen lässt, wenn die Sensoren
nicht-äquidistant in azimutaler Richtung angeordnet werden. Nachteile des modifizier-
ten Verfahrens bestehen in der begrenzten Anzahl auswertbarer Moden und in einem
geringeren Signal-Rausch-Verhältnis.

Quantitative Aussagen, z. B. zur transportieren Schallleistung, sind mit Hilfe der Azi-
mutalmodenanalyse prinzipiell nicht möglich. Werden Azimutalmodenanalysen jedoch
an mehreren axialen und radialen Positionen (xj, rk) durchgeführt, so können die Azi-
mutalmodenspektren als Eingangsdaten für eine vollständige Modenanalyse verwendet
werden, siehe Abschnitt 3.3.3.

3.2.2 Bewertung der Analysegenauigkeit

Im Folgenden wird die Messung von Schalldruckamplituden an Nφ ringförmig ange-
ordneten Positionen angenommen. Das Einsetzen von Ansatz (3.2) in Gleichung (3.12)
liefert dann

pm =
1

Nφ

Nφ∑
l=1

p(φl)
0e−iml2π/Nφ

                                                                      
p0

m

+
1

Nφ

Nφ∑
l=1

p̃(φl)e
−iml2π/Nφ

                                                                  
p̃m

. (3.14)

Für die azimutale Rauschamplitude gilt unter Berücksichtigung von Gleichung (3.4) folg-
lich

⟨p̃m p̃∗m ′⟩ =
1

N2

φ

∑
l

∑
l ′

⟨
p̃(φl) p̃

∗(φ ′l)
⟩
e−i(ml−m ′l ′)2π/Nφ (3.15)

=
s2

p

N2

φ

∑
l

e−i(m−m ′)l2π/Nφ (3.16)
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Abbildung 3.2: Simulation einer Azimutalmodenanalyse mit 36 Sensoren. Das linke Diagramm
zeigt eine Gegenüberstellung der synthetischen Schalldruckdaten mit dem Er-
gebnis einer simulierten Messung, der zugehörigen Standardabweichung und
dem Mittelwert des Schalldrucks über alle Messpositionen. Das rechte Diagramm
zeigt die zugehörigen Azimutalmodenamplituden.

=
s2

p

N2

φ

δmm ′ . (3.17)

Mit ⟨p̃m p̃∗m⟩= s2

m ergibt sich hieraus der Zusammenhang

sm =
sp√
Nφ

(3.18)

für die Standardabweichung. Diese Gleichung enthält die wichtige Aussage, dass die
Standardabweichung der Azimutalmodenamplituden unabhängig von der Ordnung m
und stets geringer als die Standardabweichung der Schalldruckamplituden ist. Wenn das
Schallfeld nur von wenigen azimutalen Ordnungen dominiert wird, besitzen demzufol-
ge die dominanten Azimutalmodenamplituden einen erheblich größeren Signal-Rausch-
Abstand als die Schalldruckamplitude, die sich im Mittel über die Nφ Messpositionen
ergibt:

(SNR)m = 20 log
(
pm

sm

)
= 20 log

(√
Nφ

pm

sp

)
. (3.19)

Dieser Sachverhalt ist anhand einer simulierten Messung in Abbildung 3.2 illustriert.
Die Simulation wurde für eine zufällige synthetische Schalldruckverteilung an Nφ = 36

Sensorpositionen in ähnlicher Weise durchgeführt, wie es in Abschnitt 3.3.6 für die Ra-
dialmodenanalyse beschrieben ist. In der Abbildung sind die synthetischen Schalldruck-
amplituden und die synthetischen Azimutalmodenamplituden jeweils den Daten einer
durch [i] gekennzeichneten Einzelmessung aus einem Ensemble von 500 Einzelmessun-
gen gegenübergestellt. Die Standardabweichung der Schalldruckmessung beträgt 100 dB
und der Signal-Rausch-Abstand beträgt (SNR)p= 10 dB, wobei dieser Wert auf die über
alle Positionen gemittelte Schalldruckamplitude |p| bezogen ist. Für die Azimutalmoden-
amplituden ergibt die Simulationsrechnung in Übereinstimmung mit Gleichung (3.18)
eine Standardabweichung von sm = 83.8 dB. Für die dominante Mode m= 5 ergibt sich
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hieraus mit (SNR)m = 24 dB im Vergleich zur mittleren Schalldruckamplitude ein deut-
lich größerer Signal-Rausch-Abstand.

3.3 inverse radialmodenanalyse

Das inverse Radialmodenanalyse-Verfahren beruht auf der Lösung eines linearen Glei-
chungssystems, in welchem ein gemessenes Schalldruckfeld über Modellfunktionen mit
den gesuchten Modenamplituden verknüpft ist. In dieser Arbeit werden vier grundsätz-
lich verschiedene Messvarianten mit radialen Mikrofonrechen bzw. mit wandbündig in-
stallierten Mikrofonarrays betrachtet. Die Sensoranordnungen werden in Abschnitt 3.3.1
eingeführt. Eine vollständige Zerlegung in alle ausbreitungsfähigen Modenordnungen
kann auf zwei verschiedene Arten realisiert werden. Diese werden in den Abschnit-
ten 3.3.2 und 3.3.3 vorgestellt. Basierend auf den vorgenannten Ansätzen wird in Ab-
schnitt 3.3.4 die Methode der partiellen Radialmodenanalyse vorgeschlagen, die eine
schnelle Analyse oder Abschätzung der Schallleistung mit erheblich geringerem Mess-
aufwand ermöglicht. Alle Verfahren greifen auf das in Abschnitt 3.3.5 beschriebene Ver-
fahren der Singulärwerte-Zerlegung von Matrizen zurück. In Abschnitt 3.3.6 wird ein
Verfahren zur Bewertung der Genauigkeit der Modenanalyse vorgestellt.

3.3.1 Elementare Sensoranordnungen

Prinzipiell können für eine Radialmodenanalyse nahezu beliebige radiale und axiale
Messpositionen im Strömungskanal verwendet werden. Anordnungen mit unregelmä-
ßig verteilten Sensorpositionen lassen sich jedoch nur für sehr eingeschränkte Frequenz-
bereiche und spezielle Geometrien optimieren [18, 43]. Daher werden in dieser Arbeit
nur regelmäßig aufgebaute Messgitter betrachtet.

In Abbildung 3.3 sind vier Sensoranordnungen skizziert, die sich bezüglich der Art
der messtechnischen Umsetzung fundamental unterscheiden und deren Charakteristika
in Kapitel 4 ausführlich diskutiert und gegenüber gestellt werden. Die Sensoranordnun-
gen sind wie folgt definiert:

• Anordnung A-I: Sensorrechen sind an Nx = 2 axialen Positionen mit dem Abstand
∆x eingesetzt. In jedem Rechen befinden sich in radialer Richtung Nr Sensoren mit
äquidistantem Abstand, d. h. die radialen Positionen sind definiert durch

rj = Ri + j ·∆r und ∆r = (R− Ri)/(Nr + 1) (3.20)

• Anordnung A-II: Sensorrechen sind an Nx = =4 axialen Positionen mit äquidistan-
tem Abstand ∆x eingesetzt. In jedem Rechen befinden sich in radialer Richtung
Nr Sensoren mit äquidistantem Abstand ∆r, deren Abstand ebenfalls durch durch
Gleichung (3.20) definiert ist.

• Anordnung A-III: Die Sensoren sind an Nx axialen Positionen am inneren Radi-
us Ri und am äußeren Radius R bündig mit der Kanalwand installiert (Nr = 2).
Die Sensoren besitzen in axialer Richtung den äquidistanten Abstand ∆x. Diese
Anordnung lässt sich nur in Strömungskanälen mit vorhandenem Nabenkörper
realisieren.
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I: N =2, N =12x r

III: N =12, N =2x r

II: N =4, N =6x r

IV: N =24, N =1x r

RRiRi RRiRi

RRiRi RRiRi

xΔ xΔ

xΔ xΔ

Abbildung 3.3: Vier fundamental verschiedene Sensoranordnungen für eine Radialmodenanaly-
se in einem Strömungskanal mit Nabenradius Ri und äußerem Radius R. Anord-
nung I und II bestehen aus radialen Sensorrechen, in Anordnung III und IV sind
die Sensoren bündig mit der Kanalwand installiert.

• Anordnung A-IV: Die Sensoren sind an Nx axialen Positionen am äußeren Radius
R bündig mit der Kanalwand installiert (Nr = 1). Die Sensoren besitzen in axialer
Richtung den äquidistanten Abstand ∆x.

Es muss angemerkt werden, dass die Anzahl kombinierter axialer und radialer Mess-
stellen Nx×Nr = 24 der in Abbildung 3.3 dargestellten Sensoranordnungen willkürlich
ist. Grundsätzlich muss die für eine Modenanalyse erforderliche Gesamtzahl von Senso-
ren Nx×Nr in Abhängigkeit des zu analysierenden Frequenzbereichs und des Naben-
verhältnis individuell für jede Sensoranordnung bestimmt werden. Dies gilt ebenso für
den noch nicht spezifizierten axialen Sensorabstand ∆x. Es ist Gegenstand von Kapitel 4

die Abhängigkeiten zu untersuchen und Richtlinien für eine optimale Gestaltung der
Sensorarrays zu formulieren2.

Die aus zwei radialen Sensorrechen bestehende Anordnung A-I stellt das Referenz-
messverfahren für die Bewertung der Anordnungen A-III und A-IV dar, in denen die
Sensoren wandbündig installiert sind. Anordnung A-II ist eine Alternative zu Anord-
nung A-I für den Fall, dass die Kanalhöhe für den Einbau von Nr Sensoren nicht

2 In den Untersuchungen wird angenommen, dass in den Anordnungen A-I und A-II ist die Zahl axialer
Messstellen Nx festgelegt ist. In den Anordnungen A-III und A-IV ist die Zahl der radialen Sensorpositio-
nen Nr unveränderbar.
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Abbildung 3.4: Das linke Bild zeigt einen mit Kulite-Drucksensoren ausgestatteten Messre-
chen [29]. Im rechten Bild ist eine für zwei wandbündig installierte axiale Mi-
krofonarrays vorbereitete drehbare Kanalsektion dargestellt [137].

ausreicht und diese daher auf vier statt zwei radiale Rechen verteilt werden. Mit den
Sensorrechen wird die radiale Schalldruckverteilung gleichmäßig an mehreren radialen
Positionen abgetastet. Durch Messungen an mindestens zwei axial versetzten Kanal-
querschnitten können Moden verschiedener axialer Ausbreitungsrichtungen getrennt
werden. Abbildung 3.4 zeigt im linken Foto als Beispiel einen Rechen, der mit Kulite-
Druckaufnehmern ausgestattet ist und für Messungen im Austritt einer Niederdruck-
turbine eingesetzt wurde. Die Verwendung von Sensorrechen hat aus messtechnischer
Sicht mehrere Nachteile: Im Eintritt einer Turbomaschine können die Strömungsnach-
läufe durch Wechselwirkung mit einem stromab liegenden Rotor zur Anregung von
unerwünschtem Schall führen. In Kanälen mit kleinen Abmessungen kann die räumli-
che Ausdehnung der Sensorrechen zudem zu einer erheblichen Modifikation des Strö-
mungsfeldes führen. Außerdem können signifikante Streuungen der Moden an den Re-
chen auftreten, die in einer Auswertung gegebenenfalls berücksichtigt werden müssten,
jedoch nur schwer abzuschätzen sind. Nicht zuletzt ist die Installation mit Toleranzen
z. B. bezüglich Verkippung und Verdrehung der Rechen verbunden. Solche Störungen
werden durch die Installation der Sensoren in der Kanalwand vermieden. Eine für diese
Messart vorbereitete Kanalsektion ist im rechten Foto von Abbildung 3.4 zu sehen. Zur
Abtastung des axialen Schalldruckverlaufs am Kanalaußenradius kann jede der axial
linienförmig angelegten Lochreihen mit dreißig 1/4" Kondensatormikrofonen bestückt
werden.

Für eine vollständige Modenanalyse des Schallfelds müssten Gleichung (3.13) zufolge
Nφ Sensorrechen bzw. axiale Arrays in Umfangsrichtung installiert werden. Schon bei
moderaten Frequenzen treten so hohe azimutale Ordnungen auf, dass der messtechni-
sche Aufwand nicht mehr realisierbar ist. In der Praxis wird das Messgitter dann zeitlich
sukzessiv aufgebaut, d. h. durch schrittweise Drehung einer mit wenigen Sensorarrays
instrumentierten Kanalsektion in Umfangsrichtung.
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3.3.2 Vollständige Zerlegung des Schalldruckfelds

Für die vollständige Modenanalyse werden Schalldruckmessungen auf einem regelmä-
ßig aufgebauten Gitter von Npos=Nx×Nr×Nφ Positionen im Strömungskanal benötigt.
Der am Ort (xj,rk,φl) gemessene Schalldruck kann nach Gleichung (2.19) wie folgt in
die Beiträge der verschiedenen Moden entwickelt werden:

p(xj, rk,φl) =

max(m)∑
m=min(m)

Nn(m)−1∑
n=0

A+
mn · eik

+
mnxj · fmn(rk) · eimφl

+

max(m)∑
m=min(m)

Nn(m)−1∑
n=0

A−
mn · eik

−
mnxj · fmn(rk) · eimφl . (3.21)

Hier bezeichnen min(m) und max(m) die niedrigste beziehungsweise höchste bei der
gegebenen Frequenz ausbreitungsfähige azimutale Ordnung. Durch N(m) wird die An-
zahl radialer Ordnungen angegeben, die in Abhängigkeit der Ordnung m ausbreitungs-
fähig sind. Das aus der Messung resultierende Gleichungssystem lässt sich in Kurzform
schreiben als

p = W · a. (3.22)

Darin bezeichnet p den Vektor der komplexen Schalldruckamplituden, a den Vektor der
gesuchten komplexen Modenamplituden und W die Modellmatrix, deren Einträge sich
aus den Produkten der modalen Eigenfunktionen zusammmen setzt. Eine detaillierte
Beschreibung dieser Größen ist in Anhang B zu finden.

In den meisten Anwendungen ist das Gleichungssystem überbestimmt. Eine Überbe-
stimmung wird in der praktischen Anwendung oft bewusst herbei geführt, um den Ein-
fluss von Messfehlern durch einen Fehlerausgleich zu reduzieren [98, 99]. Die optimale
Lösung im Sinne des kleinsten Fehlerquadrats wird wie folgt berechnet [108]:

a =
[
WHW

]−1

WH · p. (3.23)

Die Matrix [WHW]−1WH wird als Pseudo-Inverse zur Matrix W bezeichnet. Sie kann
mithilfe des Verfahren der Singulärwerte-Zerlegung berechnet werden, welches in Ab-
schnitt 3.3.5 näher beschrieben ist. Der resultierende Vektor der Modenamplituden mi-
nimiert das Funktional

J = ∥e∥2 = ∥Wa − p∥2 . (3.24)

Das Residuum ∥e∥2 beinhaltet die systematischen und stochastischen Analyseungenau-
igkeiten.

Die Anzahlen von Messpositionen in den drei Kanalkoordinaten orientieren sich grund-
sätzlich an den höchsten auftretenden azimutalen und radialen Modenordnungen. Die
Zahl der azimutalen Positionen Nφ eines regelmäßig aufgebauten Gitters wird gemäß
dem Nyquist-Kriterium (3.13) durch die höchste azimutale Ordnung bestimmt. Auf-
grund der Orthogonalität werden die Moden verschiedener azimutaler Ordnungen dann
– wie in einer normalen Azimutalmodenanalyse – bereits implizit in dem großen Glei-
chungssystem hinreichend getrennt, vgl. Anhang B. Für die weitere Zerlegung ist nun
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die Zahl an radialen Ordnungen Nn(m) von Bedeutung. Wie in den Abschnitten 2.3 ff.
diskutiert wurde, tritt die maximale Anzahl von radialen Ordnungen immer für die azi-
mutale Ordnung m= 0 auf3. Aus mathematischer Sicht erfordert die Bestimmung von
2 max(Nn(m)) Moden mindestens

NxNr > 2 max(Nn(m)) (3.25)

kombinierte axiale und radiale Messstellen. Zur Trennung von stromab und stromauf
laufenden Moden sind mindestens Nx = 2 axiale Messpositionen erforderlich. Wie die
Untersuchungen in Kapitel 4 noch zeigen werden, muss jedoch – insbesondere bei hohen
Frequenzen und bei wandbündig installierten Sensoren – die Anzahl der Messpositionen
oft deutlich größer als die Anzahl Moden sein, so dass NxNr≫ 2max(Nn(m)).

3.3.3 Zerlegung von Azimutalmodenamplituden

Alternativ zum voran beschriebenen Verfahren lässt sich die Modenanalyse auch in zwei
Schritten umsetzen. Im ersten Schritt werden Azimutalmodenanalysen an Nx axialen
und Nr radialen Messpositionen gemäß Abschnitt 3.2 durchgeführt. Im zweiten Schritt
kann dann analog zum vorherigen Abschnitt jede Azimutalmodenamplitude – einzeln
– in die radialen Ordnungen zerlegt werden. Die Analyse geht von folgender Verknüp-
fung der Azimutalmodenamplituden und der Radialmodenamplituden basierend auf
Gleichung (3.11) aus:

pm(xj, rk) =
N(m)−1∑

n=0

A+
mn · eik

+
mnxj · fmn(rk) +

N(m)−1∑
n=0

A−
mn · eik

−
mnxj · fmn(rk),

(3.26)

mit j= 1, 2, . . . ,Nx und k= 1, 2, . . . ,Nr. In Matrixnotation lässt sich dies schreiben als

pm = Wm · am. (3.27)

Der Vektor am hat 2Nn(m) Einträge, dies sind die Modenamplituden aller zur azimuta-
len Ordnung m gehörigen radialen Ordnungen. Eine detaillierte Beschreibung der Vek-
toren und der Kopplungsmatrix wird in Anhang B gegeben. Analog zum Verfahren des
vorherigen Abschnitts berechnet man die optimale Lösung mithilfe der Pseudo-Inversen
von Wm:

am =
[
WH

mWm

]−1

WH
m · pm (3.28)

Das zugehörige Funktional lautet ∥em∥2 = ∥Wmam−pm∥2. Die Pseudo-Inverse wird mit-
hilfe des in Abschnitt 3.3.5 beschriebenen Verfahren berechnet.

Der Vorteil dieser Analysevariante besteht darin, dass die Modenzerlegung auf weni-
ge interessierende, z. B. aktiv zu regelnde azimutale Ordnungen eingeschränkt werden
kann. Wenn µ die niedrigste zu analysierende azimutale Ordnung ist, dann muss für
die Anzahl kombinierter axialer und radialer Messpositionen nur folgende Forderung
erfüllt sein:

NxNr > 2Nn(µ). (3.29)

3 Eine Ausnahme kann es im Fall einer stark drallbehafteten Strömung geben, siehe Abschnitt 2.5
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Bei hinreichend großer Ordnung µ, d. h. wenn Nn(µ)≪Nn(0) gilt, lässt sich der Mess-
aufwand durch Einsparung von axialen Messpositionen mitunter erheblich gegenüber
dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Verfahren reduzieren. Das Verfahren kann aber
auch – bei gleichem Messaufwand – für die vollständige Zerlegung des Schallfelds ein-
gesetzt werden.

In Anhang B ist der Zusammenhang zwischen den Modenanalyseansätzen dieses Ab-
schnitts und des voran gegangenen Abschnitts dargestellt. Das Gleichungssystem (3.22)
lässt sich Gleichung (B.15) zufolge unter Verwendung der Modellmatrix Wm auch in
eine Reihe über alle azimutale Ordnungen entwickeln:

p =

M∑
m=0

Vm ·Wm · am. (3.30)

Die Einträge der Matrix Vm bestehen gemäß Gleichung (B.14) nur aus den azimutalen
Eigenfunktionen, die zur Abbildung der Modenamplituden auf die Umfangsmessposi-
tionen benötigt werden.

Es liegt die Vermutung nahe, dass sich in den beiden Analysevarianten die Messfeh-
ler und die Unzulänglichkeiten der Modelle in unterschiedlicher Weise auf die Fehler-
vektoren e beziehungsweise em abbilden. Einen maßgeblichen Einfluss übt hierbei die
Kondition der Modellmatrizen aus, siehe auch Abschnitt 3.3.5. Theoretisch können sich
unterschiedliche Lösungen ergeben. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass in Messungen mit
optimierten Sensoranordnungen die Unterschiede zwischen den beiden Analysevarian-
ten sehr klein sind. Als Beispiel sei auf die in Abschnitt 5.3 dargestellten Untersuchun-
gen verwiesen, bei denen trotz schlechter Kondition bei der Analyse niedriger azimu-
taler Ordnungen das Ergebnis der Zerlegung höherer azimutaler Ordnungen auch bei
Verwendung des Lösungsansatzes (3.23) nicht beeinflusst wird. Dies ist in der Orthogo-
nalität der azimutalen Ordnungen begründet, die gemäß Gleichung (3.30) implizit auch
im Verfahren zur vollständigen Zerlegung des Schalldruckfelds wirksam ist.

3.3.4 Partielle Zerlegung des Schalldruckfelds

In manchen Anwendungen kann es sein, dass das in Abschnitt 3.3.3 beschriebene Ver-
fahren bei hohen Frequenzen selbst bei Beschränkung auf höhere azimutale Ordnun-
gen, eine zu große Anzahl von Messpositionen erfordert. Die Grundidee der partiel-
len Radialmodenanalyse besteht darin, dass auf die ringförmige Sensoranordnung zur
Auflösung aller azimutaler Ordnungen verzichtet werden kann, wenn sicher gestellt ist,
dass das Schallfeld nur durch wenige azimutale Modenordnungen dominiert wird, z. B.
durch die Rotor-Stator-Interaktionsmoden. Im Extremfall einer einzigen dominanten Mo-
denordnung ließe sich das Messgitter auf eine einzelne radial oder axial angeordnete
Linie von Mikrofonen reduzieren.

Der Ansatz der partiellen Radialmodenanalyse sieht eine Zerlegung des gemessenen
Schalldruckfelds in einem Schritt vor, ähnlich wie es in Abschnitt 3.3.2 für die voll-
ständige Zerlegung des Schalldruckfelds beschrieben wurde. Jedoch wird das in Glei-
chung (3.22) angegebene Gleichungssystem auf ein a priori festgelegtes Tupel azimutaler
Ordungen Mp = {m1,m2, . . .} eingeschränkt. Alle Elemente des Vektors a und alle Spal-
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ten der Modellmatrix W die nicht zu den ausgewählten azimutalen Ordnungen gehören,
werden von der Formulierung des Gleichungssystems ausgenommen. Die reduzierten
Größen werden mit aMp

und WMp
bezeichnet. Aus Gleichung (3.22) wird so

p = WMp
· aMp

. (3.31)

Gleichung (B.15) lautet sinngemäß

p =
∑

m∈Mp

Vm ·Wm · am. (3.32)

Die optimale Lösung des Gleichungssystems wird – wie in den Abschnitten zuvor – mit-
hilfe der Pseudo-Inversen der Modellmatrix WMp

berechnet. Dabei kommt wieder das
in Abschnitt 3.3.5 beschriebene Verfahren zum Einsatz. Die Gesamtzahl der für die Ana-
lyse mindestens erforderlichen Messpositionen orientiert sich an folgender Abschätzung:

Npos >
∑

m∈Mp

2Nn(m). (3.33)

Sofern nur die stromab oder nur die stromauf laufenden Moden berücksichtigt werden
sollen, reduziert sich das Gleichungssystem diesem Kriterium entsprechend. Da die Bei-
träge aller nicht berücksichtigten Modenordnungen in Form systematischer Fehler auf
die analysierten Modenordnungen abgebildet werden, sollte die Gesamtzahl Messpo-
sitionen im Sinne des besten Fehlerausgleichs möglichst groß gewählt werden. Unter
dem Gesichtspunkt einer guten Trennung von Nm azimutalen Ordnungen erscheint der
Einsatz von mindestens Nm über den Umfang verteilten, axialen (oder radialen) Sen-
sorarrays sinnvoll. Jedes Array sollte mit mindestens Nx = 2Nn(m) (m ∈Mp) Sensoren
ausgestattet sein. Die Frage, in welchem axialen Abstand die Sensoren gestaffelt werden
sollten, wird in Kapitel 4 beantwortet.

3.3.5 Verfahren der Singulärwerte-Zerlegung

Für die Berechnung der Inversen Modellmatrix wird das Verfahren der Singulärwerte-
Zerlegung (engl. singular value decomposition) (SVD) angewandt. Das Verfahren bietet
im Vergleich zu einfacheren numerischen Verfahren, wie z. B. dem Gaußverfahren, meh-
rere Vorteile: Wenn das zu lösende Gleichungssystem vollständig oder nahezu singulär
ist, kann mit dem SVD-Verfahren eine Diagnose durchgeführt und u. U. noch eine sinn-
volle Lösung berechnet werden [99, 152].

Mit Hilfe des SVD-Verfahren wird nach [108] die (M×N) Matrix W zerlegt in

W = U
[
diag(ζj)

]
VH. (3.34)

Die Singulärwerte ζj bilden die Diagonale der (N×N) Matrix [diag(ζj)]. Die (M×N)

Matrix U und die (N×N) Matrix VH sind im reellen Fall orthogonal. In der vorliegen-
den Anwendung sind sie aufgrund der komplexwertigen Elemente jedoch unitär. Der
Lösungsvektor von Gleichung (3.22) berechnet sich durch

a = V
[
diag(1/ζj)

]
UHp. (3.35)



3.3 inverse radialmodenanalyse 49

Die Robustheit der Lösung hängt vom Spektrum der Singulärwerte ab. Wenn einer oder
mehrere der Singulärwerte ζj Null sind, dann ist die Matrix singulär und es existiert
ohne weitere Maßnahmen keine Lösung. Ist die Matrix zwar nicht singulär, aber sind
einige Singulärwerte im Vergleich zum größten Singulärwert relativ klein, dann tragen
die zugehörigen Komponenten kaum zur Matrixabbildung bei, d. h. für die aufgestellte
Matrix W liegt der gegebene Vektor p nicht vollständig im Bildbereich. Die Konsequenz
für die Lösung lässt sich anhand von Gleichung (3.35) nachvollziehen: Wenn der j-te
Singulärwert sehr klein ist, dann gehen die j-te Spalte der Matrix V und die j-te Zeile
der Matrix UH mit sehr großem Gewicht in jedes Element des Lösungsvektors ein. Die
Anpassung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ist demzufolge stark Feh-
ler behaftet. Als relatives Bewertungsmaß für die Stabilität des numerischen Verfahrens
wird das Verhältnis des größten zum kleinsten Singulärwert herangezogen [118]:

κ =
ζmax

ζmin
. (3.36)

Die Größe κ wird als Konditionszahl bezeichnet. Eine Matrix wird als schlecht konditio-
niert bezeichnet, wenn die Konditionszahl so groß ist, dass 1/κ in die Größenordnung
der Rechengenauigkeit gelangt.

Ist eine Matrix schlecht konditioniert, kann man versuchen sie durch ein besser kondi-
tioniertes System zu ersetzen, etwa indem man die Modellmatrix W besser aufstellt. Von
dieser Möglichkeit wird in Kapitel 4 durch systematische Variation der Messpositionen
Gebrauch gemacht. Alternativ und ohne notwendiges Vorwissen gibt es die Möglich-
keit, die Kondition des Problems einfach durch Nullsetzen der kleinsten Singulärwerte
oder durch Regularisierung zu verbessern [70, 152]. Obwohl damit Freiheitsgrade des
Systems verloren gehen, lässt sich auf diesem Wege oft ein besserer Lösungsvektor und
damit ein geringeres Residuum erzielen. Eine Regularisierung kommt in Abschnitt 5.3
zur Anwendung.

3.3.6 Bewertung der Analysegenauigkeit

Die wichtigsten stochastischen und systematischen Fehlereinflüsse auf die Schalldruck-
messung wurden bereits in Abschnitt 3.1 zusammen gefasst. In der Modenanalyse kom-
men weitere systembedingte Ursachen von Ungenauigkeiten hinzu:

• ungünstige Wahl der Messpositionen,

• Toleranzen im Versuchsaufbau,

• Toleranzen bei der Sensorinstallation,

• Störung der Strömung durch die Sensorgehäuse,

• Schallstreuung an den Sensorgehäusen,

• unzureichende Modellierung des stationären Strömungsfelds (z. B. Geschwindigkeits-
oder Temperaturgradienten, Nachlaufdellen von Leitgittern) und

• unzureichende Modellierung des instationären Druckfelds (z. B. von Rotornachläu-
fen verursachte konvektive Moden).



50 experimentelle modenanalyseverfahren

Der Einfluss der Messpositionen auf das Analyseergebnis wird ausführlich in Kapitel 4

behandelt. Die Einflüsse der anderen potentiellen Fehlerquellen sind stark situationss-
pezifisch und lassen sich schwieriger in verallgemeinerter Form untersuchen. Zum Teil
hängen sie mit der eingesetzten Sensoranordnung zusammen und können bereits durch
sorgfältige Versuchsplanung minimiert werden. Insbesondere die drei letzten Punkte er-
fordern eine Weiterentwicklung des Modells, welches der Analyse zugrunde liegt.

Die im Folgenden beschriebene Vorgehensweise ist zur Analyse der Fortpflanzung
stochastischer Störungen der Schalldruckmessung auf die Modenamplituden konzipiert.
Mit Blick auf die in Kapitel 4 durchgeführten Untersuchungen beziehen sich die Darstel-
lungen auf das in Abschnitt 3.3.3 beschriebene Modenanalyseverfahren zur Zerlegung
von Azimutalmodenamplituden. Eine Übertragung der Darstellungen auf die beiden
anderen Modenanalyseverfahren ist in Anhang C zu finden.

Kondition der Modellmatrix

Im vorherigen Abschnitt wurde die Konditionszahl als Maß für die Lösbarkeit und die
Stabilität eines inversen numerischen Verfahrens eingeführt. Für die Analyse der Mo-
denordnung m mit der Modellmatrix Wm ist sie definiert als

κm =
ζmax(Wm)

ζmin(Wm)
. (3.37)

Die Konditionszahl stellt ein Maß für die Verstärkung von Fehlern in den Eingangsgrö-
ßen dar, es gilt die Abschätzung [118]

∥ãm∥
∥am∥

6 κm
∥p̃m∥
∥pm∥

. (3.38)

Eine Konditionszahl von κm = 1 bedeutet, dass die Schwankungen der Eingangsgrößen
p̃m nicht verstärkt, d. h. höchstens in gleichem Ausmaß in die Abbildungsgrößen ãm
transformiert werden. Dies stellt den Idealfall dar, in dem die Matrix Wm Diagonalform
besitzt. Wenn das Gleichungssystem überbestimmt ist, können die Schwankungen ãm
durch den Fehlerausgleich allerdings sogar geringer ausfallen.

Relativer Gesamtfehler, modale Standardabweichung und modaler Signal-Rausch-Abstand

Bei der Durchführung der Modenanalyse stellt sich die Frage, wie sich die Fehler der
Schalldruckmessung auf die einzelnen Modenamplituden fortpflanzen. Zur Bewertung
der Fehlerfortpflanzung wurde ein Verfahren entwickelt, dessen Berechnungsschritte in
Abbildung 3.5 schematisch dargestellt sind:

1. Im ersten Schritt werden auf Basis des z. B. aus einer Messung bekannten Vektors
von Modenamplituden a0

m mit Hilfe von Gleichung (3.27) die Azimutalmodenam-
plituden p0

m an den Nx×Nr Gitterpositionen (xj, rk) rekonstruiert.

2. Es werden nunNavg Modenanalysen mit charakteristischen Messfehlern simuliert.
Dazu wird jeder rekonstruierten Azimutalmodenamplitude p0

m in der i-ten simu-
lierten Messung die Rauschamplitude

p̃m(xj, rk)[i] = smajk[i]ei2πbjk[i] (3.39)
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Abbildung 3.5: Simulationsschema zur Bewertung der Fortpflanzung von Messungenauigkeiten
in die Modenamplituden bei der Zerlegung von Azimutalmodenamplituden.

überlagert. Die Standardabweichung der Azimutalmodenamplituden sm wurde
zuvor aus den Schalldruckmessungen ermittelt, siehe Abschnitt 3.2.2. Die Größe
al[i] stellt eine zufällige reelle, der Standardnormalverteilung genügende Zahl und
bl[i] eine zufällige reelle, gleichmäßig im Intervall [0, 1] verteilte Zahl dar. Für jede
Einzelmessung pm[i] wird der Vektor der Radialmodenamplituden am[i] gemäß
Gleichung (3.28) ermittelt.

3. Nach Navg simulierten Modenanalysen kann die Analysegenauigkeit auf zwei Ar-
ten quantifiziert werden:

• als relativer Gesamtfehler δAm für alle Moden und

• in Form einer Standardabweichung s±mn für jede einzelne Mode.

Der relative Gesamtfehler ist definiert als

δAm =
∥ãm∥/∥a0

m∥
∥p̃m∥/∥p0

m∥
(3.40)

und ermöglicht eine genauere Abschätzung des Analysefehlers als durch die Konditi-
onszahl in Gleichung (3.38). Es gilt δAm6κm. Zur Auswertung von Gleichung (3.40)
müssen zuvor die Mittelwerte der Schwankungsterme über alle simulierten Einzelmes-
sungen berechnet werden, d.h.

∥p̃m∥ =
1

Navg

Navg−1∑
i=0

√Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

⏐⏐pm(xj, rk)[i] − p0

m(xj, rk)
⏐⏐2 (3.41)

und

∥ãm∥ =
1

Navg

Navg−1∑
i=0

√Nn∑
n=0

⏐⏐A±mn[i] −A
± 0

mn,
⏐⏐2. (3.42)

Schließlich lässt sich aus den simulierten Messungen die Standardabweichung jeder Mo-
denamplitude bestimmen:

s±mn =

√ 1

Navg − 1

Navg−1∑
i=0

⏐⏐A±mn[i] −A
± 0

mn

⏐⏐2. (3.43)
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Dies ermöglicht die Angabe eines modalen Signal-Rausch-Abstands:

(SNR)±mn = 20 log

⎛⎝
⏐⏐⏐A±(0)

mn

⏐⏐⏐
smn

⎞⎠ . (3.44)

Für die modale Schallleistung kann mithilfe einer Fehlerfortpflanzungsrechnung eine als
S±mn bezeichnete Standardabweichung berechnet werden. Wie in Abschnitt C ausgeführt
ist, ergibt sich diese zu

S±mn =
πR2

ρc

αmn (1 − M2

x)
2

(1∓αmnMx)2

(
2|A±mn|s

±
mn + (s±mn)

2
)

. (3.45)

Differenz zwischen gemessenem und rekonstruiertem Schallfeld

Mit dem zuvor beschriebenen Verfahren wird der Einfluss der gewählten Messpositio-
nen auf die numerische Stabilität der Analyse beurteilt. Systematische Fehler, die z. B.
auf den eingangs erwähnten Unzulänglichkeiten der Modellgleichungen beruhen, wer-
den in dieser Beurteilung nicht erfasst. Die Relevanz systematischer Fehler kann durch
Berechnung der Differenz zwischen dem gemessenen Schallfeld und den aus dem Mo-
denamplituden rekonstruierten Schallfeld einschätzen:

∥∆pm∥ =

√Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

⏐⏐pm(xj, rk) − prekm (xj, rk)
⏐⏐2 / ∥pm∥. (3.46)

Die rekonstruierten Azimutalmodenamplituden prekm werden durch Einsetzen des Vek-
tors am in Gleichung (3.27) berechnet.

3.4 radialmodenanalyse auf basis eines beamforming-algorithmus

In der Literaturübersicht in Abschnitt 1.2.1 wurde auf alternative Verfahren zur Radial-
modenzerlegung mittels einer Fouriertransformation des gemessenen Schalldruckfeldes
in axialer Richtung hingewiesen. Der Nachteil solch einer axialen Wellenzahlanalyse
besteht – im Vergleich zur Frequenzanalyse im Zeitbereich – in der vergleichsweise ge-
ringen Auflösung aufgrund der beschränkten Anzahl von Messstellen. Hinzu kommt,
dass das Spektrum der axialen Wellenzahlen nicht-äquidistant ist und es bei der Fou-
rieranalyse zu Leckeffekten kommt. Insbesondere bei hohen Frequenzen lassen sich die
Beiträge einzelner Moden mit diesem Ansatz nur sehr schlecht separieren. Der Grund
dieses Verfahren hier trotzdem darzustellen besteht darin, dass die Radialmodenanalyse
eine axiale Wellenzahlanalyse impliziert. Die im Folgenden dargestellten Betrachtungen
sind in Kapitel 4 bei der Analyse von Ursachen schlechter Modellmatrix-Konditionen
hilfreich.

Das Beamforming-Verfahren beruht auf dem Prinzip akustischer Richtantennen, in
dem ein Array von Mikrofonen dazu benutzt wird, Wellen verschiedener Laufrichtun-
gen voneinander zu unterscheiden. In der Übertragung der Anwendung vom Freifeld
auf den Strömungskanal beziehen sich einige Autoren auf den axialen Ausbreitungs-
winkel [61, 62]. Dieser ist anschaulicher als die axiale Wellenzahl und liefert zudem eine
grobe Abschätzung des Abstrahlwinkels vom Kanal ins Freie. Die axiale Wellenzahl k±mn
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kann durch Umformung von Gleichung (2.37) wie folgt als Funktion des Ausbreitungs-
winkels θ±mn geschrieben werden:

k±mn = kb(θ±mn) mit b(θ) =
cos(θ)

1 +Mx cos(θ)
. (3.47)

Die Modenentwicklung des Schallfelds aus Gleichung (2.19) wird damit zu

p(x, r,φ) =
∑
m

∑
n

(
A+

mne
ikb(θ+

mn)x +A−
mne

ikb(θ−
mn)x

)
fmn(r)e

imφ. (3.48)

Für eine Fourierzerlegung des vom axialen Ausbreitungswinkel abhängigen Schall-
felds werden nun Schalldruckmessungen an Nx gleichmäßig angeordneten axialen Po-
sitionen xj = x0+j∆x (j= 0,. . . ,Nx−1) vorausgesetzt. Zur Vermeidung einer Unterabtas-
tung ist der Sensorabstand ∆x entsprechend der Nyquistbedingung zu wählen, welche
mit der größten auftretenden axialen Wellenzahl und damit mit der stromauf laufenden
Mode (0, 0) verknüpft ist:

∆x < ∆xNy =
π

kmax
=

π

k−0,0
=
π

k
(1 −Mx). (3.49)

Die Schalldruckamplitude einer Mode, die im Beobachtungswinkel θw auf das Senso-
rarray an der Kanalwand r=R und der Umfangsposition φ auftritt, kann dann geschätzt
werden durch

p̂(θw,φ) =
1

Nx

Nx∑
j=1

p(xj,R,φ) · e−ikb(θw)(x0+j∆x) (3.50)

Diese Formel wird als Arrayantwortfunktion bezeichnet. Im weiteren werden nur noch
Beobachtungswinkel von stromauf laufenden Moden betrachtet, z. B. zur Modenanaly-
se im Eintritt einer Strömungsmaschine. Außerdem wird ohne Beschränkung der Allge-
meingültigkeit die Referenzmessposition auf x0 = 0 gesetzt. Einsetzen von Gleichung (3.48)
in Gleichung (3.50) liefert

p̂(θw,φ) =
∑
m

∑
n

A−
mnfmn(R)e

imφ 1

Nx

Nx∑
j=1

eik(b(θ
−
mn)−b(θw))j∆x

                                                                            
H(θ−

mn |θw)

. (3.51)

An dieser Stelle wurde die so genannte Richtungsfunktion H(θ−mn|θw) eingeführt. Wie
z. B. auf Seite 369f. in Referenz [89] ausgeführt wird, lässt sie sich unter Verwendung der
Summenformel für geometrische Reihen umformen:

H(θ−mn |θw) = H(∆b) =
1

Nx

sin
(
Nx

2
∆b
)

sin
(

1

2
∆b
) ei∆b(Nx−1)/2. (3.52)

Dabei wurde die Abkürzung

∆b = k∆x
(
b(θ±mn) − b(θw)

)
(3.53)

verwendet. Die Güte der Modenanalyse hängt entscheidend vom Verlauf der Richtungs-
funktion ab. Im Idealfall müsste für die Separation der Mode (m,n) gelten

⏐⏐H(θ−mn | θw)
⏐⏐ =

⎧⎨⎩1, wenn θw = θ−mn,

0, sonst.
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Abbildung 3.6: Beamforming-Richtungsfunktion eines axialen Arrays an der Kanalwand für vier
verschiedene Sensoranzahlen Nx.

Tatsächlich hat die Richtungsfunktion jedoch die in Abbildung 3.6 dargestellte Form.
Sie besitzt Hauptkeulen an den Stellen ∆b= z 2π mit z∈Z und pro Periode zu jeder
Seite Nx/2−1 Nebenkeulen. Die Größe ∆b in Gleichung (3.53) spiegelt die Differenz
zwischen dem Beobachtungswinkel und dem Modenausbreitungswinkel wieder. Sollen
in der Arrayantwortfunktion (3.50) die Beiträge von zwei Moden getrennt werden, deren
Ausbreitungswinkel dicht benachbart sind, so muss die Hauptkeule der Richtungsfunk-
tion möglichst schmal sein. Dies kann, wie Abbildung 3.6 zeigt, durch eine möglichst
hohe Anzahl von Messpositionen erreicht werden. Grundsätzlich gilt, dass Arrays endli-
cher Länge eine Hauptkeule endlicher Breite besitzen [57]. Die Breiten der abgebildeten
Hauptkeulen ∆bw sind in Tabelle 3.1 gegenübergestellt. Zur Charakterisierung der Keu-
lenbreite wurde die übliche Definition herangezogen: Die Keulenbreite entspricht dem
Winkelbereich, innerhalb dessen die Amplitude relativ zum Maximum und zu jeder Sei-
te um 3dB abfällt.

Eine weitere wichtige Größe stellt die Dynamik der Richtungsfunktion dar. Definiert
man diese als das Amplitudenverhältnis des Hauptmaximum zum erstem Nebenmaxi-
mum, d. h. ∆H=H(0)/H(3π/Nx), dann ergeben sich für Arrays mit Nx = 4, 12 und 24

Sensoren die in Tabelle 3.1 angegebenen Dynamiken (für das aus zwei Sensoren beste-
hende Array lässt sich keine Dynamik spezifizieren). Die Dynamik ist in allen Fällen
recht begrenzt, eine Verdopplung der Sensorzahl von 12 auf 24 führt offenbar zu kei-
ner signifikanten Verbesserung. Bezieht man die Dynamik hingegen auf den Verlauf der

Nx ∆bw |∆H | [dB]

2 π –

4 1.43 11.4

12 0.465 13.2

24 0.232 13.4

Tabelle 3.1: Hauptkeulenbreite ∆bw und Dynamik ∆H der Richtungsfunktion H(∆b).
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Abbildung 3.7: Richtcharakteristik eines aus Nx = 60 Positionen bestehenden axialen Sensorar-
rays für vier verschiedene modale Ausbreitungswinkel θmn im Fall ohne Strö-
mung. Im linken Diagramm beträgt der axiale Sensorabstand ∆x = 0.95∆xNyq,
im rechten Diagramm ist der axiale Sensorabstand ∆x = 0.2∆xNyq.

Einhüllenden in Abhängigkeit der Winkeldifferenz ∆b, dann nimmt diese mit zuneh-
mender Sensorzahl in stärkerem Maße ab.

Die Richtcharakteristik eines Sensorarrays variiert aufgrund der cos-Abhängigkeit in
Gleichung (3.47) empfindlich mit dem modalen Ausbreitungswinkel. Dies ist in Abbil-
dung 3.7 für vier Moden und ein Array mit Nx = 60 Sensoren illustriert. Moden relativ
steiler Ausbreitungswinkel π/2 6 θmn 6 3/4π lassen sich demnach besser voneinan-
der trennen als Moden mit flachen Ausbreitungswinkeln. Unglücklicherweise flacht der
Ausbreitungswinkel einer Mode mit zunehmender Frequenz recht schnell ab, so dass
gerade in diesem ungünstigen Bereich die Ausbreitungswinkel von Moden niedriger ra-
dialer Ordnungen dicht zusammen rücken. Dies kann leicht anhand von Abbildung 2.9
in Kombination mit Gleichung (2.37) nachvollzogen werden, die sich im Fall ohne Strö-
mung auf cos(θmn)=±αmn reduziert.

Eine zusätzliche Schwierigkeit tritt dann auf, wenn die zu analysierende Frequenz und
die axiale Staffelung der Sensoren nicht gut aufeinander abgestimmt sind. Im bereits dis-
kutierten Fall ist die Abstimmung nahezu optimal: bezogen auf die Analysefrequenz k
beträgt der axiale Abstand ∆x= 0.95∆xNy. Wird dagegen ein kleinerer Abstand gewählt,
dann werden die Keulen deutlich breiter. Dies verdeutlicht das rechte Diagramm der
Abbildung 3.7. Es zeigt die modalen Richtcharakteristiken derselben Moden für ein Ar-
ray mit den axialen Sensorabständen ∆x= 0.2∆xNy. Bezogen auf die Richtungsfunktion
wirkt sich das Produkt k∆x in Gleichung (3.53) als Skalierungsfaktor aus. Für den Fall,
dass eine Modenanalyse über einen größeren Frequenzbereich durchgeführt werden soll,
wäre eine Schachtelung von Arrays unterschiedlicher Sensorabstände von Vorteil.





4
O P T I M I E R U N G V O N S E N S O R A R R AY S F Ü R D I E I N V E R S E
R A D I A L M O D E N A N A LY S E

In diesem Kapitel wird eine Vorgehensweise zur Optimierung von Sensorarrays für das
inverse Radialmodenanalyseverfahren vorgestellt und auf vier für die praktische Anwen-
dung relevante Messanordnungen angewendet: Radiale Sensorrechen, mit denen das
Schallfeld im Kanalinneren abgetastet wird und axiale Sensorarrays, die zur Abtastung
des Schallfelds an der Kanalwand verwendet werden können. Für einen möglichst uni-
versellen Vergleich wird eine vom Nabenverhältnis und der Strömungsgeschwindigkeit
unabhängige Darstellung gewählt. Die Optimierungen sind für alle drei in Abschnitt 3.3
beschriebenen Ansätze gültig.

Die Abhängigkeiten der Kondition der Modellmatrix von den axialen Positionen der
Sensorarrays und Ursachen schlechter Matrixkonditionen werden in Abschnitt 4.1 einge-
hend untersucht. In Abschnitt 4.2 werden bei gleicher Anzahl von Sensorpositionen für
jedes Array der optimale axiale Sensorabstand und die höchste analysierbare Frequenz
abgeleitet. Gegenstand von Abschnitt 4.3 ist die Auswertung und Gegenüberstellung
der Analysegenauigkeiten, mit der sich einzelne Moden durch die verschiedenen Senso-
rarrays bestimmen lassen. Abschnitt 4.4 beschäftigt sich mit der Frage, wie viele axiale
Messpositionen die Sensorarrays für die Modenanalyse bei einer bestimmten Frequenz
mit vorgegebener Genauigkeit benötigen und welche axiale Ausdehnung des Arrays
damit verbunden ist.

4.1 konditionsanalyse der modellmatrix

Zur Untersuchung von inversen Problemstellungen hat sich die Methode der Konditions-
analyse in den letzten Jahren als nützlich erwiesen [19, 98, 99, 138]. Im vorliegenden Fall
hängt die Kondition der Modenanalyse-Modellmatrix W bzw. Wm grundsätzlich von ei-
ner großen Anzahl von Parametern ab: der Frequenz, den ausbreitungsfähigen azimuta-
len und radialen Modenordnungen, dem Nabenverhältnis, den Gleichströmungsgrößen
und den axialen und radialen Sensorpositionen. Eine auf den gesamten Paramterraum
ausgedehnte systematische Studie ist jedoch nicht erforderlich. Die in den Kapiteln 2

und 3 angestellten Überlegungen erlauben eine Einschränkung der Untersuchungen
auf die Modenordnung m= 0. Die Ordnung m= 0 setzt sich – abgesehen vom Fall ex-
trem drallbehafteter Strömung – aus der höchsten Anzahl ausbreitungsfähiger radialer
Ordnungen mit den höchsten axialen Wellenzahlen zusammen und ist damit bezüglich
der Anforderungen an die Modenanalyse maßgebend. Des Weiteren sind die für die
Ordnung m= 0 berechneten Ergebnisse weitgehend vom Nabenverhältnis unabhängig
gültig.
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4.1.1 Untersuchter Parameterbereich

Für alle Untersuchungen in diesem Kapitel wird angenommen, dass die stationäre Strö-
mung drallfrei und der Einfluss eines radialen Strömungsprofils auf die Modenformen
vernachlässigbar ist. Der konvektive Einfluss der axialen Strömungskomponente kann
durch Anwendung der Prandtl-Glauert-Transformation eliminiert werden:

x = βx′,

k = βk′. (4.1)

Hierin bezeichnet β =
√

1 −M2

x den Dopplerfaktor und sind die transformierten Grö-
ßen durch den Strich gekennzeichnet. Die Notation wird gegebenenfalls auf alle abhän-
gigen Größen übertragen, z. B. auf den Ausbreitungsfaktor:

α′mn =

√
1 −

σ2

mn

(k′R)2
. (4.2)

Eine speziell für die Modenordnung m = 0 gültige, vom Nabenverhältnis nahezu unab-
hängige Darstellung der axialen Koordinate und der Wellenzahl wird durch folgende
Normierung ermöglicht:

x′′ =
x′

1 − η
=

x

β(1 − η)
, (4.3)

k′′ = (1 − η) k′ =
(1 − η)

β
k. (4.4)

Diese Definition geht auf die Abschätzung in Gleichung (2.44) zurück. Entsprechend
der Diskussion von Abschnitt 2.4.2 sind alle in den folgenden Abschnitten für die dop-
pelt gestrichenen Größen x′′und k′′dargestellten Berechnungen für das Nabenverhältnis
η= 0.75 durchgeführt worden.

Die Anzahl kombinierter axialer und radialer Positionen wurde für alle Sensoranord-
nungen A-I bis A-IV willkürlich auf 24 festgelegt. Theoretisch lassen sich hiermit je bis
zu zwölf stromab und stromauf laufende radiale Modenordnungen analysieren. Alle

η 0 0 .75

(k′′R)0 ,12 37.7 37.7

(k′R)0 ,12 38.5∗ 150.8

(kR)0 ,12 36.7∗ 143.9

f0 ,12 [Hz] 4010
∗

15714

max(m) 35 146

max(n) 12 12

Nmod 786 5196

Tabelle 4.1: Kenngrößen der Modenfelder in Strömungskanälen mit den Nabenverhältnissen
η= 0 und η= 0.75, jeweils Außenradius R= 0.5 m, Machzahl Mx = 0.3 und Tempera-
tur T = 20° C bei einer Referenzfrequenz von k′′R=(k′′R)0,12=37.7 (∗ exakte Werte).
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Berechnungen wurden folglich in einem Frequenzbereich durchgeführt, der nach oben
durch die Cut-on-Frequenz der Mode (0,12) begrenzt wird: 06k′′R<(k′′R)0,12 = 37.7. Ta-
belle 4.1 gibt einen Eindruck der sehr unterschiedlichen Parameterbereiche, die durch
die Normierung bezüglich des Nabenverhältnis in einer Darstellung zusammengefasst
werden konnten.

In allen Betrachtungen wird ein ausreichend großer Abstand der Sensorarrays zu den
Schallquellen angenommen, so dass nicht-ausbreitungsfähige Moden in der Analyse
nicht berücksichtigt werden müssen. Weiterhin seien die Sensoren punktförmig, d. h.
die Abmessungen der Sensormembran sind vernachlässigbar klein gegenüber den Wel-
lenlängen in den drei Koordinatenrichtungen.

4.1.2 Ursachen schlechter Kondition

In Abbildung 4.1 ist die Konditionszahl der Modellmatrix W0 für die Sensoranordnun-
gen A-I und A-IV dargestellt. Die Eigenschaften der Sensoranordnungen A-II und A-III
werden durch diese beiden Arrays eingegrenzt und erst in Abschnitt 4.2 genauer be-
trachtet. Die Konditionszahl ist in logarithmischer Skala und farblicher Kodierung als
Funktion der skalierten dimensionslosen Frequenz k′′R und des skalierten dimensions-
losen axialen Sensorabstands ∆x′′/R aufgetragen.

Im Allgemeinen kann festgestellt werden, dass die Kondition der Matrix empfindlich
mit der Frequenz und mit dem axialen Sensorabstand variiert. Für eine Analyse bei nied-
rigen Frequenzen scheint ein größerer Sensorabstand vorteilhaft zu sein. Das Gleiche gilt
für Analysen nahe der Cut-on-Frequenzen. Mit zunehmender Frequenz verringert sich
der günstigste axiale Sensorabstand. Auffällig ist der starke Anstieg der Matrixkondition
des wandbündigen axialen Sensorarray A-IV im mittleren Frequenzbereich. Im höheren
Frequenzbereich gibt es nur noch begrenzte Intervalle niedriger Kondition in Zusam-
menhang mit größeren Sensorabständen. Insgesamt stellt sich im relativen Vergleich die
Kondition der Anordnung A-I günstiger als die Kondition der Anordnung A-IV dar. Die
Ursachen für eine schlechte Matrixkondition werden nun im Detail untersucht.

Für eine vertiefte Analyse wird die Modellmatrix Wm in mehrere Matrizen zerlegt.
Die detaillierte Zerlegung ist ist in Anhang D ausgeführt. Maßgeblich für die Kondition
ist die Matrix YHY, die sich in vier quadratische Matrizen unterteilen lässt:

YHY =

(
Ŷ(1) Ŷ(2)

Ŷ(3) Ŷ(4)

)
. (4.5)

Jedes Element Ŷ(i)vw dieser Matrizen bildet – paarweise für die radialen Ordnungen v

und w – Wellenzahlanalysen in radialer und axialer Richtung ab, und zwar in folgender
Weise1:

Ŷ
(i)
vw = CvwD

(i)
vw (i = 1, 2, 3, 4), (4.6)

mit

Cvw =

Nr−1∑
k=0

fmv(rk)fmw(rk) (4.7)

1 Die folgenden Formeln gelten für alle azimutalen Ordnungen.
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und

D
(1)
vw =

(
D

(4)
vw

)∗
=

Nx−1∑
j=0

e−i(α′′mw−α′′mv)k
′′j∆x′′ , (4.8)

D
(2)
vw =

(
D

(3)
vw

)∗
=

Nx−1∑
j=0

e−i(α′′mw+α′′mv)k
′′j∆x′′ , (4.9)

wobei jeweils 06v<Nn und 06w<Nn.

Die Summe Cvw stellt die diskrete Formulierung der radialen Orthogonalitätsrela-
tion (2.31) dar. Im Idealfall, wenn die Anzahl radialer Messpositionen mindestens so
groß wie die Anzahl ausbreitungsfähiger radialer Ordnungen ist, d.h. Nr>Nn, werden
mit dem Array die Anteile der verschiedenen radialen Eigenschwingungen vollständig
voneinander getrennt. Dann gilt unabhängig von der Frequenz für die Hauptdiagonal-
elemente |Cvv|≫ 0 und alle sonstigen Elemente mit v,w sind ungefähr Null. Dies wirkt
sich günstig auf die Kondition der Modellmatrix aus.

Jedes ElementD(i)
vw (i = 1, 2, 3, 4) stellt eine axiale Wellenzahlanalyse dar, wie sie in ähn-

licher Weise für das Beamformingverfahren in Abschnitt 3.4 beschrieben wurde. Unter
Verwendung der Abkürzung ∆b= (α′′mw ±α′′mv) k

′′∆x′′ können die Ausdrücke direkt in
Gleichung (3.52) überführt werden. Im übertragenen Sinne drückt jedes Element D(i)

vw

über die entsprechen modifizierte Funktion H(α′′mv|α
′′
mw) die Fähigkeit des Sensorarrays

aus, zwei Moden der Ordnungen (m, v) und (m,w) durch Messung an den gegebenen
axialen Positionen voneinander zu trennen. Die Elemente D(1)

vw und D(4)
vw betreffen dabei

Moden gleicher Laufrichtung und die Elemente D(2)
vw und D(3)

vw Moden entgegengesetz-
ter Laufrichtung. Die Güte der Trennung hängt von der Keulenbreite ∆bw ab, welche in
Tabelle 3.1 für die vier betrachteten Sensoranordnungen angegeben ist. Im Sinne einer
niedrigen Konditionszahl müssen alle Elemente D(i)

vw – mit Ausnahme der Hauptdiago-
nalelemente D(1)

vv und D(4)
vv – möglichst klein sein. Dies ist dann der Fall, wenn folgende

Bedingungen für alle möglichen Parameterkombinationen erfüllt sind:⏐⏐ (α′′mw −α′′mv) k
′′∆x′′ − z · 2π

⏐⏐ > ϵ (4.10)

und⏐⏐ (α′′mw +α′′mv) k
′′∆x′′ − z · 2π

⏐⏐ > ϵ, (4.11)

wobei z∈Z eine beliebige ganze Zahl ist. Der Parameter ϵ gibt einen Unschärfebereich
an, der in Zusammenhang mit der Keulenbreite der Richtungsfunktion steht, d. h. es
gilt ϵ∝∆bw. Prinzipiell können drei Konstellationen auftreten in denen eine oder beide
Bedingungen verletzt werden. Diese werden im Folgenden anhand der beiden Sensorar-
rays A-I und A-IV diskutiert.

4.1.3 Anordnung mit zwei radialen Sensorrechen (Anordnung A-I)

Sensoranordnung A-I besitzt mit Nr = 12 radialen Positionen ausreichend Stützstellen
für eine vollständige Zerlegung in die radialen Modenordnungen. Alle Nebendiagonal-
elemente der Matrizen Y(1)

vw bis Y(4)
vw sind Gleichung (4.7) zufolge näherungsweise Null.
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Abbildung 4.1: Kondition der Modellmatrix Wm für die Analyse der Ordnung m= 0 mit Sensor-
array A-I und A-IV. Die Cut-on-Frequenzen der Ordnungen n= 1 bis n= 11 sind
durch das Symbol △ gekennzeichnet.

A-I

∆
x”

/R

k”R

∆x”k”=π
⊴⊴

A-IV

k”R

∆x”k”=π
⊴
⊴

Abbildung 4.2: Farblich markiert sind mithilfe der Gleichungen (4.10) und (4.11) identifizierte
Bereiche, in denen die Trennschärfe der Arrays unzureichend bezüglich der paar-
weisen Separation von Moden der Ordnung m= 0 und ungleichen axialen Lauf-
richtungen (rot, blau) bzw. gleichen axialen Laufrichtungen (grün, violett) ist.

Es verbleibt die Aufgabe die verschiedenen Ausbreitungsrichtungen zu trennen. Hier-
bei kommt es auf die Hauptdiagonalemente D(i)

vw der Matrizen Y
(2)
vw bis Y(3)

vw an. Für
eine gute Separation muss Gleichung (4.11) paarweise für alle hin- und rücklaufenden
Moden der gleichen Ordnung erfüllt sein. Das linke Diagramm in Abbildung 4.2 zeigt
Kombinationen von k′′ und ∆x′′, für die dies nicht zutrifft. Der Unschärfeparameter ent-
spricht in dieser Darstellung einem Zwölftel der Keulenbreite der Richtungsfunktion,
d. h. ϵ=∆bw/12 = 0.26.

Rot gefärbt sind die Bereiche, in denen Gleichung (4.11) für z= 0 nicht erfüllt ist. Dies
ist insbesondere an der Cut-on-Grenze einer Mode der Fall. Anschaulich gesehen besteht
das Problem in dem sehr kleinen Ausbreitungsfaktor α′′

0v ≈ 0 und der damit verbunde-
nen sehr geringen Phasenänderung der hin- und zurücklaufenden Moden. Diese kann
durch die beiden im Abstand ∆x angeordneten Messebenen nicht detektiert werden.
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Blau gekennzeichnet sind Kurvenscharen, für die Gleichung (4.11) mit z= 1 nicht er-
füllt sind. Die Kurvenscharen beschreiben für die zugehörigen Modenordnungen eine
räumliche Fehlabtastung in dem Sinne, dass bezogen auf die modale Wellenlänge die Ab-
stastpunkte gerade ungefähr im Periodenabstand π angeordnet sind. In Abbildung 4.2
ist die zu den hin- und zurücklaufenden Moden der Ordnung (0,0) gehörige Kurve in
schwarzer Farbe hervorgehoben. Die Kurve definiert eine frequenzabhängige Schranke
für den axialen Sensorabstand. Mit α′′

00
≡ 1 kann der kritische Sensorabstand wie folgt

eingegrenzt werden:

π− ϵ
2

k′′
6 ∆x′′krit 6

π+ ϵ
2

k′′
. (4.12)

Für ϵ= 0 ergibt sich hieraus

∆x′′krit =
π

k′′
bzw. ∆xkrit = (1 −M2

x)
π

k
, (4.13)

d. h. ein Kriterium, dass sich um den Faktor (1 +Mx) vom Nyquist-Kriterium (3.49)
unterscheidet2.

4.1.4 Sensoranordnung mit bündigen Sensoren an der Außenwand (A-IV)

Mit Sensoranordnung A-IV wird die Zerlegung in die verschiedenen radialen Kompo-
nenten ausschließlich über eine axiale Wellenzahlanalyse durchgeführt. Alle Elemente
der Matrizen Y

(1)
vw bis Y(4)

vw sind von Null verschieden, d. h. im Vergleich zu Anord-
nung A-I ist die Modellmatrix ganz anders aufgestellt. Die kritischen Kombinationen
von k′′ und ∆x′′, für die sich nicht alle Modenpaare voneinander trennen lassen, sind
in Abbildung 4.2 im rechten Diagramm dargestellt. Hier wurde als Unschärfeparameter
ϵ = ∆bw/6 gewählt.

Offensichtlich können mit Sensoranordnung A-IV Moden nahe der Cut-on-Grenze
besser als mit Sensoranordnung A-I detektiert werden. Begründet ist dies in der erheb-
lich längeren Messstrecke Lx = (Nx − 1)∆x= 23∆x, durch welche schwache Phasenände-
rungen besser erfasst werden können. Hervorzuheben ist der Vorteil insbesondere bei
der Analyse von tiefen Frequenzen k′′R< (k′′R)0,1, wie der Vergleich der rot eingefärbten
Flächen in Abbildung 4.2 zeigt.

Die blau gekennzeichneten Kurvenscharen, welche die räumliche Fehlabtastung eines
Modenpaares gleicher Ordnung aber unterschiedlicher Laufrichtung beschreiben, treten
für alle Kombinationen von v und w auf, da die Nebendiagonalelemente der Modell-
matrix mangels radialer Messpositionen nicht ausgeblendet werden. Die Kurven sind
aufgrund der – im Vergleich zu Array A-I – bedeutend geringeren Unschärfe ϵ= 0.039

deutlich schmaler, vgl. Tabelle 3.1. Die durch die hin- und zurücklaufenden Moden der
Ordnung n= 0 definierte Kurve ist auch hier mit schwarzer Farbe gekennzeichnet. Sie
beschreibt die gleiche frequenzabhängige Schranke für den axialen Sensorabstand, wie
sie mit Gleichung (4.12) bzw. (4.13) für Anordnung A-I festgestellt wurde.

2 Im Gegensatz zu einer Fourieranalyse kommt es beim Inversen Modenanalyseverfahren allerdings nicht
zum Aliasing-Effekt: Eine korrekte Modenanalyse lässt sich – in spezifischen Frequenzintervallen – auch
mit Sensorabständen ∆x>∆xkrit durchführen.
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Abbildung 4.3: Kondition der Modellmatrix Wm für die Analyse der Ordnung m= 0 mit Senso-
rarrays A-I und A-IV bei Vernachlässigung der reflektierten Komponenten.

Neu hinzu gekommen sind der grün eingefärbte Bereich und die violetten Kurven-
scharen. Sie bringen das mangelnde Vermögen des Arrays A-IV zum Ausdruck, Moden
gleicher Laufrichtung zu trennen. Abgebildet sind die Kombinationen von k′′ und ∆x′′,
welche die Bedingung (4.10) für z= 0 bzw. z= 1 verletzen. Anschaulich gesehen liegt
das Problem darin begründet, dass sich mit zunehmender Frequenz die Wellenzahlen
niedriger radialer Ordnungen kaum noch voneinander unterscheiden. Das linke obere
Diagramm in Abbildung 2.9 macht dies anhand der frequenzabhängigen Entwicklung
der Ausbreitungsfaktoren deutlich. Die obere Abgrenzung des grünen Bereichs ist auf
die kleinste Wellenzahldifferenz zurückzuführen, welche sich für das Modenpaar (0,0)
und (0,1) ergibt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Modenanalyse mit Sensoranord-
nung A-IV hierdurch am Stärksten eingeschränkt wird. Eine zu Gleichung (4.12) analoge
Abschätzung wäre wünschenswert, lässt sich aber nicht formulieren.

4.1.5 Vernachlässigung von Reflexionen

Es gibt Situationen, in denen die Amplituden der reflektierten Moden vernachlässigbar
klein gegenüber den Modenamplituden sind, die von der zu analysierenden Quelle abge-
strahlt werden. Auf der Eintrittsseite eines Turbofans treten signifikante Reflexionen vor-
nehmlich bei tiefen Frequenzen und in der Nähe von Cut-on-Frequenzen auf [123, 155],
die durch einen akustischen Liner zusätzlich gedämpft werden. Auf der Abströmseite
hängt das Ausmaß der Reflexionen von der Beschaffenheit der Einbauten im Neben-
stromkanal, wie z. B. Streben, Pylonen und akustische Liner, und von der Gestaltung
des Kompressors im Hauptstromkanal ab. Sofern sichergestellt ist, dass die reflektierten
Anteile nicht berücksichtigt werden müssen, kann die Modellmatrix Wm entsprechend
verkleinert und die Analyse stabilisiert werden.

Das Ergebnis der Konditionsanalyse der reduzierten Matrix Wm ist in Abbildung 4.3
dargestellt und lässt sich leicht mit Hilfe von Abbildung 4.2 nachvollziehen. Für die
Kondition der Modenanalyse ist nur noch die Matrix Ŷ(1) aus Gleichung (4.6) relevant,
dem entsprechend muss nur noch Bedingung (4.10) berücksichtigt werden. Diese Bedin-
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gung ist für das Sensorrechen-Arrays A-I nicht relevant, so dass die Matrixkondition
unabhängig vom axialen Sensorabstand im gesamten Frequenzbereich nahezu ideal ist.
Prinzipiell würde sogar eine Messebene für die Modenanalyse ausreichen. Für das wand-
bündige Sensorarray A-IV verbleiben der in Abbildung 4.2 grün markierte Bereich und
die violett markierten Kurvenscharen. Gegenüber dem Fall mit Reflexionen gibt es bei
vergrößertem axialen Sensorabstand offenbar einen deutlich weiteren Frequenzbereich
niedriger Kondition.

4.2 bestimmung des optimalen axialen sensorabstands

Im vorherigen Abschnitt wurden die Ursachen schlechter Matrixkondition identifiziert
und auf diese Weise Ansätze für eine Array-Optimierung aufgezeigt. Der optimale axiale
Sensorabstand und die höchste analysierbare Frequenz könnten prinzipiell mit Hilfe der
Konditionsanalyse ermittelt werden. Die erreichbare Analysegenauigkeit wird – insbe-
sondere an der oberen Frequenzgrenze – durch die Konditionszahl jedoch nur mit unbe-
kannter Unsicherheit abgeschätzt. Präziser ist es die Analysegenauigkeit aus simulierten
Messungen mit Hilfe des in Abschnitt 3.3.6 beschriebenen Verfahren zu bestimmen. Da
die Randbedingungen der eingesetzten Sensorarrays anwendungsspezifisch sind, wird
in den folgenden Betrachtungen davon ausgegangen, dass reflektierte Moden berück-
sichtigt werden müssen.

In Abbildung 4.4 ist der relative Gesamtfehler δAm dargestellt, der sich bei der Ana-
lyse der azimutalen Ordnung m= 0 aufgrund von Messungenauigkeiten mit den Senso-
ranordnungen A-I bis A-IV ergibt. Für jede Frequenz und jeden Sensorabstand wurden
Navg = 50 Messungen simuliert. Für jede Messung wurde ein Testschallfeld generiert,
in dem die Beträge aller Modenamplituden derselben Ausbreitungsrichtung identisch
sind, sich aber die Amplituden der stromab und stromauf laufenden Moden um 10 dB
unterscheiden3. Die Phasen der synthetischen Modenamplituden besitzen zufällige Wer-
te. Zur Simulation von Messfehlern wurde jeder Einzelmessung gemäß Gleichung (3.39)
eine Rauschamplitude mit einem modalen Signal-Rausch-Abstand von 20 dB überlagert.
Mit Blick auf die Allgemeingültigkeit muss angemerkt werden, dass die Simulations-
ergebnisse nahezu unabhängig von der modalen Zusammensetzung sind, solange der
Signal-Rausch-Abstand keine extremen Werte annimt. Dies haben die in Anhang E zu-
sammengefassten Untersuchungen bestätigt.

Mit Hilfe der Diagramme in Abbildung 4.4 kann für jede Sensoranordnung ein opti-
maler axialer Sensorabstand ∆x′′opt spezifiziert werden. Die Optimierung erfolgt hier mit
dem Ziel, eine Modenanalyse bei einer möglichst hohen Frequenz, in einem möglichst
großen, zusammenhängenden Frequenzbereich und mit möglichst geringem Sensorab-
stand zu ermöglichen. In die Diagramme eingezeichnet ist die durch Gleichung (4.13)
definierte Kurve ∆x′′k′′ = π, welche eine obere Schranke für alle Sensoranordnungen
darstellt. In allen Fällen liegt der optimale Sensorabstand dicht an dieser Kurve. Die
höchste analysierbare Frequenz max(k′′R) liegt allerdings je tiefer, desto geringer das
Verhältnis von radialen Messpositionen im Sensorarray zur Anzahl radialer Modenord-
nungen Nr/Nn ist.

3 siehe Schallfeld A in Tabelle E.1
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A-I A-II

A-III A-IV

Abbildung 4.4: Relativer Gesamtfehler δAm bei der Zerlegung der Mode m= 0 mit Sensoranord-
nung A-I bis A-IV in Abhängigkeit der Frequenz und des axialen Sensorabstands.

Setzt man als maximale Fehlertoleranz δAm610 an – dies entspricht einer pauschalen
Verstärkung der Messungenauigkeiten um maximal 20 dB – dann können die in Tabel-
le 4.2 angegebenen Werte aus den Diagrammen der Abbildung 4.4 abgelesen werden.
Zusätzlich angegeben und markiert ist die jeweils niedrigste analysierbare Frequenz
min(k′′R). Die Analysegenauigkeiten der verschiedenen optimierten Sensoranordnun-
gen sind im rechten Diagramm von Abbildung 4.5 graphisch einander gegenüberge-
stellt4.

Die charakteristischen Unterschiede der Sensoranordnungen sind klar erkennbar. Im
Vergleich zu Sensoranordnung A-I, kann – bei gleicher Anzahl kombinierter axialer und
radialer Messpositionen – mit Sensorarray A-IV nur etwa der halbe Frequenzbereich
analysiert werden. Betont werden muss jedoch die deutlich geringere Empfindlichkeit
der wandbündigen Sensorarrays in der Nähe der Cut-on-Grenzen, so dass diese den An-
ordnungen A-I und A-II im Frequenzbereich bis k′′R= 10 augenfällig überlegen sind. Die

4 Es ist zu beachten, dass das Verhältnis von Konditionszahl und relativem Gesamtfehler nicht konstant
ist, wie der Vergleich der beiden Diagramme in Abbildung 4.5 zeigt. Hierbei spielt es eine Rolle, dass bei
niedrigen Frequenzen die Anzahl Moden geringer als die Anzahl Messstellen ist, so dass in der Auswertung
ein besserer Fehlerausgleich als bei hohen Frequenzen stattfinden kann.
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Abbildung 4.5: Kondition und relativer Gesamtfehler bei der Zerlegung der Mode m= 0 mit den
optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-IV.

Unterschiede im relativen Gesamtfehler betragen teilweise mehr als 20 dB. Die Tatsache,
dass mit Sensorarrays A-III und A-IV genauere Messungen bei relativ tiefen Frequen-
zen durchgeführt werden können, stellt z. B. dann einen Vorteil dar, wenn Analysen der
Schaufeltöne bei den Wellendrehzahlharmonischen durchgeführt werden sollen, wie es
bei Überschallanströmung der Rotorblätter der Fall ist.

Der Vorteil radialer Messpositionen wird beim Vergleich der Anordnung A-II mit A-I
deutlich: Bis zur Cut-on-Frequenz der Mode (0,6) ist die Signatur beider Arrays gleich.
Aufgrund der größeren axialen Sensorarrayabmessung zeigt Array A-II bis zur Cut-on-
Frequenz der Mode (0,6) sogar eine bessere Analysegenauigkeit. Oberhalb dieser Fre-
quenz ändert sich das Verhältnis der Anzahl radialer Messpositionen zur Anzahl Ra-
dialmoden jedoch zu Nr/Nn < 1 und der Messfehler steigt sprunghaft an.

a-i a-ii a-iii a-iv

∆x′′opt/R 0.075 0.07 0.095 0.14

min(k′′R) 0.417 0.234 0.050 0.028

max(k′′R) 37.7 31.4 25.0 18.8

η = 0

∆x′opt/R 0.075 0.07 0.095 0.14

min(k′R) 0.417 0.234 0.050 0.028

max(k′R) 37.7 31.4 25.0 18.8

η = 0.75

∆x′opt/R 0.0188 0.0175 0.0238 0.0350

min(k′R) 1.7 0.9 0.2 0.1

max(k′R) 150.8 125.6 100.0 75.2

Tabelle 4.2: Optimaler axialer Sensorabstand sowie untere und obere Grenzen der Frequenzbe-
reiche, die mit 24 kombinierten axialen und radialen Positionen in den Sensoranord-
nungen A-I bis A-IV analysiert werden können.
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Als praktischer Nachteil erweist sich für kleine Nabenverhältnisse der vergleichsweise
große axiale Sensorabstand der Anordnung A-IV: Für einen Kanal ohne Nabenkörper
beträgt die Gesamtlänge des Arrays Lx′ = (Nx− 1)∆x′opt etwa drei Kanalradien. In Kanä-
len mit Nabenkörper ist die Array-Gesamtlänge allerdings deutlich kleiner und kann bei
Einsatz von Sensoren auf dem Nabenkörper noch einmal mehr als halbiert werden.

4.3 bewertung der analysegenauigkeit

Nachdem die Sensoranordnungen für einen Analyse der azimutalen Ordnung m= 0 op-
timiert wurden, stellt sich die Frage nach dem relativen Gesamtfehler bei der Analyse
höherer azimutaler Ordnungen und nach der Genauigkeit mit der einzelne Modenam-
plituden bestimmt werden können.

4.3.1 Relativer Gesamtfehler

In den Abbildungen 4.6 und 4.7 ist der relative Gesamtfehler jeder azimutalen Ordnung
dargestellt, der sich in Messungen mit den optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-
IV in Strömungskanälen der Nabenverhältnisse η= 0 bzw. η= 0.75 ergibt. Auf den ersten
Blick sind sehr unterschiedliche Verläufe festzustellen. Sie stehen in Zusammenhang mit
der charakteristischen, vom Nabenverhältnis abhängigen Entwicklung der Eigenwerte.
Bei gleicher Anzahl axialer und radialer Messpositionen können in Strömungskanälen
mit großen Nabenverhältnissen Analysen bei vielfach höheren Frequenzen und azimu-
talen Ordnungen umgesetzt werden.

Sensoranordnung A-I ermöglicht Analysen in Strömungskanälen beliebiger Nabenver-
hältnisse mit relativen Gesamtfehlern δAm6 10 über nahezu den gesamten Frequenzbe-
reich. Wie bereits in den vorherigen Abschnitten ausführlich erörtert wurde, treten er-
höhte Messfehler nur bei sehr tiefen Frequenzen und in der Nähe der Cut-on-Frequenzen
auf.

Mit Sensoranordnung A-II, d. h. mit der doppelten Anzahl von Messebenen, ist der
relative Gesamtfehler in der gesamten unteren Frequenzhälfte kleiner als mit Sensor-
anordnung A-I. Dies gilt weiterhin in der oberen Frequenzhälfte für niedrige radiale
Ordnungen. Auffällig ist, dass in einem Kanal mit dem Nabenverhältnis η= 0 alle azi-
mutalen Ordnungen |m|> 2 über den gesamten Frequenzbereich mit einem relativen
Fehler von δAm < 20 analysiert werden können. In einem Kanal mit η= 0.75 trifft dies
dagegen nur für die Ordnungen |m|>73 zu.

Bezüglich der wandbündigen Sensorarrays A-III und A-IV gilt für die höheren azimu-
talen Ordnungen das gleiche, was zuvor in Abschnitt 4.2 für die Modem= 0 beschrieben
wurde: Die Messgenauigkeit ist in den Frequenzbändern sehr gut, in denen nur weni-
ge radiale Ordnungen ausbreitungsfähig sind. Bei sehr hohen Frequenzen und hohen
azimutalen Ordnungen ist der relative Gesamtfehler kleiner als Eins, d. h. Messungenau-
igkeiten werden bei der Abbildung auf die Modenamplituden sogar gedämpft. Treten in
einer Turbomaschine nur Rotor-Stator-Interaktionsmoden in diesem Bereich auf, dann
ließen sich Modenanalysen auch bei noch höheren Frequenzen realisieren. Auffällig sind
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Abbildung 4.6: Relativer Gesamtfehler δAm bei Zerlegung der azimutalen Ordnung m mit den
optimierten Sensoranordnungen A-I, A-II und A-IV in einem Strömungskanal
des Nabenverhältnis η= 0.

im Fall des Strömungskanals ohne Nabenkörper die schmalen Frequenzbänder erhöhter
Messfehler, die im oberen Frequenzbereich bei azimutalen Ordnungen m> 10 auftreten.
Sie können möglicherweise durch eine gezielte Optimierung der Sensorpositionen ver-
mieden werden.

4.3.2 Modale Standardabweichung

In der Bewertung einer experimentellen Modenanalyse als auch im Entwurf von geeigne-
ten Sensoranordnungen ist die Genauigkeit, mit der die einzelne Modenamplitude festge-
stellt werden kann, von großem Interesse. Das in Abschnitt 3.3.6 beschriebene Verfahren
zur Analyse der Fehlerfortpflanzung ermöglicht die Berechnung einer Standardabwei-
chung für jede einzelne Mode.

In Abbildung 4.8 sind die modalen Standardabweichungen smn dargestellt, die sich
bei Zerlegung der azimutalen Ordnung m= 0 in die radialen Ordnungen 06n6 11 mit
den optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-IV ergeben. Für jede Frequenzkomponen-
te wurden Navg = 50 Einzelmessungen simuliert, bei der jedes Datenfeld individuell ge-
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Abbildung 4.7: Relativer Gesamtfehler δAm bei Zerlegung der azimutalen Ordnung m mit den
optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-IV in einem Strömungskanal des Na-
benverhältnis η= 0.75.

mäß Gleichung (3.39) verrauscht wurde. Die modalen Standardabweichungen sind – wie
schon der relative Gesamtfehler – unabhängig vom Modenspektrum des Referenzschall-
felds, welches der Simulation zugrunde lag. Für eine vom Rauschpegel unabhängigen
Darstellung sind die modalen Standardabweichungen mit der Standardabweichung der
Azimutalmodenamplituden sm normiert. Da die Charakteristik der Standardabweichun-
gen für die stromauf und stromab laufenden Moden gleicher Ordnungen sehr ähnlich
ist, wurden die Darstellungen auf die stromab laufenden Moden beschränkt.

Der Vergleich der Graphen zeigt, dass sich die Standardabweichungen verschiedener
radialer Ordnungen teilweise um Größenordnungen unterscheiden. Eine wichtige Fest-
stellung ist, dass insbesondere für die Arrays A-I und A-II die Standardabweichung je-
der radialen Ordnung in der Nähe der zugehörigen Cut-on-Frequenz (k′R)0,n zwar stark
vergrößert ist, die Standardabweichungen aller anderen radialen Ordnungen mit ν,ν
hiervon jedoch unberührt bleiben. Somit kann in der Nähe der Cut-on-Frequenzen trotz
eines erhöhten Gesamtfehlers noch eine sinnvolle Analyse durchgeführt werden. Für die
Arrays A-III und A-IV gilt, dass mit zunehmender Frequenz die Standardabweichungen
aller radialen Ordnungen kontinuierlich anwachsen. Während bei den Anordnungen A-
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Abbildung 4.8: Normierte Standardabweichungen aller radialen Ordnungen in der Analyse der
azimutalen Ordnungm= 0 mit den optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-IV.

I und A-II die größten Standardabweichungen bei den höchsten radialen Ordnungen
auftreten, sind bei den Anordnungen A-III und A-IV gerade die niedrigsten radialen
Ordnungen hiervon betroffen.

Dieses Bild trifft auch für höhere azimutale Ordnungen zu, wie die Diagramme der
Abbildungen 4.9 und 4.10 am Beispiel der Analysefrequenzen k′R= 20 bzw. k′R= 80 il-
lustrieren, die bezüglich der höchsten auftretenden radialen Ordnungen vergleichbar
sind. In den Analyseergebnissen der Anordnung A-I ist deutlich zu erkennen, dass
bei jeder azimutalen Ordnung stets die Amplitude der höchsten radialen Ordnung mit
der größten Analyseungenauigkeit versehen ist. Umgekehrt gilt für die wandbündigen
Sensoranordnungen, dass nur die niedrigen azimutalen Ordnungen mit großen Unge-
nauigkeiten behaftet sind. In Abhängigkeit des Nabenverhältnis fällt der Bereich der
betroffenen azimutalen Ordnungen sehr unterschiedlich aus. Bei einer Analyse mit An-
ordnung A-IV im Kanal ohne Nabenkörper stechen nur große Standardabweichungen
der Modenordnungen um m= 0 heraus. Im Kanal des Nabenverhältnis η= 0.75 ist die
Fehlercharakteristik der Anordnung A-III besonders auffällig. Die Standardabweichung
der radialen Ordnung n= 1 ist im Bereich niedriger azimutaler Ordnungen sehr klein.
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Abbildung 4.9: Normierte Standardabweichung aller Moden bei Zerlegung der Frequenz k′R= 20

mit den optimierten Sensoranordnungen A-I, A-II und A-IV in einem Strömungs-
kanal des Nabenverhältnis η= 0.

Dies lässt sich zumindest teilweise erklären: Bei beiden Anordnungen A-III und A-IV
wird die Analysegenauigkeit der niedrigen radialen Ordnungen dadurch beeinträchtigt,
dass mit zunehmender Frequenz die Ausbreitungsfaktoren immer ähnlicher werden, vgl.
die Diagramme in Abbildung 2.9. Mit Anordnung A-III können Moden ungerader ra-
dialer Ordnungen gemäß Gleichung (4.7) tatsächlich jedoch besser getrennt werden, da
die radialen Eigenfunktionen an der Kanalaußenwand und an der Nabe Werte mit un-
terschiedlichen Vorzeichen besitzen. Nicht erklärt wird hierdurch allerdings der starke
Anstieg der Standardabweichungen der Ordnung n= 1 bei hohen azimutalen Ordnun-
gen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Sensoranordnungen A-I und A-
II im Vorteil bei der Analyse im mittleren bis oberen Frequenzbereich und von Moden
mit großen Ausbreitungsfaktoren αmn→ 1 sind. Hingegen sind die Sensoranordnungen
A-III und A-IV genauer in der Analyse im unteren Frequenzbereich und von Moden-
ordnungen, deren Ausbreitungsfaktoren gegen Null gehen. Die relativen Unterschiede
zwischen den mit Arrays A-I bis A-IV ermittelten modalen Standardabweichungen kön-
nen dabei mehr als 20 dB betragen.

Die Konsequenzen, die sich aus den modalen Standardabweichungen für das Ergebnis
einer Modenanalyse ergeben, hängen stark von der Verteilung der Modenamplituden im
Schallfeld ab. Es ist daher schwierig verallgemeinerte Aussagen zu treffen. Anhang F il-
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Abbildung 4.10: Normierte Standardabweichung aller Moden bei Zerlegung der Frequenz
k′R= 80 mit den optimierten Sensoranordnungen A-I bis A-IV in einem Strö-
mungskanal des Nabenverhältnis η= 0.75.

lustriert dies anhand zweier Testschallfelder. Dort wird zudem für den Extremfall, in
dem das Schallfeld nur aus einer Mode besteht, ein Zusammenhang zwischen dem
Signal-Rausch-Abstand der Schalldruckmessung und dem Signal-Rausch-Abstand der
Mode hergestellt, was für eine Abschätzung der Mindestmessdauer nützlich sein kann.

4.4 vergrößerung des analysierbaren frequenzbereichs

Die Frequenzbereiche, die durch die Sensoranordnungen A-I bis A-IV mit einer bestimm-
ten Genauigkeit analysiert werden können, fallen sehr unterschiedlich aus. Nur Ar-
ray A-I ermöglicht Analysen im nahezu gesamten betrachteten Frequenzbereich k′′R <
(k′′R)0,12 = 37.7, mit Einschränkungen bei sehr niedrigen Frequenzen und in der Nähe
der Cut-on-Frequenzen. Durch Erhöhung der Anzahl radialer bzw. axialer Messpositio-
nen kann der analysierbare Frequenzbereich prinzipiell jedoch für alle Anordnungen
vergrößert und die Analysegenauigkeit verbessert werden. Betrachtet wird an dieser
Stelle nur eine Ausdehnung der oberen Frequenzgrenze. Verbesserte Messungen bei
sehr tiefen Frequenzen können unabhängig von den hier untersuchten Arrays am bes-
ten durch Messstellen mit sehr großen axialen Abständen realisiert werden.

Zur Ermittelung der höchsten analysierbaren Frequenz in Abhängigkeit des axialen
Sensorabstandes wurden weitere Simulationsrechnungen mit systemtischer Variation
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Die Kurven (a), (b) bzw. (c) wurden für die Genauigkeitskriterien s0,0/s0 = 2, 1

und 0.5 ausgewertet.

der Anzahl radialer Sensorpositionen Nr in den Arrays A-I und A-II sowie Variation
der Anzahl axialer Sensorpositionen Nx in den Arrays A-III und A-IV durchgeführt.
Als Bewertungskriterium wurde diesmal die Standardabweichung der Mode (0, 0) her-
angezogen, für die s0,0 > s0,n in Array A-III und A-IV gilt. Die Ergebnisse sind in den
Abbildungen 4.11 bis 4.13 für drei verschiedene Schranken der relativen Standardabwei-
chung zusammengefasst:

(a) s0,0/s0 6 2,

(b) s0,0/s0 6 1,

(c) s0,0/s0 6 0.5.

Für die vier Sensoranordnungen haben die drei Schranken unterschiedliche Bedeutung.
Dies zeigt ein Blick auf die Diagramme der Abbildung 4.8. Für Anordnung A-I gilt
s0,0/s0 6 0.5 über den gesamten Frequenzbereich (mit Ausnahme des Bereichs der Cut-
on-Frequenzen), d. h. die höheren Schranken haben keine Bedeutung. Mit Anordnung
A-IV ergeben sich hingegen unterschiedliche Frequenzgrenzen. Die obere Schranke
s0,0/s0 = 2 liegt nahe der Frequenz, an der die Kondition der Modellmatrix sprunghaft
steigt.

4.4.1 Variation der Anzahl axialer und radialer Messstellen

In Abbildung 4.11 ist die höchste mit Nx×Nr Sensorpositionen analysierbare Frequenz
dargestellt. Zusätzlich eingezeichnet sind die Cut-on-Frequenzen der Modenordnungen
n= 0 bis n= 12. Sensorarray A-I stellt die Referenzkonfiguration dar, durch welche mit
Nr =Nn radialen und Nx = 2 axialen Messstellen stets eine Analyse aller Nn stromauf
und Nn stromab laufenden Moden möglich ist. Modenanalysen mit Sensorarray A-II



74 optimierung von sensorarrays für die inverse radialmodenanalyse

1

2

3

4

5

0 5 10 15

Nn

N
xN

r /
 2

N
n

A-III

A-IV
❤c
❤b
❤a
❤c❤b❤a

Abbildung 4.12: Auf die Anzahl radialer und axialer Messpositionen bezogener Grad der Über-
bestimmung, der in Array A-III bzw. Array A-IV für eine Analyse von je Nn

stromab und stromauf laufenden Moden der Ordnung m= 0 realisiert werden
muss. Die Daten wurden dem Diagramm aus Abbildung 4.11 entnommen.

erfordern einen geringfügig erhöhten Messaufwand: Die in den Nx = 4 Messebenen in-
stallierten Rechen müssen für eine Analyse von Nn ausbreitungsfähigen radialen Ord-
nungen mit etwa Nr =Nn/2 + 1 Sensoren bestückt werden.

Ein anderes Bild ergibt sich für die Sensoranordnungen A-III und A-IV: Offensicht-
lich benötigt die Analyse einer vergrößerten Zahl ausbreitungsfähiger Radialmoden ei-
ne überproportionale Erhöhung der Anzahl Sensorpositionen. Dies wird durch das Dia-
gramm in Abbildung 4.12 verdeutlicht. Für eine Zerlegung der azimutalen Ordnung
m= 0 in zwei stromab und zwei stromauf laufende Moden reichen in beiden Mikro-
fonarrays Nx×Nr = 4 Positionen aus. Eine Analyse von Nn(m)= 12 radialen Ordnungen
mit modalen Standardabweichungen sm,n/sm6 1, erfordert hingegen in Array A-III die
2.2-fache Zahl und in Array A-IV sogar die 3.8-fache Zahl von axialen und radialen
Messstellen im Vergleich zu zwei radialen Sensorrechen. Darüber gilt, dass man zur Ver-
dopplung der Messgenauigkeit bei festgehaltener Frequenz die Anzahl axialer Messstel-
len in Sensorarray A-III um etwa 15% und in Sensorarray A-IV um etwa 20% vergößern
muss.

4.4.2 Axiale Sensorabstände und Gesamtlängen der Arrays

Mit der Variation der Anzahl Messstellen geht nicht nur eine Variation der höchsten ana-
lysierbaren Frequenz sondern auch des optimalen axialen Sensorabstands einher. Das
Diagramm von Abbildung 4.13 zeigt, dass es – trotz der individuellen Abhängigkeiten –
einen gemeinsamen Korridor günstiger Sensorabstände gibt. Jedes simulierte Ensembles
wurde unter Heranziehung der drei Genauigkeitskriterien ausgewertet und ist durch ein
Symbol repräsentiert. Die grüne in die Auftragung eingezeichnete obere Schranke steht
in Zusammenhang mit Gleichung (4.12), d. h. gibt die um eine geschätzte Unschärfe von
ϵ = 0.1π nach unten korrigierte Abtastbedingung wieder. Die meisten optimalen Senso-
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Abbildung 4.13: Optimale axiale Sensorabstände in den Arrays A-I bis A-IV in Abhängigkeit
der höchsten zu analysierenden Frequenz. Die dargestellten Daten stehen in
Verbindung mit dem Diagramm von Abbildung 4.11.

rabstände liegen nahe dieser Kurve. Wenn eine höhere Messgenauigkeit verlangt wird,
verringert sich der optimale axiale Sensorabstand tendenziell. Aus der graphischen Dar-
stellung kann als untere Schranke die Kurve ∆x′′k′′ = 0.7π abgelesen werden.

Insbesondere in Strömungskanälen mit kleinen Nabenverhältnissen ergeben sich für
wandbündig installierte Sensorarrays angesichts der hohen Anzahl erforderlicher axia-
ler Messpositionen Kanalsektionen sehr großer Baulängen. Dies ist in Tabelle 4.3 anhand
verschiedener Beispiele illustriert. Die axiale Baulänge berechnet sich aus der Zahl axia-
ler Messposition und dem axialen Sensorabstand – ohne Berücksichtigung der Sensorab-
messungen – als

Lx′/R = (Nx − 1)∆x′opt/R. (4.14)

Für eine optimale Analyse von beispielsweise bis zu Nn = 6 radialen Ordnungen mit
Sensoranordnung A-IV wird in einem Kanal ohne Nabenkörper eine Messsektion be-
nötigt, deren Länge etwa dem vierfachen Kanalradius entspricht. Diese Anforderung
wird in der Praxis, etwa im Einlauf eines Triebwerks, kaum umsetzbar sein. In einem
Kanal des Nabenverhältnis η= 0.75 reduziert sich die Abmessung allerdings um 75%. So
erscheint in diesen Kanälen selbst eine Modenanalyse bis zu Nn = 12 radialen Ordnun-
gen mit einer Messsektionslänge von etwa 1.8 Kanalradien realisierbar. Eine interessante
Alternative zu Anordnung A-IV stellt die Instrumentierung des Nabenkörpers in Senso-
ranordnung A-III dar, durch welche die Länge des Sensorarray substanziell auf weniger
als einen halben Kanalradius verkürzt werden kann.

Abschließend muss darauf hingewiesen werden, dass die verallgemeinerten Darstel-
lungen dieses Kapitels keine Optimierung eines Sensorarrays für den Einzelfall erset-
zen können. Sie sind jedoch in der Planungsphase eines Experiment zur Abschätzung
des Messaufwands nützlich. So lässt sich mit Hilfe der Darstellungen z. B. schnell ein-
schätzen, ob der in einem Versuchsstand verfügbare Bauraum für eine Installation der
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Nx ×Nr max(k′′R) Nn ∆x′′opt/R Lx′/R Lx′/R

(η=0) (η=0.75)

A-I
12 18.8 6 0.14 0.14 0.035

18 28.5 9 0.095 0.095 0.024

24 37.7 12 0.074 0.074 0.019

A-II
12 15.8 5 0.165 0.495 0.124

20 28.3 9 0.08 0.24 0.06

28 37.7 12 0.06 0.18 0.045

A-III
12 14.0 4 0.16 – 0.2

28 26.0 8 0.105 – 0.341

52 37.7 12 0.075 – 0.469

A-IV

12 11.5 4 0.24 2.64 0.66

28 19.0 6 0.15 4.05 1.013

52 27.3 9 0.11 5.61 1.403

92 37.7 12 0.08 7.28 1.82

Tabelle 4.3: Höchste analysierbare Frequenz, höchste analysierbare radiale Ordnung, optimaler
axialer Sensorabstand und axiale Baulänge für verschiedene Zahlen kombinierter
axialer und radialer Messpositionen in Sensorarrays A-I bis A-IV. Die Angaben gelten
für eine maximale modale Standardabweichung von smn/sm = 1.

Sensoranordnungen A-III oder A-IV ausreicht.



5
E R P R O B U N G D E R M O D E N A N A LY S E M I T WA N D B Ü N D I G E N
M I K R O F O N A R R AY S

Die Eignung wandbündiger Mikrofonarrays für Modenanalysen bei hohen Frequenzen
und die in Kapitel 4 gewonnenen Erkenntnisse konnten anhand von Daten aus Mess-
serien an drei Versuchsständen überprüft werden. Ein direkter Vergleich zwischen ei-
nem wandbündigen Mikrofonarrays und radialen Mikrofonrechen wurde im Neben-
stromkanal eines Fan-Prüfstands realisiert und ist in Abschnitt 5.1 dargestellt. Für die
in Abschnitt 5.2 vorgestellte ausführliche Fehleranalyse hinsichtlich der Einflüsse von
der Messdauer sowie von der Größe und Gestalt des Messgitters wurden Daten eines
Turbinenprüfstands verwendet. In Abschnitt 5.3 wird die Wirkungsweise eines Regula-
risierungsverfahrens für einen Fall untersucht, in dem das wandbündige Mikrofonarray
im Einlauf eines Fans aufgrund von Bauraumbeschränkungen nicht optimal gestaltet
werden konnte und daher stark fehlerbehafteten Ergebnisse produzierte. Anhand der
Daten konnte darüber hinaus erstmalig das Potential der partiellen Modenanalyse für
ein axial linienförmig angeordnetes Mikrofonarray geprüft werden.

5.1 vergleich mit mikrofonrechen

In der Nebenstromkanalstrecke des aeroakustischen Fanprüfstands UFFA (Universal
Fan Facility for Acoustics), der von der Firma AneCom AeroTest betrieben wird, können
drei verschiedene Radialmodenanalyse-Messanordnungen installiert werden. Sie sind
schematisch in der Versuchsstrecke in Abbildung 1.5 zu sehen. Das Mikrofonrechenar-
ray RMD2 und das wandbündige Array RMD3 befinden sich in derselben Kanalsektion.
Die Messungen mit den beiden Arrays wurden zeitlich getrennt und gemäß dem Kriteri-
um der Machzahlähnlichkeit unter weitestgehend reproduzierten Betriebsbedingungen
durchgeführt und eignen sich daher gut für eine Gegenüberstellung. Die folgenden Dar-
stellungen konzentrieren sich auf die Analysen der Schalldruckmessungen. Weiterge-
hende Informationen zum Prüfstand und zur Messdurchführung sind in Referenz [134]
sowie Anhang G zu finden.

5.1.1 Spezifikationen der Mikrofonarrays

Die Sensorarrays RMD2 und RMD3 wurden unter Anwendung der in Kapitel 4 beschrie-
benen Vorgehensweise mit der Maßgabe entwickelt, Modenanalysen der Schaufeltöne
bis zu Frequenzen von kR = 75 zu ermöglichen. An der oberen Frequenzgrenze soll-
ten bei dem gegebenen Nabenverhältnis etwa 2200 Moden mit azimutalen Ordnungen
bis zu m = ±80 und radialen Ordnungen bis n = 9 detektiert werden. Ergebnis der
individuellen Optimierungen waren die in Tabelle 5.1 angegebenen Messgitter. Einen
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Abbildung 5.1: Das linke Foto zeigt die am Fan-Prüfstand UFFA verwendeten Mikrofonrechen
stromab des Fanleitrads [134]. Das rechte Foto zeigt die gleichen Mikrofonre-
chen in der Installation als Array RMD2 sowie die linienförmig angeordneten
Einbaupositionen des alternativen wandbündigen axialen Arrays RMD3 in der
Austrittssektion.

Eindruck von den Messanforderungen sowie den Fehlercharakteristiken der beiden Ar-
rays geben die Abbildungen G.2 bis G.4.

Das Array RMD2 besteht aus Mikrofonrechen in Nx = 2 Kanalquerschnittsebenen.
In jedem Rechen sind Nr = 11 Mikrofone gleichmäßig über den Radius verteilt. Zur
Verkürzung der Messdauer können in jeder Ebene drei um 120° gestaffelte Rechen ein-
gesetzt werden, so dass das Messsegment zur Erstellung des vollständigen Datengitters
von 3960 Positionen schrittweise um insgesamt 120° gedreht werden muss. Um die ae-
rodynamische Interaktion zu minimieren sind die Rechen der beiden Ebenen um eine
halbe Umfangsteilung gegeneinander verschoben. Abbildung 5.1 zeigt verschiedene An-
sichten der Rechen im Kanal.

Für eine vergleichbare Modenanalyse werden im wandbündigen Array RMD3 Nx =

60 Mikrofone in der Kanalaußenwand benötigt. Der durch die Zahl kombinierter ra-
dialer und axialer Messstellen Nx ×Nr ausgedrückte Messaufwand ist gegenüber dem
Array RMD2 etwa drei mal so hoch. Eine Instrumentierung der Nabe wurde aus tech-
nischen Gründen nicht in Erwägung gezogen. Bei Verwendung von drei gleichmäßig
über den Umfang versetzten Arrays und bei azimutaler Auflösung von 2° wie mit dem
Array RMD2 wird durch schrittweise Traversierung ein Datengitter mit insgesamt 10800

RMD2 RMD3

Anzahl axialer Mikrofonpositionen Nx 2 60

Anzahl radialer Mikrofonpositionen Nr 11 1

Messpunkte in Umfangsrichtung Nφ 180 180

Gesamtzahl Messpunkte Nx ×Nr ×Nφ 3960 10800

Tabelle 5.1: Kenngrößen der Mikrofonarrays RMD2 und RMD3 des Fan-Prüfstands UFFA. Erwei-
terte Angaben sind in Tabelle G.1 zu finden.
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(a) Rechen RMD2, Mikrofone nahe der Wand.

0 20 40 60 80

S
P

L 
[d

B
]

kR

Autoleistungsspektrum
Rotorkohärentes Spektrum

20dB

❄ ❄ ❄ ❄

(b) Wandbündiges Array RMD3.

Abbildung 5.2: Mittleres Autoleistungsspektrum und mittleres rotorkohärentes Spektrum gemes-
sen im Nebenstromkanal des UFFA-Rigs bei der relativen Fan-Drehzahl von 80%.
Die Pfeile markieren die Harmonischen der Blattfolgefrequenzen.

Positionen erzeugt. Im rechten Foto von Abbildung 5.1 sind die axial linienförmig auf-
gereihten Einbauöffnungen der RMD3-Mikrofone an der oberen Umfangsposition zu
erkennen.

5.1.2 Analyse der Schalldruck-Zeitsignale

Aus den gemessenen Schalldruckzeitreihen wurden die rotorkohärenten Bestandteile
mithilfe des in Abschnitt 3.1 beschriebenen Verfahren unter Einbeziehung der adaptiven
Neuabtastung ermittelt. Abbildung 5.2 zeigt bei einer relativen Drehzahl von 80% ge-
messene rotorkohärente Spektren im Vergleich zu Autoleistungsspektren. Die Spektren
stellen das Ergebnis einer Mittlung von Einzelspektren dar, die an derselben radialen
Koordinate erfasst wurden. Im Fall von Array RMD2 gingen die 360 an der äußers-
ten radialen Positionen detektierten Spektren ein. Für die mittleren Spektren von Array
RMD3 wurden alle an der Kanalwand gelegenen 10800 Positionen berücksichtigt. Offen-
sichtlich wurden in der Berechnung der phasengemittelten Spektren die breitbandigen
Schallfeldkomponenten, die nicht vollständig mit der Wellendrehgeschwindigkeit kor-
relieren, um mehr als 15 dB unterdrückt. Weiterhin können für alle BPF-Harmonischen
Pegel-Erhöhungen fest gestellt werden. Sie gehen auf die Kompensation von Drehzahl-
schwankungen zurück, die im Bereich von 0.1% lagen. Allerdings muss der Effekt der
akustischen Liner in der Kanalstrecke berücksichtigt werden, der sich zwischen Fan und
Messsektion befand und der besonders zu einer Dämpfung der BPF-Komponente führte.

Für die weiteren Analysen wurden die beiden in Tabelle 5.2 angegebenen Schaufel-
töne bei der zweiten und dritten Harmonischen der Blattfolgefrequenz ausgewählt. Die
Datensätze sind repräsentativ, d. h. an ihnen lassen sich die Charakteristiken und Un-
terschiede der Arrays RMD2 und RMD3 gut erkennen und diskutieren. Zur Illustration
sind in Abbildung 5.3 die instationären Druckverteilungen dargestellt, die mit den bei-
den Arrays bei 80% relativer Drehzahl für die 3-fache Blattpassierfrequenz erfasst wur-
den. Dargestellt sind die jeweils über das gesamte Messgitter interpolierten Realteile der
Schalldruckamplitude. Die Druckverteilung wird deutlich durch einzelne azimutale Mo-
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(a) Mikrofonrechen RMD2, erste Messebene.
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(b) Wandbündiges Array RMD3.

Abbildung 5.3: Instationäre Druckverteilung der 3BPF-Komponente im Nebenstromkanal des
UFFA-Rigs bei der relativen Fan-Drehzahl von 80%.

denordnungen dominiert.

Vor der Ausführung der Modenanalyse wurden für die Bewertung der Analysegenau-
igkeiten die Signal-Rausch-Abstände der Schalldruckamplituden gemäß Abschnitt 3.1.3
ermittelt. Abbildung 5.4 zeigt das Ergebnis für die 3BPF-Harmonische bei der relati-
ven Rotordrehzahl von 80%. Dargestellt ist die Standardabweichung sp,Nw

in Abhängig-
keit der Dauer einer Einzelmessung, welche durch die Anzahl gemittelter FFT-Fenstern
Nw definiert ist. Im Array RMD2 wurden die Signale von 23 Mikrofonen und im Ar-
ray RMD3 die Signale von 31 Mikrofonen an drei Traversierpositionen mit verlängerter
Messdauer von 120 s ausgewertet. Die Positionen der Mikrofone waren gleichmäßig über
die Arrays verteilt. Zur Bewertung von Einzelmessungen großer Zeitdauer wurde die
Analyse mit Überlappen der FFT-Fenster durchgeführt. Bei der Standardmessdauer von
15 s, welche einer Mittlung über insgesamt etwa Nw = 42 Fenster entsprach, betrug der
Signal-Rausch-Abstand der RMD3-Messung SNRp = 19.4 dB. Er fiel damit um drei Dezi-
bel besser aus als in den Messungen mit Array RMD2. Für den zweiten, im folgenden
Abschnitt betrachteten Schaufelton, die 2BPF-Komponente bei einer relativen Drehzahl
von 50%, waren die Signal-Rausch-Abstände deutlich geringer: sie betrugen nur 6 dB
und 7.8 dB in den Messungen mit Array RMD2 bzw. mit Array RMD3. Die niedrigeren
Signal-Rausch-Abstände resultieren aus der Tatsache, dass die 2BPF-Komponente in den
Frequenzbereich fällt, in dem der akustische Liner im Nebenstromkanal seine größte Ef-
fektivität besitzt.

rel. Drehzahl BPF-Harm. kR max |m| max(n) NMod

50% 2BPF 25.51 23 2 234

80% 3BPF 60.19 62 7 1332

Tabelle 5.2: Frequenzen, höchste Ordnungen und Gesamtzahl ausbreitungsfähiger Moden in der
UFFA-Messsektion für die beiden in Abschnitt 5.1.3 vorgestellten repräsentativen Da-
tensätze.
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Abbildung 5.4: Variation der Standardabweichung sp der 3BPF-Komponente des Fans mit der
Anzahl analysierter FFT-Fenster Nw bei der relativen Drehzahl von 80%. Der
blaue Balken gibt den mittleren Schalldruckpegel p̄ als Referenz für den Signal-
Rausch-Abstand an.

Bei der Bewertung der Signal-Rausch-Abstände ist zu bedenken, dass den Arraysi-
gnalen in unterschiedlicher Weise inkohärente Druckschwankungen überlagert waren.
Während die Mikrofonrechen die Turbulenz der Strömung innerhalb des Kanals de-
tektierten, nahmen die Mikrofone der wandbündigen Arrays die turbulenten Druck-
schwankungen der Kanalgrenzschicht auf. Eine Analyse zeigt dabei eine Variation der
Störpegel mit der azimutalen Messposition, wofür vermutlich die Strömungsnachläufe
der Fan-Statorschaufeln verantwortlich sind [73]. Da die Positionen der Schaufelnach-
läufe unbekannt sind, kann bezüglich des Einfluss dieser Störkomponenten in der vor-
liegenden Studie keine Aussage getroffen werden. Weitere Störgeräusche unbekannten
Ausmaßes resultierten für das RMD2-Array aus der Umströmung der Mikrofone und
der Rechenkörpers [16].

5.1.3 Ergebnisse der Modenanalysen

In Abbildung 5.5 (a) sind die Ergebnisse der Modenanalysen für die 2BPF-Komponente
am Betriebspunkt mit der relativen Drehzahl von 50% zu sehen. Die mit den Arrays
RMD2 und RMD3 detektierten Amplituden der vom Fan stromab abgestrahlten Moden
sind direkt gegenüber gestellt. Die Modenanalysen wurden mit dem in Abschnitt 3.3.2
beschriebenen Ansatz durchgeführt. Zusätzlich abgebildet sind die Standardabweichun-
gen der Modenamplituden, welche auf Basis der zuvor ausgewerteten Standardabwei-
chungen der Schalldruckmessungen berechnet wurden. Im Bereich der azimutalen Ord-
nungen −13 6 m 6 13 liegt insgesamt eine gute Übereinstimmung vor. Nur für wenige
dominante Moden, z. B. für die Ordnungen (−2, 1), (0, 2) und (6, 0), sind Differenzen von
mehreren Dezibel feststellbar, deren Gründe nicht unmittelbar ersichtlich sind. Bei den
höheren azimutalen Ordnungen treten größere systematische Abweichungen auf. Ein
Blick auf die modalen Standardabweichungen in Abbildung 5.5 (b) legt nahe, dass die
mit den Mikrofonrechen RMD2 analysierten Modenamplituden zu groß sind. Auffällig
sind insbesondere die hohen Pegel der Moden (−19, 1) und (19, 1). Sie liefern einen Beleg
für die größere Fehleranfälligkeit des RMD2-Arrays im Bereich der Cut-on-Frequenzen.



82 erprobung der modenanalyse mit wandbündigen mikrofonarrays

20dB

n=0

20dB

n=0

20dB

n=1

20dB

n=1

20dB

n=2

(a) Modenamplituden.

20dB

n=2

(b) Standardabweichungen.

Abbildung 5.5: Amplituden und Standardabweichungen der stromab laufenden Moden aus der
Analyse der 2BPF-Komponente des UFFA-Rig mit den Arrays RMD2 und RMD3

bei einer relativen Rotordrehzahl von 50%.
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Abbildung 5.6: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der 2BPF-
Komponente des UFFA-Rig mit den Arrays RMD2 und RMD3 bei einer relativen
Rotordrehzahl von 50%.

In der Beurteilung der Analyseergebnisse hinsichtlich der Schallquellen des Versuchs-
trägers ist von Bedeutung, dass aus der Interaktion der Schaufelreihen, für die 2BPF-
Komponente und bei einer relativen Drehzahl von 50%, gemäß der Formel von Tyler
und Sofrin (1.2) nur die Anregung von Moden der Ordnungen m= -2 und m= -4 zu
erwarten war. Tatsächlich sind die Amplituden dieser Moden nur moderat höher als
die sonstigen Moden bzw. treten gar nicht erkennbar hervor. Ursache könnte der bereits
erwähnte, stromab des Fans installierte akustische Liner sein. Der Vergleich der mit den
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Arrays RMD2 und RMD3 detektierten Pegel lässt jedoch eine interessante Folgerung zu:
Eine übliche Hypothese ist, dass die Moden, die keiner Schaufelreihen-Interaktion zuge-
ordnet werden können, ein Artefakt des Analyseprozess darstellen, d. h. etwa der Abbil-
dung von Rauschanteilen aus den Messsignalen auf die Modenamplituden entsprechen.
Die weitgehend übereinstimmenden Ergebnisse der RMD2- und RMD3-Arrays und die
niedrigen Niveaus der modalen Standardabweichungen liefern jedoch Indizien dafür,
dass auch die Moden, die nicht als Rotor-Stator-Interaktionsmoden identifiziert werden
können, tatsächlich durch kohärente Schallquellen angeregt wurden1.

Für die Bewertung der Schallanregung einer Turbomaschine ist die Angabe der er-
zeugten akustischen Leistung am zweckmäßigsten. Sie ist in den Diagrammen der Ab-
bildung 5.6 für die vom Fan stromab abgestrahlten und für die am Kanalaustritt strom-
auf reflektierten Moden dargestellt. Die Schallleistungen sind unter Verwendung der
Gleichungen (2.59) und (2.60) für jede azimutale Ordnung aufsummiert. Diese kompak-
te Darstellung ermöglicht eine direkte Gegenüberstellung mit Modellvorhersagen und
wird oft für einen Vergleich verschiedener Testkonfigurationen bevorzugt. Im Vergleich
zur Abbildung der Amplituden fallen hier die Abweichungen des Mikrofonrechenarrays
und des wandbündigen Mikrofonarrays für die stromab laufenden Moden der Ordnun-
gen -136m6 13 noch geringer aus. Auffallend sind die annähernd gleich großen Pegel
der Moden der Ordnungen |m|> 13, die mit den Mikrofonrechen RMD2 für die stromab
und stromauf laufenden Moden festgestellt wurden. Solch hohe Reflexionen am Ver-
suchsstreckenaustritt sind unrealistisch und daher ein weiterer Ausdruck der Fehleran-
fälligkeit des RMD2-Arrays in diesem Parameterbereich. Für die Gesamtleistungsbewer-
tung entsprechend der Gleichungen (2.56) und (2.57) spielen die festgestellten Differen-
zen jedoch keine Rolle, da die Amplituden von Moden nahe der Cut-on-Grenze in der
Leistungsbewertung geringer gewichtet werden. Für die stromab laufenden Moden be-
trägt die Differenz der Gesamtschallleistungen nur ∆P+ =P+RMD3

-P+RMD2
= 0.1 dB. Für

die stromauf laufenden Moden gilt ∆P− = -4.8 dB.

Etwas anders stellt sich die Situation im oberen Frequenzbereich dar: Abbildung 5.7
zeigt die Modenamplituden und Standardabweichungen der stromauf laufenden Moden
für die 3BPF-Harmonische bei der relativen Drehzahl von 80%, welche einer Frequenz
von kR= 60.19 entspricht. Zusätzlich zu den Differenzen an den Cut-on-Grenzen sind
größere Abweichungen insbesondere für Moden der azimutalen Ordnungen -206m6 20

und der radialen Ordnungen n= 0 und n= 1 zu erkennen. Der Standardabweichungs-
analyse zufolge können diese vermutlich auf die systembedingten erhöhten Messun-
genauigkeiten des RMD3-Arrays zurückgeführt werden. Hiermit nicht erklärbar, aber
besonders auffällig, sind zudem die hohen Pegeldifferenzen der dominanten Moden
(−24, 0), (−24, 1), (−19, 1), (16, 1), (16, 2), (18, 1), (18, 2), (23, 1) und (23, 2). Eine relativ
gute Übereinstimmung gibt es bei den Amplituden der radialen Ordnungen n= 4 bis
n= 6. Auffällig ist, dass insbesondere für das Array RMD2 die Amplituden der radialen
Ordnungen n= 6 und n= 7 mit den Kurven der Standardabweichungen zusammen fal-
len.

Größere Differenzen zwischen den Arrays RMD2 und RMD3 zeigen auch die Schall-

1 In Abschnitt 7.5 wird gezeigt, dass beispielsweise bereits geringe Abweichungen in den Phasenbeziehun-
gen symmetrisch angeordneter Quellen für eine signifikante Anregung von Moden ausreichen, die sich
ansonsten aufgrund symmetriebedingter destruktiver Interferenzen nicht ausbreiten würden.
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Abbildung 5.7: Modenamplituden und Standardabweichungen der stromab laufenden Moden
der 3BPF-Komponente des UFFA-Rig als Ergebnisse der Modenanalysen mit den
Arrays RMD2 und RMD3 bei einer relativen Rotordrehzahl von 80%.
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Abbildung 5.8: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der 3BPF-
Komponente des UFFA-Rig mit den Arrays RMD2 und RMD3 bei einer relativen
Rotordrehzahl von 80%.

leistungen der einzelnen azimutalen Ordnungen, die in Abbildung 5.8 zu sehen sind. Die
Pegel der dominanten Rotor-Stator-Interaktionsmoden m= -24 und m= 18 differieren in
den Analysen der beiden Arrays um 3 dB bzw. 6 dB. Letztere Pegeldifferenz dominiert
aufgrund der Dominanz der Mode m= 18 auch die Differenz der Gesamtschallleistun-
gen: ∆P+ = 5.2 dB. Für die stromauf laufenden Moden gilt ∆P− = 3 dB.

5.1.4 Mögliche Gründe für abweichende Analyseergebnisse

Durch die vorliegende Studie ist der Nachweis erbracht, dass mit wandbündigen Mikro-
fonarrays bei hohen Frequenzen Modenanalysen in der gleichen Qualität wie mit Mi-
krofonrechen durchgeführt werden können. Zwischen den beiden Messverfahren sind
jedoch unbefriedigend hohe Differenzen fest zu stellen – die allerdings nicht den Schluss
zulassen, dass eines der beiden Arrays generell besser geeignet ist. Es kann eine Eintei-
lung in folgende Kategorien vorgenommen werden:

1. Ungenauigkeiten in der Analyse von Moden nahe der Cut-on-Grenze mit dem aus
Mikrofonrechen bestehenden Array RMD2.

2. Ungenauigkeiten in der Analyse von Moden niedriger azimutaler und niedriger
radialer Ordnungen bei hohen Frequenzen mit dem wandbündigen Array RMD3.

3. Abweichungen, die sich nicht eindeutig auf die Eigenschaften von Array RMD2

oder RMD3 zurückführen lassen.

Die Ungenauigkeiten der ersten beiden Kategorien konnten mithilfe der Standardabwei-
chungsanalyse identifiziert werden, ihre Ursachen wurden in Kapitel 4 bereits eingehend
untersucht. Mögliche Erklärungen für Abweichungen der dritten Kategorie werden im
Folgenden diskutiert.
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Abbildung 5.9: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der 3BPF-
Komponente des UFFA-Rig mit dem Array RMD2 bei einer relativen Rotordreh-
zahl von 80%. Die mit Referenz bezeichneten Daten entsprichen den in Abbil-
dung 5.8 dargestellten Spektren. In der mit Erweiterung bezeichneten Analyse
wurden zusätzlich aerodynamische Moden berücksichtigt.

Streuungen und Reflexionen am Rechenkörper

An den relativ massiven Rechenkörpern können einlaufende Moden spürbar reflektiert
und in andere Ordnungen gestreut werden. Es ist davon auszugehen, dass das Ausmaß
der Reflexionen von der Verblockung des Kanals abhängt, welche effektiv mit dem Ein-
fallwinkel der Mode relativ zum Rechenkörper variiert, vgl. die Arbeit von Hanson zur
Reflexion von Moden an Schaufelreihen [47]. Moden mit großen Ausbreitungswinkel
werden stärker reflektiert. Zudem können Streuungen in andere radiale und azimutale
Ordnungen auftreten. Es ist davon aus zu gehen, dass die Reflexionen und Streuungen
an Mikrofonrechen der ersten Ebene stärker von den Rechen der zweiten Messebene
detektiert werden und umgekehrt.

Einbautoleranzen der Rechen

Eine weitere potentielle Fehlerquelle ist mit Einbautoleranzen der Rechen verbunden,
die im allgemeinen unbekannt sind. Für eine Einschätzung der Empfindlichkeit wurde
vom Autor eine Studie [134] durchgeführt. Es wurden Messdaten auf Gittern simuliert,
deren Koordinaten von den tatsächlichen Messkoordinaten entsprechend individuellen
Verdrehungen oder Verkippungen eines Rechen abwichen. Die auf verschiedene Raum-
koordinaten bezogenen Einbautoleranzen wirken sich auf unterschiedliche Modenord-
nungen aus. Bereits wenige Zehntel Millimeter axialer Versatz oder eine Verschiebung
der Rechen um Bruchteile eines Grads in Umfangsrichtung können zu Fehlern in den
Modenamplituden führen, deren Größenordnungen mit den Auswirkungen von überla-
gerten turbulenten Druckschwankungen vergleichbar sind.
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Überlagerte aerodynamische Moden

Die Interaktion der Rotorströmungsnachläufe mit dem Stator führen nicht nur zur Anre-
gung akustischer Moden, sondern es entstehen auch kohärente aerodynamische Moden.
Diese breiten sich mit konvektiver Geschwindigkeit aus. In der vorliegenden Messserie
wurden aerodynamischen Moden nachweislich durch die Mikrofone der RMD2-Rechen
erfasst [134]. Eine Detektion durch die wandbündigen Mikrofone des RMD3-Arrays
konnte nicht festgestellt werden. Die aerodynamischen Moden treten bei den Harmo-
nischen der Blattfolgefrequenzen mit den gleichen azimutalen Ordnungen auf, die nach
dem Modell von Tyler und Sofrin [143] für die akustische Anregung vorhergesagt wer-
den. Weckmüller et al [148] haben das Problem der Überlagerung von akustischen und
aerodynamischen Moden in der Analyse von CFD-Rechnungen unmittelbar stromab
eines Austrittleitrads behandelt. Ihr Ansatz besteht darin, die stromab laufenden aero-
dynamischen Moden mit den radialen Formfunktionen der akustischen Moden sowie an
die konvektive Geschwindigkeit angepassten axialen Wellenzahlen zu modellieren und
in der Modenanalyse zu berücksichtigen. Dieser Ansatz wurde an den experimentellen
Daten erprobt und führte zu einer Reduktion der ausgewerteten akustischen Pegel der
Rotor-Stator-Interaktionsmoden, wie das Beispiel in Abbildung 5.9 zeigt. Die Pegel der
stromauf laufenden Moden haben sich in dem modifizierten Anpassungssystem zum
Teil erhöht. Die festgestellten Änderungen führen jeodch zu keiner signifikanten Annä-
herung an die Ergebnisse des RMD3-Arrays. Die Qualität der erweiterten Modenanalyse
muss in der experimentellen Anwendung noch eingehender untersucht werden. In der
Anwendung auf CFD-Daten unmittelbar stromab einer Fan-Stufe ist die Methode auf-
grund der erheblich höheren Datendichte und den geringeren Störeinflüssen möglicher-
weise robuster. Zu klären ist zudem der Einfluss der in der vorliegenden Anwendung
langen Ausbreitungsstrecke bis zum Array RMD2.

Strömungsgrenzschichten an den Kanalwänden

Bei der Ableitung der Modenformfunktionen wurde eine stationäre Strömung mit ei-
nem vom Kanalquerschnitt unabhängigen axialen Strömungsprofil vorausgesetzt. Im
vorliegenden Fall besteht die wesentliche Abweichung zu dieser Annahme in der Exis-
tenz von Strömungsgrenzschichten an den Kanalwänden. Die Grenzschichten wirken
sich nach Aussage verschiedener theoretischer Studien [12, 72, 74] in Modifikationen
sowohl der radialen Modenformfunktionen als auch der axialen Wellenzahlen aus. Das
Ausmaß der Abweichungen zum kastenförmigen Strömungsprofil hängt dabei u. a. von
der Frequenz sowie den Modenordnungen ab und kann beträchtlich sein. Angesichts
der verschiedenen Ansätze, in denen primär entweder das radiale Schalldruckmuster
über den Querschnitt oder das axiale Schalldruckmuster an der Wand hinsichtlich der
modalen Zusammensetzung analysiert wird, ist es plausibel, dass der Grenzschichtein-
fluss sich in unterschiedlicher Weise auf die Ergebnisse der Arrays RMD2 und RMD3

auswirkt. Konkrete Aussagen bezüglich der Relevanz des Grenzschichteffekts bedürfen
weiterer umfangreicher Untersuchungen.
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5.2 einfluss von messdauer und aufbau des messgitters

Eine ideale Bewertungsgrundlage für den Einfluss von der Messdauer und der Messgit-
tergestaltung auf die Analysegenauigkeit stellt das an der Technischen Universität Graz
befindliche 1,5-stufige Niederdruck-Turbinenrig dar. Es wurde explizit für aeroakusti-
sche Untersuchungen konzipiert und bietet als Vorteile u. a. eine Versuchsstrecke von
durchgehend konstantem Kanalquerschnitt sowie klar trennbare Schaufelreihen-Inter-
aktionen. Eine Übersicht über die Referenzkonfiguration des Prüfstands ist in Abbil-
dung 1.4 gegeben. Abbildung 5.10 gibt einen detaillierten Einblick in die Messsektion.
An dem Rig wurden umfangreiche Messungen durchgeführt [132, 136]. Informationen
zum Prüfstand und zur Messdurchführung sind in Anhang H zu finden.

5.2.1 Spezifikation des Mikrofonarrays

Für die Spezifikation des Sensorarrays wurde das Ziel formuliert, Modenanalysen bis
zu einer maximalen Frequenz von kR = 70 durchzuführen, zusammen mit der Anfor-
derung, dass die Gesamtlänge der Messsektion 2.1 Kanalradien nicht überschreitet. Bei
der höchsten Frequenz muss das Schallfeld in circa 1800 Moden zerlegt werden, wo-
bei die maximale azimutale Ordnungen max|m|=72 und die maximale radiale Ordnung
max(n)=8 beträgt, vgl. Abbildung H.1. Es wurden Simulationsrechnungen mit allen vier
verschiedenen Basis-Sensoranordnungen A-I bis A-IV mit unterschiedlichen axialen und
radialen Sensoranzahlen Nx und Nr durchgeführt [135]. Den wandbündigen Arrays
wurde aufgrund der geringeren Beeinflussung der Strömung und des Schallfelds Vor-
zug gegeben. Als Optimum stellte sich die Verwendung von Nx = 12 axialen Messposi-
tionen in Anordnung A-III mit einem äquidistantem Abstand von ∆xopt/R = 0.032 je-
weils in der Gehäusewand und in der Nabe heraus2. Die Länge des Sensorarrays beträgt
Lx/R = 0.352 und ließ sich damit gut in den Prüfstand intergrieren. Abbildung 5.10 zeigt
die Einbausituation. Die Mikrofone wurden zur Erleichterung der Installation in der Na-
be wandbündig in Platten vormontiert. Aufgrund der Mikrofonabmessungen mussten
die Mikrofone in zwei Reihen zu jeweils sechs Mikrofonen montiert werden. Wie auf
dem rechten Foto zu sehen ist, waren dabei in axialer Richtung aufeinander folgende
Mikrofone jeweils in einem Winkel von 12° gegeneinander versetzt. Zur Abtastung des
in Tabelle 5.3 angegebenen vollen Messgitters wurde das Mikrofonarray in Schritten von
jeweils 2° traversiert.

5.2.2 Signal-Rausch-Abstand der Schalldruckmessungen

Die gemessenen Zeitreihen des Schalldrucks wurden mit Hilfe des Verfahren der adapti-
ven Neuabtastung analysiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.11 für die Betriebspunkte
Cutback und Sideline dargestellt. Die rotorkohärenten Spektren und Autoleistungsspek-
tren resultieren aus einer Mittelung über die 2160 Messpositionen der Kanalaußenwand
und sind als Funktion der Harmonischen der Wellendrehzahl (engl. engine order, EO)
aufgetragen. Schallfeldanteile, die nicht vollständig mit der Wellengeschwindigkeit kor-
relieren, werden deutlich sichtbar unterdrückt. Dies gilt auch für die starken schmalban-
digen Störkomponenten, die in Frequenzbändern etwas unterhalb der BPF, zwischen

2 Der normierte Sensorabstand ∆x′′opt/R = 0.0863 weicht von dem in Tabelle 4.2 angegebenen Wert aufgrund
unterschiedlicher angewandter Genauigkeitskriterien ab.
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Mikrofonplatte

Mikrofone

Abbildung 5.10: Schnittzeichnung der Messsektion des Turbinenrigs der TU Graz und instru-
mentierte Mikrofonplatte [91]

BPF und 2BPF sowie zwischen 2BPF und 3BPF auftreten, die aber nicht auf eine Rotor-
Stator-Interaktion zurück gehen und für die keine plausible Erklärung gefunden wur-
de. Bei der Sideline-Betriebsbedingung ist im Autoleistungsspektrum die Energie der
BPF-Harmonischen über relativ große Seitenbänder verschmiert. Dies ist auf Drehzahl-
schwankungen zurück zu führen. Sie lagen beim Betriebspunkt Sideline im Bereich von
±1.5%, während sie unter Cutback-Bedingungen nur etwa ±0.14% betrugen. Als Bei-
spiel sei die 3-fache Blattfolgefrequenz genannt, welche der 216-fachen Wellendrehhar-
monischen entspricht und deren Verschmierung sich im Autoleistungsspektrum ohne
adaptive Neuabtastung über ±0.015 ∗ 216 =±3.24 EO bzw. über ein Frequenzband von
etwa 340 Hz erstreckt. Mit der adaptiven Neuabtastung wird dies sehr effektiv korrigiert
und es ergeben sich bis zu 10 dB höhere Pegel für die BPF-Harmonischen.

Das unterschiedliche Ausmaß der Drehzahlschwankungen spiegelt sich auch in der
Analyse des Signal-Rausch-Abstands wider. Das Ergebnis ist in Tabelle 5.4 zusammen
gefasst, eine ausführliche Darstellung findet sich in Abschnitt H.4 des Anhang. Schon bei
Auswertung nur eines einzigen FFT-Fensters, d. h. ohne Mittelung, beträgt bei Cutback
der Signal-Rausch-Abstand der BPF und 2BPF-Harmonischen mehr als SNRp=16 dB.
Beim Betriebspunkt Sideline sind es hingegen 13.1 dB bei der BPF-Harmonischen und

Anzahl axialer Mikrofonpositionen Nx 12

Anzahl radialer Mikrofonpositionen Nr 2

Messpunkte in Umfangsrichtung Nφ 180

Gesamtzahl Messpunkte Nx ×Nr ×Nφ 4320

Tabelle 5.3: Standardmäßig verwendetes Messgitter für Modenanalysen am 1,5-stufigen Turbi-
nenrig der TU Graz.
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Abbildung 5.11: Autoleistungsspektrum und rotorkohärentes Schalldruckspektrum im Austritt
des Turbinenrigs. Jedes Spektrum ist das Ergebnis einer FFT über 15 s und wur-
de über 2160 Messpositionen an der Kanalaußenwand gemittelt. Die roten Pfeile
markieren die Harmonischen der Blattpassierfrequenz.

nur 5.1 dB bei 2BPF-Harmonischen. Möglicherweise ist die Signalqualität der 2BPF-
Harmonischen durch Überlagerung mit einer der eingangs erwähnten schmalbandigen
Störkomponenten beeinträchtigt. Durch Mittelung über die volle Messdauer von 15 s
wird der Signal-Rausch-Abstand um 14 bis 17 dB verbessert.

5.2.3 Modenanalyse mit vollständigem Messgitter und 15 s Messdauer

In den Abbildungen 5.12 und 5.13 sind die Ergebnisse der Modenanalysen der BPF- und
2BPF-Harmonischen beim Betriebspunkt Sideline dargestellt3. Die Schallfeldanalysen
wurden mit dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Verfahren durchgeführt. Abgebildet

3 Die Ergebnisse für den Betriebspunkt Cutback sind in den Abbildungen H.7 und H.8 im Anhang H zu
finden

Nw SNRp[dB]

Cutback BPF 1 17.3

BPF 45 34.4

2BPF 1 16.3

2BPF 45 31.8

Sideline BPF 1 13.1

BPF 48 28.4

2BPF 1 5.1

2BPF 48 19.0

Tabelle 5.4: Standardabweichungen und Signal-Rausch-Abstände der Schalldruckamplituden der
BPF- und 2BPF-Komponenten des Turbinenrigs an verschiedenen Betriebspunkten.
Die Mittlungsdauer der Analysen ist durch die Anzahl FFT-Fenster Nw gegeben.
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Abbildung 5.12: Schallleistungen (blaue Linien) und Standardabweichungen (rote Linien) aller
Moden als Ergebnis der Radialmodenanalyse der BPF-Komponente des Turbi-
nenrigs beim Betriebspunkt Sideline. Durch Pfeile gekennzeichnete Moden ge-
hen auf die Interaktion von Stator und Rotor zurück.

sind die Schallleistungen jeder Mode und die zugehörigen Standardabweichungen S±mn.
In allen Spektren treten einige azimutale Ordnungen deutlich erkennbar hervor. Sie sind
auf die verschiedenen Interaktionen von Eintrittsleitrad, Stator, Rotor und Austrittslei-
trad zurück zu führen. Die Strömungsnachlauf- und Potentialfeld-Wechselwirkungen
von Stator und Rotor fallen aufgrund des geringen axialen Abstands dieser Schaufelrei-
hen am Stärksten aus. Der Übersichtlichkeit halber sind in den nachfolgend dargestellten
Modenspektren nur diese Interaktionsmoden gekennzeichnet.

Bei der Grundharmonischen der Blattfolgefrequenz kR= 30.96 werden gemäß der For-
mel von Tyler und Sofrin aus Gleichung (1.2) durch den Stator mit 96 Schaufeln und den
Rotor mit 72 Blättern nur Moden der azimutalen Ordnung m= -24 ausbreitungsfähig an-
geregt. Sie sind in Abbildung 5.12 durch einen dunkelgrünen Pfeil markiert. Auf dem
Ausbreitungsweg zur Messsektion entstehen aus den Rotor-Stator-Interaktionsmoden
durch Streuung am Austrittsleitrad mit 15 Schaufeln noch weitere Moden:m= -24−k · 15

mit k= -1,-2,-3. Sie sind durch hellgrüne Pfeile gekennzeichnet.

Bei der 2BPF-Harmonischen kR= 61.92 sieht das Modenspektrum noch signifikanter
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aus. Gemäß Tyler und Sofrin sind Rotor-Stator-Interaktionsmoden bei zwei azimutalen
Modenordnungen zu erwarten: m= -48 und m= 48. Deutlich sichtbar sind allerdings
nur die Moden der Ordnung m= 48, welche in Abbildung 5.13 durch einen dunkelblau-
en Pfeil markiert sind. Die mit hellblauen Pfeilen markierten Moden der Ordnungen
m = 48 − k · 15 mit k = 1, . . . , 7 resultieren aus Streuungen am Nachleitrad. Interessan-
terweise besitzen die Streumoden teilweise sehr viel höhere Pegel als die einfallenden
Moden, d. h. es hat durch den Streuvorgang eine erhebliche Umverteilung der Schallleis-
tung statt gefunden. Auffällig ist dabei, dass bei manchen Moden die Schallleistung mit
der radialen Ordnung zunimmt, siehe z. B. die Moden der Ordnung m= 33, während
bei anderen Moden eher die entgegen gesetzte Tendenz zu beobachten ist, siehe z. B. die
Moden der Ordnung m= -12.

Sowohl bei der BPF- als auch bei der 2BPF-Harmonischen sind die Pegel der reflektier-
ten Moden stets deutlich geringer. Es ist bekannt, dass Reflexionen an Kanalquerschnitts-
änderungen, wie hier stromab der Messsektion, nur in der Nähe von Cut-on-Frequenzen
von Bedeutung sind [155]. Da somit das Spektrum der reflektierten Moden den Erwar-
tungen entspricht, kann dies als Indiz für eine gute Analysequalität angesehen werden.

Die durch rote Linien dargestellten Standardabweichungen liegen bei der BPF-Har-
monischen deutlich unterhalb der modalen Schallleistungen. Bezogen auf die Pegel der
stromab laufenden Moden, die sich keiner Schaufelreiheninteraktion zuordnen lassen,
beträgt der Abstand -20 dB bis -10 dB. Bei der 2-fachen BPF-Harmonischen des Be-
triebspunkt Sideline hingegen fallen die Kurven der Standardabweichungen mit den
Pegeln der nicht identifizierbaren Moden zusammen. Die höhere Fehlerempfindlichkeit
war nach der SNR-Analyse der Schalldruckmessungen zu erwarten. Fehlerverstärkend
wirken sich zudem die schlechtere Matrixkondition und der geringere Fehlerausgleich
aufgrund der hohen Modenzahl aus. Allerdings beträgt der Pegelabstand der dominan-
ten Stator-Rotor-Interaktionsmoden zur Standardabweichung immer noch mindestens
10 dB, bei den sehr dominanten Moden sogar mehr als 20 dB. Auffällig sind die un-
terschiedlichen mittleren Verläufe der Standardabweichungen der Ordnungen n= 1 und
n= 2 mit lokalen Minima im Bereich der azimutalen Ordnungen m= 0 bzw. m=±25 bei
den 2BPF-Harmonischen. Wie in Abschnitt 4.3.2 beschrieben, sind sie typisch für eine
Modenanalyse mit einem Sensorarray, in dem sich Mikrofone in der Kanalaußenwand
und in der Nabe befinden. Die Pegel der nicht identifizierbaren Moden variieren beim
Betriebspunkt Sideline in etwa der gleichen Weise.

Insgesamt gesehen kann die Qualität der Messdaten als sehr hoch eingestuft wer-
den. Die charakteristischen Schallleistungsverteilungen über die Radialmoden enthal-
ten umfassende Informationen über die Schallquellmechanismen, Schallquellpositionen
und Schallausbreitungsvorgänge, und stellen damit eine gute Grundlage für die Vali-
dierung von Vorhersageverfahren dar. Der Vergleich der Modenanalyseergebnisse mit
einem semi-analytischen Modell sowie mit numerischen Simulationen zeigt eine sehr
gute Übereinstimmung [13, 14, 15].
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Abbildung 5.13: Schallleistungen (blaue Linien) und Standardabweichungen (rote Linien) aller
Moden aus der Radialmodenanalyse der 2BPF-Komponente des Turbinenrigs
beim Betriebspunkt Sideline. Durch Pfeile gekennzeichnete Moden gehen auf
die Interaktion von Stator und Rotor zurück.
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Abbildung 5.14: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der BPF-
Komponente des Turbinen-Rigs über 48 Zeitfenster (blaue Linien) bzw. 1 Fenster
(grüne Linie) beim Betriebspunkt Sideline.

5.2.4 Einfluss der Messdauer auf die Analysequalität

Aus praktischer Sicht stellt sich die Frage, wie sich eine Verkürzung der Messdauer
auf die Genauigkeit der Modenanalyse auswirkt. Die extremste Verkürzung stellt die
Verwendung nur eines FFT-Fensters dar. Im Sideline-Betriebspunkt umfasst ein FFT-
Fenster nur 32 Wellenumdrehungen, was einer Messdauer von etwa 0.3 s entspricht.
Der Signal-Rausch-Abstand reduziert sich drastisch auf die in Tabelle 5.4 angegebenen
Werte. Trotzdem sind die Auswirkungen überraschend gering. Die Abbildungen 5.14

und 5.15 zeigen eine Gegenüberstellung mit den Ergebnissen der Standardmessdauer
für die BPF- und 2BPF-Harmonische beim Betriebspunkt Sideline4. Für eine kompak-
tere Darstellung wurden die Schallleistungen der radialen Ordnungen entsprechend der
Gleichungen (2.59) und (2.60) aufsummiert. Selbst bei der 2BPF-Harmonischen können
die stromab laufenden dominanten Rotor-Stator-Interaktionsmoden mit nahezu dersel-
ben Genauigkeit ermittelt werden, wie bei Verwendung der 48-fachen Messdauer. Bei
der BPF-Harmonischen ist noch nicht mal eine Pegelerhöhung von Modenordnungen zu
beobachten, die keiner Schaufelreiheninteraktion zugeordnet werden können. Hieraus
können mehrere Folgerungen gezogen werden.

Es besteht ein großes Potential für schnelle Modenanalysemessungen. Angesichts der
kurzen Messdauer pro Position, könnte die Messung alternativ zur schrittweisen Tra-
versierung mit kontinuierlicher Drehung der Mikrofonsektion durchgeführt werden. Bei
der Konzeption der schnellen Messung muss bedacht werden, dass die Genauigkeit der
Analyse neben einem hinlänglichen Signal-Rausch-Abstand auch vom Grad der Überbe-
stimmung des Analysesystems abhängt. Im vorliegenden Fall der 2BPF-Harmonischen
am Sideline-Betriebspunkt wurden 1372 Moden auf einem Messgitter mit 4320 Positio-
nen ausgewertet.

Bereits in Abschnitt 5.1.3 wurden Indizien dafür gefunden, dass auch solche Moden,

4 In Anhang H sind in Abbildung H.12 für die 2BPF-Harmonische die Pegel der einzelnen radialen Ordnun-
gen dargestellt. Resultate für den Betriebspunkt Cutback zeigen die Abbildungen H.9 und H.10.
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Abbildung 5.15: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der 2BPF-
Komponente des Turbinen-Rigs über 48 Zeitfenster (blaue Linien) bzw. 1 Fenster
(grüne Linie) beim Betriebspunkt Sideline.

die nicht direkt auf Schaufelreihen-Interaktionen zurückführbar sind, kohärent durch
Schallquellen des Versuchsträgers angeregt angeregt worden sein können und deshalb
in der Gesamtbewertung der Geräuschentstehung gegebenenfalls zu berücksichtigen
sind. Die Ergebnisse dieses Abschnitts bekräftigen diese Interpretation. Es hängt aller-
dings vom Signal-Rausch-Abstand ab, inwiefern die kohärenten Moden im Spektrum
sichtbar oder verdeckt sind. Die modalen Standardabweichungen helfen bei der Beur-
teilung der Situation. Im Fall der BPF-Harmonischen ist die Analysegenauigkeit der
stromab laufenden Moden auch bei Verwendung nur eines FFT-Fensters hoch. Die Kur-
ven der modalen Standardabweichungen in Abbildung 5.12 verschieben sich um etwa
10 dB nach oben. Dies ist weniger, als zunächst aufgrund der um 15.3 dB unterschiedli-
chen Signal-Rausch-Abstände der Schalldruckmessungen zu erwarten ist, lässt sich aber
anhand Gleichung (3.45) zur Berechnung der Standardabweichung der Schallleistung
Smn nachvollziehen, in welche nicht nur die Standardabweichung der Modenamplitu-
den smn sondern auch die Modenamplituden Amn eingeht. Offensichtlich erreicht die
Kurve der Standardabweichung nur das Niveau von schwächeren Moden, siehe auch Ab-
bildung H.11. In Abbildung 5.16 (a) ist die Unsicherheit der modalen Schallleistungen
alternativ in Form von Fehlerbalken dargestellt. Aus Gründen der besseren Übersicht-
lichkeit sind nur die Endpunkte der Fehlerbalken dargestellt und wurden diese nicht
direkt in das Diagramm von Abbildung 5.14 eingezeichnet. Die Fehlerbalken beziehen
sich auf die Schallleistungspegel, d. h. es gilt ±∆P+m = (P+m ± S+m) /P+m. Für fast alle azi-
mutalen Modenordnungen ist der Fehlerbalken kleiner als 2 dB und insbesondere für
die Moden, die signifikant zur Gesamtschallleistung beitragen, ist der Fehlerbalken so-
gar im Bereich von nur 1 dB oder geringer.

Anders stellt sich die Situation bei der 2BPF-Harmonischen dar. Bei Verwendung von
48 Zeitfenstern liegen die modalen Standardabweichungen leicht unterhalb der Pegel
der Modenamplituden oder reichen an diese heran. Bei Verwendung von nur einem Zeit-
fenster hingegen ragen nur noch die dominanten Rotor-Stator-Interaktionsmoden über
das Niveau der modalen Standardabweichungen hinaus, siehe Abbildung H.12. Für die
sonstigen Moden kann nicht beurteilt werden, ob die Pegel von kohärenten Schallan-
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Abbildung 5.16: Relative Unsicherheiten der Schallleistungen der stromab laufenden Moden bei
einer Analyse von 1 Fenster (grüne Balken) bzw. 48 Zeitfenstern (blaue Balken)
am Betriebspunkt Sideline des Turbinenrigs.
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Abbildung 5.17: Gegenüberstellung des gemessenen und des aus den Modenamplituden rekon-
struierten Schalldrucks für eine Analyse von 48 Zeitfenstern bzw. 1 Fenster beim
Betriebspunkt Sideline des Turbinenrigs. Es ist ein Ausschnitt von 200 Positio-
nen des aus 4320 Positionen bestehenden Messgitters dargestellt.

regungsprozessen stammen oder eine Abbildung von Rauschprozessen darstellen. In
Abbildung 5.16 (b) ist dieser Sachverhalt in der Fehlerbalkendarstellung veranschaulicht.
Die Analysegenauigkeit der dominanten Stator-Rotor-Interaktionsmoden ist auch bei
Verwendung von nur einem FFT-Fenster nach wie vor hoch. Die Gesamtungenauigkeit
der Moden m = 48 inklusive der am Austrittsleitrad gestreuten Anteile beträgt nur
±∆P+m =+1.1 /− 0.5 dB5.

Die Qualität der Modenanalyse kann anhand eines weiteren Kriteriums eingeschätzt
werden: durch die Abweichungen der Schalldruckamplituden auf dem Messgitter, die
sich gemäß Gleichung (C.13) aus der Differenz des gemessenen Schallfelds und des aus
den Modenamplituden rekonstruierten Schallfelds ergeben. Abbildung 5.17 zeigt exem-

5 Weitere Angaben zu den Genauigkeiten, mit denen sich die verschiedenen Schaufelreiheninteraktionen bei
den verschiedenen Messdauern bestimmen ließen, sind in den Tabellen H.6 und H.7 zu finden.
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plarisch Vergleiche für 200 der 4320 Messpositionen. In der Analyse der BPF-Harmoni-
schen über 48 Zeitfenster beträgt die Abweichung 19% und in der Analyse über 1 Fenster
beträgt die Abweichung 31%. In der Analyse der 2BPF-Harmonischen betragen die Ab-
weichungen 25% beziehungsweise 37%. Die Differenzen der rekonstruierten Schallfelder,
die für die beiden unterschiedlichen Messdauern berechnet wurden, sind allerdings ge-
ring – was mit den sehr ähnlichen Modenspektren zusammenhängt. Interessanterweise
werden durch den Mittelungsprozess offenbar nicht die Modenspektren verbessert, son-
dern in erster Linie die Streuung der gemessenen Schalldruckamplituden verringert. Die
Schalldruckamplituden werden dabei an den meisten Messpositionen unterschätzt, was
möglicherweise eine systematische Unzulänglichkeit der Modenanalyse aufdeckt.

5.2.5 Variation des Messgitters

In den bisherigen Analysen der BPF-Harmonischen sind die Gleichungssysteme stark
überbestimmt gewesen. Beim Betriebspunkt Sideline wurden die Amplituden von 368

Moden durch Anpassung an 4320 Messpositionen bestimmt. Es gibt mehrere Möglich-
keiten das Messgitter unter Beibehaltung einer regelmäßigen Anordnung auf 720 oder
480 Positionen zu reduzieren. Dabei eröffnet sich die Möglichkeit einige der in Kapitel 4

aufgestellten Leitlinien zu verifizieren.

Tabelle 5.5 gibt eine Übersicht über alle Messgitter-Varianten, die unter Einhaltung
der in Gleichung (3.25) angegebenen Forderung prinzipiell für eine Analyse der BPF-
Harmonischen geeignet sein könnten. Die Anzahl der Umfangspositionen wurde auf
Nφ = 60 begrenzt6. Für jedes Messgitter wurde die maximale Analysefrequenz nach
dem Genauigkeitskriterium einer modalen Standardabweichung von smn/sm 6 1 ermit-
telt und in das Diagramm in Abbildung 5.18 eingetragen. Die grauen Linien grenzen
den Korridor der in Kapitel 4 optimierten Sensoranordnungen ein und wurde aus Ab-
bildung 4.13 übernommen. Das Diagramm gibt eine erste Einschätzung bezüglich der
Eignungen der Messgitter.

Abbildung 5.19 zeigt einen Vergleich der mit den verschiedenen Messgittern ausge-

6 Dies verhindert die Trennung der Ordnungen m = −30 und m = 30, was für die hier angestellten Untersu-
chungen aber nicht weiter relevant ist.

Array ID Nx Nr Nφ Npos d/∆x max(k′′R) κ δA

12×2–1 12 2 180 4320 1 23.48 4.0 0.40

12×1–1 12 1 60 720 1 6.30 290 29.0

6×2–1 6 2 60 720 1 12.58 21.9 2.05

6×2–2 6 2 60 720 2 13.41 5.1 1.03

4×2–2 4 2 60 480 2 11.30 20.0 2.47

4×2–3 4 2 60 480 3 8.90 16482 513.2

Tabelle 5.5: Für die Radialmodenanalyse der BPF-Komponente des Turbinenrigs verwendete
Messgitter.
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Abbildung 5.18: Einordnung der in Tabelle 5.5 angegebenen Messgitter bezüglich des in Abbil-
dung 4.13 angegebenen Korridors optimaler Sensorabstände unter den Sideline-
Betriebsbedingungen des Turbinenrigs.

werteten Modenspektren und die zugehörigen Standardabweichungen. Für die Referenz-
konfiguration 12x2-1 wurden die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts übertragen. Alle
Analysen wurden auf den Datensatz angewendet, der nur ein Zeitfenster umfasst. Eine
zur Referenz vergleichbare Analysegenauigkeit besitzt das Array 6x2-2. Der Gesamtfeh-
ler der Analyse δA hat sich laut Tabelle 5.5 nur um den Faktor 1.03/0.4 ≈ 2.6 erhöht,
obwohl die Anzahl der Messpositionen um den Faktor 6 reduziert wurde. Die Schallleis-
tung der Stator-Rotor-Interaktionsmoden, in denen die Streuanteile am Austrittsleitrad
einbezogen sind, und die Gesamtschallleistung aller Moden sind in Tabelle 5.6 ange-
geben. Zwischen den Arrays 12x2-1 und 6x2-2 ist trotz des Unterschieds der modalen
Standardabweichungen von etwa 6 dB (vgl. Abbildung 5.19 (b)) ein nur geringer Unter-
schied fest zu stellen. Das Array 6x2-2 ist demnach gut für eine schnelle Modenanalyse
geeignet. Bei Einsatz von jeweils 6 Mikrofonen in Kanalaußenwand und Nabe, und Tra-
versierung des Mikrofonarrays an Nφ = 60 Umfangspositionen, würde theoretisch eine
Gesamtmesszeit von 18.3 s ausreichen, wobei die Zeit für die Kanaltraversierung hinzu-
gerechnet werden müsste.

Merklich größer sind die Analyseungenauigkeiten bei Anwendung des Arrays 6x2-
1, in dem der axiale Sensorabstand weit entfernt vom in Abbildung 5.18 markierten
günstigen Bereich ist. Dies spiegelt sich in einer größeren Matrixkondition sowie in ei-
ner jeweils um 1.5 dB zu großen Abschätzung der Pegel der dominanten Moden und
der Gesamtschallleistung wieder. Das Array 4x2-2 befindet sich im Korridor optimaler
Sensorabstände, aber die maximale Analysefrequenz fällt gerade mit der Blattpassierfre-
quenz zusammen. Die Analyse mit diesem Array zeigt ähnliche Abweichungen wie das
mit Array 6x2-1 erzielte Ergebnis.

Für eine Modenanalyse ungeeignet sind die Arrays 4x2-3 und 12x-1-1 (die Ergebnisse
wurden daher nicht in Abbildung 5.19 und Tabelle 5.6 dargestellt). Das Array 4x2-3 liegt
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Abbildung 5.19: Schallleistungen der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse der BPF-
Komponente des Turbinenrigs beim Betriebspunkt Sideline mit den in Tabel-
le 5.5 angegebenen Messgittern.

Stator-Rotor-Interaktion alle Moden

Array ID Nφ P+ [dB] ±∆P+ [dB] P+ [dB] ±∆P+ [dB]

12×2–1 180 0.0(∗) 0.2 / -0.2 0.0(∗) 0.3 / -0.4

6×2–1 60 +1.5 1.3 / -1.9 +1.5 3.0 / -19.5

6×2–2 60 -0.1 0.9 / -1.1 +0.1 1.9 / -3.5

4×2–2 60 +1.6 1.8 / -3.0 +1.6 4.0 / –

Tabelle 5.6: Relative Schallleistungen der BPF-Komponente des Turbinenrigs beim Betriebspunkt
Sideline in der Analyse mit verschiedenen Messgittern und bei Verwendung eines
FFT-Fensters (aus Gründen der Vertraulichkeit sind alle Werte relativ zu dem mit (∗)
gekennzeichneten Schallleistungspegel angegeben). Die Unsicherheiten ±∆P+ bezie-
hen sich auf die in Abbildung 5.19 dargestellten Absolutpegel.

zwar im Korridor optimaler axialer Sensorabstände, die maximale Analysefrequenz ist
jedoch niedriger als die Blattpassierfrequenz. Das Array 12x1-1 stellt die einzige Variante
dar, in der Mikrofone ausschließlich in der Kanalaußenwand installiert sind. Der axiale
Sensorabstand ist für die Analyse mit einer solchen Anordnung jedoch viel zu klein
und führt bereits bei niedrigen Frequenzen zu einem ähnlich sprunghaften Anstieg der
Kondition, wie in Abbildung 4.4 für die Gegenüberstellung der Sensoranordnungen A-
III und A-IV zu sehen ist.

5.3 regularisierung suboptimaler arrays und partielle modenanalyse

In einer Versuchsreihe zur aktiven Minderung von Fanschaufeltönen wurden Schallfeld-
messungen mit einem wandbündigen Mikrofonarray im Einlauf des DLR-UHBR-Fans
am Mehrstufen-Zweiwellen-Axialverdichter-Prüfstand (M2VP) durchgeführt [27, 137].
Im Vergleich zu den bisher dargestellten Messungen gab es eine besondere Herausforde-
rung: Gemäß den Untersuchungen von Kapitel 4 erfordert die optimale Modenanalyse
in einem Kanal ohne Nabenkörper ein Array mit einer relativ großen Zahl axialer Sensor-
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Abbildung 5.20: Mikrofonmesssektionen in der Ansaugstrecke des UHBR-Fans am Verdichter-
prüfstand M2VP.

positionen sowie mit relativen großen axialen Sensorabständen. Ein Array entsprechen-
der Länge ließ sich aufgrund von Bauraumbeschränkungen nicht realisieren. Stattdessen
wurde ein suboptimales Array installiert. In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich
die mit dem Array verbundene beeinträchtigte Analysegenauigkeit durch Einbindung
eines Regularisierungsverfahrens verbessern lässt. Zudem wird gezeigt, dass das Array
trotz der Einschränkung für eine Partielle Modenanalyse eingesetzt werden kann.

5.3.1 Spezifikation des Mikrofonarrays

Abbildung 5.20 zeigt die Ansaugstrecke des UHBR-Fans am Verdichterprüfstand M2VP,
in die zwei Kanalsegmente mit akustischer Instrumentierung integriert wurden7. In der
vorliegenden Studie wird nur die drehbare Mikrofonsektion betrachtet. Sie ist auch auf
dem rechten Foto in Abbildung 3.4 zu sehen und hat einen Durchmesser von 800 mm.
Die im Foto als Array 2 bezeichnete Mikrofonanordnung wurde mit dem Ziel definiert,
den maximal verfügbaren axialen Bauraum von etwa 900 mm für eine Modenanalyse
mit 60 Mikrofonen optimal zu nutzen. Unter den gegebenen Bedingungen wurde diese
Anforderung am besten durch den maximal möglichen axialen Mikrofonabstand von
∆x= 14.5 mm erfüllt. Aufgrund der Abmessungen der Sensoren musste das Array auf
zwei axiale Linien aufgeteilt werden, d. h. jedes zweite Mikrofon wurde in der zweiten
Reihe mit einem Versatz von 4.5° in Umfangsrichtung gegenüber der ersten Reihe instal-
liert.

Bezogen auf den Betriebspunkt Approach beträgt der dimensionslose Sensorabstand
∆x′ = 0.0373R und liegt damit weit entfernt vom optimalen Sensorabstand ∆x′opt = 0.088R,
siehe das linke Diagramm in Abbildung 5.21. Dargestellt ist die Kondition der Modellma-
trix für eine Analyse der Mode m= 0 mit variablem axialen Sensorabstand. Tatsächlich
liegt die höchste analysierbare Frequenz mit max(k ′R)≈ 18 nicht einmal so hoch, wie
im Optimalfall durch ein Array mit Nx = 24 Sensoren zu erreichen wäre, vgl. Tabelle 4.2.
Die axiale Gesamtabmessung eines solchen Arrays würde allerdings bei über 2 m Länge
liegen und wäre daher nicht realisierbar.

7 Informationen zu Fan, Prüfstand und Messdurchführung sind in Anhang I zu finden.
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∆x′opt

∆x′ = 0.0373R

Abbildung 5.21: Modenanalyse mit einem aus Nx = 60 Positionen bestehenden axialen Sensorar-
ray. Das linke Diagramm zeigt die Kondition der Modellmatrix für eine Zerle-
gung der Mode m= 0 in Abhängigkeit des axialen Sensorabstands. Im rechten
Diagramm ist der relative Gesamtfehler bei der Zerlegung jeder azimutalen Ord-
nung m mit axialem Sensorabstand ∆x′ = 0.0373R dargestellt.

Anders stellt sich die Situation bei höheren azimutalen Ordnungen dar. Der Vergleich
des rechten Diagramm von Abbildung 5.21 mit dem unteren Diagramm von Abbil-
dung 4.6 zeigt, dass mit Hilfe des Drehkanalarrays eine Modenanalyse der Ordnungen
26m6 10 bei erheblich höheren Frequenzen möglich ist, als mit einem optimal gestal-
teten Array von 24 Sensoren. Dies ist insbesondere für die Analyse der Rotor-Stator-
Interaktionsmode m = 6 bei der 2-fachen Blattfolgefrequenz von Vorteil, die Hauptun-
tersuchungsgegenstand der Testserie war.

5.3.2 Ergebnis der Standard-Analyse

Am Betriebspunkt Approach entsprach die zu analysierende 2-fache Blattfolgefrequenz
einer dimensionslosen Frequenz von kR= 17.03. Bei dieser Frequenz waren in der An-
saugstrecke des Fans insgesamt 168 stromauf und stromab laufende Moden mit maxima-
ler azimutaler Ordnung max |m|= 15 und maximaler radialer Ordnung max(n)= 5 aus-
breitungsfähig. Das Spektrum aller modaler Ausbreitungsfaktoren ist in Abbildung 2.3
dargestellt und vermittelt einen Eindruck von der Schwierigkeit die Radialmoden niedri-
ger azimutaler Ordnungen zu trennen. Für die Modenanalyse wurde das Schallfeld auf
einem aus 3600 Punkten bestehenden Datengitter abgetastet. Das Gitter wurde durch
Traversierung der Messsektion in Nφ = 60 Schritten zu je 6° aufgebaut.

Das Ergebnis der Modenanalyse mit dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebene Verfahren
ist in Abbildung 5.22 a) und b) dargestellt. Abgebildet sind die Schallleistungen P−mn

aller stromauf abgestrahlten Moden und die Schallleistungen P+mn aller in Strömungs-
richtung zurück reflektierten Moden in farblicher Kodierung. Deutlich sind die durch
Rotor-Stator-Interaktion angeregten Moden der Ordnung m= 6 zu erkennen. Das Spek-
trum der stromauf abgestrahlten Moden suggeriert neben den dominanten Rotor-Stator-
Interaktionsmoden weitere Moden der Ordnung m= 0 mit signifikant hohen Pegeln.

Zur Absicherung der Beobachtung wurden Azimutalmodenanalysen der azimutalen
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(a) Abgestrahlte Moden ohne Regularisierung. (b) Reflektierte Moden ohne Regularisierung.

(c) Abgestrahlte Moden mit Regularisierung. (d) Reflektierte Moden mit Regularisierung.

Abbildung 5.22: Schallleistung aller Moden als Ergebnis der Radialmodenanalyse der 2BPF-
Komponente mit dem vollen Messgitter im Einlauf des UHBR-Fans.

Schalldruckverteilung durchgeführt. In Abbildung 5.23 sind repräsentative Ergebnisse
für sechs aufeinander folgende axiale Position dargestellt. Die Existenz dominanter Mo-
den der Ordnung m= 0 kann demnach ausgeschlossen werden, d. h. es muss sich bei
den hohen Pegeln der Mode m= 0 im Spektrum a) der Abbildung 5.22 um ein Artefakt
der Radialmodenanalyse handeln. Ein Blick auf den Verlauf des relativen Gesamtfehlers
in Abbildung 5.21 legt als Fehlerursache eine zu schlechte Kondition der Modenana-
lysematrix bezüglich der Ordnung m= 0 nahe. Das Array ist vermutlich nicht in der
Lage die axialen Wellenzahlen der niedrigen radialen Ordnungen auf zu lösen, die sehr
dicht zusammen liegen (vergleiche Tabelle 5.7). In vergleichbaren Anwendungen konnte
das Analyseergebnis durch Anwendung eines numerischen Regularisierungsverfahren
erheblich verbessert werden [69, 70].

5.3.3 Regularisierung der Modellmatrix

Das Ziel von Regularisierungsverfahren besteht im Allgemeinen darin, das Spektrum
der Singulärwerte einer Modellmatrix so zu verändern, dass der mithilfe des inver-
sen Ansatzes berechnete Lösungsvektor die Realität bestmöglich wiedergibt. Die kri-
tische Aufgabe besteht darin den optimalen Grad an Regularisierung zu finden. Ei-
ne Methode, die in der letzten Zeit bei der Rekonstruktion von Schallquellen erprobt
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Abbildung 5.23: Azimutalmodenanalyse der 2BPF-Harmonischen des UHBR-Fan durch DFT der
azimutalen Schalldruckverteilung an sechs axialen Positionen des Messgitters.

wurde und welche ohne Vorabinformationen bezüglich der Messungenauigkeiten oder
einer ersten Schätzung des Lösungsvektors auskommt, ist die so genannte Tikhonov-
Regularisierung [70]. Grundlage ist die Minimierung einer erweiterten Kostenfunktion. In
Übertragung auf die vorliegende Anwendung würde die gegenüber Gleichung (3.24) er-
weiterte Kostenfunktion J= ∥e∥2 = ∥Wa − p∥2 + τ ∥La∥2 lauten. Darin bezeichnen τ einen
Regularisierungsparameter und ∥La∥ eine Zusatzbedingung. Die Wirkungsweise der Re-
gularisierung lässt sich am einfachsten verstehen, wenn für L eine Einheitsmatrix ange-
nommen wird. Dann wird jedes Element der inversen Matrix der Singulärwerte mit
einem Faktor Rf = ζ2

j/(ζ
2

j + τ) multipliziert, was eine Dämpfung der Beiträge sehr klei-
ner Singulärwerte im Lösungsvektor von Gleichung (3.35) zur Folge hat [70]. Ziel ist
es eine Balance zwischen den beiden Termen der Kostenfunktion J her zu stellen. Der
erste Term steht für die Abweichungen aufgrund der Verstärkung von Messungenauig-
keiten und nimmt in der Regel mit zunehmender Regularisierung ab, da sich durch die
Dämpfung der Singulärwerte die Matrixkondition verbessert. Der zweite Term soll eine
Über-Regularisierung verhindern, welche sich oft in stark anwachsenden Amplituden
des Lösungsvektors ausdrückt. Zur Berechnung des optimalen Regularisierungspara-
meters können die General Cross Validation-Methode oder die L-Curve-Methode eingesetzt

n αmn k−mn [1/m] λ−mn [m] cos θ−mn [°]

0 1.000 55.95 0.112 179.7

1 0.976 54.85 0.115 170.1

2 0.917 52.17 0.120 161.4

3 0.815 47.57 0.132 151.9

4 0.650 40.15 0.156 140.3

5 0.344 26.30 0.239 122.6

Tabelle 5.7: Ausbreitungsfaktor, axiale Wellenzahl, axiale Wellenlänge und axialer Ausbreitungs-
winkel relativ zur Kanalachse für alle stromauf laufenden Moden der Ordnung
m = 0 im Ansaugkanal des UHBR-Fan bei der Frequenz kR = 17.03.
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werden [70].

In dieser Arbeit wird ein anderer Ansatz verfolgt. Statt des Residuums des Schall-
druckfelds wird durch die Regularisierung die Abweichung der Modenamplituden mi-
nimiert. Dies wird durch Einbeziehung des in Abschnitt 3.3.6 eingeführten Simulations-
verfahren ermöglicht. Die Abweichung der Modenamplituden wird hier konkret durch
den relativen Gesamtfehler δA repräsentiert und ist als statistische Größe unabhängig
von der konkreten Zusammensetzung des Modenfelds. In der Regularisierung wird der
relative Gesamtfehler in Abhängigkeit einer Singulärwertschranke ausgewertet. Der Re-
gularisierungsparameter τ wird durch das Verhältnis der Singulärwertschranke zum
größten Singulärwert definiert:

τ =

(
ζlim
ζmax

)
2

. (5.1)

Singulärwerte, die unter die Schranke fallen, werden einfach zu Null gesetzt8. Für den
kleinsten Singulärwert der regularisierten Modellmatrix gilt dann

ζmin > ζlim =
√
τ · ζmax. (5.2)

Eine Anhebung des Regularisierungsparameters τ wirkt sich gemäß Gleichung (3.37) di-
rekt auf die Konditionszahl der Modellmatrix κ(W) aus.

In Abbildung 5.22 c) und d) ist das Ergebnis nach optimaler Regularisierung der Mo-
denanalyse dargestellt. Die Amplituden der Ordnung m= 0 wurden auf das mittlere
Niveau aller sonstigen Moden gesenkt, ohne dass sich die Pegel der dominanten Rotor-
Stator-Interaktionsmoden geändert haben. Im folgenden Abschnitt wird untersucht, wie
sich das Analyseergebnis mit der Singulärwertschranke verändert und wie sich der rich-
tige Grad an Regularisierung finden lässt.

5.3.4 Untersuchung der Wirkungsweise der Regularisierung

Die Wirkungsweise der Regularisierung wurde für die fünf in Tabelle 5.8 definierten
Messgitter anhand der Modenzerlegung der 2BPF-Komponente untersucht. Das erste

8 Die Methode wird im Englischen mit Singular Value Discarding oder als Truncated Singular Value Decomposi-
tion bezeichnet [99].

Array ID Nx d/∆x Nϕ Npos τopt κ(W) δAm rank(W)

60-1 60 1 60 3600 1.5·10
−2

6.7 0.45 160

30-2 30 1 30 900 1.2·10
−2

7.2 0.67 155

20-3 20 3 30 600 1.9·10
−2

5.8 0.74 157

15-4 15 4 30 450 6.3·10
−2

3.5 0.83 144

12-5 12 5 30 360 4.5·10
−2

3.6 0.95 139

Tabelle 5.8: Regularisierungsparameter und Genauigkeit der Modenanalyse der 2BPF-
Komponente des UHBR-Fans für verschiedene Messgitter.
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Abbildung 5.24: Einordnung der in Tabelle 5.8 angegebenen Messgitter bezüglich des in
Abbildung 4.13 angegebenen Korridors optimaler Sensorabstände unter der
Approach-Betriebsbedingung des UHBR-Fan-Prüfstands.

Array 60-1 bildet das volle Gitter ab, während die anderen vier Messgitter aus einer Aus-
dünnung dieses Referenzarrays hervorgehen. In dem kleinsten Messgitter 12-5 wurden
beispielsweise nur Nx = 12 axiale Messstellen mit fünffachem axialen Sensorabstand
d = 5∆x ausgewertet. Weiterhin wurde in allen ausgedünnten Gittern jede zweite azi-
mutale Messtelle fortgelassen und damit die Zahl der Gitterpositionen um bis zu 90%
reduziert. Eine Einschränkung der Anzahl azimutaler Messpositionen auf Nφ = 30 führ-
te durch Verletzung der Abtastbedingung in Gleichung (3.13) zu einer Spiegelung der
Moden m = −15 und m = 15, was im vorliegenden Fall aufgrund der schwachen Mo-
denamplituden keine weiteren Konsequenzen hatte.

Abbildung 5.24 zeigt die Abschätzung des Auflösungsvermögen der Messgitter. Dar-
gestellt sind die höchsten Frequenzen, an denen die Moden m = 0 bzw. m = 6 mit einer
relativen Standardabweichung von höchstens smn/sm = 1 in die radialen Ordnungen
zerlegt werden können. Zum Vergleich ist der in Abbildung 4.13 eingeführte Korridor
optimaler axialer Mikrofonabstände eingezeichnet. Der Vorhersage zufolge gilt für alle
Messgitter, dass die azimutale Ordnung m = 0 der 2BPF-Komponente nicht analysiert
werden kann, während die Analyse der Rotor-Stator-Interaktionsmode m = 6 mit aus-
reichender Genauigkeit möglich sein sollte.

In Abbildung 5.25 ist die Wirkung der Regularisierung für die fünf Messgitter veran-
schaulicht. Das Diagramm a) gibt die Spektren der Singulärwerte wieder. Die Anzahl der
Singulärwerte stimmt mit der Anzahl der Moden überein. Zur besseren Übersichtlich-
keit wurden die Singulärwerte in absteigender Reihenfolge geordnet. Für jedes Mess-
gitter gilt, dass die meisten Singulärwerte deutlich größer als 10 sind und ab einem
bestimmten für das Messgitter spezifischen Punkt dann stark abfallen. Die Spreizungen
der größten zu den kleinsten Singulärwerten, d. h. die Konditionszahlen ohne Regulari-
sierung, unterscheiden sich erheblich. Je geringer die Anzahl axialer Messpositionen ist,
desto größer sind die Unterschiede und damit die Konditionszahl der nicht regularisier-
ten Matrix.
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(a) Spektrum der Singulärwerte. (b) Kondition der Modellmatrix.

(c) Rang der Modellmatrix. (d) Relativer Analyse-Gesamtfehler.

Abbildung 5.25: Singulärwerte und Variation der Eigenschaften der Modenanalyse-
Modellmatrix mit dem Regularisierungsparameter im Vergleich für fünf
Messgitter.

Die Veränderungen der Konditionszahlen durch Erhöhung des Regularisierungspara-
meters sind in Abbildung 5.25 b) dargestellt. Durch das Aussortieren der Singulärwerte
verliert das Modenanalysesystem die Fähigkeit alle Moden voneinander zu separieren.
Dies spiegelt sich in einer Abnahme des Matrixrangs rank(W) in Abbildung 5.25 c) wie-
der. Die Frage, auf wie viele Freiheitsgrade in der Analyse verzichtet werden kann, ist
anhand der Konditionszahl nicht zu beantworten. Theoretisch ergibt sich die optimale
Konditionszahl von eins, wenn mehr oder weniger alle Singulärwerte aussortiert wer-
den. Die Entwicklung der relativen Gesamtfehler δAm in Abbildung 5.25 d) zeigt aber,
dass der Regularisierungsparameter nicht zu groß werden darf. Offenbar gibt es für je-
des Messgitter einen optimalen Regularisierungsparameter τopt. Dieser kann in einer
automatisierten Auswertung einfach mithilfe einer iterativen Minimumsuche gefunden
werden.

Der relative Gesamtfehler, die Matrixkondition, der Matrixrang und der zugehörige
optimale Regularisierungsparameter sind in Tabelle 5.8 für alle Messgitter gegenüberge-
stellt. Im Vergleich zu den Ausgangswerten liegen die Analysegenauigkeiten nach der
Regularisierung relativ dicht zusammen. Größere Unterschiede gibt es im Matrix-Rang:
Bei der Regularisierung des Referenzgitters 60-1 wurden nur 8 Singulärwerte aussortiert,
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(a) Schallleistung der abgestrahlten Moden. (b) Schallleistung der reflektierten Moden.

(c) Standardabweichung der abgestrahlten Moden. (d) Standardabweichung der reflektierten Moden.

Abbildung 5.26: Schallleistung der azimutalen Modenordnungen nach optimaler Regularisie-
rung der Modenanalyse für die fünf in Tabelle 5.8 definierten Messgitter.

beim Gitter 12-5 waren es hingegen 29 Singulärwerte. Auf die Bestimmung der domi-
nanten Modenamplituden hat dies im vorliegenden Fall nur sehr geringe Konsequenzen.

Die mit den verschiedenen Messgittern und durch Anwendung der Regularisierung
erzielten Modenanalyse-Ergebnisse sind in Abbildung 5.26 a) und b) gegenüber gestellt.
Zur besseren Übersichtlichkeit wurden die Schallleistungen für jede azimutale Ordnung
durch Summation über alle radialen Ordnungen zusammengefasst. Offensichtlich wird
die dominante Mode m = 6 mit den Messgittern 60-1, 20-3 und 12-5 mit nahezu iden-
tischem Pegel detektiert. Mit den beiden anderen Gittern wird die Schallleistung dieser
Mode um etwa 1.5 dB zu hoch abgeschätzt. Die relativ großen Abweichungen können
nicht durch eine Abbildung von rauschhaften Messfehlern auf die Modenamplituden
erklärt werden. In Abbildung 5.26 c) und d) sind zum Vergleich die Standardabweichun-
gen der modalen Schallleistungen zu sehen. Sie lagen auch beim kleinsten Messgitter
etwa 10 dB unterhalb des Pegels der Rotor-Stator-Interaktionsmode, was einer relativen
Pegelungenauigkeit von 0.4 dB entspricht. Auffällig sind die hohen reflektierten Antei-
le, die mit den Gittern 20-3 und 12-5 detektiert wurden. Aufgrund der Proportionalität
P±m ∝ 1/(1∓ αmnMx)

2 sind die Schallleistungen von stromab laufenden Moden mit
Ausbreitungsfaktoren αmn nahe Eins bei gleicher Amplitude deutlich größer als bei an-
deren Modenordnungen. Dies erklärt den in Abbildung 5.26 d) sichtbaren sprunghaften
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Anstieg der Standardabweichung der Ordnungen m= -1, 0 und 1. Die hohen Pegel der
Ordnungen m= 5 und m= 6 lassen sich hiermit aber nicht begründen. Als eine mögliche
Ursache der beobachteten Unstimmigkeiten werden großskalige turbulente Strukturen
des Strömungsfelds in Betracht gezogen, die aus der Beruhigungskammer in den Einlauf
gesogen wurden. Sie können zum einen erhöhte Druckschwankungen an den Mikrofo-
nen verursacht haben, die räumlich begrenzt sind und sich mit der Strömungsgeschwin-
digkeit ausbreiten. Zudem besteht die Vermutung, dass durch Interaktion der turbulen-
ten Wirbel mit dem Fan zusätzliche Schaufeltonkomponenten erzeugt werden [7, 79],
deren Pegel und modale Struktur sich zeitlich verändern.

5.3.5 Partielle Radialmodenanalyse mit stehenden Arrays

Eine vollständige Zerlegung des Schallfelds in alle ausbreitungsfähigen Moden erfor-
dert bei hohen Frequenzen ein Datengitter solch hoher Auflösung, dass dieses nur in
zeitlich aufeinander folgenden Schritten mithilfe drehbarer Mikrofonarrays aufgebaut
werden kann. In Fällen, in den z. B. durch eine Azimutalmodenanalyse bekannt ist, dass
nur wenige azimutale Modenordnungen das Schalldfeld dominieren, könnten die Mo-
denamplituden mit einer deutlich reduzierten Anzahl von Messpositionen detektierbar
sein. In dem Ansatz der partiellen Modenanalyse besteht die Grundidee darin, auf die
implizite Azimutalmodenanalyse zu verzichten. Das Messgitter besitzt etwa nur so vie-
le azimutale Positionen, wie es azimutale Ordnungen gibt. Im vorliegenden Fall sollte
demzufolge eine axiale Linie von Mikrofonen ausreichen. Aufgrund der drastischen Re-
duktion der Anzahl Messpositionen ist ein geringerer Ausgleich an Messfehlern im An-
passungsprozess zu erwarten. Es stellt sich dabei die wichtige Frage, in welcher Weise
sich die Amplituden von nicht berücksichtigten Moden im Analyseergebnis widerspie-
geln.

In Tabelle 5.9 sind vier axiale Mikrofonarrays definiert, mit denen die partielle Ra-
dialmodenanalyse der Rotor-Stator-Interaktionsmode m= 6 am UHBR-Fan erprobt wur-
de. Das Array F-60-1 ist mit dem Array 60-1 des vorherigen Abschnitts identisch, bis
auf die Tatsache, dass für die Analyse nur die Daten einer Traversierposition verwendet
wurden. Die Einordnung des Array F-6-4 in Abbildung 5.24 zeigt (markiert durch den
grünen Punkt), dass sogar das kleinste, aus nur sechs Positionen bestehende Array für
die Analyse ausreichen sollte.

In Abbildung 5.27 sind die detektierten Schallleistungspegel der radialen Ordnungen

Array ID Nx d/∆x Nϕ Npos τopt κ(W) δAm rank(W)

F-60-1 60 1 1 60 – 1.75 0.33 6

F-30-2 30 2 1 30 – 3.17 0.48 6

F-15-4 15 4 1 15 – 7.00 0.69 6

F-6-4 6 4 1 6 0.23 0.92 2.95 4

Tabelle 5.9: Für die partielle Radialmodenanalyse der 2BPF-Komponente verwendete Messgitter
inklusive Angaben zur erzielbaren Analysegenauigkeit.
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(a) Array F-60-1. (b) Array F-30-2.

(c) Array F-15-4. (d) Array F-6-4.

Abbildung 5.27: Zeitliche Entwicklung der Schallleistungen der Rotor-Stator-Interaktions-
Moden als Ergebnisse der Partiellen Modenanalysen der 2BPF-Komponente mit
den vier Mikrofonarrays, die in Tabelle 5.9 definiert sind.
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Abbildung 5.28: Mittlere Schallleistungen der Rotor-Stator-Interaktionsmoden als Ergebnis der
in Abbildung 5.27 dargestellten partiellen Modenanalysen im Vergleich mit dem
Ergebnis der vollständigen Modenanalyse.
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in einer zeitlichen Entwicklung dargestellt. Da keine zeitlich längeren Messerien an ei-
ner festen Umfangsposition vorlagen, wurde die partielle Radialmodenanalyse auf die
Datenreihen angewandt, die zeitlich aufeinander folgend an den 60 Traversierpositionen
der Drehkanalmessung aufgezeichnet wurden. Die Dauer jeder Messung betrug 10 s.
Überraschenderweise liefern die Arrays F-60-1, F-30-2 und F-15-4 selbst für die Ord-
nung (6,2) mit relativ niedriger Amplitude den gleichen Pegelverlauf. Für die drei Ar-
rays musste keine Regularisierung angewandt werden, was die Einschätzung der Array-
Eignung gemäß Abbildung 5.24 bestätigt. Die Pegel der beiden dominanten Moden (6,0)
und (6,1) zeigen langsame zeitliche Schwankungen, was auf eine entsprechende Verän-
derung der Schallquellen schließen lässt. Die mit dem kleinsten Array F-6-4 analysierten
Pegel zeigen einen abweichenden, vermeintlich stabileren Verlauf, sind aber am unsi-
chersten einzustufen, da für das Ergebnis eine Regularisierung erforderlich war.

Abbildung 5.28 zeigt, dass im Mittel über alle Zeitschritte die Analyseergebnisse sehr
gut mit der Analyse des vollen Messgitters übereinstimmen. Die Pegel der in der par-
tiellen Modenanalyse nicht erfassten Modenordnungen scheinen im vorliegenden Fall
das Analyseergebnis nur gering zu beeinflussen. Die Studie lässt den Schluss zu, dass
die partielle Radialmodenanalyse für eine schnelle Abschätzung der Pegelvariation von
Rotor-Stator-Interaktionsmoden z. B. in fein aufgelösten Kennlinienfeldmessungen ge-
eignet ist.
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E X P E R I M E N T E L L E S M O D E N S Y N T H E S E V E R FA H R E N

Akustische Moden können in zylindrischen Strömungskanälen am Besten mit ringför-
mig angeordneten Quellen erzeugt werden. Eine einzelne Quelle regt im Allgemeinen
alle Moden mit einem spezifischen Amplitudenverhältnis an. Die Anordnung mehre-
rer Quellen mit äquidistantem azimutalen Abstand in einem Ring ermöglicht die Aus-
nutzung symmetriebedingter Interferenzeffekte und damit auf einfache Weise eine Be-
schränkung der Modensynthese auf eine gewünschte azimutale Ordnung. Die gezielte
Anregung von einzelnen radialen Ordnungen erfordert jedoch einen weitaus höheren
Aufwand. Es müssen die Signale mehrerer axial verteilter Quellringe phasenrichtig auf-
einander abgestimmt werden. Hierfür wird ein spezieller Algorithmus benötigt. Für die
praktische Umsetzung der Modensynthese wird in der Regel ein Lautsprecherarray ver-
wendet, wie es in Abbildung 6.1 zu sehen ist. Es wird mitunter als Modengenerator
oder Modensynthesizer bezeichnet. In diesem Kapitel wird ein Modell des Lautspre-
cherarrays entwickelt. Das Modell dient als Grundlage für die technische Umsetzung
der gezielten Modensynthese, für die optimale Gestaltung der Lautsprecheranordnung

Abbildung 6.1: Aus drei Aktuatorringen bestehendes Lautsprecherarray in aufgeschnittener Dar-
stellung. In jedem Ring können bis zu acht Lautsprecher mit äquidistantem azi-
mutalen Abstand und in Verbindung mit Trichtern bündig mit der Kanalwand
installiert werden.
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Abbildung 6.2: Die separat für die Lautsprechereinheiten und für den Strömungskanal entwickel-
ten Modelle werden rechnerisch an den Schnittstellen der Teilsysteme verkoppelt.

und zur Gegenüberstellung mit experimentellen Ergebnissen in Kapitel 7.

Üblicherweise wird das durch ein Lautsprecherarray angeregte modale Schallfeld
einfach mithilfe der Greenschen Funktion einer punktförmige Monopolquelle beschrie-
ben [61, 55, 140, 150]. Hierbei werden jedoch mehrere Effekte vernachlässigt, die auf die
Abmessungen und das resonante Verhalten des einzelnen Trichters sowie auf die akus-
tische Wechselwirkung aller Lautsprechereinheiten zurück zu führen sind. Daher wird
das Modell des Gesamtsystems um die Übertragungsfunktionen der Trichter erweitert.
Hierbei fließt ein Ansatz ein, der von Hallez für ein Herschel-Quincke-Röhrensystem for-
muliert wurde [45]. Die Grundidee besteht darin, die Schallanregung im Strömungska-
nal und die Schallausbreitung in der Lautsprechereinheit zunächst separat zu beschrei-
ben, und dann die beiden Teilsysteme durch Anpassung der akustischen Variablen zu
verkoppeln, vgl. Abbildung 6.2.

6.1 modenanregung durch eine punktförmige monopolquelle

Zur Berechnung des durch eine Quellverteilung angeregten Schallfelds bedient man sich
im Allgemeinen des Greenschen Formalismus. Für Strömungskanäle gibt es wenige, zu-
meist auf bestimmte Anwendungen ausgerichtete theoretische Beschreibungen [3, 81,
140]. Allgemein gehalten ist Morfeys Darstellung [86] für verschiedene axial kompakte
Quelltypen in Kanälen beliebigen Querschnitts mit Strömungsüberlagerung. Doaks Arti-
kel [23] ist von grundsätzlichem Interesse, da er sehr ausführlich die durch Massen- und
Multipolquellen in rechteckigen Kanälen erzeugten Moden in Abhängigkeit der Quell-
positionen diskutiert und zudem die Druck- und Geschwindigkeitsfelder auch innerhalb
der Quellregion beschreibt. Ein Standardwerk in der analytischen Beschreibung des
durch Strömungsmaschinen angeregten Schallfelds stellt das Buch von Goldstein [40]
dar.
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Die Modenanregung der einzelnen Lautsprecher kann vereinfacht durch an der Ka-
nalwand befindliche punktförmige Monopolquellen angenähert werden. Die benötigte
Greensche Funktion kann unter der Annahme zeitlich harmonischer Schwankungen auf
Basis der in Gleichung (2.18) formulierten konvektiven Helmholtzgleichung abgeleitet
werden. Für eine punktförmige Monopolquelle am Ort (x̌, ř, φ̌) in drallfreier gleichför-
miger Strömung lautet der Ansatz

k2g− 2ikMx
∂g

∂x
−M2

x

∂2g

∂x2
+∆g = − δ(x− x̌)δ(r− ř)δ(φ− φ̌). (6.1)

Für einen reflexionsfrei abgeschlossenen Kanal und bei Verwendung der Beschreibung
von Hallez [45] erhält man folgende zu Goldstein [40] äquivalente Lösung

g�(x, r,φ|x̌, ř, φ̌) =
i

4πR2 k

∞∑
m=−∞

∞∑
n=0

fmn(r)fmn(ř)

αmn
eim(φ−φ̌)eik

±
mn(x−x̌). (6.2)

Die Pfeilsymbole geben die Gültigkeitsbereiche der Lösung an: die durch „→“ und
„←“ gekennzeichneten Greenschen Funktionen beschreiben das Schallfeld stromab bzw.
stromauf der Monopolquelle und stehen in Zusammenhang mit den axialen Wellenzah-
len der entsprechenden Ausbreitungsrichtung.

Als elementare Lösung der Helmholtzgleichung kann die Greensche Funktion zur Be-
rechnung des akustischen Potentials einer räumlich ausgedehnten Massenquelle benutzt
werden:

Φ(x, r,φ|x̌, ř, φ̌) =
∫
A

un(x̌, ř, φ̌)g(x, r,φ|x̌, ř, φ̌)dA. (6.3)

Hier bezeichnet A die Oberfläche des Quellgebiets und un die mit dem Oberflächenele-
ment dA verbundene Normalkomponente der Schnelle. Aus dem akustischen Potential
lässt sich der Schalldruck durch eine potentielle Ableitung nach der Zeit berechnen [80]:

p = ρ
∂g

∂t
. (6.4)

Unter Berücksichtigung des harmonischen Ansatzes ∝ exp(−iωt) führt dies zu

p(x, r,φ|x̌, ř, φ̌) = −iωρ

∫
A

un(x̌, ř, φ̌)g(x, r,φ|x̌, ř, φ̌)dA. (6.5)

Für die in diesem Abschnitt betrachtete punktförmige Monopolquelle mit der Schnelle
un(x̌, ř, φ̌) = un δ(x− x̌)δ(r− ř)δ(φ− φ̌) ergibt sich dann für das Schalldruckfeld

p�(x, r,φ|x̌, ř, φ̌) = −iωρq · g�(x, r,φ|x̌, ř, φ̌) (6.6)

= q
ρc

4πR2

∞∑
m=−∞

∞∑
n=0

fmn(r)fmn(ř)

αmn
eim(φ−φ̌)eik

±
mn(x−x̌). (6.7)

Die an dieser Stelle eingeführte Größe q bezeichnet den durch die Quelle verursachten
akustischen Volumenfluss. Zu beachten ist, dass das durch eine punktförmige Schall-
quelle angeregte Schallfeld in azimutaler Richtung symmetrisch ist, d.h. es bildet sich
ein durch (eimφ + e−imφ) = 2 cos(mφ) beschriebenes stehendes Wellenbild aus. Dies
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real(p) [Pa]

Abbildung 6.3: Durch eine punktförmige Monopolquelle im Kanal angeregtes Schalldruckfeld.
Die durch einen grünen Punkt gekennzeichnete Quelle befindet sich an der Wand
und schwingt mit einer Frequenz von kR = 5.55.

(a) Radiale Quellposition ř = R. (b) Radiale Quellposition ř = 0.2R.

Abbildung 6.4: Relative Anregung der Mode (m,n) durch eine punktförmige Monopolquelle in
einem zylindrischen Strömungskanal (η= 0) ohne Strömungsüberlagerung.

ist in Abbildung 6.3 für einen Kreiskanal ohne Strömungsüberlagerung veranschaulicht.

Vergleicht man Gleichung (6.7) mit der Modenentwicklung des Schalldruckfelds nach
Gleichung (2.19), so kann man folgenden Ausdruck für die Modenamplitude der Ord-
nung (m,n) ablesen:

A�mn(q, x̌, ř, φ̌) = q
ρc

4πR2

fmn(ř)

αmn
e−imφ̌e−ik±mnx̌. (6.8)

Die Amplitude und Phase jeder Mode hängt empfindlich vom Ort der Quelle, von der
Geometrie des Kanals und über den Ausbreitungsfaktor von der Anregungsfrequenz ab.
Durch eine Normierung mit dem Volumenfluss kann die Anregbarkeit einer Mode in
Form einer ortsabhängigen modalen Impedanz charakterisiert werden [23]:

Z�mn(x̌, ř, φ̌) =
A�mn(x̌, ř, φ̌)

q
. (6.9)
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(a) (x̌, φ̌) = (0, 0). (b) (x̌, φ̌) = (0,π/4).

(c) (x̌, φ̌) = (0.36R, 0). (d) (x̌, φ̌) = (R,π/4).

Abbildung 6.5: Variation der Modenamplituden mit der azimutalen und axialen Position der Mo-
nopolquelle bei einer Anregung an der Kanalaußenwand mit dem Volumenfluss
q = 0.001 m3/s und der Frequenz kR = 5.55.

Abbildung 6.4 zeigt eine Gegenüberstellung der Modenspektren, die von einer Punkt-
quelle an zwei verschiedenen radialen Positionen erzeugt werden. Eine an der Kanal-
wand befindlichen Quelle regt stets alle Moden an. Wenn die Monopolquelle im Kana-
linneren liegt, dann hängt die Anregbarkeit der Mode hingegen maßgeblich vom Wert
der radialen Eigenfunktion ab1. Ein Vergleich mit Abbildung 2.7 verdeutlicht, dass ins-
besondere höhere azimutale Ordnungen durch Quellen nahe der Kanalachse schlecht
angeregt werden. Liegt die Monopolquelle in einem radialen Schwingungsknoten, so ist
die Schallabstrahlung in die betreffende radiale Ordnung sogar unabhängig von der Fre-
quenz immer gleich Null. In der Nähe der cut-on-Frequenzen tritt eine resonanzartige
Überhöhung der Amplituden auf. Diese wird in Gleichung (6.8) durch den Ausbrei-
tungsfaktor αmn wiedergegeben.

Abbildung 6.5 veranschaulicht den Einfluss der axialen und azimutalen Quellposition
auf das Modenspektrum bei einer einzelnen Frequenz im Zeigerdiagramm. Eine Varia-
tion der azimutalen Koordinate um ∆φ macht sich in einer Phasenverschiebung m∆φ
bemerkbar, die unabhängig von der radialen Ordnung ist. Eine Variation der axialen
Koordinate um ∆x führt hingegen zu einer individuellen Veränderung der Phase um
k±mn∆x, die aber für die positiven und negativen azimutalen Ordnungen gleich ausfällt.

1 Es ist zu beachten, dass das Verhältnis der Modenamplituden von der in Gleichung (2.27) angegebenen
Normierung der radialen Eigenfunktionen abhängt.
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(a) (x̌, φ̌) = (0.36R, 0). (b) (x̌, φ̌) = (0,π/4).

Abbildung 6.6: Variation der Phasen der Modenamplituden mit der Position
der Monopolquelle sowie in Abhängigkeit der Frequenz bei ei-
ner Anregung an der Kanalaußenwand mit dem Volumenfluss
q = 0.001 m3/s.

Die Auswirkung einer Frequenzvariation auf die Phasen der Modenamplituden ist in
Abbildung 6.6 illustriert.

6.2 modell einer lautsprechereinheit

Abweichend von der Annahme einer punktförmigen Quelle setzt sich im Experiment
jede Lautsprechereinheit aus einem Druckkammerlautsprecher und einem konischen
Trichter zusammen. Im Modell werden die Amplitudenänderungen des Schalldrucks
und der Schallschnelle bei der Ausbreitung von der Lautsprechermembran bis zum
Trichterausgang durch Übertragungsfunktionen beschrieben. Das Modell kann für ei-
ne Optimierung der Schalltransmission in den Strömungskanal durch Anpassung der
Trichterabmessungen genutzt werden. Gleiches gilt für den Strahlungswiderstand am
Trichtereingang, der maßgeblich für eine gute Ankopplung der schwingenden Luftsäule
an die Lautsprechermembran ist. Ab einer spezifischen Grenzfrequenz muss der Tatsa-
che Rechnung getragen werden, dass die Schallschnelle im Trichterausgang zum Strö-
mungskanal über die Verbindungsöffnungsfläche verteilt ist.

6.2.1 Trichter-Übertragungsfunktion

In Abbildung 6.7 ist die Geometrie eines Trichters in vereinfachter Weise dargestellt.
Der Trichter setzt sich aus einem konischen Rohrstück der Länge lI,II = zII − zI und
einem kurzen Verbindungsstück der Länge lII,III = zIII − zII zusammen. Letzteres hat
einen durchgehend konstanten Radius und resultiert aus der Wanddicke des Hauptströ-
mungskanals. Für Frequenzen, die unterhalb der Cut-on-Frequenz der ersten höheren
Mode liegen, kann die Schallausbreitung zwischen der Horntreibermembran und der
Trichteröffnung mittels eindimensionaler Modellgleichungen beschrieben werden. Be-
rücksichtigt wird sowohl die vom Lautsprecher angeregte Welle als auch eine in umge-
kehrter Richtung, d. h. vom Strömungskanal in den Trichter, eingekoppelte Welle. An
den Übergangsstellen zI, zII und zIII lassen sich die Beziehungen von Schalldruck und
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6.2.2 Schallstrahlungswiderstand und Schalltransmission

Bei der Berechnung des Schallstrahlungswiderstands am Trichtereintritt und der Schall-
transmission vom Trichterausgang muss die akustische Ankopplung des Hauptströ-
mungskanals berücksichtigt werden. Für eine einfache Abschätzung wird die eindimen-
sionale Beschreibung der Schallausbreitung in den Hauptströmungskanal fortgesetzt: Ei-
ne vom i-ten Lautsprecher abgestrahlte Welle erfährt an der Übergangsstelle zIII einen
Querschnittssprung, unter der Bedingung dass Schalldruck und Volumenfluss erhalten
bleiben, d. h.(

pIIIi

qIIIi

)
=

(
1 0

0 1

) (
pi

qi

)
. (6.13)

Die Variablen ohne hoch gestellten Index bezeichnen die Schallfeldgrößen im Strömungs-
kanal. Somit kann folgende Transferfunktion für Schalldruck und Volumenfluss zwi-
schen Strömungskanaleingang und Trichtereingang aufgestellt werden:(

pIi

qIi

)
= TI,II TII,III

(
pi

qi

)
. (6.14)

Wenn das Schallfeld im Strömungskanal bekannt ist, lässt sich unter Heranziehung von
Gleichung (6.14) der Strahlungswiderstand am Trichtereingang ermitteln:

ZI
i =

pIi
qIi

. (6.15)

Der Transmissionsfaktor ist wie folgt definiert:

t+i =
p+i

(pIi)
+

. (6.16)

Für die Auswertung muss von der Zerlegung in hin- und rücklaufende Wellen Gebrauch
gemacht werden:

pi = p
+
i + p−i , (6.17)

qi =
p+i

Z̃
−
p−i

Z̃
, (6.18)

mit Z̃ = ρc/πr2 als Wellenwiderstand der ebenen Welle.

In Abbildung 6.8 sind der Strahlungswiderstand und die Transmission für verschiede-
ne Längen des konischen Rohrstücks lI,II dargestellt. Für die Berechnung wurde ange-
nommen, dass vom Hauptströmungskanal keine Welle in den Trichter hineinläuft, d. h.
p−i = 0. Die Frequenz wurde mit dem Radius R= 0.25 m des Hauptströmungskanals ent-
dimensionalisiert. Die Radien von Trichtereingang und Trichterausgang stimmen mit
den im Experiment verwendeten Abmessungen überein, vgl. Abbildung 7.5. Wenn der
Druckkammertreiber direkt an die Kanalwand montiert würde, was hier durch einen
Querschnittssprung über eine Länge von l/R= 0.004 simuliert ist, wären der Strahlungs-
widerstand und die Transmission über den gesamten Frequenzbereich sehr klein. Durch
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(a) Strahlungswiderstand. (b) Transmissionsfaktor.

Abbildung 6.8: Schallstrahlungswiderstand am Trichtereingang und Schalltransmission in den
Strömungskanal in Abhängigkeit der Länge des Lautsprechertrichters mit
Eingangs- bzw. Ausgangsradius von rI/R= 0.0508 und rII/R= 0.1.

Verwendung eines Trichters endlicher Länge wird die Ankopplung der Luft an die Mem-
bran des Horntreibers hingegen offenkundig verbessert und die Transmission im mittle-
ren bis oberen Frequenz etwa verdoppelt. Die Tatsache, dass die Schalltransmission vom
Trichter in den Kanal unter 1% bleibt, ist auf den extremen Querschnittssprung von der
Trichteröffnung zum Strömungskanal zurückzuführen und könnte nur durch Vergröße-
rung der Flächenverhältnisses signifikant verbessert werden. Für das Experiment wurde
die Trichterlänge auf lI,II/R= 0.44 festgelegt.

6.2.3 Einfluss der Öffnungsfläche am Trichterausgang

Bei der Ableitung der Greenschen Funktion in Abschnitt 6.1 wurde eine punktförmige
Massenquelle angenommen. Im Trichterausgang ist die anregende Schnelle jedoch über
die Öffnungsfläche an der Kanalwand verteilt. Um den Einfluss der Quellenausdehnung
auf die Modenanregung zu erfassen wird die Schnelleverteilung durch einen schwingen-
den Kolben angenähert, mit den Annahmen, dass die radial zur Kanalwand erfolgende
Kolbenauslenkung vernachlässigbar klein gegenüber dem Kanalradius ist und Randef-
fekte wie etwa durch eine akustische Grenzschicht an der Trichterwand vernachlässigt
werden können. Der Schalldruck, der durch eine an der mittleren Position (x̌j,R, φ̌j) be-
findliche Quelle mit der über die Oberfläche konstanten Schnelle uj erzeugt wird, lässt
sich durch Integration der Greenschen Funktion über die Kolbenoberfläche berechnen:

p�(x, r,φ|x̌j,R, φ̌j) = −iωρuj

x̌j+b∫
x̌j−b

φ̌j+θ∫
φ̌j−θ

g�(x, r,φ|x̃,R, φ̃)Rdφ̃ dx̃. (6.19)

Wie in Abbildung 6.9 skizziert, wird zur vereinfachten analytischen Auswertung der
Integrale die Kolbenfläche als rechteckig angenommen. Die Integrale lassen sich so für
die axiale und radiale Koordinate getrennt berechnen. Die Kantenlängen des Kolben
seien 2θR in der azimutalen und 2b in der axialen Richtung, die Kolbenoberfläche be-
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2θR

2b

x

rθ

q

Abbildung 6.9: Radial in der Kanalwand schwingender rechteckiger Kolben zur Modellierung
der im Trichterausgang angeregten Schnelleverteilung.

trägt damit A = 4bθR. Für den stromauf bzw. stromab der Quellverteilung angeregten
Schalldruck ergibt sich [45]

p�(x, r,φ|x̌j,R, φ̌j) =

qj
ρc

4πR2

∞∑
m=−∞

∞∑
n=0

sinc(mθ) sinc(k±mnb)
fmn(r)fmn(R)

αmn
eim(φ−φ̌j)eik

±
mn(x−x̌j),

(6.20)

und für die angeregten Modenamplituden gilt

A�mn = qj sinc(mθ) sinc(k±mnb)
ρc

4πR2

fmn(R)

αmn
e−imφ̌je−ik±mnx̌j . (6.21)

Für den Volumenfluss gilt hierbei qj =Auj = 4bRθvj. Als Erweiterung gegenüber der für
die punktförmigen Monopolquelle gültigen Gleichungen (6.7) und (6.8) wird die Wir-
kung der flächigen Schnelleverteilung durch zwei zusätzliche Gewichtungsfunktionen
sinc(mθ) und sinc(k±mnb) beschrieben. Bei der Funktion sinc handelt es sich um die aus
der Optik bekannte Spaltfunktion

sinc(x) =

⎧⎨⎩ sinx
x für alle x , 0,

1 für x = 0.
(6.22)

Die Spaltfunktion hat einen zur Beamforming-Richtungsfunktion aus Gleichung (3.52)
ähnlichen Verlauf. Ausgehend von einer punktförmigen Kolbenausdehnung gilt, dass
für eine feste Wellenzahl m bzw. k±mn die angeregte Modenamplitude mit zunehmen-
der azimutaler bzw. axialer Kolbenabmessung kontinuierlich bis zur ersten Nullstelle
der Spaltfunktion abnimmt. Dieses Verhalten lässt sich anschaulich als eine destruktive
Interferenz von Teilwellen erklären, wenn man sich die Kolbenfläche aus vielen Mono-
polen zusammen gesetzt vorstellt.

Folgende Abschätzungen zeigen, dass die kreisrunde Trichteröffnung in der Kanal-
wand, durch die der von den Lautsprechereinheiten erzeugte Schall in den Kanal einge-
koppelt wird, im experimentell untersuchten Frequenzbereich auch ohne Verwendung
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der Korrekturterme durch eine punktförmige Monopolquelle angenähert werden kann.
Die azimutale und die axiale Kantenlänge des Kolben betragen 2θR = 2b = 50 mm,
was gleichbedeutend mit θ=b/R= 1/10 ist. Damit ergibt sich für die höchste betrachte-
te azimutale Ordnung max |m|= 4 ein Amplitudengewichtungsfaktor von sinc(4θ)= 0.97

und für die bei der höchsten Frequenz von kR= 5.9 auftretende maximale axiale Wellen-
zahl max(k±mn)= k±

0,0 ein Amplitudengewichtungsfaktor von sinc(k±
0,0b)= 0.94. Da die

Öffnung in der Realität kreisförmig ist, dürften die Interferenzeffekte sogar geringer
ausfallen.

6.3 modell des lautsprecherarrays

Nachdem in den vorherigen Abschnitten Beschreibungen für die Schallfeldanregung
durch eine Monopolquelle im Hauptströmungskanal und für das resonante Verhalten
der einzelnen Lautsprechereinheit entwickelt wurden, können diese nun zur Modellie-
rung des gesamten Lautsprecherarrays zusammen gefügt werden. Dies erfolgt durch
eine Anpassung der akustischen Variablen an den gemeinsamen Schnittstellen, d. h. an
den Trichteröffnungen in der Kanalwand, wie in Abbildung 6.2 schematisch angedeu-
tet ist. Das Modell folgt im Ansatz der Arbeit von Hallez [45] und wurde im Detail
von Nagai und Tapken in [95] beschrieben2. Es wird für einen Einblick in die passi-
ve Dämpfungswirkung des Resonatorsystems in Abhängigkeit des Ringabstands und
der Ringsstaffelung genutzt. Die Rückwirkung auf die Modenanregung einer einzelnen
Lautsprecherquelle wird in Gegenüberstellung mit experimentellen Daten ausführlich
in Abschnitt 7.4 diskutiert.

6.3.1 Wechselwirkung der Lautsprechereinheiten

Das akustische Feld im Strömungskanal setzt sich im Allgemeinen aus den von allen
Lautsprechereinheiten einzeln angeregten Schallfeldern – und optional einer z. B. von
einer Fanstufe erzeugt einlaufenden Welle – zusammen. An der Position der i-ten Trich-
teröffnung gilt entsprechend für den mittleren kanalseitigen Schalldruck

pi =
∑
j

Žij qj + p
e
i (6.23)

bzw. in Matrizendarstellung

p = Ž q + pe. (6.24)

In vorstehender Gleichung bezeichnet pei den mit der einlaufenden Welle verbundenen
Schalldruck, welcher im Weiteren als bekannt voraus gesetzt wird. Žij stellt formal eine
Impedanz dar. Sie wird benötigt um den Schalldruck pi in der i-ten Lautsprecheröffnung
zu berücksichtigen, der durch die j-te Quelle mit dem Volumenfluss qj induziert wird,
vgl. Abbildung 6.10. Die Berechnung der Impedanz erfordert eine Mittelung der in der
Lautsprecheröffnung induzierten Schalldruckverteilung:

Žij =
1

A

xi+b∫
xi−b

φi+θ∫
φi−θ

p(x,R,φ|x̌j,R, φ̌j)

qj
Rdφdx. (6.25)

2 Die in dieser Arbeit vorgestellte mathematische Formulierung weicht von der Darstellung in [95] ab.
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2θR 2b

2b

qj

pi2θR

Quelle 'j'

Quelle 'i'

Abbildung 6.10: Illustration der Abstrahlungs- und Empfängerposition zur Berechnung der von
der j-ten Quelle an der Kopplungsfläche der i-ten Quelle induzierten Impedanz.

A bezeichnet die Fläche der Lautsprecheröffnung an der Kanalwand, die wie zuvor
in Abschnitt 6.2.3 als rechteckig mit den Kantenlängen 2θR und 2b angenähert wird.
Die Auswertung des Integrals hängt von den relativen Positionen der beiden Quellen
ab. Wenn die Quell- und Empfängerpositionen in unterschiedlichen Ringen liegen und
sich die Lautsprecherringe axial nicht überlappen, d. h. wenn der axiale Ringabstand
d= |xi − xj|> 2b ist, dann kann die Impedanz durch Einsetzen von Gleichung (6.20) in
Gleichung (6.25) berechnet werden. Das Ergebnis lautet

Žij =
ρc

4πR2

∞∑
m=−∞

∞∑
n=0

sinc2(mθ) sinc2(k±mnb)
f2

mn(R)

αmn
eim(φi−φ̌j)eik

±
mn(xi−x̌j).

(6.26)

Je nach relativer Lage von Quell- und Empfängerposition muss entweder die durch „+“
oder „−“ gekennzeichnete axiale Wellenzahl verwendet werden. Für den Fall, dass Quell-
und Empfängerposition im gleichen Ring liegen, gilt folgende Lösung [45]:

Žij =
ρc

4πR2

∞∑
m=−∞

∞∑
n=0

sinc2(mθ)
f2

mn(R)
αmn

eim(φi−φ̌j)

×
[

1

ik+
mn

− 1

ik−
mn

+ 1−eik+mn2b

2b(k+
mn)2

+ 1−e−ik−mn2b

2b(k−
mn)2

]
.

(6.27)

Ziel ist es im Folgenden, die in den Trichterausgängen der Lautsprechereinheiten er-
zeugten Volumenflüsse qj zu berechnen, welche zur Vorhersage des Schalldruckfelds an
einer beliebigen Stelle im Strömungskanal benötigt werden. Hierfür werden das Schall-
feldmodell des Strömungskanal und das Trichtermodell an allen Verbindungsöffnungen
gekoppelt. An jeder Kopplungsstelle muss

pi = p
III
i (6.28)

qi = q
III
i (6.29)

erfüllt sein. Bekannt sind bisher nur die Volumenflüsse qIi an den Trichtereingängen. Zur
Berechnung der fehlenden Größen wird auf die Matrizen TI,II und TII,III der Gleichun-
gen (6.11) und (6.12) zurück gegriffen, welche die Schallgrößen an Trichterausgang und
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Trichtereingang jeder Lautsprechereinheit in Beziehung setzen. Für die vorliegende An-
wendung müssen sie invertiert werden. Zur Vereinfachung der weiteren Beschreibung
werden sie in einer neuen Matrix T = [TI,IITII,III]

−1 zusammengefasst, so dass folgen-
des Gleichungssystem formuliert werden kann:(

pIIIi

qIIIi

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
pIi

qIi

)
. (6.30)

Gleichung (6.30) wird unter Berücksichtigung der Identitäten aus den Gleichungen (6.28)
und (6.29) in Gleichung (6.24) eingesetzt und wie folgt umgestellt:

pI = [T111− T21Ž]−1
(
(T22Ž − T121)qI + pe

)
. (6.31)

Das Gleichungssystem (6.31) ermöglicht die Berechnung aller an den Trichtereingän-
gen vorliegenden Schalldrücke. Diese können zusammen mit den Volumenflüssen qIi in
Gleichung (6.30) eingesetzt werden, um schließlich die gesuchten Volumenflüsse in den
Trichteröffnungen qi zu bestimmen.

6.3.2 Einfluss von Ringabstand und Ringstaffelungswinkel

Die passive Wirkung des Resonatorsystems lässt sich gut anhand von einzelnen, von au-
ßen in das Lautsprecherarray laufenden Moden demonstrieren. Betrachtet wird ein aus
zwei Ringen mit je 8 Lautsprechereinheiten bestehender Modengenerator, in dem alle
Lautsprecher inaktiv sind3. Die Ringe sind um eine halbe Teilung in Umfangsrichtung
gestaffelt. Der Hauptkanal ist nicht durchströmt und besitzt keinen Nabenkörper. Die
Lautsprechertrichter haben die im Experiment verwendeten Abmessungen.

Abbildung 6.11 veranschaulicht die resonante Wirkung bei einem Abstand der Laut-
sprecherringe von d/R= 0.36 für verschiedene Moden4. Die Daten sind in dem Frequenz-
bereich abgebildet, in dem die erste Resonanz auftritt und der für die experimentel-
le Untersuchungen relevant ist. In allen Fällen gibt es ein schmales Frequenzband, in
dem die einfallende Mode zum überwiegenden Teil reflektiert wird, außerhalb des Re-
sonanzbereiches wird jede Mode fast vollständig transmittiert. Referenzebenen zur Be-
rechnung der Transmission und Reflexion sind die Austrittsseite bzw. die Eintrittsseite
des Lautsprecherarrays. Auffällig ist, dass die Resonanzen deutlich unterhalb der Reso-
nanzfrequenz des isolierten Trichtersystems liegen, welche mittels der eindimensionalen
Beschreibung in Abschnitt 6.2.2 als kR= 4.2 berechnet wurde. Ausnahmen stellen die Mo-
den (1,1) und (3,0) dar, deren Cut-on-Frequenzen höher liegen, die aber ansonsten ein
vergleichbares Verhalten zeigen.

Eine Besonderheit ist für die einfallende Mode (0,0) fest zu stellen. Sie wird im Fre-
quenzintervall 3.8 < kR< 4.4 zum überwiegenden Teil in die transmittierte Mode (0,1)
und in die reflektierte Mode (0,1) gestreut. Dies lässt sich dadurch erklären, dass eine
einfallende Mode in der Resonanz hohe Volumenflüsse in den Lautsprecheröffnungen

3 Für jeden inaktiven Lautsprecher wird der Volumenfluss qIi zu Null gesetzt. Dies entspricht schallharten
Trichterabschlüssen, was streng genommen von der Realität abweicht, da die Membranen mit der dahinter-
liegenden Mechanik nachgiebig sind.

4 Die in den Abbildungen 6.11 bis 6.13 dargestellten Daten sind dem Bericht von Nagai und Tapken [95]
entnommen.
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Abbildung 6.11: Streuung einzelner, in das Lautsprecherarray einlaufenden Moden. Das Array
besteht aus zwei Ringen je 8 Lautsprechern. Die einlaufende Mode besitzt eine
Amplitude von 100 dB.

induziert. Im vorliegenden Fall kommt hinzu, dass die Cut-on-Frequenz der Mode (0,1)
gerade in den betreffenden Frequenzbereich fällt und daher leicht anregbar ist, was in
Abbildung 6.4 anhand der hohen modalen Impedanz nachvollzogen werden kann.
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Abbildung 6.12: Passive Dämpfungswirkung zweier Lautsprecherringe mit variablem axialen
Abstand auf einlaufende Moden (0,0) bzw. (1,0).
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Abbildung 6.13: Passive Dämpfungswirkung zweier Lautsprecherringe mit variabler relativer
Staffelung und einem axialen Abstand von d/R= 0.36 auf einlaufende Moden
(0,0) bzw. (1,0).

Die Mittenfrequenzen und die Bandbreiten der Resonanzen fallen für die verschie-
denen Ordnungen unterschiedlich aus. Ein Zusammenhang mit den unterschiedlichen
Ausrichtungen der modalen Wellenfronten relativ zu den Lautsprecherpositionen liegt
nahe und lässt sich anhand einer Variation der relativen Anordnung der beiden Rin-
ge verdeutlichen. Dazu ist in Abbildung 6.12 die relative Änderung der transmittierten
Modenamplitude bei kontinuierlicher Variation des Ringabstands in Form der Durch-
gangsdämpfung ∆L dargestellt5. Im Diagramm der Mode (1,0) ist eine Periodizität klar
erkennbar. Die Resonanzen sind am Schärfsten ausgeprägt, wenn der Ringabstand ein
Vielfaches der halben axialen Wellenlänge beträgt. Für die Mode (1,0) gilt beispielsweise
bei d/R=π/(k+mnR)= 0.95. Das Diagramm der Mode (0,0) zeigt aufgrund der partiellen
Streuung in die höhere radiale Ordnung diesen klaren Verlauf nicht, außerdem fallen
die Maxima der Durchgangdämpfung kleiner aus. In Abbildung 6.13 ist ein Einfluss des
relativen Staffelungswinkels der beiden Ringe sichtbar, die in diesem Fall im Abstand

5 Da das in Abschnitt 6.3.1 entwickelte Modell nicht für überlappende Lautsprecherringe gilt, wurden die
Rechnungen nur für Abstände d/R> 2b/R = 0.2 durchgeführt.
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(a) |Zmn| für r−mn = 0.15. (b) Phase(Zmn) für r−mn = 0.15.

(c) |Zmn| für r−mn = 0.75. (d) Phase(Zmn) für r−mn = 0.75.

Abbildung 6.15: Einfluss einer an der Stelle xr = -3.1R befindlichen Reflexionsstelle auf das durch
eine Monopolquelle angeregte Modenspektrum. Die Quelle befindet sich an der
Position (x̌, ř, φ̌)= ( 0.36R, R, 0).

(6.35)

Die Auswirkung einer links vom Lautsprecherarray liegenden Reflexionsstelle auf das
angeregte Modenspektrum ist in Abbildung 6.15 veranschaulicht. Dargestellt ist die mo-
dale Impedanz für eine isolierte Quelle, d. h. alle anderen Lautsprechereinheiten sind
nicht installiert, so dass t+mn≡ 1 gilt. Der Reflexionsfaktor sei unabhängig von der Mo-
denordnung r−mn≡ 0.15 bzw. r−mn≡ 0.75. Die Diagramme sind mit Abbildung 6.4 (a)
bzw. Abbildung 6.6 (a) zu vergleichen. Durch die Interferenz der direkt in ’+’-Richtung
abgestrahlten Moden mit den reflektierten Moden weist das Modenspektrum sowohl
bezüglich Betrag als auch bezüglich der Phase eine erhebliche Welligkeit auf.

6.5 gezielte anregung von azimutalen modenordnungen

Bei der Untersuchung von Schallausbreitungsvorgängen sowie auch in der aktiven Lärm-
minderung ist es das Ziel eine einzelne, durch Rotor-Stator-Interaktion generierte azimu-
tale Modenordnung präzise nachzubilden, d. h. ohne gleichzeitige Anregung sonstiger
azimutaler Ordnungen. Dies lässt sich durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften
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einer äquidistanten Anordnung von Quellen leicht realisieren.

Zunächst soll ein koaxialer Ring von Nφ̌ Monopolquellen an der axialen Position
x̌= x̌0 in einem reflexionsfrei abgeschlossenen Kanal betrachtet werden. In den hier in-
teressierenden Anwendungen liegen alle Quellen immer an der äußeren Kanalwand,
weshalb fortan die radiale Quellposition nicht mehr explizit aufgeführt wird und die ra-
dialen Eigenfunktionen stets an der Position ř = R auszuwerten ist. Jeder Monopol wird
mit der Quellstärke q(φ̌l)=q(x̌0, φ̌l) angeregt (l = 0, 1, . . . ,Nφ̌ − 1). Die Überlagerung
aller Monopolquellen ergibt

A�mn =
χ±mn

αmn
e−ik±mnx̌0

Nφ̌−1∑
l=0

q(φ̌l) e
−imφ̌l . (6.36)

Zur besseren Übersichtlichkeit wurde in vorstehender Gleichung der Faktor

χ±mn =
ρc

4πR2
sinc(mθ) sinc(k±mnb) fmn(R) (6.37)

eingeführt. Aus Gleichung (6.36) geht unmittelbar hervor, dass die Radialmoden dersel-
ben azimutalen Modenordnung nur in einem festen, von den Quellstärken der einzelnen
Monopole unabhängigen Amplituden- und Phasenverhältnis angeregt werden können:

A�mn

A�mν

=
αmν

αmn

χ±mn

χ±mν

e−i(k±mn−k±mν)x̌0 . (6.38)

Es kann mit einem Ring also beispielsweise nicht die Mode (µ,0) unterdrückt und gleich-
zeitig die Mode (µ,1) dominant angeregt werden. Entsprechend der Anzahl Freiheitsgra-
de können aber grundsätzlich die Azimutalmodenamplituden von Nφ̌ azimutalen Ord-
nungen kontrolliert werden. Zur gezielten Anregung der azimutalen Ordnung m=µ
werden die Monopolquellen am Besten äquidistant in Umfangsrichtung verteilt:

φ̌l =
l

Nφ̌

2π (l = 0, 1, . . . ,Nφ̌ − 1). (6.39)

Werden alle Quellen mit gleichem Betrag und einem Phasenversatz entsprechend folgen-
der Formel angeregt,

qµ(φ̌l) = q̂µ · eiµφ̌l , (6.40)

dann stellt sich für die Mode (m,n) folgende Amplitude ein:

A�mn = q̂µ ·
χ±mn

αmn
e−ik±mnx̌

Nφ̌−1∑
l=0

e
i(µ−m) l

N
φ̌

2π
. (6.41)

Es müssen zwei Fälle unterschieden werden:

1. Für die Moden der azimutalen Ordnung mj =µ− j ·Nφ̌ mit j= . . .,−1, 0, 1, . . . und
der radialen Ordnung n ergeben sich die Amplituden

A�mjn
= Nφ̌ q̂µ

χ±mjn

αmjn
e
−ik±mjn

x̌ (6.42)
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Abbildung 6.16: Die Phasen der Anregungssignale von acht ringförmig angeordneten Quellen
sind bei der Frequenz kR= 4.55 so aufeinander abgestimmt, dass aus der Über-
lagerung der einzelnen Schallfelder die azimutale Ordnung m= 3 resultiert.

2. Für Moden der azimutalen Ordnungen m,µ− j ·Nφ̌ hingegen folgt A�mn = 0.

In Abbildung 6.16 ist am Beispiel der Modem= 3 illustriert, wie sich die Modenspektren
von acht Quellen so überlagern, dass sich alle ungewünschten azimutalen Ordnungen
auslöschen. Die in den Zeigerdiagrammen für die einzelnen Quellen abgebildeten Mo-
denamplituden wurden unter Verwendung der Gleichungen (6.40) und (6.21) an der
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Position x̌= 0 und für einen Volumenfluss von q= 0.00008 m3/s berechnet7.

Bei Verwendung von zu wenigen Quellen kommt es zum Spillover-Effekt: Zusätzlich
zur gewünschten azimutalen Ordnung µ werden weitere azimutale Ordnungen mj er-
zeugt. Dies ist in Abbildung 6.17 verdeutlicht. Der Fall ist mit dem zuvor in Abbil-
dung 6.16 gezeigten Fall identisch, es wurden lediglich die Quellen an den Positionen
φ̌= 0, π/2, π und 3π/2 fort gelassen. Dadurch ergibt sich zusätzlich die Ordnungm1 = -1.
Soll der Spillover-Effekt für alle ausbreitungsfähigen Modenordnungen verhindert wer-
den, so muss muss die Anzahl Quellen einem Nyquist-Kriterium genügen, d. h.

Nφ̌ > 2 max |m|+ 1. (6.43)

Die Anzahl benötigter Quellen kann allerdings reduziert werden, wenn die Anregung
auf azimutale Ordnungen µ< max |m| eingeschränkt wird. Dann reicht folgende Anzahl
von Quellen aus:

Nφ̌ = max |m|+ |µ|+ 1. (6.44)

Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.18 am Beispiel der Ordnungm= 0 veranschaulicht,
für deren Erzeugung vier Lautsprecher ausreichen, obwohl Moden bis zur azimutalen
Ordnung max |m|= 3 ausbreitungsfähig sind.

Für die in Abbildung 6.14 dargestellte Messsituation, d. h. unter Berücksichtigung der
Reflexionsstelle, und bei Einhaltung der Bedingung (6.44), gilt für die Modenamplituden
auf der Seite des Mikrofonarrays

A+
µn = Nφ̌ q̂µ

χ+µn

αµn

(
e−ik+

µnx̌ + R−µne
−ik−

µnx̌
)

. (6.45)

Die Überlagerung aller ausbreitungsfähigen radialen Ordnungen ergibt für eine Posi-
tion im Bereich des Mikrofonarrays an der Kanalaußenwand folgende Azimutalmoden-
amplitude:

A+
µ (x) = Nφ̌ q̂µ

Nn∑
n=0

χ+µnαµn fµn(R)
(
e−ik+

µnx̌ + R−µne
−ik−

µnx̌
)
eik

+
µnx. (6.46)

Für die gezielte Anregung einer azimutalen Modenordnung m=µ muss nur eine ein-
zige komplexe Stellgröße q̂µ = q̂µ(x̌0) spezifiziert werden. Sollen mit einem Quellring
mehrere azimutale Ordnungen gleichzeitig angeregt werden, so kann dies durch simul-
tane Verwendung entsprechend vieler Stellgrößen erreicht werden.

6.6 gezielte anregung von radialen modenordnungen

Wenn Einfluss auf die radiale Schallfeldstruktur einer gewünschten azimutalen Ordnung
genommen werden soll, dann reicht ein Ring von Monopolquellen nicht aus. Die geziel-
te Synthese von Nn radialen Ordnungen erfordert vielmehr den Einsatz von Nx̌ > Nn

Quellringen an verschiedenen axialen oder radialen Positionen. Im Folgenden wird ein

7 An der Quellposition φ̌= 0 besitzen alle Modenamplituden die Phase 0 und können daher nicht im Zeiger-
diagramm voneinander unterschieden werden.
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Abbildung 6.17: Bei Verwendung von nur vier Quellen, statt den in Abbildung 6.16 gezeig-
ten acht Quellen, entsteht zusätzlich zur gewünschten Ordnung m= 3 die
Spillovermoden-Ordnung m= -1.
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Abbildung 6.18: Die azimutale Modenordnung m= 0 kann bei der Frequenz kR= 4.55 durch vier
ringförmig angeordnete Quellen ohne Spillover-Effekt erzeugt werden.

Ansatz zur Berechnung der erforderlichen Stellgrößen der Lautsprecherringe hergeleitet
und der Einfluss des Ringabstands sowie einer etwaigen Reflexionsstelle diskutiert.
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Die Vorgehensweise soll anhand von Abbildung 6.19 illustriert werden. Im dargestell-
ten Beispiel ist es das Ziel die Mode (0,0) mit einer Amplitude von 100 dB und der
Phase 0° zu erzeugen und die Mode (0,1) gleichzeitig zu unterdrücken. Hierzu werden
zwei Quellringe im Abstand von d/R= 0.36 eingesetzt. Jeder Quellring erzeugt separat,
bei gezielter Ansteuerung gemäß Formel (6.40) mit der Stellgröße q̂′µ(x̌i)= 0.0001 m3/s
(i=1,2) und µ= 0 die in der oberen Zeile dargestellten Modenspektren. Anschaulich gese-
hen müssen die Modenspektren der einzelnen Quellringe nun derart überlagert werden,
dass das angestrebte Radialmodenspektrum resultiert. Dazu wird für jeden Ring ein
Adaptionsfaktor γi benötigt. Die Adaptionsfaktoren können mithilfe von Transferfunk-
tionen ermittelt werden, welche die Beziehung zwischen einer Quellring-Stellgröße und
den angeregten Modenamplituden beschreiben. Für den i-ten Quellring gilt in vektori-
eller Schreibweise8:

aµ,i = q̂µ(x̌i)hµ(x̌i). (6.47)

Hier bezeichnet aµ,i den Nn× 1 Vektor der angestrebten Modenamplituden und hµ(x̌i)

einen Transferfunktionsvektor der gleichen Dimension. Der Transferfunktionsvektor wird
in der Regel messtechnisch bestimmt9:

hµ(x̌i) =
1

q̂′µ(x̌i)
a′µ,i. (6.48)

Prinzipiell könnte der Transferfunktionsvektor auch mithilfe des Modells berechnet wer-
den. Dies ist jedoch dadurch erschwert, dass z. B. die frequenzabhängigen reflektieren-
den Randbedingungen des Versuchsstand meist nicht bekannt sind.

Die Transferfunktionen der einzelnen Quellringe lassen sich zu einer Matrix kombi-
nieren, so dass ein Gleichungssystem formuliert werden kann, in dem die Stellgrößen
mit dem Vektor der gewünschten Modenamplituden verknüpft sind:

aµ = Hµ qµ. (6.49)

qµ ist der von der Anzahl Quellringe abhängige Nx̌× 1 Vektor der Stellgrößen. Die
Transferfunktionsmatrix Hµ hat die Dimension Nn×Nx̌ und ist im Allgemeinen nicht
quadratisch. Die Lösung des Gleichungssystems wird mithilfe der Pseudo-Inversen be-
rechnet [108]:

qµ =
[
HH

µ Hµ

]−1

HH
µ · aµ. (6.50)

Die Anwendung des Vektors der Quellring-Stellgrößen qµ liefert das in der unteren
Zeile in Abbildung 6.19 dargestellte Syntheseergebnis. Die Adaptionsfaktoren wurden
mit Gleichung (6.50) nur implizit ermittelt. Sie lassen sich nachträglich berechnen durch

γi =
q̂µ(x̌i)

q̂′µ(x̌i)
. (6.51)

In einer selektiven Radialmodensynthese kann die Anzahl Quellringe durchaus ge-
ringer als die Anzahl ausbreitungsfähiger radialer Ordnungen sein, d. h. Nx̌<Nn. In

8 Es werden nur die in positiver axialer Richtung abgestrahlten Moden betrachtet. In den folgenden Glei-
chungen wird zur Vereinfachung der Schreibweise der hoch gestellte Index ’+’ fort gelassen.

9 Die durch �′ gekennzeichneten Größen sind Ergebnis der Transferfunktionsmessung und stimmen im All-
gemeinen nicht mit den Größen überein, die für die gezielte Radialmodensynthese erforderlich sind.
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Abbildung 6.19: Gezielte Synthese der Mode (0,0) bei der Frequenz kR= 5.25 mit zwei Quellrin-
gen. γ1 und γ2 stellen für das Syntheseergebnis benötigte Adaptionsfaktoren
dar.

diesem Fall werden die nicht im Gleichungssystem explizit angegebenen Modenampli-
tuden in linearer Abhängigkeit zu den adressierten Modenamplituden angeregt. Sollen
Radialmoden verschiedener azimutaler Ordnungen gleichzeitig gezielt angeregt werden,
dann können die Quellring-Stellgrößen mittels Gleichung (6.50) separat für jede azimu-
tale Ordnung ermittelt und anschließend die Amplituden der einzelnen Quellen durch
Überlagerung der Einzellösungen von Gleichung (6.40) berechnet werden.

Die Stabilität der Lösung (6.50) hängt von der Kondition der Transfermatrix Hµ in
vergleichbarer Weise ab, wie ausführlich in Kapitel 4 für die Radialmodenanalyse dis-
kutiert wurde. Sie soll im Folgenden für die in Abbildung 6.14 dargestellte Versuchsan-
ordnung untersucht werden. Aus praktischen Gründen werden für jeden Quellring des
Modengenerators die gleiche Anzahl von Nφ̌ Quellen angenommen. Weiterhin sollen al-
le Quellringe axial äquidistant mit Abstand d gestaffelt sein, d. h. sich an den Positionen
x̌j = x̌0 + j · d (j= 0, 1, . . . , Nx̌-1) befinden. Gemäß Gleichung (6.45) ergeben sich aus der
Überlagerung der einzelnen Quellringe die Modenamplituden

A+
µn = Nx̌Nφ̌

χ+µn

αµn

Nx̌−1∑
j=0

q̂µ(x̌j)
(
e−ik+

µnx̌j + R−µn e
−ik−

µnx̌j

)
. (6.52)
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(a) Kondition der Matrix Eµ. (b) Kondition der Matrix Hµ.

Abbildung 6.20: Kondition der Transfermatrizen in einer gezielten Synthese von Radialmoden
der Ordnung µ = 0 mit einem aus drei Quellringen bestehenden Modengenera-
tor mit variablem Ringabstand.

Ein Element der Transfermatrix stellt sich somit wie folgt dar:

Hµ(n, j) = Nx̌Nφ̌

χ+µn

αµn

(
e−ik+

µnx̌j + R−µn e
−ik−

µnx̌j

)
. (6.53)

Die Transfermatrix lässt sich als Produkt zweier Matrizen schreiben:

Hµ = Dµ · Eµ. (6.54)

Bei der Matrix Dµ handelt es sich um eine Nn×Nn Diagonalmatrix mit den Elementen

Dµ(n,n) = Nx̌Nφ̌

χ+µn

αµn
. (6.55)

Die Nn×Nx̌ Matrix Eµ beinhaltet die axialen Übertragungsfunktionen mit den Elemen-
ten

Eµ(n, j) = e−ik+
µn(x̌+jd) + R−µj e

−ik−
µn(x̌+jd). (6.56)

Im Fall eines Versuchsaufbaus ohne Reflexionsstelle, d. h. für R−µj≡ 0, ist die Matrix
Eµ mit der Matrix Wm identisch, die in Abschnitt 3.3.3 zur Radialmodenzerlegung von
Azimutalmodenamplituden formuliert wurde. Allerdings entspricht der hier betrachte-
te Regelfall der Modensynthese, in dem die Modenabstrahlung auf eine axiale Richtung
beschränkt ist, in der Radialmodenanalyse einem Sonderfall, vgl. auch Abschnitt 4.1.5.
Es stellt sich nun die Frage, welche Abweichungen zwischen der Gesamt-Transfermatrix
Hµ und der Modenanalysematrix Wm bestehen.

Abbildung 6.20 ist zu entnehmen, dass es zwar eine überwiegende aber nicht voll-
ständige Übereinstimmung gibt. Gegenübergestellt sind die Konditionszahlverläufe für
einen aus drei Quellringen bestehenden Modengenerator mit variablem Ringabstand.
Die Diagramme wurden für eine Synthese von Radialmoden der Ordnung µ= 0 berech-
net. Im Vergleich zum Diagramm der Matrix Eµ, ist im Diagramm der Matrix Hµ nahe
der Cut-on-Frequenzen der höheren radialen Ordnungen (0,1) und (0,2) ein verstärkter
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(a) Reflexionsfaktor r−mn = 0.15. (b) Reflexionsfaktor r−mn = 0.75.

Abbildung 6.21: Einfluss einer Reflexionsstelle im Versuchsaufbau auf die Kondition der Gesamt-
Transfermatrix Hµ in einer gezielten Synthese von Radialmoden der Ordnung
µ= 0 mit einem aus drei Quellringen bestehenden Modengenerator.

sprunghafter Anstieg der Kondition festzustellen. Dieser lässt sich auf die numerische
Instabilität der Matrix Dµ zurückführen, welche durch den sehr kleinen Ausbreitungs-
faktor αµν verursacht wird. Der Einfluss der Matrix Dµ bleibt auch bei höheren Fre-
quenzen sichtbar.

Die Konditionsanalyse kann dazu verwendet werden, einen optimalen axialen Ab-
stand für die Quellringe zu identifizieren. In Übertragung von Abschnitt 4.1 können
zwei Kriterien formuliert werden. Die Erfüllung von Gleichung (4.10) mit z= 0 bedeutet,
dass die Quellringe einen frequenzabhängigen Mindestabstand haben müssen, um die
gewünschten Moden mit ausreichend unterschiedlichen Phasenbeziehungen erzeugen
zu können. Auf der anderen Seite darf der Quellringabstand nicht zu groß sein, um die
räumliche Abtastbedingung nicht zu verletzen. Dies wird durch Gleichung (4.10) mit
z> 0 beschrieben. In dem in Abbildung 6.20 dargestellten Fall liegt der optimale Quell-
ringabstand bei etwa d/R= 0.75 und ist damit deutlich größer, als der im experimentellen
Aufbau realisierte Abstand von d/R= 0.36, welcher durch eine gestrichelte Linie gekenn-
zeichnet ist.

Mit Reflexionsstellen im Versuchsaufbau stellt sich die Situation komplexer dar. Dies
wird in Abbildung 6.21 deutlich. Die Kondition der Transfermatrix wurde für die in
Abbildung 6.14 skizzierte Versuchsanordnung berechnet, in der die Reflexionsstelle bei
xr/R= 3.1 angenommen wurde. Es sind signifikante Störungen im Konditionszahlver-
lauf sichtbar. Die Störungen sind umso stärker, je höher der Reflexionsfaktor ist. Die Kon-
ditionszahl wird allerdings nicht nur erhöht, sondern es treten auch Abschwächungen
auf, d. h. die Transfermatrix wird in manchen Frequenzbändern stabilisiert. Insgesamt
ist das Bild heterogener und bei starken Reflexionen die Bestimmung eines optimalen
Quellringsabstands nicht mehr so klar wie im Fall ohne Reflexionen.

Abbildung 6.22 gibt einen Überblick bezüglich der gezielten Radialmodensynthese
verschiedener azimutaler Ordnungen. Dargestellt sind die Konditionszahlen für zwei
und für drei Quellringe. Der axiale Ringabstand beträgt in beiden Fällen d/R= 0.36. Oh-
ne Reflexionen erscheinen die Konditionen bis zu den Cut-on-Frequenzen der Ordnun-
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(a) Nx̌ = 2, r−mn = 0. (b) Nx̌ = 3, r−mn = 0.

(c) Nx̌ = 2, r−mn = 0.15. (d) Nx̌ = 3, r−mn = 0.15.

(e) Nx̌ = 2, r−mn = 0.75. (f) Nx̌ = 3, r−mn = 0.75.

Abbildung 6.22: Kondition der Transfermatrix Hµ in der gezielten Radialmodensynthese ver-
schiedener azimutaler Ordnungen mit einem aus zwei bzw. drei Quellringen
bestehenden Modengenerator unter Berücksichtigung einer Reflexionsstelle im
Versuchsaufbau mit Reflexionsfaktor r−mn. Die Quellringe besitzen einen axialen
Abstand von d/R= 0.36.

gen n= 2 unkritisch. Mit Reflexionen ändert sich das Bild bei allen azimutalen Ordnun-
gen. Die schmalbandigen Störungen treten individuell in verschiedenen Frequenzbän-
dern auf. Dabei zeigt sich zusätzlich eine Variation mit der Zahl der Quellringe, was auf-
grund der unterschiedlichen Zahl interferierender Teilwellen plausibel ist. Der Vergleich
mit Abbildung J.3 verdeutlicht die Verbesserungen, die sich mit doppeltem Quellringab-
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stand erzielen lassen.

Im Vergleich zur Modenanalyse mit Mikrofonarrays wird die systematische Identi-
fizierung einer optimalen Quellanordnung dadurch erschwert, dass die festgestellten
schmalbandigen Störungen nicht nur individuell für die azimutalen Ordnungen ausfal-
len, sondern empfindlich vom Reflexionsfaktor und der Position der Reflexionsstelle ab-
hängen. Da in der Praxis mehrere Reflexionsstellen vorliegen können, deren Eigenschaf-
ten in der Regel unbekannt sind, verbleibt in den meisten Fällen nur die Möglichkeit die
Quellanordnung ohne Berücksichtigung von Reflexionen zu optimieren. Bei moderaten
Reflexionen sollte hiermit aber die bestmögliche Anordnung gefunden werden können.

Schwierig einzuschätzen ist die Bedeutung der Konditionszahl der Transfermatrix. Es
stellt sich die Frage, bis zu welcher Kondition die Modenamplituden sich noch mit einer
vorgegebenen Genauigkeit einstellen lassen und ob ab einem bestimmten Maß gar keine
gezielte Modensynthese mehr möglich ist. Des weiteren stellt sich die Frage, ob durch
eine hohe Konditionszahl – neben der systembedingten Beschränkung die Moden mit
den benötigten Phasenunterschieden einstellen zu können – auch noch Verstärkungen
von Störungen in den Anregungssignalen zu größeren Ungenauigkeiten im Syntheseer-
gebnis führen. Hinweise liefert in dieser Sache die in Abschnitt 7.6 vorgestellte experi-
mentelle Studie.





7
E R P R O B U N G D E R M O D E N S Y N T H E S E

reflexionsarmer
Kanalabschluss

Modensynthese
Modenanalyse

Abbildung 7.1: Auschnitt aus dem Versuchaufbau zur Erprobung der Modensynthese.

Zur Erprobung der Modensynthese sowie zur Untersuchung von Störeinflüssen wur-
de der in Abbildung 7.1 im Ausschnitt dargestellte Versuchsstand aufgebaut und ei-
ne Software zur Signalgenerierung auf einer digitalen Signalprozessorkarte entwickelt.
In verschiedenen Testkonfigurationen wurden entweder ein einzelner Lautsprecher, ein
Lautsprecherring oder zwei Lautsprecherringe mit sinusförmigen Schwingungen ange-
regt. Die erzeugten Schallfelder wurden mithilfe der Radialmodenanalysetechnik de-
tailliert untersucht. Eine Gegenüberstellung mit dem Modengeneratormodell ermög-
licht Rückschlüsse zu verschiedenen Effekten, die zu einer verstärkten Anregung von
Spillover-Moden und damit zu einer Beeinträchtigung der Syntheseergebnis führen kön-
nen.

7.1 versuchsaufbau

7.1.1 Komponenten des Versuchsstands

Abbildung 7.2 zeigt den Versuchsaufbau in schematischer Darstellung in zwei Varianten.
In der ersten Variante werden zu beiden Seiten des Lautsprecherarrays reflexionsarme
Kanalabschlüsse installiert. Der im Bild rechts dargestellte Kanalabschluss stellt Messbe-
dingungen her, die von der Norm DIN ISO 5136 für die Schallleistungsbestimmung an
Ventilatoren mithilfe des Kanalverfahrens [1] gefordert werden, und ist durchströmbar.
Im Vergleich dazu kann der andere Kanalabschluss, der auf der anderen Seite direkt an

139
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Abbildung 7.2: Versuchsaufbau mit Bemaßung. Auf der Einlasseite kann alternativ zum akus-
tisch reflexionsarmen Kanalabschluss ein Axialventilator installiert werden.
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Abbildung 7.3: Das linke Bild zeigt eine Ansicht des Versuchsaufbaus mit akustisch reflexionsar-
men Kanalabschlüssen stromauf und stromab des Modengenerators. Im rechten
Bild ist der mit akustischen Absorbermatten ausgekleidete Kanalabschluss zu
sehen, der optional auf der Einlassseite verwendet wurde.

den Modengenerator angeschlossen ist, nur als näherungsweise reflexionsarm bezeich-
net werden. Wie die Fotos in Abbildung 7.3 zeigen, handelt es sich hier um ein Rohrseg-
ment, welches einlassseitig mit einer Holzplatte verschlossen wurde und das proviso-
risch mit akustischen Absorbermatten ausgekleidet ist. In der zweiten Versuchsvariante
kann der reflexionsarme Kanalabschluss durch einen Axialventilator ersetzt werden, wel-
cher der Erzeugung von Versuchsbedingungen mit überlagerter Gleichströmung oder
auch als Primärschallquelle für Versuche zur aktiven Lärmminderung dient. Zur Ana-
lyse der angeregten Schallfelder stehen eine feststehende und eine drehbare Mikrofon-
messanordnung zur Verfügung. Alle Kanalsektionen sind zylindrisch und besitzen einen
Radius von 250 mm. Im Folgenden werden der Aufbau des Lautsprecherarrays und der
Mikrofonarrays ausführlich beschrieben. Der Axialventilator spielt in den Darstellungen
dieses Kapitels eine untergeordnete Rolle, Details sind in Anhang K zu finden.

Modengenerator

In Abbildung 7.4 ist ein Foto des verwendeten Lautsprecherarrays zu sehen. Der Moden-
generator setzt sich aus drei axial äquidistant angeordneten Lautsprecherringen zusam-
men. In jedem Lautsprecherring können bis zu acht Lautsprecher in gleichmäßig azimu-
talen Abstand von 45° und in Kombination mit einem Trichter bündig mit der Wand des
Strömungskanals montiert werden. Der Staffelungswinkel aufeinander folgender Laut-
sprecherringe beträgt 22.5°. Der axiale Abstand zweier Ringe beträgt 90 mm.

Jede Lautsprechereinheit besteht – wie in Abbildung 7.5 zu sehen ist – aus einem
Druckkammertreiber und einem Trichter von konischer Geometrie, welcher einer verbes-
serten akustischen Ankopplung des Lautsprechers an den Strömungskanal dient. Der
Druckkammertreiber vom Typ Monacor MRD-140 besitzt eine Resonanzfrequenz von
500 Hz und wurde in den Untersuchungen bei Frequenzen oberhalb von 750 Hz betrie-
ben. Der Radius des Trichtereingangs wurde auf den Radius der Lautsprecheröffnung
abgestimmt. Die Trichterlänge wurde für eine maximale Einkopplung des erzeugten
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Abbildung 7.4: Der Modengenerator besteht aus drei Aktuatorringen, in denen jeweils bis zu
acht Lautsprechereinheiten mit äquidistantem azimutalen Abstand montiert wer-
den können.

Abbildung 7.5: Jede Lautsprechereinheit besteht aus einem Druckkammerlautsprecher und ei-
nem konischen Trichter. Der an Position 0° in Ring 1 verwendete Trichter wurde
für die Aufnahme zweier 1/4” Kondensator-Mikrofone präpariert.

Schalls in den Hauptströmungskanal wie in Abschnitt 6.2.2 beschrieben optimiert.

Zur Variation der Lautsprecherkonfiguration kann jede Lautsprechereinheit entfernt
und die verbleibende Öffnung in der Kanalwand durch einen Deckel verschlossen wer-
den, dessen Innenseite die Kontur der Kanalwand nachbildet. Zur messtechnischen Be-
stimmung des Schallflusses wurde die an der Position 0° in Ring 1 installierte Laut-
sprechereinheit mit zwei Mikrofonen ausgestattet. Die Einbaupositionen der Mikrofone
können Abbildung 7.5 entnommen werden. Zur Vermeidung von Strömungsablösun-
gen bei Experimenten mit Strömungsüberlagerung wurde die Öffnung des Trichters an
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Anzahl Aktuatorringe Nx̌ 3

Anzahl azimutaler Aktuatorpositionen Nφ̌ 8

Axialer Abstand der Aktuatorringe ∆x̌ [mm] 90

Staffelungswinkel der Aktuatorringe 22.5°

Radius des Trichtereinlass [mm] 12.7

Radius des Trichterauslass [mm] 25

Länge des Trichter [mm] 110

Öffnungsverhältnis der Gaze 0.16

Maschendicke der Gaze [mm] 0.24

Öffnungsradius der Gaze [mm] 0.09

Tabelle 7.1: Kenngrößen des Modengenerators.

der Kanalwand mit einer Gaze überspannt. Die Maße des Lautsprecherarrays sind in
Tabelle 7.1 zusammen gefasst.

Mikrofonarrays

In dem Versuchsstand können zwei unterschiedliche Mikrofonsektionen zur Schallfeld-
analyse eingesetzt werden. Die Mikrofonsektion I setzt sich aus Nx = 4 Ringen zusam-
men, die einen äquidistanten axialen Abstand von ∆x= 90 mm besitzen. Wie in Abbil-
dung 7.6 dargestellt, stehen in jedem Ring 16 äquidistant angeordnete Umfangspositio-
nen für den Einbau von Mikrofonen zur Verfügung. Für die Schallfeldanalysen dieser
Arbeit wurden je Ring nur Nφ = 8 Mikrofone installiert. Die Mikrofonanordnung ist für
eine Modenanalyse in dem zu untersuchenden Frequenzbereich optimal gestaltet. Für
die Messungen wurden 1/4” Kondensatormikrofone vom Typ G.R.A.S. 40-BP in Kombi-
nation mit Vorverstärkern vom Typ G.R.A.S. 26-AC verwendet. Die Mikrofone wurden
derart eingebaut, dass die Membran bündig mit der Kanalwand abschloss. Nicht ver-
wendete Einbaupositionen wurden durch Stopfen verschlossen.

Stromab der Mikrofonsektion I befand sich eine drehbare Kanalsektion, in der bis zu
Nx = 24 Mikrofone wandbündig in linienförmiger Anordnung an einer Umfangspositi-
on und mit einem axialem Abstand von ∆x= 50 mm eingesetzt werden können. Diese
als Mikrofonsektion II bezeichnete Analyseeinheit konnte mit Hilfe einer PC-gesteuerten
Verfahreinheit präzise an beliebige azimutale Positionen verfahren werden. Alle in die-
sem Kapitel dargestellten Ergebnisse wurden mit Mikrofonsektion I erzielt. Die Mikro-
fonsektion II wurde lediglich zu einer Verifizierung der mit Mikrofonsektion I erzielten
Analyseergebnisse eingesetzt.

7.1.2 Messelektronik

Die Komponenten des Messsystems und die Datenkommunikationswege sind in Abbil-
dung 7.7 veranschaulicht. Das Messsystem wurde für zwei Anwendungen entworfen
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Abbildung 7.6: In Mikrofonsektion I können bis zu 16 Mikrofone in jedem der vier Ringe instal-
liert werden.

und optimiert: die experimentelle Untersuchung der Modensynthese sowie die aktive
Regelung der Rotor-Stator-Interaktionsmoden des Axialventilators. Der gesamte Messab-
lauf wurde global durch einen PC gesteuert, der mit einem 3.2 GHz Intel Pentium-IV
Prozessor und dem Betriebssystem Windows XP ausgestattet war. Die A/D und D/A-
Wandlung der Signale erfolgte auf einer digitalen Signalprozessorkarte (DSP). Alle zeit-
unkritischen Datenverarbeitungsschritte wurden im Sinne einer maximalen Performance
der DSP-Karte auf den PC ausgelagert. Dies beinhaltete die Umsetzung der Radialm-
odenanalyse und die Visualisierung der analysierten Daten während der Messdurchfüh-
rung.

Digitale Signalprozessorkarte

Es wurde eine DSP-Karte der Firma SORCUS vom Typ X-MAX 6pci verwendet. Die Kar-
te wurde über die PCI-Schnittstelle mit dem Rechner verbunden und war mit insgesamt
sechs Modulen bestückt:

1 prozessor-modul X-MAX-1 mit einem 486-CPU 100 MHz Prozessor, 16 MByte RAM
und einem echtzeitfähigen Betriebssystem,

1 a/d-wandler-modul X-AD14-20 mit einem für 20 Kanäle und mit 14 Bit Auflö-
sung multiplexfähigen A/D-Wandler und

4 d/a-wandler-module X-DA16-4 mit jeweils vier D/A-Wandlern mit 16 Bit Auflö-
sung.

Für die Modensynthese lief der Datenaustausch zwischen der DSP-Karte und dem Mess-
PC nach folgendem Schema ab: Zunächst wurden die auszugebenden D/A-Datensätze
auf dem PC berechnet und in den Speicher der DSP-Karte herunter geladen. Im nächs-
ten Schritt wurden auf der Karte durch einen internen Interrupt die kontinuierlich und
synchron laufenden D/A- und A/D-Wandlungsprozeduren gestartet. Jeder Wandlungs-
schritt wurde dabei durch den Timer des CPU-Moduls ausgelöst. Bei einer CPU-Timer-
Frequenz von 1.1892 MHz konnten nur Wandlungen mit den Sampling-Frequenzen
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Umschalter

Verstärker Verstärker Verstärker

DSP-Karte

Tiefpass-Filter Tiefpass-Filter

Abbildung 7.7: Übersicht über die in den Experimenten verwendete Elektronik und die Sig-
nalwege. In einer Versuchsvariante zur aktiven Minderung von Rotor-Stator-
Interaktionsmoden wurden die Wandlungsprozesse extern durch einen Rotor-
wellentrigger getaktet.

fs = 1.1892 MHz/N (für ganze Zahlen N> 1) realisiert werden. Der im CPU-Modul zur
Verfügung stehende Speicherbereich ließ eine Wandlung von maximal 1000 A/D-Sample
je Kanal zu. Nach der Wandlung wurden die A/D-Datensätze aus dem RAM zur wei-
teren Analyse auf den PC geladen. Bei simultaner Wandlung von 16 D/A- und 16

A/D-Kanälen konnte trotz Optimierung der Signalverarbeitungsprozesse eine maximale
Abtastrate von lediglich fs = 3900 Hz erreicht werden. Diese relativ niedrige Abtastrate
erlaubte keine direkte Ausgabe von sinusförmigen Signalen im interessierenden Fre-
quenzbereich, sondern machte die Entwicklung von speziellen Routinen zur Synthese
der Lautsprecherzeitsignale und zur Analyse der Schalldruckamplituden erforderlich.
In den Routinen, die in den Abschnitten 7.2.3 und 7.2.4 beschrieben sind, wurde die
Testfrequenz in feste Beziehung zur Abtastfrequenz gesetzt:

ft =
fs

3

=
1.1892 MHz

3N
. (7.1)

Es ergab sich demzufolge eine maximale Testfrequenz von ft = 1300 Hz.

In der Versuchsvariante zur aktiven Lärmminderung wurden die D/A- und A/D-
Wandlungsschritte extern durch ein 72 Pulse/Umdrehung-Signal der Rotorwelle get-
riggert. Die Datenverarbeitungsprozesse liefen zudem kontinuierlich ab, d. h. die D/A-
Wandlung lief ohne Unterbrechung und die A/D-Wandlung wurde zur Erfassung des
geregelten Schallfelds periodisch wiederholt. In Abhängigkeit des Regelungsalgorith-
mus wurden die an die Lautsprecher ausgegebenen D/A-Daten aktualisiert.
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Aufgrund der Phasenempfindlichkeit der Modenanalyse und der Modensynthese wur-
den die zeitliche Synchronität der Wandlungsprozesse messtechnisch überprüft. Die
D/A-Wandlungssignale wurden paarweise auf einem Oszilloskop verglichen. Es wur-
den zeitliche Verzögerungen von ca. 30µs zwischen den Samples fest gestellt, die von
verschiedenen D/A-Module generiert wurden. Die Ursache war, dass die Wandlung ei-
nes jeden D/A-Moduls durch einen eigenen Funktionsaufruf ausgelöst werden muss.
Weiterhin wurde zwischen den D/A-Kanäle desselben Moduls ein hardwarebedingter
relativer Zeitversatz von ca. 3µs gemessen. Die auf die D/A-Wandler zurückgehenden
Verzögerungen stellten sich als frequenzunabhängig heraus und konnten durch entspre-
chende Berücksichtigung in der Berechnung der Ansteuerungssignale reduziert werden.

Signalverstärker, Filter und sonstige Geräte

Wie in Abbildung 7.7 dargestellt, liefen die meisten Signalleitungen an der DSP-Karte
zusammen. Auf der A/D-Eingangsseite wurden die 32 Mikrofone des Modenanalyse-
Arrays I und optional die beiden an der ersten Lautsprechereinheit montierten Mikrofo-
ne eingelesen. Alle Mikrofone wurden durch eine DLR-eigene Elektronik versorgt und
verstärkt. Um die Messung aller Mikrofone mit 20 A/D-Kanälen zu realisieren musste
ein elektronischer Umschalter verwendet werden. Der Umschalter, bei dem es sich um
eine DLR-Eigenentwicklung handelt, konnte über eine RS232-Schnittstelle vom Mess-PC
aus auf die Mikrofonkanäle 1 bis 16 oder 17 bis 34 umgeschaltet werden. Zur Vermei-
dung von Aliasing bei der Berechnung der Schalldruckspektren wurden die Mikrofon-
signale vor Durchführung der A/D-Wandlung mit einem elektronischen Tiefpassfilter
gefiltert. Der Tiefpassfilter verfügte über 80 Kanäle mit einer in acht Stufen einstellbaren
Grenzfrequenz von 2

−N· 50 kHz (N= 0,1,. . . ,7), einer Dämpfung oberhalb der Grenzfre-
quenz von -48 dB/Oktave und einer Verstärkung der Ausgangssignale vom Faktor 2.5.

Auf der Ausgangsseite der DSP-Karte wurde das nach der D/A-Wandlung treppen-
förmige Lautsprechersignal mit Hilfe desselben Tiefpassfilters in ein Sinussignal über-
führt und anschließend durch HiFi-Leistungsendstufen verstärkt. Bei einer Kontrolle
der Übertragungsfunktionen stellte sich heraus, dass einige der anfänglich verwendeten
Endstufen vom Typ Dynacord L 300 frequenzabhängige Phasenverschiebungen von bis
zu 15° verursachten. Aus diesem Grund wurden sie zu einem späteren Zeitpunkt durch
Endstufen vom Typ KME SPA 240 E ersetzt.

Nicht in Abbildung 7.7 dargestellt ist die automatische Erfassung der Lufttemperatur
im Strömungskanal, welche für die Umsetzung einer Online-Modenanalyse erforderlich
war. Hierzu wurde die Ausgangsspannung eines pt100-Temperatursensors mit Hilfe ei-
nes Voltcraft-Multimeters gemessen und über eine RS232-Schnittstelle an den Mess-PC
übermittelt. Alle auf dem PC laufenden Analyse- und Steuerungsprogramme sowie die
auf der DSP-Karte laufenden Echtzeit-Programme wurden in der Programmiersprache
C entwickelt.
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7.2 versuchsdurchführung und datenverabeitung

7.2.1 Versuchsvariationen

Es wurden Experimente mit verschiedenen Konfigurationen des Lautsprecherarrays und
des Versuchsstands sowie mit systematischer Variation der Schallanregungsparameter
durchgeführt. Alle untersuchten Varianten sind tabellarisch in Anhang L aufgelistet. In
diesem Kapitel werden nur die in Tabelle 7.2 angegebenen Variationen dargestellt und
diskutiert. Die zugehörigen Ergebnisse sind repräsentativ für die Verifizierung der Mo-
densynthese und bezüglich des Einfluss von störenden Effekten.

Im Lautsprecherarray muss zwischen der Anzahl der je Ring montierten Lautspreche-
reinheiten und der je Ring aktiv betriebenen Lautsprechern unterschieden werden. Nicht
betriebene aber installierte Lautsprechereinheiten üben aufgrund des Impedanzsprungs
an der Kanalwand einen Einfluss auf die Modenanregung aus. Die in den Ringen 1, 2

und 3 montierte bzw. aktiv betriebene Anzahl von Lautsprechern wird durch die Nota-
tion N1–N2–N3 gekennzeichnet. Im Fall 1 – 0 – 0 befindet sich der Lautsprecher an der
Umfangsposition φ̌= 0° .

Der für die Untersuchungen verfügbare Frequenzbereich wurde durch die Resonanz-
frequenz der Lautsprecher nach unten und durch die maximale Abtastrate der DSP-
Karte nach oben auf 8006 f6 1300 Hz begrenzt. Bei einer Temperatur von 20° C ent-
spricht dies einem dimensionslosen Frequenzbereich von 3.66kR6 5.9. Tabelle 7.3 gibt
einen Überblick über die cut-on-Frequenzen der Moden in den Kanalsektionen des Prüf-
stands für den Fall ohne überlagerte Gleichströmung. Bei der höchsten analysierbaren
Frequenz von kR= 5.9 waren Moden der azimutalen Ordnungen -46m6+4 und der

Untersuchung Lautsprecherarray Ziel-Moden

aktiv montiert ordnungen

Anregung eines Lautsprechers 1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 -

Verifizierung des Modell des
Lautsprecherarrays

1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 -

1 − 0 − 0 8 − 0 − 0 -

1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 -

1 − 0 − 0 8 − 8 − 8 -

Gezielte Anregung von azimutalen
Modenordnungen

8 − 0 − 0 8 − 0 − 0 m = 0/1/2/3

8 − 0 − 0 8 − 8 − 0 m = 0/1/2/3

8 − 0 − 0 8 − 8 − 8 m = 0/1/2/3

Gezielte Anregung von radialen
Modenordnungen

8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 (0, 0), (0, 1)

8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 (1, 0), (1, 1)

Tabelle 7.2: In Kapitel 7 behandelte Variationen des Versuchsaufbaus zur Verifizierung der Mo-
densynthese und zur Untersuchung von Störeffekten. Die vollständige Liste aller
Versuchsvariationen befindet sich Anhang L.
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radialen Ordnungen n= 0 und n= 1 ausbreitungsfähig. Es ist zu beachten, dass die Cut-
on-Frequenzen der Moden (1,1) und (4,0) fast identisch sind. Im Fall des Axialventi-
latorbetriebs wirkte sich die erzeugte stationäre Strömung aufgrund der relativ kleinen
axialen Machzahlen von Mx < 0.05 nur unwesentlich auf die Cut-on-Frequenzen der Mo-
den aus.

7.2.2 Messablauf

Die Vermessung einer Versuchsvariation setzte sich in der Regel entweder aus 96 oder
192 Messungen an separaten Frequenzen zusammen. Die Anregungsfrequenzen wur-
den mit Gleichung (7.1) berechnet und während des Messablaufs sukzessive erhöht.
Die rechnerisch realisierbaren Frequenzschrittweiten hingen vom Teiler der CPU-Timer-
Frequenz ab und lagen im untersuchten Frequenzbereich zwischen ∆ft = 0.54 Hz und
∆ft = 1.42 Hz. Durch passende Teilerauswahl wurden relativ gleichmäßige Schrittweiten
von etwa 5.2 Hz bzw. etwa 2.6 Hz realisiert.

In jedem Testdurchlauf wurden folgende Prozessschritte wiederholt durchgeführt:

1. Einstellung der Testfrequenz.

2. Start der Schallfeldsynthese:

a) Berechnung der Lautsprecheranregungsamplituden für jeden Kanal.

b) Berechnung der D/A-Zeitreihen für jeden Kanal.

c) Transfer der Zeitreihen vom PC auf die DSP-Karte.

d) Start der D/A-Wandlung.

3. Prüfung der Schallfeldsynthese:

a) A/D-Wandlung von NT Signalperioden der Mikrofonkanäle 17 - 34.

b) Transfer der gemessenen Zeitreihen von der DSP-Karte auf den PC.

c) Berechnung der Schalldruckamplituden.

d) Optional: Berechnung des Volumenfluss von Lautsprecher 1 in Ring 1.

n= 0 n= 1 n= 2

fc,mn [Hz] (kR)mn fc,mn [Hz] (kR)mn fc,mn [Hz] (kR)mn

|m| = 0 0 0 838 3.84 1533 7.02

|m| = 1 403 1.84 1165 5.33 1866 8.54

|m| = 2 668 3.06 1466 6.71 2179 9.97

|m| = 3 918 4.20 1752 8.02 2483 11.36

|m| = 4 1162 5.32 2029 9.29 2771 12.68

|m| = 5 1402 6.42 2299 10.52 3057 13.99

Tabelle 7.3: Cut-on-Frequenzen der Moden im Prüfstandskanal des Radius R= 0.25 m bei einer
Temperatur von T = 20° C und ohne Durchströmung (Mx = 0). Die im analysierbaren
Frequenzbereich ausbreitungsfähigen Modenordnungen sind hervorgehoben.
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e) Falls

• der Messbereich über- oder untersteuert wird,

• einzelne Lautsprechersignale deutlich vom mittleren Schalldruckpegel ab-
weichen,

• ein frequenzunabhängig gleicher Volumenfluss an Lautsprecher 1 in Ring 1

ein geregelt werden soll,

dann werden die Lautsprecheranregungsamplituden korrigiert und es wird
zurück zu Schritt 2b) gesprungen. Sonst wird mit Punkt 4 fortgefahren.

4. Durchführung der Schallfeldanalyse:

a) Umschaltung auf die Mikrofonkanäle 1-16.

b) A/D-Wandlung von NT Signalperioden der Mikrofonkanäle 1-16.

c) Umschaltung auf die Mikrofonkanäle 17-34.

d) A/D-Wandlung von NT Signalperioden der Mikrofonkanäle 17-34.

e) Transfer der gemessenen Zeitreihen von der DSP-Karte auf den PC.

f) Berechnung der Schalldruckamplituden.

g) Durchführung der Radialmodenanalyse.

5. Stop der Schallfeldsynthese.

6. Visualisierung der gemessenen Daten zu Kontrollzwecken.

Wenn nicht anders angegeben, dann wurden NT = 1000 Signalperioden für eine Fre-
quenzkomponente gemessen und ausgewertet. Dies entspricht in Abhängigkeit der Test-
frequenz einer Messdauer zwischen 1.25 s und 0.77 s.

Abbildung 7.8 zeigt ein typisches, durch einen einzelnen Lautsprecher erzeugtes Schall-
druckspektrum. Die Lautsprecherpegel wurden in allen Tests so eingestellt, dass die in-
folge nichtlinearer Effekte angeregten Oberschwingungen der Druckkammertreiber min-
destens 30 dB unterhalb des Testtonpegels lagen. Um individuelle Abweichungen zwi-
schen den Übertragungswegen näherungsweise auszugleichen, wurden vor jeder Mess-
serie für jeden Lautsprecher Korrekturfaktoren ermittelt. Hierzu wurden Einzelmessun-
gen an jeweils fünf gleichmäßig verteilten Frequenzen unter der Annahme durchgeführt,
dass alle Aktuatoren desselben Rings im Mittel über alle Mikrofonpositionen den glei-
chen Schalldruckpegel erzeugen. Die Korrekturfaktoren wurden über die fünf Testfre-
quenzen gemittelt und wichen um bis zu 25% voneiander ab.

7.2.3 Berechnung der Lautsprecher-Zeitsignale

Für die messtechnische Umsetzung der in Kapitel 6 beschriebenen Modensynthese wird
eine Beziehung zwischen dem vom D/A-Wandler erzeugten Spannungssignal und dem
vom Lautsprecher verursachten Volumenfluss benötigt:

qj = ψjUj. (7.2)

In dieser vereinfachten Formulierung beinhaltet der Übertragungsfaktor ψj die Trans-
ferfunktionen aller elektrischen und mechanischen Bauteile, die im Signalweg des i-ten
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Abbildung 7.8: Durch einen mit der Testfrequenz ft = 903 Hz angeregten Lautsprecher erzeugtes
Schalldruckspektrum. Das Spektrum gibt den Mittelwert aller in Mikrofonsekti-
on I verwendeten Mikrofone wieder und wurde zu Referenzzwecken mit einer
LMS CADA-X Messanlage aufgezeichnet.

Lautsprechers zwischen dem D/A-Wandlerausgang und dem von der Membran ver-
ursachten Volumenfluss wirksam sind. Der Übertragungsfaktor ist komplexwertig und
hängt im Allgemeinen nichtlinear von der Frequenz, der Aussteuerung und der Belas-
tung ab.

Angesichts der maximalen Ausgaberate der DSP-Karte von 3900 Hz stellte sich die
Frage, wie ein sinusförmiges Lautsprechersignal uj(t)=Uj exp(−i2πftt) mit einer Fre-
quenz im Bereich 8006 ft61300 Hz erzeugt werden kann. Für eine feinskalige Annähe-
rung des sinusförmigen Verlaufs durch den D/A-Wandler wäre eine im Vergleich zur
Signalfrequenz vielfach höhere Wandlerrate erforderlich. Die Lösung lag in der Ausga-
be eines treppenförmigen Signals, welches die gewünschte Signalfrequenz als Grund-
harmonische enthält, und dessen höhere Signalharmonische mittels eines Tiefpassfilters
entfernt werden.

Für eine eindeutige Analyse eines periodischen Signals ist gemäß des Nyquist-Theorems
eine Abtastung an drei äquidistanten Stellen pro Periode notwendig und hinreichend.
Aus dieser Tatsache lässt sich im umgekehrten Sinne für eine Synthese ableiten, dass die
Periode T des Signals durch eine Treppenfunktion uBj(t) bestehend aus drei Treppen-
stufen Bj1, Bj2 und Bj3 angenähert werden kann:

B1 

B3 

B2 

x(t) 

t T 

 

uBj(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Bj1 0 6 t < T/3

Bj2 T/3 6 t < 2T/3

Bj3 2T/3 6 t < T

(7.3)

Im Folgenden wird die Beziehung zwischen den reellen Größen Bj1, Bj2 und Bj3 sowie
der komplexen Spannungsamplitude Uj = |Uj| e

iϕj des für den j-ten Lautsprecher zu
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erzeugenden Signals abgeleitet. Gemäß der Fourier-Theorie kann ein beliebiges reelles,
kontinuierliches Zeitsignal yj(t) in eine Fourierreihe entwickelt werden,

yj(t) =

∞∑
n=−∞ Yjne

−in2πf0t, (7.4)

in der f0 die Grundfrequenz und Yjn die komplexen Fourierkoeffizienten der Harmoni-
schen der Ordnung n beschreiben. Die Fourierkoeffizienten können mit Hilfe folgenden
Integrals berechnet werden:

Yjn =
1

T

T∫
0

yj(t) e
in2πf0tdt (7.5)

Im vorliegenden Fall muss das Lautsprechersignal mit der Grundharmonischen des Si-
gnals yj(t) identisch sein, d. h. für die Grundfrequenz muss ft = f0 und für den Fou-
rierkoeffizienten Yj1 =Uj gelten. Durch Einsetzen der Treppenfunktion uBj(t) aus Glei-
chung (7.3) in die Integralgleichung (7.5) und mit der Zusatzbedingung, dass der Gleich-
anteil Y0j des Zeitsignals yj(t) gleich Null sein soll, kann ein Gleichungssystem aufge-
stellt werden, dessen Lösung die gesuchten Stufen der Treppenfunktion ergibt:

Bj1 =
π

3

√
3

⏐⏐Uj

⏐⏐ cos(ϕj) −
π

3

⏐⏐Uj

⏐⏐ sin(ϕj)

Bj2 = −
2π

3

√
3

(7.6)

Bj3 =
π

3

√
3

⏐⏐Uj

⏐⏐ cos(ϕj) +
π

3

⏐⏐Uj

⏐⏐ sin(ϕj)

Durch die sukzessive wiederholte Ausgabe der drei Spannungsstufen des Signals uBj(t)

und die anschließende analoge Tiefpassfilterung zur Entfernung der höheren harmoni-
schen Signalanteile wurde das gewünschte sinusförmige Lautsprecherzeitsignal gene-
riert. Diese Methode erforderte für die Erzeugung aller 16 Lautsprechersignale lediglich
eine Abspeicherung von 3 · 16 = 48 Sample im RAM der DSP-Karte.

Abbildung 7.9 illustriert die erfolgreiche Umsetzung im Vergleich mit einem Sample-
and-Hold-Ansatz, welcher zuerst in Betracht gezogen wurde. Mit dem Sample-and-Hold-
Verfahren wird einfach der zum Abtastzeitpunkt gültige Momentanwert der gewünsch-
ten Sinusschwingung ausgegeben. Die Fourieranalyse zeigt, dass auf diese Weise ein
Signal mit fehlerhafter Amplitude und Phasen erzeugt wird.

7.2.4 Schallfeldanalyse

Da in den Messserien stets nur einzelne Töne mit schrittweise ansteigender Frequenz
angeregt werden konnten, sowie mit dem Hintergrund, dass die DSP-Karte nur eine
Aufzeichnung von 1000 Samples je A/D-Kanal zu ließ, wurde die Analyse des Schall-
felds auf diese eine Anregungsfrequenz beschränkt. Die tonalen Komponenten wurden
direkt mittels einer diskreten Fouriertransformation (DFT) ausgewertet. Auf diese Weise
konnte die Zeit, die für die Modenanalyse benötigt wird, signifikant reduziert werden.



152 erprobung der modensynthese

|Y1| arg(Y1)

Sinussignal 0.5 45°

Sample and Hold 0.41 −15°

Treppenstufen Bi 0.5 45°

Abbildung 7.9: Annäherung eines sinusförmigen Zeitsignals durch aus drei Stufen bestehende
periodische Treppenfunktionen nach zwei verschiedenen Ansätzen. In der Tabel-
le sind die Koeffizienten der grundharmonischen Komponenten einer Fourierrei-
henentwicklung gegenüber gestellt.

Berechnung der Schalldruckamplituden aus der A/D-Wandlung

Aus N Samples der abgetasteten Schalldruckzeitreihe y(0),y(Ts), ...,y((N− 1)Ts) kann
die Schalldruckamplitude der tonalen Frequenzkomponente ft mit Hilfe der DFT wie
folgt berechnet werden:

p(ωt) =

N−1∑
n=0

y(nTs)e
−i2πftnTs . (7.7)

Gemäß den Grundlagen der diskreten Signalverarbeitung werden in der DFT solche
Frequenzkomponenten ohne eine Verschmierung durch andere Spektralkomponenten
gerade dann berechnet, wenn sie Vielfache der Frequenzauflösung ∆f= fs/N= 1/NTs
sind. Diese Forderung wurde im Experiment für die Frequenzkomponente ft durch eine
feste Verknüpfung der Abtastrate mit dem dreifachen der untersuchten Signalfrequenz
fs = 3ft und für eine Sampleanzahl von N = 3 · j, j ∈ Z, stets erfüllt1.

Das Diagramm in Abbildung 7.10 a) gibt exemplarisch einen Eindruck von der Stan-
dardabweichung der Schalldruckmessungen bei sinusförmiger Anregung eines Laut-
sprechers mit einer Frequenz von kR= 5. Die Standardabweichung wurde analog zu dem
in Abschnitt 3.1.3 beschriebenen Vorgehen berechnet, wobei hier NT die Anzahl Signal-
perioden bezeichnet, über die in der fiktiven i-ten Einzelmessung gemittelt wird. Für die
Darstellung wurden alle in Mikrofonsektion I installierten Mikrofone ausgewertet. Unter
den idealen Bedingungen der beidseitig reflexionsarm abgeschlossenen Versuchsstrecke
wurden inkohärente Komponenten in den Mikrofonsignalen hauptsächlich durch das
Rauschen der Tiefpassfilter verursacht, die zur Filterung sowohl der Lautsprecher- als

1 Im Fall der Analyse der Blattfolgefrequenz des Ventilators wurde die aktuelle Abtastfrequenz parallel zu
jeder A/D-Wandlung durch Auswertung der an die DSP-Karte gelegten Triggerpulsfolge ausgewertet. Der
auf der Rotorwelle befindliche Drehgeber erzeugte eine Folge von 3B= 72 Pulsen pro Umdrehung, d.h.
genau das Dreifache der Blattfolgefrequenz. Die feste Verknüpfung von A/D-Wandlung und Rotortrigger-
signal gewährleistet eine zu jedem Zeitpunkt rotorkohärente Schalldruckanalyse, so dass keine zusätzliche
adaptive Neuabtastung der Signalfolge angewendet werden braucht.
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Abbildung 7.10: Standardabweichungen der Schallfeldanalysen im Versuchsaufbau mit beid-
seitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen. Die Standardabweichung der Schall-
druckamplitude wurde für die Anregung eines Lautsprechers mit einem Testton
bei der Frequenz kR= 5 ausgewertet.

auch der Mikrofonzeitreihen verwendet wurden. Die Rauschanregung aller sonstigen Be-
standteile des Versuchaufbaus waren dem gegenüber vernachlässigbar. In der standard-
mäßig ausgeführten Mittelung überNT = 1000 Perioden betrug die Standardabweichung
sp = 48 dB. Der Vergleich mit Abbildung 7.8 zeigt, dass der Signal-Rausch-Abstand dann
im Bereich von 40 dB lag. Das Ergebnis ist repräsentativ für Anregungen bei anderen
Frequenzen, mit anderen Quellamplituden sowie für alle eingesetzten Lautsprecher. Im
Versuchsaufbau mit Ventilatorbetrieb lag die Standardabweichung bei sp = 72 dB. Durch
verstärkte Aussteuerung der Lautsprecherkanäle war ein Signal-Rausch-Abstand von
mehr als 20 dB weiterhin gewährleistet.

Modenanalyse

Prinzipiell konnte die aus vier Ringen je acht Mikrofonen bestehende Sensoranordnung
für Azimutalmodenanalysen ohne modales Aliasing bis zur Ordnung m= 3 und für
eine Radialmodenzerlegung in die Ordnungen n= 0 und n= 1 eingesetzt werden. Zur
Beurteilung der erzielbaren Modenanalysegenauigkeit wurden die in Abschnitt 3.3.6
beschriebenen Simulationsrechnungen durchgeführt. Abbildung 7.10 zeigt die resultie-
renden modalen Standardabweichungen.

In den Messungen mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen resultierten bei ei-
ner Standardabweichung der Schalldruckmessungen von sp = 48 dB für die meisten Fre-
quenzen sehr geringe modale Standardabweichungen von etwa smn = 28 dB bis
smn = 40 dB. Bei entsprechender Aussteuerung ließen sich in den Experimenten daher
hohe modale Signal-Rausch-Abstände realisieren. In Untersuchungen mit angeschlosse-
nem Ventilator lagen die modalen Standardabweichungen dagegen mit etwa smn = 52 dB
bis smn = 64 dB schon in einem Pegelbereich, der für einige Untersuchungen der folgen-
den Abschnitte zu Beschränkungen führt. Es ist zu beachten, dass im Bereich der Cut-on-
Frequenzen die modalen Standardabweichungen deutlich über den genannten Werten
liegen können.
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Abbildung 7.11: Für die Anordnung 1 – 0 – 0 des Modengenerators wurden bis auf einen Laut-
sprecher alle anderen Lautsprecher demontiert. Alle Öffnungen in der Kanal-
wand wurden mit Deckeln verschlossen, deren Innenseite die Kontur der Kanal-
wand nachbilden.

7.3 verifizierung des modells einer lautsprechereinheit

Die Beschreibung der von einer Lautsprechereinheit im Kanal angeregten Modenvertei-
lung durch eine Monopolquelle ist fundamentaler Bestandteil des in Kapitel 6 entwickel-
ten Modells. Mangels existierender Nachweise wurde vor der Durchführung weiterer
Versuche zunächst die Gültigkeit dieses Ansatzes experimentell überprüft. Dazu wurden
bis auf den Lautsprecher an der Position 1 im ersten Ring alle anderen Lautsprecherein-
heiten demontiert und die verbleibenden Öffnungen verschlossen, vgl. Abbildung 7.11.
Das Ergebnis der Messungen ist in Abbildung 7.12 in Form der durch Gleichung (6.9) de-
finierten modalen Impedanz dargestellt2. Die theoretischen Werte wurden mithilfe von
Gleichung (6.21) berechnet. Um eine vergleichbare Anregung des Schallfelds bei allen
Frequenzen zu gewährleisten wurde der Volumenfluss auf einen konstanten Wert einge-
regelt3.

Die gemessenen Modenamplituden zeigen generell eine sehr gute Übereinstimmung
mit dem Modell. Als Abweichungen können in allen Kurven eine überlagerte Welligkeit
und Störungen nahe der Cut-on-Frequenzen festgestellt werden. Die Form der Wellig-
keit legt den Einfluss von Reflexionen nahe. Unterstützt wird diese Annahme durch die
in Abbildung 7.13 gezeigten Spektren. Dargestellt sind die in den vier Ringen des Mi-
krofonarrays gemessenen Schalldruckamplituden, die jeweils aus einer Betragsmittelung
über alle Umfangspositionen hervorgehen. Die Scheitelpunkte der Kurven liegen in sys-
tematischer Abfolge, was aufgrund der unterschiedlichen Abstände zur Reflexionsstelle
plausibel ist. Abgesehen hiervon verdeutlicht die Abbildung die Variationsbreite mit der
das Schalldruckfeld bei konstantem Volumenfluss durch eine Quelle angeregt wird.

2 In Abbildung 7.12 ff. sind die Cut-on-Frequenzen der Moden, die im untersuchten Frequenzbereich liegen,
durch Dreiecke gekennzeichnet.

3 Für die Ermittlung des Volumenfluss wurden die beiden in den Trichter integrierten Mikrofone, vgl. Abbil-
dung 7.5, und die in Abschnitt 6.2.1 beschriebene Trichter-Übertragungsfunktion verwendet.
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△ △ △△

Abbildung 7.12: Gegenüberstellung der gemessenen und der theoretisch vorhergesagten Moden-
amplituden, die von einer Lautsprechereinheit in der Konfiguration 1 – 0 – 0 des
Modengenerators im Kanal angeregt werden.

Der Versuchsaufbau wurde systematisch auf Reflexionsstellen untersucht. Stromab
der Mikrofonmesssektion befinden sich nur durchgehend glatte Rohrsegmente und der
reflexionsarme Kanalabschluss. Hier auftretende Reflexionen würden nur durch erneu-
te Reflexion, z. B. am stromauf liegenden Lautsprecherarrays, in die Amplituden der
stromab laufenden Moden eingehen und sind deshalb von untergeordneter Bedeutung.
Innerhalb des Modengenerators sind Reflexionen aufgrund der demontierten sonstigen
Lautsprecher auszuschließen. Die Welligkeit ist auch nicht auf die Lautsprecheranre-
gung zurückzuführen, dies haben Versuche mit und ohne geregelten Lautsprechervolu-
menfluss ergeben. Weiterhin handelt es sich um keinen Artefakt der Radialmodenana-
lyse, da die Welligkeit ebenso in gemittelten Schalldruckspektren wieder zu finden ist.
Somit verbleibt als mögliche Ursache der stromauf liegende provisorisch gestaltete refle-
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△ △ △△

Abbildung 7.13: Das Diagramm zeigt die bei Anregung eines einzelnen Lautsprechers in der
Konfiguration 1 – 0 – 0 des Modengenerators im Mittel an den Mikrofonringen
gemessenen Schalldruckamplituden.

Abbildung 7.14: Vergleich von in Abbildung 7.12 dargestellten Messdaten mit einem um eine
Reflexionsstelle erweiterten Modell des Versuchaufbaus.

xionsarme Kanalabschluss.

Zur Identifikation der potentiellen Reflexionsstelle wurden die in Abschnitt 6.4 be-
schriebenen, erweiterten Modellgleichungen angewendet. Mit Hilfe eines iterativen Ver-
fahrens konnten als Reflexionsstelle xr = - 0.775 m und als frequenzunabhängiger Refle-
xionsfaktor r−mn = 0.15 bestimmt werden. Der Vergleich in Abbildung 7.14 zeigt am Bei-
spiel der Modenordnungen m= 0 und m= 2, dass hiermit die Welligkeit relativ gut re-
produziert werden kann. Die ermittelte Reflexionsstelle liegt in der ersten Hälfte des mit
Absorbermatten ausgekleideten Kanalstücks und stellt daher eine etwas unbefriedigen-
de Erklärungsvariante dar. Möglicherweise ließe sich das beobachtete Verhalten besser
mit mehreren axial verteilten, frequenzabhängigen Reflexionsfaktoren beschreiben. Ins-
gesamt kann für die folgenden Untersuchungen fest gehalten werden, dass schwache
Reflexionen vorliegen, die durch einen einfachen Reflexionsfaktor näherungsweise be-
rücksichtigt werden können.

Für die schmalbandigen Störungen der Modenamplituden im Bereich der Cut-on-
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△ △ △△

Abbildung 7.15: Aussteuerung des Lautsprechers in der Konfiguration 1–0–0 des Modengenera-
tors zur Einstellung eines konstanten Volumenfluss.

Frequenzen gibt es verschiedene Erklärungsansätze. Aus Kapitel 4 ist bekannt, dass
hin- und zurücklaufende Moden der gleichen azimutalen Ordnung in direkter Nähe
der Cut-on-Grenze nur ungenau getrennt werden können. Neben diesem Analysepro-
blem gibt es einen bezüglich der Anregung wichtigen physikalischen Effekt: Offenbar
ist nahe unterhalb der Cut-on-Frequenz einer Mode eine deutlich erhöhte Lautsprecher-
spannung zur Erzeugung eines konstanten Volumenflusses notwendig, siehe das rechte
Diagramm in Abbildung 7.15. Dieses Phänomen wird von Johnson [58] als pre cut-on loa-
ding effect bezeichnet: Induziert durch die noch nicht ausbreitungsfähige Mode steigt die
Kanaleingangs-Impedanz etwas unterhalb der Cut-on-Frequenz stark an, d. h. der Laut-
sprecher arbeitet unter einer starken Belastung, die Schallenergie kann jedoch erst ober-
halb der cut-on Frequenz abtransportiert werden. Es ist fraglich, ob in diesem Frequenz-
bereich der Volumenfluss auf Basis der Mikrofonmessungen und mit Verwendung des
Trichtermodells korrekt ermittelt wurde. Eine Fehleinstellung des Volumenfluss wirkt
sich auf alle Modenamplituden aus.

7.4 anregung eines lautsprechers in abhängigkeit der arraykonfigu-
ration

Für den Fall, dass mehr als eine Lautsprechereinheit installiert ist, stellt das Lautspre-
cherarray ein System gekoppelter akustischer Resonatoren dar und übt einen wechselsei-
tigen Einfluss auf die Schallfeldabstrahlung eines jeden Aktuators aus. Zur experimen-
tellen Untersuchung der Auswirkungen wurde der an der obersten Umfangsposition in
Ring 1 befindliche Lautsprecher in den Arraykonfigurationen 1 – 0 – 0, 8 – 0 – 0, 8 – 8 – 0,
und 8 – 8 – 8 angeregt. Der Einfluss der Arraykonfiguration auf die Moden ist separat
für jede azimutale Ordnung in den linken Diagrammen der Abbildungen 7.16 und 7.17

dargestellt. Es können zwei wesentliche Effekte festgestellt werden:

• Im Frequenzbereich 3.6 <kR< 4.5 fallen die Anregungsamplituden aller Moden
mit zunehmender Anzahl installierter Lautsprechereinheiten etwa gleichermaßen
schwächer aus.

• In der Nähe der Cut-on-Frequenz fällt die resonanzartige Überhöhung der zugehö-
rigen Mode mit zunehmender Anzahl Lautsprechereinheiten schwächer aus.
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Die Mode (3, 0) ist in besonderem Maße betroffen, da die Cut-on-Frequenz kR= 4.2
beträgt und sich daher beide Effekte überlagern. Ihre Amplitude reduziert sich im Ex-
tremfall um einen Faktor von mehr als 10. Der erste Effekt ist in isolierter Form gut
im Spektrum der Mode (2, 0) zu beobachten. Offenbar über hier nur stromab liegende
Ringe einen Einfluss aus. Hingegen wird der zweite Effekt auch durch eine Variation
der Lautsprecheranzahl im gleichen Ring beeinflusst. Für alle Moden gilt, dass außer-
halb der angegebenen Frequenzbereiche keine Auswirkung des Resonatorsystems auf
die transmittierte Amplitude festzustellen ist.

Beide beobachteten Effekte beruhen auf der Resonanz der modalen Wellenzahlen mit
den Resonatorabmessungen und werden durch das analytische Modell des Lautspre-
chersystems qualitativ bestätigt. Die Ergebnisse der Simulationen sind in den Diagram-
men der rechten Spalte von Abbildung 7.16 und 7.17 zu sehen. Für das Modell musste
ein schallharter Trichterabschluss angenommen werden, da die tatsächliche Impedanz
der Schallwandler messtechnisch nur schwer zu spezifizieren ist und zudem im Allge-
meinen mit den Betriebsbedingungen variiert [37]. In der Simulation wurde die die Anre-
gung des aktiven Lautsprechers so eingestellt, dass der Volumenfluss in der Trichteröff-
nung mit dem experimentellen Wert übereinstimmt. Die Ausprägung und Frequenzlage
der maximalen Resonanz werden bis auf einen Offset von etwa 6 dB und mit Ausnahme
der Mode (0, 0) gut wieder gegeben. Auffällig ist – im Vergleich zur Simulation einer in
den Modengenerator von außen einlaufenden Welle in Abbildung 6.12 – eine deutliche
Frequenzverschiebung der Resonanzen der Moden (0, 0) und (0, 1) zu höheren Frequen-
zen mit der Erweiterung des Lautsprecherarrays. Diese ist deutlicher in den Simulatio-
nen zu erkennen, findet sich aber auch in den Messdaten wieder. Weiterhin fällt in den
Simulationen eine Anhebung der Amplituden der Moden (0, 0), (0, 1), (1, 0) und (2, 0)

entweder im Bereich oder etwas oberhalb davon auf. Dieser Effekt ist in den Messungen
in schwacher Form für die Mode (1, 0) fest zu stellen. Möglicherweise hängen die Dif-
ferenzen mit den unterschiedlichen Abschlussbedingungen der Trichter zusammen, die
im Experiment beziehungsweise in der Simulation angenommen wurden.

Im untersten Diagramm der Abbildung 7.17 sind die Lautsprecherspannungen gegen-
übergestellt, welche für einen konstanten Volumenfluss eingestellt werden mussten. Ein
wesentlicher Unterschied zwischen den verschiedenen Aktuatorkonfigurationen ist nur
in unmittelbarer Nähe der Cut-on-Frequenzen der Moden (0, 1), (3, 0), (4, 0) und (1, 1)
festzustellen. Offenbar wird der im vorherigen Abschnitt beschriebene pre cut-on loading
effect durch den Anbau weiterer Lautsprechereinheiten im Nahfeld des aktiven Aktua-
tors vermindert. Die Tatsache, dass für alle sonstigen Frequenzen keine signifikanten
Unterschiede in den Lautsprecherspannungen festgestellt werden können deutet darauf
hin, dass sich eine Vergrößerung der an den Strömungskanal angebrachten Lautspreche-
reinheiten nicht in einer Verminderung des angeregten Schallflusses auswirkt.

Aus den vorstehenden Beobachtungen ergeben sich mehrere praktisch relevante Schluss-
folgerungen:

• In Systemen mit mehreren Lautsprecherringen muss die im Resonanzbereich auf-
tretende erhöhte Dämpfung der Modenamplituden durch eine Verstärkung der
Anregungsamplituden kompensiert werden. Dies kann zu einer Überlastung der
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Abbildung 7.16: Durch einen Lautsprecher angeregtes Modenfeld in vier verschiedenen
Lautsprecherarray-Konfigurationen bei konstantem Volumenfluss in der Trich-
teröffnung (Fortsetzung in Abbildung 7.17).

Lautsprecher führen4.

• Das Verhältnis zweier Modenamplituden A+
mn/A

+
vw unterschiedlicher Ordnungen

kann sich durch Änderung der Anzahl eingebauter Lautsprechereinheiten erheb-
lich verschieben, da die Resonanzeffekte individuell von den Modenordnungen

4 Im Fall einer aktiven Regelung ist allerdings zu berücksichtigen, dass neben den angeregten Modenamplitu-
den des Sekundärfelds auch die Modenamplituden des Primärfelds durch das Resonatorsystem gedämpft
werden, d.h. die Transmission beider Schallfeldkomponenten in vergleichbarem Maße herabgesetzt wird.
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Abbildung 7.17: Durch einen Lautsprecher angeregtes Modenfeld in vier verschiedenen
Lautsprecherarray-Konfigurationen bei konstantem Volumenfluss in der Trich-
teröffnung (Fortsetzung von Abbildung 7.16). Das untere Diagramm zeigt die
eingestellte Lautsprecherspannung.

und Frequenzen abhängen.

• Die Modenamplitude hängt von der Position der Messung relativ zur Lage des
angeregten Aktuators im Lautsprecherarray ab.

Wie in den folgenden Abschnitten zu sehen sein wird, wirken sich die beiden zuletzt
genannten Punkte auf die Dominanz aus, mit der einzelne Moden in einer gezielten
Synthese durch ein Array von Lautsprechern angeregt werden können.
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7.5 spillover-moden durch störungen in den lautsprechersignalen

Theoretisch kann mit einem Lautsprecherring unter idealen Bedingungen und bei Ein-
haltung des Kriteriums (6.44) die azimutale Ordnung µ exklusiv, d. h. bei gleichzeitiger
Unterdrückung aller sonstigen azimutalen Ordnungen m , µ, angeregt werden. Im
Rahmen einer Parameterstudie wurde untersucht, mit welcher Genauigkeit sich dies in
der Praxis umsetzen lässt, wodurch es zu Beschränkungen kommt und wie groß das
Optimierungspotential ist. Die Tabellen L.2 und L.4 geben einen Überblick über alle Ver-
suchsvariationen. Im Folgenden werden die Ergebnisse anhand repräsentativer Beispiele
diskutiert.

Zur Erzeugung der azimutalen Modenordnung µ wurden die acht Lautsprecher eines
Modengeneratorrings in Übertragung von Gleichung (6.40) mit folgenden Spannungs-
amplituden angesteuert:

U(φ̌l) =
q̂µ

ψl
· eiµφ̌l = Ûµ · eiµφ̌l . (7.8)

In dieser Gleichung bezeichnen q̂µ und Ûµ die auf den Volumenfluss bzw. auf die Span-
nung bezogene Stellgröße des Quellrings und ψl den in Gleichung (7.2) eingeführten
Übertragungsfaktor. Prinzipiell kann die zur Einstellung eines speziellen Pegels benö-
tigte Stellgröße unter Heranziehung der Gleichung (6.45) oder (6.46) berechnet werden.
Aus praktischen Gründen wurde in den Einzelmessungen die Spannungs-Stellgröße Ûµ

jedoch auf einen konstanten Wert eingestellt, so dass sich in Verknüpfung mit den Über-
tragungsfaktoren ψl eine frequenzabhängige Variation der Volumenflüsse ergab.

7.5.1 Messungen in verschiedenen Versuchsvarianten

Das linke Diagramm in Abbildung 7.18 zeigt das Ergebnis der gezielten Synthese von
Moden der Ordnung µ= 1. Die Messung wurde in der Modengeneratorkonfiguration
mit zwei installierten Ringen 8 – 8 – 0, beidseitig reflexionsfreien Kanalabschlüssen und
bei Verwendung der Endstufen vom Typ Dynacord L 300 durchgeführt. Bis zur Cut-on-
Frequenz der Moden (−1,1) und (1,1) bei kR= 5.35 dürfte nur die Mode (1,0) erzeugt
werden. Tatsächlich wurden jedoch zusätzlich alle weiteren Modenordnungen mit signi-
fikanter Amplitude angeregt. Dieser Effekt wird genauso unter dem englischen Begriff
Spillover eingeordnet, wie die Anregung der Moden, die bei Verwendung einer zu ge-
ringen Anzahl von Quellen entstehen. Zur Bewertung der Dominanz der Zielmoden
(1,0) und (1,1) wurde die in Abbildung 7.18 beispielhaft eingezeichnete Pegeldifferenz
∆A+

µν = A+
µν/A

+
mn eingeführt. Die Dominanz der Mode (1,0) variierte zwischen 10 dB

und 20 dB und war insbesondere an den Cut-on-Grenzen der Moden (0,1), (4,0) und (1,1)
eingeschränkt.

Die Ursache der Spillover-Moden muss in Abweichungen von der theoretisch perfek-
ten destruktiven Interferenz liegen, die sich für alle Ordnungen m,µ aus der Über-
lagerung der von den einzelnen Quellen angeregten Modenfelder ergeben sollte, vgl.
Abbildungen 6.16 bis 6.18. Ein Einfluss der in den beiden voran gegangenen Abschnit-
ten diskutierten Effekte kann ausgeschlossen werden, da sowohl der provisorische re-
flexionsarme Kanalabschluss als auch die Anordnung der Lautsprecher im Modengene-
rator axialsymmetrisch sind und sich daher gleichermaßen auf die einzelnen Quellen
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Abbildung 7.18: Modenspektrum bei gezielter Synthese der azimutalen Ordnung µ= 1 mit dem
ersten Lautsprecherring in Arraykonfiguration 8 – 8 – 0. Versuchsvariante A wur-
de mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen und Endstufen vom Typ
Dynacord L 300. Versuchsvariante B wurde mit angeschlossenem Axialventila-
tor und Endstufen vom Typ KME SPA 240 E gemessen.

auswirken. Zu suchen sind vielmehr individuelle Abweichungen der einzelnen Laut-
sprecherkanäle. Verschiedene Autoren [39, 112, 128, 146] vermuteten Bautoleranzen der
Aktuatoren als Ursache, berichteten aber nicht über eingehendere Untersuchungen. Im
vorliegenden Fall wurde zur genaueren Eingrenzung von Fehlerquellen die gesamten
Signalwege von den D/A-Wandlerausgängen bis hin zu den Lautsprechern messtech-
nisch untersucht.

Zeitliche Verzögerungen zwischen den einzelnen D/A-Wandlerkanälen wurden schon
bei der Implementierung und dem Test der DSP-Karte festgestellt. Da sie sich über-
wiegend als systematisch und frequenzunabhängig heraus stellten, konnten sie durch
Modifikationen der Ansteuerungssoftware zwar weitgehend reduziert werden. Es ver-
blieben aber zeitliche Ungenauigkeiten in der Größenordnung einer Mikrosekunde, die
zu Phasenunterschieden in den Signalwegen von etwa einem Grad führen können. Die
Übertragungsfunktionen der Kabel und der Tiefpassfilter erwiesen sich als nahezu iden-
tisch. Als ein sehr kritisches Bauteil stellten sich die Endstufenverstärker heraus. Sie
wurden paarweise überprüft, indem auf je zwei Verstärkereingänge das gleiche sinus-
förmige Signal gegeben und die Ausgangssignale auf einem Oszilloskop miteinander
verglichen wurden. Es traten Abweichungen in den Verstärkungsfaktoren von bis zu
10% und in den Phasengängen von bis zu 15° auf, die nichtlinear von der Frequenz und
der Aussteuerung abhingen5. Die elektrisch-mechanischen Übertragungsfunktionen der
Lautsprecher ließen sich nicht systematisch miteinander vergleichen. Sie hängen im All-
gemeinen nichtlinear von den Betriebsparametern sowie der Einbausituation ab und las-
sen sich laut Hersteller messtechnisch nur mit einem sehr hohen Aufwand ermitteln [37].
Eine detaillierte Vermessung kam im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht in Frage.

Durch die in Abschnitt 7.2.2 genannte vereinfachte Messung von Korrekturfaktoren

5 Ein Grund für das instabile Verhalten wurde in der niedrigen Reglerstellung des Geräts vermutet, welche
sich in Abstimmung mit den anderen Geräten der Signalkette nicht vermeiden ließ.
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△ △ △△

Abbildung 7.19: Genauigkeit der Synthese der azimutalen Ordnung µ= 1 in den beiden Versuchs-
varianten, deren Messergebnisse in Abbildung 7.18 dargestellt sind.

konnte das komplexe Übertragungsverhalten der einzelnen Signalwege nicht kompen-
siert werden. Eine Verbesserungsmöglichkeit bestünde in einer frequenzabhängigen Ka-
librierung der gesamten Übertragungsstrecke, eventuell unter Einbeziehung der Mo-
denanalyse. Solche eine Kalibrierung kann sehr aufwändig sein. Zu beachten wäre der
bezüglich Frequenz und Aussteuerung der Verstärker und Lautsprecher eingeschränk-
te Gültigkeitsbereich. Angesichts dessen erscheint es vorteilhaft, bei der Auswahl der
Geräte auf möglichst geringe Toleranzen zu achten. Das hiermit verbundene Verbesse-
rungspotential ließ sich zu einem späteren Zeitpunkt der Untersuchungen durch Aus-
tausch der Verstärkerendstufen eindrucksvoll belegen. Im rechten Diagramm von Ab-
bildung 7.18 ist das Ergebnis einer Messserie dargestellt, in der die bisherigen Endstu-
fen durch Geräte vom Typ KME SPA 240 E ersetzt wurden, welche nahezu identische
Übertragungseigenschaften besaßen. Auffällig ist zunächst die starke Welligkeit des Mo-
denspektrums. Diese ist darin begründet, dass im Versuchsaufbau der provisorische
reflexionsarme Kanalabschluss durch den Axialventilator ersetzt wurde, der deutlich
höhere Reflexionen verursacht, vergleiche Anhang K.3. Um Interferenzen mit den Schau-
feltönen zu vermeiden, wurde in jeder Einzelmessung die Ventilatordrehzahl so mitge-
führt, dass die Blattfolgefrequenz dem 0.9-fachen der Lautsprecheranregungsfrequenz
entsprach. Obwohl es auf den ersten Blick nicht unmittelbar ersichtlich ist, wurden die
Spillover-Moden im Mittel deutlich schwächer angeregt, als mit dem zuvor betrachteten
Versuchsaufbau. Ein klareres Bild liefert die Darstellung des relativen Schallleistungspe-
gels in Abbildung 7.19. Der relative Schallleistungspegel wurde nach folgender Definiti-
on berechnet:

∆P+µ =

∑
ν
P+µν∑

m,µ

∑
n
P+mn

. (7.9)

Das Kriterium ist für eine pauschale Beurteilung der Genauigkeit der Modensynthese
besser geeignet als die Angabe von Amplitudenverhältnissen bezüglich einzelner Mo-
denordnungen. Dies trifft insbesondere bei hohen Frequenzen zu, bei denen die azimu-
tale Zielmodenordnung sich aus mehreren radialen Ordnungen zusammensetzt.

Der Vergleich der beiden Versuchsvarianten lässt die höhere Genauigkeit der Moden-
synthese bei Verwendung der stabileren Endstufen deutlich zu erkennen: Der Abstand
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zu den Spillover-Moden ist zum Teil um mehr als 10 dB höher.

Die Feststellung, dass unter reflektierenden Randbedingungen die Dominanz der Mo-
densynthese stark frequenzabhängig variiert, ist mit großen Konsequenzen verbunden.
Sie wirkt sich bei einem Einsatz des Modengenerators zur Untersuchung von Schall-
ausbreitungsvorgängen z. B. auf die Genauigkeit der gemessenen Transmissionsfakto-
ren aus. In Anwendungen zur aktiven Lärmminderung kann der Modengenerator sogar
zum begrenzenden Element im Sinne der erzielbaren Reduktion werden, wenn im Pri-
märfeld die Schallleistungsdifferenz der zu regelnden Moden größer ist als im Sekundär-
schallfeld nachgebildet werden kann. Der folgende Abschnitt vermittelt einen Eindruck
von der Empfindlichkeit der Modensynthese bezüglich Störungen in den einzelnen Si-
gnalwegen.

7.5.2 Modellierung von Störungen in den Lautsprechersignalen

Zur Vorhersage des Einfluss von Abweichungen in den Signalwegen auf die Moden-
synthese werden die Übertragungsfaktoren in einen kanalunabhängigen idealen Über-
tragungsfaktor und einen individuellen Störterm aufgespalten:

1

δψl

arg(ψl/ψ)

ψl = ψ (1 + δψl). (7.10)

Für den Volumenfluss der l-ten Lautsprechereinheit gilt demzufolge

qµ(φ̌l) = Ûµψ (1 + δψl) · eiµφ̌l = q̂µ (1 + δψl) · eiµφ̌l . (7.11)

Die durch eine Störung verursachte relative Veränderung der l-ten Quelle wird durch
den Quotienten ψl/ψ= (1+ δψl) zum Ausdruck gebracht. Der Betrag |δψl| beschreibt ei-
ne relative Verstärkung. Der Imaginärteil des Störterms gibt eine Modifikation der Phase
wieder, es gilt arg(ψl/ψ)= arctan(ℑ(δψl)).

Führt man die vorstehenden gestörten Quellsignale in Gleichung (6.36) ein, so resultie-
ren für einen an der Position x̌= 0 befindlichen Lautsprecherring unter Berücksichtigung
der stromauf liegenden Reflexionsstelle folgende Modenamplituden:

A+
mn = q̂µ

χ+mn

αmn
(1 − R−mn)

⎛⎝Nφ̌−1∑
l=0

e
i(µ−m) l

N
φ̌

2π
+

Nφ̌−1∑
l=0

δψl · e
i(µ−m) l

N
φ̌

2π

⎞⎠ .

(7.12)

Der erste Term entspricht Gleichung (6.41) und beschreibt die ideale Modensynthese.
Die Auswertung der gewünschten Moden der azimutalen Ordnung m=µ ergibt

A+
µν = q̂µ

χ+µν

αµν
(1 − R−µν)

⎛⎝Nφ̌ +

Nφ̌−1∑
l=0

δψl

⎞⎠ . (7.13)
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Der zweite Term beschreibt die Anregung der unerwünschten Spillover-Moden der Ord-
nungen m,µ:

A+
mn = q̂µ

χ+mn

αmn
(1 − R−mn)

Nφ̌−1∑
l=0

δψl · e
i(µ−m) l

N
φ̌

2π
. (7.14)

Die in Gleichung (7.14) gegebene Summe kann als räumliche Fourieranalyse der Stör-
terme interpretiert werden. So bilden sich beispielsweise systematische zeitliche Verzö-
gerungen aufeinander folgender Lautsprecherkanäle anders auf die azimutalen Moden-
ordnungen ab als zufällig verteilte Bauteiltoleranzen. Eine verallgemeinerte Analyse ist
nur beschränkt möglich. Es soll jedoch versucht werden, den Einfluss auf die Genauig-
keit der Modensynthese tendenziell anhand von Beispielen zu erfassen.

Im Folgenden wird die Auswirkung der Störungen auf das Amplitudenverhältnis ver-
anschaulicht. Es soll zunächst angenommen werden, dass in einem aus acht Quellen
bestehenden Ring nur die Quelle an der Position φ̌1 =π/4 gestört ist. Bei Vernachlässi-
gung der Reflexionen gilt für die Amplituden der Spillover-Moden

A+
mn = q̂µ

χ+mn

αmn
δψ1 e

i(µ−m) 2π
N
φ̌ (7.15)

und für das Amplitudenverhältnis

∆A+
µν =

A+
µν

A+
mn

=
χ+µν

χ+mn

αmn

αµν

(
Nφ̌

δψ1

+ 1

)
e
i(µ−m) 2π

N
φ̌ . (7.16)

Alle Spillover-Moden werden gleichermaßen angeregt, wie es der Vorstellung einer über
den Kanalumfang gewickelten Rechteckpulsfunktion entspricht. Anschaulich gesehen
werden alle von der gestörten Quelle angeregten Moden gegenüber den Modenfeldern
der anderen Quellen so hervorgehoben, dass in der Überlagerung nach dem in Ab-
schnitt 6.5 dargestellten Schema keine vollständige gegenseitige Auslöschung der Ord-
nungen m,µ mehr erreicht wird. Die nun sichtbaren Moden stellen also tatsächlich im
Sinne des englischen Begriffs Spillover einen Überschuss dar.

Das Verhältnis der Modenamplituden hängt noch von den Ausbreitungsfaktoren und
den Werten der radialen Eigenfunktionen ab. Dies ist in Abbildung 7.20 anhand ei-
ner simulierten Synthese der Ordnung µ= 1 bei einer Frequenz von kR= 4.55 illustriert.
Das linke Zeigerdiagramm zeigt als Referenz den ungestörten Fall. Im mittleren Dia-
gramm wurde die an der Position 1 befindliche Quelle mit einem Faktor von ψ1/ψ= 1.1
verstärkt angeregt. Die Pegeldifferenz der Mode (1, 0) zu der am stärksten angereg-
ten Spillover-Mode (3, 0) beträgt etwa ∆A+

1,0 = 30 dB. Im rechten Diagramm wurde die
Phase der Quellamplitude um arg(ψ1/ψ)= 5.7° verändert. Offenbar entstehen hier die
Moden mit den gleichen Pegeldifferenzen wie im mittleren Diagramm, lediglich die
relativen Phasen der Moden sind verändert. Dies liegt daran, dass in diesem Fall mit
ℑ(δψl)= tan(arg(ψl/ψ))= 0.1 die gleiche Verstärkung wie im mittleren Diagramm mit
δψ1 = 0.1 eingestellt wurde.

7.5.3 Abschätzung der Empfindlichkeit der Modensynthese gegenüber Störungen

Die folgenden Betrachtungen sollen einen Eindruck davon geben, in welchem Maß Ab-
weichungen in den Signalwegen und die Genauigkeit der Modensynthese in Beziehung
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Abbildung 7.20: Einfluss der Störung einer Quelle in einem aus acht Quellen bestehenden
Modengeneratorring in der gezielten Synthese der azimutalen Ordnung µ= 1

bei der Frequenz kR= 4.55.

stehen.

Es wird zunächst versucht, die im Experiment aufgetretenen Störungen der Lautspre-
chersignalwege abzuschätzen. Abbildung 7.21 zeigt einen Vergleich des erweiterten Mo-
dells mit den Messdaten, die im linken Diagramm von Abbildung 7.18 dargestellt sind.
Die Amplituden wurden im linken Diagramm von Abbildung 7.21 für einen besseren
optischen Vergleich normiert. In der Simulation wurden die in Tabelle 7.4 angegebenen
relativen Übertragungsfaktoren verwendet sowie die schwachen Reflexionen am einlass-
seitigen Kanalabschluss berücksichtigt. Die Störterme wurden manuell angepasst, die
messtechnisch festgestellten Abweichungen der Verstärkerendstufen wurden dabei ein-
bezogen. Trotz der Annahme frequenzunabhängiger Übertragungsfaktoren wird die An-
regung der Spillover-Moden qualitativ gut nachgebildet. Offensichtlich reichen geringe
Störungen von nur wenigen Quellen aus, um die Modensynthese signifikant zu beein-
trächtigen.

Abbildung 7.22 veranschaulicht die empfindliche Abhängigkeit von den Freiheitsgra-
den der Störungen. Betrachtet wird die Schallleistung, mit der Moden der Ordnung µ= 1

relativ zu den Pegeln der Spillover-Moden angeregt werden, wenn zwei von acht Quel-
len im Ring gestört sind.Das linke Diagramm zeigt die Abhängigkeit von den relativen
azimutalen Positionen der beiden gestörten Quellen. Im Fall der blauen Kurve besitzt
der Signalweg der ersten Quelle eine Phasenverschiebung von arg(ψ0/ψ)= 10° und der
Signalweg einer benachbarten Quelle eine Phasenverschiebung von arg(ψ1/ψ)= -10° .
Im Fall der roten Kurve sind die beiden Störungen an gegenüber liegenden Umfangs-
positionen platziert. Generell ist eine starke Variation der erzielten Schallleistung mit
der Frequenz sichtbar. Die signifikantesten Änderungen sind in der Nähe von Cut-on-
Frequenzen festzustellen. Dies hängt mit den Ausbreitungsfaktoren der Moden zusam-
men: Durch Einsetzen von Gleichung (7.13) bzw. von Gleichung (7.14) in Gleichung (2.62)
lässt sich nachvollziehen, dass sich die Schallleistung der Moden proportional zu 1/α2

mn

verhält. Im Bereich oberhalb der Cut-on-Frequenz der Moden (−3, 0) und (3, 0), d. h.
kR> 4.2, führt dies im Fall der benachbarten Störungen zu einer starken Gewichtung
dieser Moden und damit zu einer Verminderung der Dominanz der Zielmode um bis zu
10 dB. Im Fall der gegenüber liegenden Störungen werden hingegen die Moden (±3, 0)

kaum angeregt und der Effekt ist nur schwach sichtbar. Positiv ist der Einfluss des Aus-
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△ △ △△

(a) Experiment.

△ △ △△

(b) Modell.

Abbildung 7.21: Qualitative Reproduktion einer experimentellen Synthese der azimutalen Mo-
denordnung m= 1 mithilfe des Modengenerator-Modells unter Berücksichti-
gung der in Tabelle 7.4 angegebenen Abweichungen in den Lautsprechersigna-
len.

breitungsfaktors dann, wenn die Anregungsfrequenz nahe der Cut-on-Frequenz einer
radialen Ordnung der Zielmode liegt. Im dargestellten Fall kommt dies allerdings nicht
effektiv zum Tragen, da die Cut-on-Frequenz der gewünschten Mode (1, 1) nahezu mit
der Cut-on-Frequenz der Spillover-Mode (±4, 0) zusammenfällt.

Der Vergleich mit den in Abbildung 7.19 dargestellten Ergebnissen deutet darauf hin,
dass sich mit zunehmender Zahl gestörter Quellen die oben beschriebenen Einflüsse
der Ausbreitungsfaktoren im realen Experiment ausgleichen. Eine Bewertung ist jedoch
durch die überlagerten Reflexionen erschwert. In welchem Maß sich Reflexionen auf die
Dominanz der Modensynthese auswirken können ist im rechten Diagramm von Abbil-
dung 7.22 illustriert. Berechnet wurde die Schallleistungsdifferenz für die zuvor betrach-
teten benachbarten Störungen unter Einfluss dreier unterschiedlicher Reflexionsfaktoren.
Die Reflexionsstelle liegt bei x= -0.775 m. Der Einfachheit halber wurden die Reflexions-
faktoren als frequenzunabhängig und für alle Moden gleich angenommen. Wie schon in
den Messergebnissen beobachtet wurde, können Reflexionen zu einer erheblichen Her-
absetzung der Modendominanz führen. Auf die betroffenen Frequenzbänder lässt sich
aber beispielsweise durch eine Abstimmung des axialen Abstands von Lautsprecherring
und Reflexionsstelle Einfluss nehmen.

Die Abhängigkeit der Modendominanz von der Stärke der Störung lässt sich wieder-

Quellindex l 1 2 3 4 5 6 7 8

Relativer |ψl/ψ| 1 1 1 1 1 1 1 1

Übertragungsfaktor arg(ψl/ψ) 0° 5° 8° 3° 0° −8° 0° 0°

Tabelle 7.4: Übertragungsfaktoren von acht ringförmig angeordneten Quellen zur Simulation des
Einfluss von Störungen in den Lautsprechersignalwegen.
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△ △ △△ △ △ △△

Abbildung 7.22: Das linke Diagramm zeigt den Einfluss der Positionen zweier gestörter Quellen
auf die Schallleistung, welche sich in der Synthese der Modenordnung µ= 1

relativ zu den Pegeln der Spillover-Moden erzielen lässt. Im rechten Diagramm
wird der zusätzliche Einfluss von Reflexionen veranschaulicht.

Abbildung 7.23: Abhängigkeit der Modendominanz von der Stärke der Störung einer einzelnen
Quelle in einem aus acht Quellen bestehenden Modengeneratorring.

um am Einfachsten für eine einzelne Quelle einschätzen. Für den Fall ohne Strömungs-
überlagerung und bei Vernachlässigung von Reflexionen gilt

∆P+µ =

∑
ν

|χ+
µν|

2

αµν∑
m,µ

∑
n

|χ+
mn|2

αmn

|Nφ̌ + δψ0|
2

|δψ0|2
. (7.17)

In Abbildung 7.23 ist die Variation der Schallleistungsdifferenz mit dem reellwertigen
Störterm δψ0 dargestellt. Die Formel wurde für acht Quellen und für vier Anregungs-
frequenzen ausgewertet. Die Frequenzen kR= 4.21 und kR= 4.25 liegen nahe oberhalb
der Cut-on-Frequenz der Moden (±3, 0), die Frequenzen kR= 5.00 und kR= 5.35 liegen
deutlich unterhalb bzw. nahe oberhalb der Cut-on-Frequenzen der Moden (±4, 0) und
(±1, 1). Die Darstellung verdeutlicht den bereits zuvor beschriebenen Sachverhalt, dass
die Modendominanz erheblich von der relativen Lage der Anregungsfrequenz zu den
Cut-on-Frequenzen anhängt. Hinsichtlich einer Spezifikation der Toleranz der Lautspre-
chersignalwege kann Abbildung 7.23 als Richtwert entnommen werden, dass für eine
hinreichende Modendominanz die relative Störung kleiner als 10% sein sollte.
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µ=0

△ △ △△

µ=1

△ △ △△

µ=2

△ △ △△

µ=3

△ △ △△

Abbildung 7.24: Einfluss der Anzahl installierter Lautsprecherringe auf die Dominanz verschie-
dener, mit dem ersten Lautsprecherring angeregten Zielmoden.

7.5.4 Einfluss der Arraykonfiguration auf die Dominanz der Zielmoden

Der zur Verfügung stehende Modengenerator ermöglicht die Installation von bis zu
drei Lautsprecherringen. Im Anschluss an die in Abschnitt 7.4 durchgeführten Untersu-
chungen stellt sich die Frage, wie sich die innerhalb des Modengenerators auftretenden
Resonanzen auf die gezielte Anregung verschiedener azimutaler Ordnungen auswir-
ken. Abbildung 7.24 zeigt die Schallleistungspegel, mit denen die Ordnungen µ= 0 bis
µ= 3 mithilfe des ersten Lautsprecherrings jeweils in Relation zu den Spillover-Moden
angeregt werden konnten. Die Messungen wurden in den drei Arraykonfigurationen 8 –
0 – 0, 8 – 8 – 0 und 8 – 8 – 8 mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen und mit den
Dynacord-Endstufen durchgeführt.

Auffallend sind die schwachen Anregungen der Moden µ= 2 und µ= 3 im Frequenzbe-
reich 4.2 < kR< 4.5, wenn mehrere Lautsprecherringe installiert sind. Dieser Sachverhalt
lässt sich nachvollziehen, wenn man die in den Abbildungen 7.16 und 7.17 dargestellten
modalen Impedanzen miteinander vergleicht: Durch einen einzelnen Lautsprecher wer-
den die Moden µ= 2 und µ= 3 im Vergleich zu den Modenordnungen µ= 0 und µ= 1 mit
deutlich kleineren Amplituden angeregt. In der Konfiguration 8 – 8 – 8 verschieben sich
die Amplitudenverhältnisse um einen Faktor von bis zu vier. Störungen in den Signal-
wegen führen daher zu einer verhältnismäßig stärkeren Anregung der Spillover-Moden
aus.
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Umgekehrt wirkt sich die Verschiebung der Modenamplitudenverhältnisse auf die
Synthese der Ordnungen µ= 0 und µ= 1 positiv aus: Die Dominanz der Moden wird in
den erweiterten Arraykonfigurationen durch die reduzierte Anregung von Spillovermo-
den in manchen Frequenzbändern sogar verbessert.

7.6 verstärkung des spillover-effekts bei der gezielten anregung von

radialen modenordnungen

In Abschnitt 6.6 wurde ein Verfahren vorgestellt, dass es ermöglicht in der Synthese der
azimutalen Ordnung µ durch Kombination von Nn Lautsprecherringen die Amplituden
von Nn verschiedenen radialen Ordnungen unabhängig voneinander einzustellen. Die
Eignung des Verfahrens konnte aufgrund der Beschränkung der verfügbaren Messelek-
tronik auf Anregungsfrequenzen von f< 1.3 kHz bzw. kR< 6 nur anhand der Ordnungen
µ= 0 und m= 1 erprobt werden. Der in den folgenden Untersuchungen gefundene Ef-
fekt lässt sich jedoch auf höhere Frequenzen und Moden übertragen.

Die Anregungstests wurden in der Modengeneratorkonfiguration 8 – 8 – 0, im Ver-
suchsaufbau mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen und mit Verwendung der
stabileren Lautsprecherverstärker KME SPA 240 E durchgeführt. Da die Cut-on-Frequenz
der Mode (1,1) im oberen analysierbaren Frequenzbereich liegt werden im Folgenden
nur Ergebnisse für die kontrollierte Anregung der Moden (0,0) und (0,1) dargestellt und
diskutiert. Als Zielvorgaben wurden die beiden Fälle in Tabelle 7.5 definiert, in denen je-
weils eine Mode mit der Amplitude |A+

mn|= 2 Pa und der Phase 0 angeregt und die ande-
re Modenordnung gleichzeitig vollständig unterdrückt werden soll. Die Synthese wurde
– unter Einbeziehung des in Abschnitt 7.2.2 beschriebenen Messablauf – Frequenz für
Frequenz in folgenden Schritten umgesetzt:

1. Kalibrierung der Lautsprecher (für jede fünfte Frequenzkomponente),

2. Messung der modalen Transferfunktionen für die Ordnung m= 0

a) Anregung von Lautsprecherring 1 mit der Stellgröße q̂′µ(x̌1) und Messung des
angeregten Modenspektrums a′µ,1,

b) Anregung von Aktuatorring 2 mit der Stellgröße q̂′µ(x̌2) und Messung des
angeregten Modenspektrums a′µ,2,

c) Berechnung der Transfermatrixelemente gemäß Gleichung (6.48),

moden betrag phase

Synthese-Test A
(0,0) 100 dB 0

(0,1) 0 dB –

Synthese-Test B
(0,0) 0 dB –

(0,1) 100 dB 0

Tabelle 7.5: Definition der Testfälle für die gezielte simultane Anregung der Moden (0,0) und
(0,1).
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△ △ △△ △ △ △△

△ △ △△

(a) Lautsprecherring 1.

△ △ △△

(b) Lautsprecherring 2.

Abbildung 7.25: Durch Lautsprecherring 1 und Lautsprecherring 2 separat erzeugte Modenspek-
tren zur Bestimmung der modalen Transferfunktionen für die Zielmoden (0,0)
und (0,1).

3. Berechnung der modifizierten Aktuatorring-Stellgrößen q̂µ(x̌1) und q̂µ(x̌2) mit Hil-
fe von Gleichung (6.50),

4. Erzeugung der Zielmoden durch gemeinsame Anregung der Aktuatorringe 1 und
2,

5. Kontrolle des Ergebnis durch Radialmodenanalyse an den Mikrofonringen.

Die in der Transferfunktionsmessung mit Aktuatorring 1 bzw. 2 angeregten Moden-
spektren sind in Abbildung 7.25 dargestellt. Die Amplitudenspektren wurden zur bes-
seren Übersichtlichkeit auf die Mode (0,0) normiert. Zwischen den Spektren bestehen
offenbar Unterschiede, welche mit Hilfe der vorherigen Untersuchungen wie folgt be-
gründet werden können:

• Die für Aktuatorring 1 und 2 verwendeten Endstufenkanäle und Druckkammer-
lautsprecher besitzen individuelle Phasen- und Verstärkungsfehler.

• Im Vergleich zu Aktuatorring 2 werden die durch Aktuatorring 1 erzeugten Mo-
den auf dem Weg zur stromab liegenden Mikrofonsektion stärker innerhalb des
Modengenerators gestreut.

• Aufgrund der unterschiedlichen axialen Abstände werden die stromauf abgestrahl-
ten Moden mit unterschiedlichen Phasen am Kanalabschluss reflektiert, so dass
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△ △ △△ △ △ △△

△ △ △△

(a) Synthese Test A.

△ △ △△

(b) Synthese Test B.

Abbildung 7.26: Ergebnis der Synthese-Testfälle A und B zur gezielten Anregung der Moden
(0,0) bzw. (0,1).

sich für Aktuatorring 1 und 2 verschiedene modale Interferenzen ergeben.

Das Ergebnis der Synthesetests A und B ist in Abbildung 7.26 dargestellt. Es ist zu
beachten, dass die Modenamplituden ohne nachträgliche Iteration erzeugt wurden, und
dass in der Auftragung dieser Daten keine Normierung durchgeführt wurde. In beiden
Testfällen wurden die spezifizierten Modenamplituden im Rahmen der Messgenauigkeit
eingestellt. Im Vergleich zu den Einzelspektren der Transferfunktionsmessungen in Ab-
bildung 7.25 ist jedoch in großen Teilen des Frequenzbereichs eine deutliche Zunahme
des Spillover-Effekts festzustellen. Die Pegeldifferenz der dominant angeregten Moden
variiert stark: im Fall A gilt 0 dB6 |∆A+

0,0|6 20 dB und in Fall B gilt 7 dB6 |∆A+
0,1|6 30 dB,

wobei die größten Werte in den Bereich der Cut-on-Frequenz der Mode (0,1) bei kR= 3.84

fallen. In einer aktiven Regelung wäre das Regelungspotential für die Mode (0,1) größer
als für die Mode (0,0), was aufgrund der unterschiedlichen modalen Impedanzen plau-
sibel ist.

Besonders auffällig ist das starke Auftreten von Spillover-Moden – und damit einher-
gehend eine geringe Pegeldifferenz – bei den Frequenzen kR= 4.25 und kR= 5.25, die in
den Diagrammen markiert sind. Die im Experiment identifizierten gestörten Frequenz-
bänder stimmen nicht mit der in Abbildung 6.22 (c) dargestellten Vorhersage überein,
welche mithilfe der Konditionsanalyse der Transfermatrix berechnet wurde6. Ursache
ist vermutlich eine unzureichende Einschätzung der Reflexionsstelle im Versuchsauf-
bau, die in Abschnitt 7.3 pauschal als unabhängig von Frequenz und Modenordnung
angenommen wurde. Dass die Modensynthese tatsächlich aufgrund von Reflexionen be-
einträchtigt wurde, belegen die folgenden für Synthese-Test A dargestellten Analysen.

6 Es gibt eine Temperaturabweichung zwischen der Vorhersage und dem Experiment von etwa 5 K, deren
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△ △ △△ △ △ △△

Abbildung 7.27: Betrag und Phase der Adaptionsfaktoren der Lautsprecherringe 1 und 2, die zur
Erzeugung von Synthese-Test A benötigt wurden.

In Abbildung 7.27 sind die Adaptionsfaktoren der beiden Aktuatorringe γ1 und γ2

dargestellt. Die Adaptionsfaktoren wurden gemäß Gleichung (6.51) berechnet und ge-
ben an, in welchem Maß die in den Transferfunktionsmessungen bestimmten Ampli-
tuden der Moden (0,0) und (0,1) verstärkt oder bezüglich der Phase gedreht werden
mussten. Das Ergebnis der Adaption ist in Abbildung 7.28 zu sehen. Offenbar muss-
ten bei den kritischen Frequenzen beide Aktuatorringe mit außerordentlich hohen Pe-
geln ausgesteuert werden. Auffällig sind die sprunghaften Änderungen der Phasen der
Aktuatorring-Stellgrößen, und zwar derart, dass die Phasen der Modenamplituden (0,0)
und (0,1) insbesondere bei der Frequenz kR = 5.25 zusammenfallen. Die Phasendiffe-
renzen, mit denen die Moden (0,0) und (0,1) durch Aktuatorring 1 und Aktuatorring
2 angeregt werden können – beziehungsweise für die Zielmoden eingestellt werden
müssen – scheinen entscheidend für das beobachtete Problem zu sein und sollen noch
näher betrachtet werden. Im linken Diagramm von Abbildung 7.29 sind die aus Abbil-
dung 7.28 ermittelten modalen Phasendifferenzen ∆h = {arg(A+

0,1) − arg(A+
0,0)}h für die

Ringe h = 1 und h = 2 aufgetragen. Bei den kritischen Frequenzen sind die Phasendiffe-
renzen ungefähr gleich, d. h. es gilt ∆1 ≈ ∆2. Der Vergleich mit dem rechten Diagramm
zeigt, dass hierfür die Reflexionsstelle verantwortlich ist. Dargestellt sind die mit dem
Lautsprechermodell berechneten modalen Phasendifferenzen, die sich unter Berücksich-
tigung des Reflexionsfaktors von r−mn,1 = 0.15 ergeben. Für die Frequenz kR= 5.25 gibt
das vereinfachte Modell das Messergebnis gut wieder und unterstreicht, dass bereits ein
relativ kleiner Reflexionsfaktor zur Erzeugung des Effekts ausreicht.

In Abschnitt 6.6 wurde die Frage nach der Abhängigkeit der Synthesegenauigkeit von
der Konditionszahl der Transfermatrix gestellt. Obige Darstellungen haben gezeigt, dass
die beiden Lautsprecherringe an den Frequenzen kR= 4.25 und kR= 5.25 fast redundant
waren, woraus folgt, dass die Transfermatrix nahezu singulär ist. Trotz dieser Einschrän-
kung konnten die Zielmoden jedoch mit etwa der gleichen Genauigkeit wie bei anderen
Frequenzen eingestellt werden. Wie die folgenden Betrachtungen zeigen, besteht das
Problem nicht unmittelbar in der Einstellgenauigkeit der Zielmoden, sondern in der re-
lativen Verstärkung der Spillover-Moden. Zur Erklärung, warum die Spillover-Moden

Einfluss jedoch vernachlässigbar ist.
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△ △ △△ △ △ △△

△ △ △△

(a) Lautsprecherring 1.

△ △ △△

(b) Lautsprecherring 2.

Abbildung 7.28: Durch Lautsprecherring 1 und 2 in Synthese-Test A erzeugte Modenspektren,
die aus der Multiplikation der in Abbildung 7.25 dargestellten Transferfunktio-
nen mit den in Abbildung 7.27 dargestellten Adaptionsfaktoren resultieren.

△ △ △△

(a) Experiment.

△ △ △△

(b) Modell.

Abbildung 7.29: Phasendifferenz zwischen den Moden (0,0) und (0,1) bei separater Anregung
durch Aktuatorring 1 bzw. Aktuatorring 2. Im linken Diagramm ist die Aus-
wertung der in Abbildung 7.25 dargestellten Transferfunktionsmessung und im
rechten Diagramm das Ergebnis von Modellrechnungen ohne und mit Berück-
sichtigung von Reflexionen dargestellt.
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Abbildung 7.30: Gezielte Synthese der Mode (0, 0) bei der Frequenz kR = 4.55 mit zwei Quell-
ringen. γ1 und γ2 stellen für das Syntheseergebnis benötigte Adaptionsfaktoren
dar.

im Extremfall so groß werden, sind in den Abbildungen 7.30 und 7.31 die Modensyn-
thesen für zwei ausgewählte Frequenzen in Form von Polardiagrammen dargestellt. Wie
schon in Abbildung 6.19 für den Idealfall illustriert wurde, müssen in Synthese-Test A
die Vektoren der Mode (0,1) für eine Auslöschung die gleiche Amplitude haben aber
im Zeigerdiagramm an entgegengesetzten Positionen stehen, während gleichzeitig die
Vektoren der Mode (0,0) so ausgerichtet werden müssen, dass sie in der Addition die
Zielamplitude ergeben. Bei der unkritischen Frequenz kR= 4.55 sind die modalen Pha-
sendifferenzen ∆1 und ∆2 so verschieden, dass die beiden Bedingungen einfach durch
Adaption der Phasen und ohne nennenswerte Verstärkung erreicht werden können. Bei
der kritischen Frequenz kR= 5.25 hingegen ist es angesichts der fast identischen Phasen-
beziehungen in beiden Aktuatorringen ∆1 ≈ ∆2 nur aufgrund der extremen Verstärkung
der Modenamplituden möglich beide Bedingungen gleichzeitig zu erfüllen. In beiden
Fällen wird dasselbe Anregungsergebnis für die Moden (0,0) und (0,1) erzielt. Durch
die hohe Verstärkung von nahezu 20 dB werden bei der kritischen Frequenz jedoch alle
sonstigen Modenamplituden so stark angehoben, dass sie das Niveau der Zielmoden-
amplitude erreichen.

Als Fazit der Untersuchungen kann festgehalten werden, dass Reflexionsstellen im
Strömungskanal die gezielte Synthese von Moden erheblich beeinträchtigen können.
Die Konditionszahl der Transfermatrix lässt sich als Indikator für eine Beschränkung
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Abbildung 7.31: Gezielte Synthese der Mode (0, 0) bei der Frequenz kR = 5.25 mit zwei Quell-
ringen. γ1 und γ2 stellen für das Syntheseergebnis benötigte Adaptionsfaktoren
dar.

der Modensynthesegenauigkeit nutzen. Das Ausmaß der Beeinträchtigung wird aber
vom Grundpegel der Spillover-Moden bestimmt und hängt damit von anderen Gege-
benheiten des Versuchsstands ab. Durch Justierung der Aktuatorringabstände und des
Abstands des Aktuatorarrays zu den Reflexionsstellen kann die Modensynthese gezielt
für ausgesuchte Frequenzbänder optimiert werden.



8
Z U S A M M E N FA S S U N G U N D A U S B L I C K

Akustische Interaktionsmoden von Turbomaschinen können mithilfe einer Modenanaly-
se, basierend auf wandbündig installierten Mikrofonarrays, sehr genau gemessen sowie
mithilfe einer Modensynthese, basierend auf wandbündig installierten Lautsprecherar-
rays, sehr genau nachgebildet werden. Eine Voraussetzung dafür ist die optimale Ab-
stimmung der Anzahl und der axialen Positionen der Mikrofone bzw. Lautsprecher auf
den zu untersuchenden Frequenzbereich. In der vorliegenden Arbeit wurden die Anfor-
derungen, die systembedingten Beschränkungen sowie die Ursachen von Ungenauigkei-
ten der Modenanalyse und der Modensynthese eingehend theoretisch und experimentell
untersucht. Die erzielten Ergebnisse ermöglichen die Formulierung von Richtlinien für
den optimalen Einsatz der Modenanalyse und der Modensynthese an Versuchsständen.

Für die Modenanalyse wurde ein Verfahren entwickelt, mit dem sich die Anzahl und
Positionen der axialen Stützstellen systematisch optimieren und die Fortpflanzung von
Messfehlern auf die Modenamplituden detailliert bewerten lassen. Damit konnte nach-
gewiesen werden, dass optimierte wandbündige Mikrofonarrays Modenanalysen in ver-
gleichbarer Genauigkeit ermöglichen, wie sie bei hohen Frequenzen bisher nur mit radi-
al im Kanal angeordneten Mikrofonrechen erzielt wurden. Entscheidend für die Analy-
segenauigkeit sind das Spektrum der axialen Wellenzahlen und die von der Anordnung
der Mikrofone abhängige Trennschärfe. Für beide Arten von Arrays, wandbündig und
radial, wurden Beschränkungen gefunden, die sich in spezifischen oberen Frequenzgren-
zen der Analyse auswirken und die Genauigkeit einzelner Moden in schmalen Frequenz-
bändern herabsetzen.

Das Optimierungsverfahren und die gewonnenen Erkenntnisse lassen sich von der
Modenanalyse auf die Modensynthese übertragen, weil die das Problem beschreiben-
den Modellmatrizen mathematisch ähnlich aufgebaut sind. Für Modensynthesen fallen
die mit dem Messgitter verbundenen Beschränkungen geringer aus, wenn Moden nur
in eine axiale Richtung gezielt abgestrahlt werden sollen. Dies wird typischerweise zur
Untersuchung von Schallausbreitungseffekten gemacht und unterscheidet sich von der
Modenanalyse, mit der in der Regel stromab und stromauf laufende Moden getrennt
werden müssen. In der Kombination einer umfangreichen experimentellen Studie mit
einem Modell des Modengenerators wurden weitere Effekte identifiziert, die zu Unge-
nauigkeiten in der Modensynthese führen können. Ein Effekt geht auf das resonante
Verhalten der Lautsprecheranordnung zurück und äußert sich in einer relativen Ände-
rung der Pegel von Zielmode und unerwünschten Spillovermoden. Ein weiterer Effekt
wird durch Reflexionen im Kanal verursacht und stört die modalen Übertragungsfunk-
tionen von Lautsprecherringen derart, dass die Amplituden der Spillovermoden bis auf
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das Niveau der Zielmode angehoben werden. Die Ergebnisse erklären die beschränk-
te Ausschöpfung theoretisch vorhandener Reduktionspotentiale, die in Versuchen zur
aktiven Minderung von Rotor-Stator-Interaktionsmoden beobachtet wurden.

8.1 modenanalyse

Für die Modenanalyse wurde ein Verfahren zur systematischen Bestimmung der mindes-
tens erforderlichen Anzahl axialer Messpositionen und deren optimaler axialer Abstän-
de entwickelt. Das Verfahren wurde auf vier für den praktischen Einsatz relevante Mikro-
fonanordnungen angewendet, die sich bezüglich der axialen und radialen Messpositio-
nen fundamental unterscheiden. Mit den Mikrofonanordnungen sind unterschiedliche
Fehlercharakteristiken verknüpft. Die Genauigkeit jeder Messanordnung hängt von der
numerischen Kondition der Modellmatrix ab, auf der die Modenanalyse basiert. Mittels
einer systematischen Konditionsanalyse konnten spezifische optimale axiale Sensorab-
stände für jede Messanordnung abgeleitet werden. Zur Quantifizierung der Fortpflan-
zung von Störungen des Schalldruckfelds auf die Modenamplituden wurde ein Bewer-
tungsschema eingeführt. Es drückt den relativen Gesamtfehler der Analyse als skalare
Größe aus, welche besser zur pauschalen Bewertung der Analysegenauigkeit geeignet
ist als die Konditionszahl der Modellmatrix, und ermittelt die Standardabweichungen
für die einzelnen Modenamplituden auf Basis eines gegebenen Signal-Rausch-Abstands
der Schalldruckmessungen.

Grundsätzlich sind mit allen Sensoranordnungen nach einer Optimierung Moden-
analysen mit hoher Genauigkeit in weiten Frequenzbereichen möglich. Jede Messanor-
dung ist mit charakteristischen Fehlern verbunden, welche bei niedrigen Signal-Rausch-
Abständen in spezifischen Frequenzbändern und bei spezifischen Modenordnungen
sichtbar werden. In einer analytischen Studie wurden die Ursachen der unterschiedli-
chen Fehlercharakteristiken der vier Sensoranordnungen herausgearbeitet.

In drei Situationen wird die Kondition der Modellmatrix so schlecht, dass es nicht
mehr möglich ist, bestimmte Moden anhand ihrer axialen Wellenzahlen zu unterschei-
den:

1. Wenn die Analysefrequenz dicht oberhalb einer Cut-on-Frequenz liegt, sind die
axialen Wellenzahlen der zugehörigen stromab und stromauf laufenden Moden
fast identisch. Die axiale Ausdehnung eines realistischen Arrays reicht nicht aus,
um den relativen Phasenunterschied dieses Modenpaars zu detektieren. Von der
Problematik sind Analysen mit Mikrofonrechen stärker betroffen, da Mikrofonre-
chenarrays eine axial kompaktere Bauform im Vergleich zu wandbündigen Mikro-
fonarrays besitzen.

2. Bei sehr hohen Analysefrequenzen nähern sich die axialen Wellenzahlen eines Mo-
denpaars benachbarter radialer Ordnungen, welches dieselbe axiale Ausbreitungs-
richtung und dieselbe azimutale Ordnung besitzt, so sehr an, dass ihre relativen
Phasenänderungen von einem wandbündigen axialen Array mit begrenzter Aus-
dehnung nicht getrennt werden können. Dieses Problem ist am stärksten bei den
niedrigsten radialen Ordnungen ausgeprägt und existiert nur für wandbündige
Arrays, da mit Mikrofonrechen die Moden unterschiedlicher radialer Ordnungen
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und gleicher Laufrichtung in der Analyse anhand der Orthogonalität der radialen
Eigenfunktionen separiert werden.

3. Wenn der axiale Abstand der Sensoren zu groß wird, kommt es zur Unterabtas-
tung des axialen Schalldruckverlaufs, der sich an der Wand durch die Überlage-
rung aller Moden ergibt. Die Unterabtastung wird durch Erfüllung eines Kriteri-
um vermieden, das einem auf Raumfrequenzen übertragenen Nyquist-Kriterium
sehr ähnlich ist. Es unterscheidet sich in der Formulierung lediglich um den Faktor
(1 +Mx). Das axiale Abtastkriterium definiert eine obere Grenze für den axialen
Sensorabstand und muss durch jede Messanordnung eingehalten werden.

Eine aus Mikrofonrechen bestehende Messanordnung kann für einen Turbomaschi-
nenprüfstand einfach anhand der höchsten Analysefrequenz ausgelegt werden: die An-
zahl der notwendigen radialen Messpositionen ist durch die höchste radiale Ordnung
und der axiale Abstand der Messsebenen durch das axiale Abtastkriterium bestimmt.
Für wandbündige Mikrofonarrays stellt die mit zunehmender Frequenz abnehmende
Trennschärfe eine große Beschränkung dar. Die mit einem wandbündigen Array maxi-
mal analysierbare Frequenz liegt bei hohen Anforderungen weit unterhalb der Frequenz,
die bei Verwendung der gleichen Anzahl von Messposition mit Mikrofonrechen aufge-
löst werden kann. Aufgrund des axialen Abtastkriteriums besteht für das wandbündige
Array die einzige Verbesserungsmöglichkeit in der Verwendung einer größeren Anzahl
axialer Messstellen.

Insbesondere in Kanälen ohne Nabenkörper können die axialen Abmessungen wand-
bündiger Sensoranordnungen sehr groß werden und zu Problemen bei der Integration
in den Prüfstand führen. In ringförmigen Kanälen stellt die gleichzeitige Instrumentie-
rung von Außenwand und Nabenkörper eine sinnvolle Alternative dar. Dann wird eine
geringere Gesamtzahl an Messstellen benötigt und es kann im Vergleich zur ausschließ-
lichen Instrumentierung der Außenwand der Bauraum mehr als halbiert werden kann.

Der genaue Zusammenhang zwischen der maximalen Analysefrequenz, dem optima-
lem axialen Sensorabstand und der benötigten Anzahl axialer Messstellen muss für ein
wandbündiges Array mithilfe des Optimierungsverfahren bestimmt werden. Zur Ab-
schätzung des messtechnischen Aufwands in der Konzeptphase eines Experiments wur-
den Richtlinien erstellt. Sie basieren auf Simulationen mit unterschiedlichen Sensoran-
zahlen und sind aufgrund einer vom Nabenverhältnis und der axialen Strömungsmach-
zahl unabhängigen Darstellung universell.

Die Gültigkeit des Optimierungsverfahren und der Richtlinien wurden anhand von
Testdaten von drei Turbomaschinenprüfständen verifiziert. Die zu Mikrofonrechen ver-
gleichbare Genauigkeit der Modenanalyse mit wandbündigen Mikrofonarrays ließ sich
durch Messungen im Nebenstromkanal eines großskaligen Turbo-Fan-Prüfstands bele-
gen. Es wurden 60 axial gestaffelte Mikrofone für die Analysen der Rotor-Stator-Interak-
tionsmoden mit bis zu 11 radialen Ordnungen an Frequenzen bis zu kR=75 eingesetzt.
Die Ergebnisse wurden einer aus Sensorrechen bestehenden Konfiguration gegenüber
gestellt, in welcher Mikrofone an je 11 radialen Positionen in zwei axial versetzten Kanal-
querschnitten eingesetzt wurden. Beide Mikrofonanordnungen lieferten bis zur gemein-
samen Obergrenze des analysierbaren Frequenzbereichs Modenspektren vergleichbarer
Qualität. Im Detail wurden allerdings für einzelne Moden Schallleistungsdifferenzen
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von mehreren Dezibel gefunden. Diese konnten zum Teil mit den numerischen Eigen-
schaften der Modellmatrizen in Verbindung gebracht werden, wobei sich die Standard-
abweichungsanalyse als wertvolles Instrument erwies. Eine weitere Ursache der Abwei-
chungen wird in den Strömungsgrenzschichten an der Kanalwand vermutet. Diese sind
im vereinfachten Schallausbreitungsmodell nicht erfasst und wirken sich wahrscheinlich
unterschiedlich auf die Modenanalysen mit wandbündigen Mikrofonen beziehungswei-
se Mikrofonrechen aus.

Die Fortpflanzung von stochastischen Ungenauigkeiten der Schalldruckmessung auf
die Modenamplituden in Abhängigkeit der Messdauer konnte anhand von Messungen
an einem 1,5-stufigen Niederdruck-Turbinen-Prüfstand studiert werden. Bei hinreichend
großem Signal-Rausch-Abstand lieferte bereits nur ein FFT-Fenster pro Messposition, ein
hochwertiges Analyseergebnis und zeigte damit ein großes Potential für schnelle Mes-
sungen z. B. zur Abschätzung der transportierten Schallleistung auf. Das für die Analyse
der Blattfolgefrequenz überdimensionierte Messgitter wurde für eine Überprüfung und
Bestätigung der in der theoretischen Studie zur Bestimmung optimaler Sensorpositio-
nen aufgestellten Richtlinien genutzt.

Untersuchungen im Eintritt eines UHBR-Turbo-Fans zeigen, dass eine Modenanalyse
mit einer wandbündigen Mikrofonanordnung, die aus Bauraumbeschränkungen nicht
optimal gestaltet werden konnte, fehlerhafte Ergebnisse liefert. Durch Anwendung ei-
nes Regularisierungsverfahren konnte dieses Defizit behoben werden. Der in der Fehler-
fortpflanzungsanalyse berechnete relative Gesamtfehler der Modenanalyse erwies sich
hierbei als nützliches Kriterium für die Identifikation des optimalen Grads an Regula-
risierung. Weiterhin konnte das vielversprechende Potential der partiellen Modenana-
lyse demonstriert werden. Mit diesem Ansatz lässt sich die Gesamtzahl Messstellen
erheblich reduzieren, wenn sichergestellt ist, dass nur wenige dominante Rotor-Stator-
Interaktionsmoden auftreten.

In zukünftigen Untersuchungen sollten die Ursachen der Abweichungen, die in der
experimentellen Erprobung der Modenanalysen mit Mikrofonrechen und mit wandbün-
digen Arrays bei hohen Frequenzen am Fanrig beobachtet wurden, weiter aufgeklärt
werden. Um einen unmittelbaren Bezug zu den theoretischen Studien dieser Arbeit zu
ermöglichen, wären Experimente bei hohen Frequenzen mit synthetischen, durch einen
Modengenerator erzeugten Schallfeldern in Kanälen ohne überlagerte Gleichströmung
sinnvoll. Ein wichtiger Schritt besteht in der Erweiterung der Modenanalyse für eine
explizite Berücksichtigung der Effekte von Strömungsgrenzschichten und Strömungs-
drall. Weiter vertieft werden sollte die Erprobung von Regularisierungsverfahren zur
Verbesserung der Trennschärfe von Mikrofonarrays bei kritischen Frequenzen und Mo-
denordnungen. Der in der vorliegende Arbeit verwendete Ansatz des Aussortieren von
Singulärwerten könnte mit einer Tikhonov-Regularisierung verglichen werden, in wel-
cher der Einfluss von kleinen Singulärwerten, die typischerweise mit hohen Raumfre-
quenzen verbunden sind, mithilfe von Filterkoeffizienten nur gedämpft und nicht völlig
ausgeschaltet wird.

Diese Arbeit hat verschiedene Ansätze gezeigt, mit denen sich der experimentelle Auf-
wand und damit Testkosten an Prüfständen reduzieren lassen. Die zur Erzielung einer
gewünschten Analysegenauigkeit erforderliche Messdauer kann vor einer Messung mit
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Hilfes des Bewertungsschemas auf Basis einer gesonderten Signal-Rausch-Abstandsana-
lyse ermittelt werden. Eine wichtige Voraussetzung besteht in der repräsentativen Er-
fassung des Signal-Rausch-Abstands für das gesamte Messgitter. Bei geringer erforder-
licher Messdauer pro Position wären schnelle Überblickmessungen an einer größeren
Zahl von Betriebspunkten auch durch kontinuierliche Traversierung des Messsegments
denkbar. Für Anwendungen, in denen die Traversierung eines Mikrofonkanalsegments
nicht realisiert werden kann und in denen sichergestellt ist, dass nur wenige Rotor-Stator-
Interaktionsmoden angeregt werden, sollte die Methode der Partiellen Modenanalyse
weiter untersucht werden. Da der Fehlerausgleich aufgrund des erheblich geringeren
Verhältnis der Anzahl Messpositionen zur Gesamtzahl ausbreitungsfähiger Moden ge-
ringer ausfällt, ist hier eine ausschlaggebende Frage, in welchem Maß Messungenauig-
keiten auf die analysierten Moden abgebildet werden.

8.2 modensynthese

Mit einem wandbündigen Lautsprecherarray können einzelne Moden bei gleichzeitig
weitgehender Unterdrückung von störenden Spillover-Moden in einem breiten Frequenz-
band angeregt werden, sofern das Lautsprecherarray gut an die Versuchsumgebung
angepasst ist. In einer umfangreichen experimentellen Studie wurden mehrere Effek-
te identifiziert, die zu Beschränkungen in der Modensynthese führen können. Durch die
Kombination mit einem eigens entwickelten Modell des Modengenerators, sowie durch
sukzessive Erweiterung der Komplexität des Versuchaufbaus und der akustischen Anre-
gung, konnten verschiedene Effekte erfolgreich voneinander abgegrenzt und Hinweise
zur Optimierung der Versuchsanordnung abgeleitet werden. Die Ergebnisse liefern eine
Erklärung für die beschränkte Ausschöpfung von Regelungspotentialen, wie sie zum
Teil in Versuchen zur aktiven Minderung von Rotor-Stator-Interaktionsmoden beobach-
tet wurden.

In dem Modengeneratormodell wird die Schallanregung der Lautsprecher an der
Wand des Strömungskanals mithilfe der Greenschen Funktion einer punktförmigen Mo-
nopolquelle beschrieben. Die Gültigkeit dieses Ansatzes wurde erstmals in einer Studie,
in der nur ein Lautsprecher am Strömungskanal montiert war, messtechnisch verifiziert.
Dabei wurde festgestellt, dass Abweichungen vom Modell der Monopolquelle auftre-
ten, wenn mehrere Lautsprechereinheiten installiert sind. Jede Laustprechereinheit, die
in dieser Arbeit aus einem Druckkammerlautsprecher mit vorgeschaltetem Trichter be-
stand, stellt einen akustischen Resonator dar und übt einen Einfluss auf das Modenfeld
im Strömungskanal aus. Das Lautsprechersystem wurde demzufolge als ein System ge-
koppelter Resonatoren modelliert. Hierfür wurden zunächst die Schallanregung im Strö-
mungskanal und die Schallausbreitung in der Lautsprechereinheit getrennt beschrieben
und dann durch Anpassung der akustischen Variablen zum Gesamtsystem verkoppelt.
Mithilfe des Modells wurde festgestellt, dass das System in spezifischen Frequenzbän-
dern eine Dämpfung ausübt, welche von der Modenordnung, den Abmessungen der
Lautsprechereinheiten sowie der räumlichen Anordnung der Lautsprecherringe abhängt.
Diese Beobachtungen werden durch experimentelle Ergebnisse bestätigt und sind für die
praktische Anwendung von Bedeutung.

Mithilfe eines Lautsprecherrings können Moden verschiedener azimutaler Ordnungen



182 zusammenfassung und ausblick

gezielt synthetisiert werden. Im Idealfall, und bei äquistanter Anordnung der Quellen in
Umfangsrichtung, werden durch destruktive Interferenz alle ungewünschten Moden un-
terdrückt. Ausgenutzt werden hierbei die Symmetrieeigenschaften der Modenfelder, die
jede einzelne Quelle erzeugt. In der Realität wird dies allerdings schon durch geringe
Toleranzen der Signalwege und Lautsprecher verhindert: Verstärkungs- und Phasenfeh-
ler führen zur Entstehung von störenden, so genannten Spillover-Moden. Die Spillover-
Moden können die Dominanz der Zielmoden erheblich beeinträchtigen. Es wurden drei
maßgebliche Effekte festgestellt, die das Verhältnis der Amplituden von Zielmoden und
Spillovermoden nachteilig beeinflussen können:

1. die verstärkte Anregung von Moden in der Nähe ihrer Cut-on-Frequenz,

2. die unterschiedliche Dämpfung verschiedener Modenordnungen durch das reso-
nante Verhalten des Lautsprecherarrays und

3. Interferenzeffekte, die auf Reflexionsstellen im Kanal außerhalb des Modengenera-
tors zurückgehen.

Ein bisher nicht bekannter, von Reflexionen hervorgerufener Effekt wurde bei Tests
mit zwei Lautsprecherringen zur gezielten Synthese von zwei Moden verschiedener ra-
dialer und gleicher azimutaler Ordnungen gefunden. In weiten Frequenzbereichen wur-
de eine radiale Ordnung, bei gleichzeitiger Unterdrückung der anderen radialen Ord-
nung, mit einem Pegelabstand von mehr als 20 dB zu den Spillovermoden erzeugt. In
schmalen Frequenzbändern ließ sich jedoch nur eine geringe oder sogar gar keine Do-
minanz gegenüber den Spillovermoden herstellen. Als Grund konnte eindeutig eine An-
gleichung der modalen Transferfunktionen festgestellt werden. In einem solchen Fall las-
sen sich die Zielmoden nur mit extremen Lautsprecheramplituden erzeugen, wodurch
die vorhandenen Spillover-Moden massiv bis auf das Niveau der Zielmoden angeho-
ben werden. Die Angleichung der modalen Transferfunktionen wird durch Reflexionen
im Strömungskanal verursacht. Dies ist die Erklärung für die unvollständige Ausschöp-
fung des theoretisch vorhandenen Reduktionspotentials, welche in verschiedenen Ansät-
zen zur aktiven Lärmminderung beobachtet wurde. Im Extremfall können Reflexionen
zur Redundanz von Aktuatorringen führen und es muss in den betroffenen Frequenz-
bändern auf die explizite Regelung einer oder mehrerer radialer Ordungen verzichtet
werden. In den betroffenen Frequenzbändern kann mit einer aktiven modenbasierten
Regelung keine Reduktion des Primärschallfelds erreicht werden.

Die Auswirkungen von Reflexionsstellen im Strömungskanal zeigen sich auch in einer
Konditionsanalyse der Modellmatrix, welche analog zur Modenanalyse zur systemati-
schen Optimierung der axialen Anzahl und Abstände der Lautsprecher genutzt werden
kann. Es treten Störungen in schmalen Frequenzbändern auf, die von der Position der
Reflexionsstelle sowie vom Reflexionsfaktor abhängen. Dadurch, dass die schmalban-
digen Störungen individuell für die azimutalen Ordnungen ausfallen, wird die Identi-
fizierung einer optimalen Quellanordnung für einen breiten Frequenzbereich und zur
simultanen Regelung mehrerer azimutaler Ordnungen erschwert.

Der wichtigste Ansatzpunkt zur Optimierung der Modensynthese besteht in der Ent-
wicklung von Maßnahmen zur reduzierten Anregung von Spillover-Moden. Abweichun-
gen in den Übertragungsfunktionen der Lautsprecher sollten individuell und schmal-
bandig korrigiert werden. Für die Ermittlung der Korrekturfaktoren könnte die Radial-
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modenanalyse in Kombination mit dem Lautsprechermodell eingesetzt werden.

Da sich Spillover-Moden in der Realität nicht vollkommen vermeiden lassen, sollten
die Effekte, die zu einer verstärkten Anregung von Spillover-Moden in der Radialmoden-
synthese führen, so beeinflusst werden, dass sie möglichst außerhalb des zu nutzenden
Frequenzbereichs auftreten. Für eine Anwendung in Systemen zur aktiven Lärmmin-
derung ließe sich eine derartige Optimierung durch Variation der geometrischen Para-
meter des Modengenerators sowie durch eine Abstimmung des axialen Abstands von
Modengenerator und Reflexionsstellen im Versuchsaufbau erreichen. Wenn mehrere Re-
flexionsstellen vorliegen, deren Eigenschaften unbekannt sind, verbleibt die Möglichkeit
die axialen Positionen der Lautsprecher ohne Berücksichtigung von Reflexionen zu opti-
mieren. Bei moderaten Reflexionen sollte hiermit die bestmögliche Anordnung gefunden
werden können. Gänzlich vermieden werden kann der Einfluss von Reflexionen durch
radiale Staffelung mehrerer Aktuatorringe in einer Kanalquerschnittsebene. Hierbei ist
allerdings die Problematik der Installation von räumlich kompakten, leistungsfähigen
Aktuatoren im Kanalinneren zu lösen. In Versuchsständen zur Untersuchung von Schal-
lausbreitungsvorgängen sollte eine möglichst reflexionsarme Kanalstrecke auf der Seite
des Modengenerators realisiert werden, die der Teststrecke abgewandt ist.

Bezüglich der Gestaltung des Modengenerators muss in zukünftigen Untersuchungen
noch explizit analysiert werden, wie sich die im Inneren auftretenden Resonanzeffekte
auf das Verhältnis der Zielmoden zu den Spillover-Moden auswirken, wenn mehrere
Ringe aktiv für die Synthese eingesetzt werden. Weiterhin stellt sich die Frage, in wel-
cher Weise sich die Resonanzeffekte verändern, wenn auf Lautsprechertrichter verzich-
tet wird, d. h. die Lautsprecher direkt an der Wand montiert würden. Zu bedenken ist,
dass die Öffnungsfläche der Lautsprecher an der Kanalwand eventuell reduziert werden
muss, so dass die Quelle auch bezüglich großer modaler Wellenzahlen noch als weitge-
hend kompakt angesehen werden kann.

Mit Hinblick auf den praktischen Einsatz, beispielsweise zur Untersuchung von Trans-
missionseffekten in Turbomaschinenkanälen, muss die experimentelle Studie der Ra-
dialmodensynthese auf höhere Frequenzen erweitert werden, bei denen mehr als zwei
radiale Ordnungen zu regeln sind. In Übertragung der in der Modenanalyse festge-
stellten Schwierigkeit ergibt sich die Frage, mit welcher Genauigkeit Moden niedriger
radialer Ordnungen durch ein wandbündiges Aktuatorarray gezielt angeregt werden
können, deren axiale Wellenzahlen sich bei hohen Frequenzen kaum noch unterschei-
den. Der Einfluss von Reflexionsstellen in der Kanalstrecke auf die simultane Synthese
von Moden unterschiedlicher Laufrichtungen muss z. B. für die Anwendung in einer ak-
tiven Minderung von Fantönen geklärt werden, wenn gleichzeitig die Schallabstrahlung
in den Einlauf und in den Austritt des Kanals reduziert werden soll.





A
B E S T I M M U N G D E R E I G E N W E RT E D E R B E S S E L F U N K T I O N E N 1 .
U N D 2 . A RT

Die unnormierte radiale Eigenfunktion f̂mn(r) ist als Lösung der radialen Eigenwertglei-
chung 2.26 eine Summe aus der Besselfunktion und der gewichteten Neumannfunktion,

f̂mn(r) = Jm(σmnr/R) +QmnYm(σmnr/R). (A.1)

σmn und Qmn sind die zugehörigen Eigenwerte, welche unter der Randbedingung ver-
schwindender Schallschnelle an der Kanalwand gemäß Gleichung (2.23) bestimmt wer-
den. Aus df̂mn

dr = 0 folgt für

r = Ri : J′m(ησmn) +QmnY
′
m(ησmn) = 0, (A.2)

r = R : J′m(σmn) +QmnY
′
m(σmn) = 0. (A.3)

Einfache Umformungen führen zu folgenden Bestimmungsgleichungen:

J′m(ησmn)Y
′
m(σmn) − J

′
m(σmn)Y

′
m(ησmn) = 0, (A.4)

Qmn = −
J′m(σmn)

Y′m(σmn)
. (A.5)

Mit Verwendung der folgenden Identitäten lassen sich die Eigenwerte direkt aus den
Bessel- und Neumann-Funktionen berechnen (vgl. [Abramowitz]):

2J′m(x) = Jm−1(x) − Jm+1(x), (A.6)

J′
0
(x) = −J1(x), (A.7)

2Y′m(x) = Ym−1(x) − Ym+1(x), (A.8)

Y′
0
(x) = −Y1(x). (A.9)

Für m = 0 folgt

J1(ησmn)Y1(σmn) − J1(σmn)Y1(ησmn) = 0, (A.10)

Qmn = −
J1(σmn)

Y1(σmn)
, (A.11)

und für m > 0

(Jm−1(ησmn) − Jm+1(ησmn)) (Ym−1(σmn) − Ym+1(σmn))

− (Jm−1(σmn) − Jm+1(σmn)) (Ym−1(ησmn) − Ym+1(ησmn)) = 0, (A.12)

Qmn =
Jm+1(σmn) − Jm−1(σmn)

Ym−1(σmn) − Ym+1(σmn)
. (A.13)
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Die Nullstellen σmn der Gleichung (A.4) wurden in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe
der Routinen zbrac (zur Eingrenzung der Nullstelle) und zbrent (zur Bestimmung der
Nullstelle) aus den Numerical Recipes in C [108] berechnet. Die Bessel- und Neumann-
funktionen sowie ihre Ableitungen wurden mit der Routine bessjy [108] berechnet.

Der numerischen Berechnung der Besselfunktionen sind mit den angegebenen Routi-
nen allerdings Grenzen gesetzt: Für kleine Nabenverhältnisse η, große Modenordnungen
m und kleine Ordnungen n nimmt die Neumannfunktion für normierte Radien r → η

sehr große, unphysikalische Werte an. Als Konsequenz kann die Nullstelle σmn nach
Gleichung (A.12) nicht mehr exakt bestimmt werden. Asymptotisch gilt für diese Fälle
Qmn → 0, weshalb zur Unterdrückung von Artefakten Qmn = 0 gesetzt wurde.



B
D E TA I L L I E RT E B E S C H R E I B U N G D E R
M O D E N A N A LY S E - G L E I C H U N G S S Y S T E M E

Zur übersichtlicheren Darstellung werden in den folgenden Beschreibungen die Moden
mit zwei alternativen Indizes gekennzeichnet:

azimutale Ordnung 0, 1, . . . ,M ∼ min(m), min(m) + 1, . . . , max(m)

radiale Ordnung 0, 1, . . . ,N ∼ (0,+), (1,+) . . . , (max(n),−)

In der Indizierung der radialen Ordnungen sind die radiale Ordnungszahl und die Ori-
entierung der Mode bezüglich der Kanalachse zusammen gefasst.

Vollständige Zerlegung des Schalldruckfelds

Das Gleichungssystem der vollständigen Radialmodenanalyse aus Gleichung (3.22) lau-
tet

p = W · a. (B.1)

Der Vektor der komplexen Schalldruckamplituden, der Vektor der gesuchten komplexen
Modenamplituden und die Kopplungsmatrix setzen sich wie folgt zusammen:

p =
(
p(x1, r1,φ1),p(x1, r1,φ2), . . . ,p(xNx, rNr,φNφ)

)t , (B.2)

Die Dimension des Vektors p entspricht der Gesamtzahl an Messpositionen (NxNrNφ×
1).

a = (A0,0,A0,1, . . . ,AM,N)t , (B.3)

Die Dimension des Vektors a ist (Nmod× 1), d. h. sie entspricht der Gesamtzahl stromab
und stromauf laufender Moden.

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ0,0(x1, r1)e

i0φ1 ψ0,1(x1, r1)e
i0φ1 . . . ψM,N(x1, r1)e

iMφ1

ψ0,0(x1, r1)e
i0φ2 ψ0,1(x1, r1)e

i0φ2 . . . ψM,N(x1, r1)e
iMφ1

...
...

...

ψ0,0(xNx
, rNr

)e
i0φNφ ψ0,1(xNx

, rNr
)e

i0φNφ . . . ψM,N(xNx
, rNr

)e
iMφNφ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(B.4)

Die axiale und die radiale Eigenfunktion wurden zusammengefasst zu

ψm,n(xj, rk) = eikmnxfmn(rk). (B.5)
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Die Dimension der Modellmatrix W ist (Npos ×Nmod).

In der obigen Darstellung sind die Einträge im Vektor a und die Spalten in der Matrix
W aufsteigend bezüglich der azimutalen Ordnungen sortiert. Wenn die Modenamplitu-
den gleicher azimutaler Ordnung m wie folgt zusammen gefasst werden,

am = (Am,0,Am,1, . . . ,Am,N)t , (B.6)

dann kann der Amplitudenvektor aus Gleichung (B.3) auch geschrieben werden als

a = (a0, a1, . . . , aM)t . (B.7)

Der Vektor am hat die Dimension 2Nn(m)× 1, d. h. umfasst die stromab und stromauf
laufenden Moden. Die Modellmatrix lässt sich in vergleichbarer Weise unterteilen:

W =

⎛⎜⎜⎝ W′
0

W′
1

. . . W′M

⎞⎟⎟⎠ . (B.8)

Das Gleichungssystem (B.1) lässt sich damit auch als Summe über die einzelnen azimu-
talen Ordnungen schreiben, was nützlich für einen Vergleich mit dem Ansatz ist, der im
folgenden Abschnitt beschriebenen wird:

p =

M∑
m=0

W′m · am. (B.9)

Zerlegung von Azimutalmodenamplituden

Das Gleichungssystem (3.22), welches die Zerlegung einer azimutalen Ordnung beschreibt,
lautet

pm = Wm · am. (B.10)

Hierin bezeichnet pm den Vektor komplexer Azimutalmodenamplituden der Ordnung
m, am den Vektor der gesuchten komplexen Radialmodenamplituden und Wm die zu-
gehörige Kopplungsmatrix. Für den Vektor am gilt die in Gleichung (B.6) angegebene
Definition. Für die beiden anderen Größen gilt:

pm = (pm(x1, r1),pm(x1, r2), . . . ,pm(xNx
, rNr

)))t , (B.11)

Wm =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψm,0(x1, r1) ψm,1(x1, r1) . . . ψm,N(x1, r1)

ψm,0(x1, r2) ψm,1(x1, r2) . . . ψm,N(x1, r2)
...

...
...

ψm,0(xNx
, rNr

) ψm,1(xNx
, rNr

) . . . ψm,N(xNx
, rNr

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (B.12)

Die Dimension des Vektors pm ist (NxNr × 1), die Dimension der Modellmatrix Wm ist
entsprechend (NxNr × 2Nn(m)).
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Zusammenhang zwischen den beiden Modenanalyse-Ansätzen

Zwischen den Matrizen W aus Gleichung (B.1), W′m aus Gleichung (B.9) und Wm lässt
sich der folgende Zusammenhang herstellen. Gemäß Gleichung (3.11) kann der Vektor
der Schalldruckamplituden in die Beiträge einzelner azimutaler Ordnungen entwickelt
werden:

p =

M∑
m=0

Vm · pm. (B.13)

Der Vektor pm entspricht der oben angegebenen Definition. Die Einträge der Matrix Vm

lauten:

Vm =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eimφ0
0 . . . 0

eimφ1
0

...
...

...
...

...

e
imφNφ 0

...
...

0 eimφ0

...
...

...
...

...
...

... e
imφNφ

...
...

... 0

... eimφ0

...
...

...
...

0 0 . . . e
imφNφ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (B.14)

Einsetzen von Gleichung B.10 in Gleichung (B.13) ergibt

p =

M∑
m=0

Vm ·Wm · am. (B.15)

Der Vergleich mit Gleichung (B.9) zeigt, dass

W′m = Vm ·Wm (B.16)

gelten muss. Die Matrix W′m stellt die Erweiterung der Matrix Wm bezüglich der Abbil-
dung der Modenamplituden auf die azimutalen Schalldruck-Messpositionen dar.





C
B E W E RT U N G D E R A N A LY S E G E N A U I G K E I T B E I D E R Z E R L E G U N G
V O N S C H A L L D R U C K F E L D E R N

In Abschnitt 3.3.6 wurden das Vorgehen und geeignete Größen zur Beurteilung der Ge-
nauigkeit der Modenanalyse beschrieben, die auf der Zerlegung von Azimutalmodenam-
plituden basiert. In diesem Abschnitt ist die Übertragung auf die Verfahren formuliert,
die für eine Modenanalyse von Schalldruckfeldern mit den in Abschnitten 3.3.2 und 3.3.4
beschriebenen Ansätzen eingesetzt werden können. Bei Verwendung des Verfahren zur
partiellen Zerlegung des Schalldruckfelds müssen in der folgenden Beschreibung die
Vektoren der Modenamplituden a und ã durch aMp

und ãMp
ersetzt werden.

Kondition der Modellmatrix

Die Kondition der Modellmatrix W ist definiert als

κ =
ζmax(W)

ζmin(W)
. (C.1)

Die Konditionszahl stellt ein Maß für die Verstärkung von Fehlern in den Eingangs-
größen dar, es gilt die Abschätzung [118]

∥ã∥
∥a∥ 6 κ

∥p̃∥
∥p∥ . (C.2)

Relativer Gesamtfehler und Standardabweichung der Modenamplituden

Die Schritte zur Ermittelung des relativen Gesamtfehlers und der modalen Standardab-
weichung sind in Abbildung C.1 schematisch dargestellt:

1. Für den aus einer Messung resultierenden Vektor von Modenamplituden a0 wer-
den mit Hilfe von Gleichung (3.22) die Schalldruckamplituden p0 an den Nx ×
Nr ×Nφ Gitterpositionen (xj, rk,φl) rekonstruiert.

2. Es werden nun Navg Modenanalysen mit charakteristischen Fehlern simuliert. Da-
zu wird jeder rekonstruierten Amplitude p0(xj, rk,φl) in der i-ten Messung die
Rauschamplitude

p̃(xj, rk,φl)[i] = spajk[i]e
i2πbjk[i] (C.3)

überlagert. Die Standardabweichung sp wurde zuvor aus den Schalldruckmessun-
gen ermittelt, siehe Abschnitt 3.1.3. Die Größe al[i] stellt eine zufällige reelle, der
Standardnormalverteilung genügende Zahl und bl[i] eine zufällige reelle, gleich-
mäßig im Intervall [0, 1] verteilte Zahl dar. Für jede Einzelmessung p[i] wird der
Vektor der Radialmodenamplituden a[i] gemäß Gleichung (3.23) ermittelt.
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192 bewertung der analysegenauigkeit bei der zerlegung von schalldruckfeldern

Abbildung C.1: Simulationsschema zur Bewertung der Fortpflanzung von Messungenauigkeiten
in die Modenamplituden bei der Modenanalyse des Schalldruckfelds.

3. Nach Navg simulierten Modenmessungen kann die Analysegenauigkeit auf zwei
Arten quantifiziert werden:

• als relativer Gesamtfehler δA für alle Moden und

• in Form einer Standardabweichung s±mn für jede einzelne Mode.

Mit Hilfe des relativen Gesamtfehlers kann die in Gleichung (3.38) angegebene obere
Fehlerabschätzung präzisiert werden als

δA =
∥ã∥/∥a0∥
∥p̃∥/∥p0∥

(C.4)

Zur Auswertung der vorstehenden Formel müssen zuvor die Schwankungsterme über
alle Einzelmessungen gemittelt werden, d. h.

∥p̃∥ = 1

Navg

Navg−1∑
i=0

√Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

Nφ−1∑
l=0

⏐⏐p(xj, rk,φl)[i] − p0(xj, rk,φl)
⏐⏐2 (C.5)

und

∥ã∥ = 1

Navg

Navg−1∑
i=0

√ max(m)∑
m=min(m)

Nn∑
n=0

⏐⏐A±mn[i] −A
± 0

mn,
⏐⏐2. (C.6)

Der Vergleich von Gleichung(C.4) mit Gleichung (3.38) zeigt, dass der relative Gesamt-
fehler nach oben durch die Konditionszahl der Modellmatrix W abgeschätzt wird:

δA 6 κ (C.7)

Die Standardabweichung jeder Modenamplitude (als Ergebnis einer Einzelmessung)
lässt sich aus den Simulationsrechnungen wie folgt bestimmen

s±mn =

√ 1

Navg − 1

Navg−1∑
i=0

⏐⏐A±mn[i] −A
± 0

mn

⏐⏐2. (C.8)
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Die Unsicherheit der Modenamplitude kann damit im Sinne eines Fehlerbalken durch[
|A±mn|− s

±
mn; |A±mn|+ s

±
mn

]
angegeben werden. D. h. nach Ausführung einer Schall-

druckmessung, die aufgrund stochastischer Messfehler mit der Standardabweichung sp
versehen ist, liegen die resultierenden Modenamplituden mit einer Wahrscheinlichkeit
von 68% in dem angegebenen Intervall.

Standardabweichung der modalen Schallleistung

Die Fortpflanzung des Analysefehlers von der Modenamplitude auf die Schallleistung
wird durch eine Taylor-Reihenentwicklung ermittelt:

P±mn(|A
±
mn|+ s

±
mn) = P

±
mn +

dP±mn

d|A±mn|
s±mn +

1

2

d2P±mn

d|A±mn|2
(s±mn)

2 (C.9)

=
πR2

ρc

αmn (1 − M2

x)
2

(1∓αmnMx)2

(
|A±mn|

2 + 2|A±mn|s
±
mn + (s±mn)

2
)

. (C.10)

Da der Standardfehler s±mn in die Größenordnung der Modenamplitude |A±mn| kommen
kann, wird zusätzlich zum linearen Glied auch das quadratische Glied berücksichtigt.
Die Standardabweichung der modalen Schallleistung wird mit S±mn bezeichnet und be-
rechnet sich Gleichung (??) zufolge als

S±mn =
πR2

ρc

αmn (1 − M2

x)
2

(1∓αmnMx)2

(
2|A±mn|s

±
mn + (s±mn)

2
)

. (C.11)

Für die auf die Schallleistung von azimtalen Modenordnungen P±m (vgl. Gleichungen (2.59)
und (2.60)) bezogene Standardabweichung gilt:

S±m =
∑
n

S±mn. (C.12)

Differenz zwischen gemessenem und rekonstruiertem Schallfeld

Systematische Fehler, die auf den Unzulänglichkeiten der Modellgleichungen beruhen,
lassen sich durch die Berechnung der Differenz zwischen dem gemessenen Schallfeld
und den aus den Modenamplituden rekonstruierten Schallfelddaten bewerten. Ein rela-
tives Bewertungsmaß stellt folgender Quotient dar, in dem die Differenz auf die Norm
des Vektors der gemessenen Schalldruckamplituden bezogen ist:

∥∆p∥ =

√Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

Nφ−1∑
l=0

⏐⏐p(xj, rk,φl) − prek(xj, rk,φl)
⏐⏐2 / ∥p∥. (C.13)

Die rekonstruierten Schalldruckamplituden prek werden vorher durch Einsetzen des
Vektors a in Gleichung 3.22 berechnet.





D
A N A LY S E D E R R A D I A L M O D E N A N A LY S E - M O D E L L M AT R I X

Für äqudistant gewählte axiale Sensorabstände xj = x0 + j∆x und unter Verwendung der
Prandtl-Glauert-Transformation (4.1) und (4.2) kann die an der Position (xj, rk) gemes-
sene Azimutalmodenamplitude der Ordnung m aus Gleichung (3.11) auch geschrieben
werden als1

p0(xj, rk) = e−iMxk
′j∆x′

Nn−1∑
n=0

fmn(rk)
(
A+

mne
iα′mnk

′j∆x′ +A−
mne

−iα′mnk
′j∆x′

)
(D.1)

Die Matrix Wm kann somit in das Produkt zweier Matrizen zerlegt werden:

Wm = XY (D.2)

Bei der Matrix X handelt es sich um eine Diagonalmatrix mit den Elementen

Xvw =

⎧⎨⎩e−iMxk
′j∆x′ , v = w, jNr 6 v < (j+ 1)Nr, 0 6 j < Nx,

0, v , w.
(D.3)

In der Matrix Y sind die Elemente derart angeordnet, dass in den ersten Nn Spalten die
Beiträge aller stromab laufenden Moden (m,n)+, in den darauf folgenden Spalten die
Beiträge aller stromauf laufenden Moden (m,n)− aufgeführt sind, d.h.

Y =
(

Y(1) Y(2)
)

(D.4)

mit

Y
(1)
vw = fmw(rv−jNr

)eiα
′
mwk′j∆x′ (D.5)

und

Y
(2)
vw = fmw(rv−jNr

)e−iα′mwk′j∆x′ = (Y
(1)
vw)∗. (D.6)

Dabei gilt für die Indizes jNr 6 v < (j+ 1)Nr , 0 6 j < Nx und 0 6 w < Nn.

Die Pseudo-Inverse der Modellmatrix Wm aus Gleichung (3.28) berechnet sich dann
zu [

WH
mWm

]−1

WH
m =

[
YHY

]−1

YHX−1 (D.7)

1 Ohne Beschränkung der Allgemeingültigkeit wird zur Vereinfachung der Beschreibungen x0 = 0 gesetzt.
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196 analyse der radialmodenanalyse-modellmatrix

Für die Kondition der Matrix Wm ist demnach die Matrix YHY entscheidend, welche
sich in vier quadratische Untermatrizen unterteilen lässt:

YHY =

(
Ŷ(1) Ŷ(2)

Ŷ(3) Ŷ(4)

)
. (D.8)

Die Elemente jeder Matrix Ŷ(i) können nun als das Produkt zweier Summenterme dar-
gestellt werden:

Ŷ
(i)
vw = CvwD

(i)
vw, mit i = 1, 2, 3, 4, (D.9)

wobei

Cvw(r,Nr) =

Nr−1∑
k=0

fmv(rk)fmw(rk) (D.10)

und

D
(1)
vw(k′,∆x′,Nx) =

Nx∑
j=1

e−i(α′mw−α′mv)k
′j∆x′ , (D.11)

D
(2)
vw(k′,∆x′,Nx) =

Nx∑
j=1

e−i(α′mw+α′mv)k
′j∆x′ , (D.12)

D
(3)
vw =

(
D

(2)
vw

)∗
, (D.13)

D
(4)
vw =

(
D

(1)
vw

)∗
, (D.14)

mit jeweils 0 6 v < Nn und 0 6 w < Nn. Die Matrix YHY ist hermitesch.



E
A B H Ä N G I G K E I T D E R F E H L E R F O RT P F L A N Z U N G V O M
M O D E N A M P L I T U D E N S P E K T R U M

In diesem Abschnitt soll verdeutlicht werden, was bei der Bewertung der Fehlerfort-
pflanzung mittels des in Abschnitt 3.3.6 beschriebenen Verfahren zu beachten ist. Dazu
wurden Messungen zweier fundamental verschiedener Referenz-Schallfelder A und B
simuliert. Die Ergebnisse werden hier exemplarisch für eine Zerlegung der azimutalen
Modenordnung m = 0 mit Sensoranordnung A-III dargestellt. Der axiale Sensorabstand
beträgt ∆x′′/R = 0.09. Die Parameter der Schallfelder A und B sind in Tabelle E.1 an-
gegeben. Beide Schallfelder stellen hinsichtlich der Verteilung der Modenamplituden
Extremfälle dar und grenzen auf diese Weise realistische Modenspektren ein. In Schall-
feld A ist der Betrag aller Modenamplituden der gleichen Ausbreitungsrichtung iden-
tisch, wobei die Amplituden der stromauf laufenden Moden 10dB geringer als die der
stromab laufenden Moden sind. Das Referenz-Schallfeld B besteht einzig aus der sich
in Strömungsrichtung ausbreitenden Mode (0, 0). In beiden Schallfeldern besitzen die
Phasen der synthetischen Modenamplituden zufällige Werte.

Im rechten Diagramm in Abbildung E.1 ist der relative Gesamtfehler δAm aufgetragen,
der sich für die Analyse der Schallfelder A und B bei einer Mittelung überNavg = 500 En-
sembles ergibt. Obwohl sich die Schallfelder A und B hinsichtlich der Modenverteilung
fundamental unterscheiden sind die Verläufe der relativen Gesamtfehler sehr ähnlich.
Durch weitere Simulationsrechnungen, in denen das modale Signal-Rausch-Verhältnis
(SNR)m variiert wurde, konnte bestätigt werden, dass der relative Gesamtfehler tatsäch-
lich nahezu unabhängig vom konkreten Schallfeld ist. Lediglich extrem kleine bzw. ex-
trem große Signal-Rausch-Verhältnisse (SNR)m sind aus numerischer Sicht zur Spezifi-
kation des Gesamtfehlers ungünstig und sollten daher vermieden.

schallfeld a schallfeld b

stromab laufende Moden |A+
0,n| = 85dB ∀n |A+

0,0| = 93.4dB,

|A+
0,n| = 0dB ∀n > 0

stromauf laufende Moden |A−
0,n| = 75dB ∀n |A−

0,n| = 0dB ∀n
modale Standardabweichung s0 80dB 80dB

Signal-Rausch-Abstand (SNR)0 20dB 20dB

Tabelle E.1: Testschallfelder A und B der Ordnung m= 0 zur Analyse der Fehlerfortpflanzung.
Die komplexen Amplituden besitzen statistisch gleich verteilte zufällige Phasen.
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198 abhängigkeit der fehlerfortpflanzung vom modenamplitudenspektrum

Abbildung E.1: Kondition (links) und relativer Gesamtfehler (rechts) bei der Zerlegung der Test-
schallfelder A und B mit der optimierten Sensoranordnung A-III.



F
M O D A L E R S I G N A L - R A U S C H - A B S TA N D F Ü R V E R S C H I E D E N E
M O D E N A M P L I T U D E N S P E K T R E N

Die folgenden Betrachtungen sollen anhand zweier Testschallfelder illustrieren, in wel-
cher Weise die relative modale Standardabweichung smn / sm, der Signal-Rausch-Abstand
der Azimutalmodenamplituden (SNR)m und der Signal-Rausch-Abstand der Modenam-
plituden (SNR)mn in Beziehung stehen. Ausgangspunkt sind zwei die beiden in Tabel-
le E.1 angegebenen Referenz-Schallfelder A und B. In den Abbildungen F.1 und F.2 sind
die Modenverteilungen der Referenzschallfelder zusammen mit den modalen Standard-
abweichungen und den Ergebnissen einer simulierten Messung mit Sensoranordnung
A-III bei einer Frequenz von kR = 82.9 dargestellt.

Die jeweils linken Diagramme zeigen den Verlauf der Azimutalmodenamplitude der
Ordnung m= 0 an den NxNr = 24 Messpositionen der Außenwand und Nabe. Zusätz-
lich eingezeichnet sind die Rauschamplituden der i-ten Messung. In den simulierten
Messungen wurden den Referenz-Schallfeldern A und B dieselben Folgen azimutaler
Rauschamplituden überlagert. Die Signal-Rausch-Abstände der Azimutalmodenampli-
tuden können in Übertragung von Gleichung als Mittelwert über alle Messpositionen
ausgewertet werden:

(SNR)m = 20 log
(
Am

sm

)
= 20 log

⎛⎝ 1

NxNr

⎛⎝Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

⏐⏐A0

m(xj, rk)
⏐⏐⎞⎠ /sm

⎞⎠ . (F.1)

In beiden Schallfeldern beträgt die mittlere Azimutalmodenamplitude A0 = 100 dB, so
dass sich mit der gegebenen Standardabweichung von s0 = 80 dB ein Signal-Rausch-
Abstand von (SNR)0 = 20 dB ergibt. Die Schallfelder A und B sind demzufolge bezüglich
der Messunsicherheit vergleichbar.

In den jeweils rechten Diagrammen der Abbildungen F.1 und F.2 sind für die azimu-
tale Ordnung m= 0 die Modenamplituden aller radialen Ordnungen dargestellt. Das
Spektrum der modalen Standardabweichungen ist von der Beschaffenheit des Referenz-
Schallfeld unabhängig und daher in beiden Fällen identisch. Die Konditionszahl der
Modenanalysematrix beträgt κ0 = 37.6, für die Mode der Ordnung (0, 0) gilt s0,0/s0 = =1.
Wie zu erwarten, ergeben sich sehr unterschiedliche modale Signal-Rausch-Abstände.
Der Signal-Rausch-Abstand der Mode (0,0) kann mithilfe von Gleichung (3.44) berechnet
werden und ist in Schallfeld A mit (SNR)0,0 = 5 dB deutlich geringer als in Schallfeld B
mit (SNR)0,0 = 13.4 dB. Tabelle F.1 gibt eine Übersicht für alle stromab laufenden Moden.
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200 modaler signal-rausch-abstand für verschiedene modenamplitudenspektren

Abbildung F.1: Im linken Bild ist für Referenz-Schallfeld A bei der Frequenz kR= 82.9 der Ampli-
tudenverlauf der Azimutalmode m= 0 inklusive Rauschanteil der i-ten Messung
an den NxNr = 24 Messpositionen des Sensorarrays A-III dargestellt. Das rech-
te Bild zeigt das unverrauschte gleichförmige Radialmodenspektrum, das in der
i-ten Messung bestimmte Radialmodenspektrum und die modalen Standardab-
weichungen.

Abbildung F.2: Darstellungen analog zu Abbildung F.1 für Referenz-Schallfeld B, welches allein
durch die stromab laufende Mode (0,0) definiert ist.
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Modaler Signal-Rausch-Abstand in Abhängigkeit des Signal-Rausch-Abstands der Schalldruck-
messung

Eine Abschätzung des in den Schalldruckmessungen mindestens zu realisierenden Signal-
Rausch-Verhältnisses wäre bereits im Auslegungsprozess eines Sensorarrays sehr nütz-
lich. Für das Schallfeld B und die Mode (0, 0,+) lässt sich ein einfacher Zusammenhang
zwischen dem Signal-Rausch-Abstand der Azimutalmodenamplituden und dem moda-
len Signal-Rausch-Abstand ableiten. Für die Mode (0, 0) gilt

A0

0
(xj, rk) = A

+(0)
0,0 f0,0(rk) e

ik+
0,0xj =

A
+(0)
0,0√
F0,0

eik
+
0,0xj , (F.2)

womit aus Gleichung (F.1) folgt

(SNR)0 = 20 log

⎛⎝ 1

NxNr

⎛⎝Nx−1∑
j=0

Nr−1∑
k=0

⏐⏐⏐A+(0)
0,0 /

√
F0,0

⏐⏐⏐
⎞⎠ /s0

⎞⎠ (F.3)

= 20 log

⎛⎝
⏐⏐⏐A+(0)

0,0

⏐⏐⏐
s0

⎞⎠− 20 log
(√

F0,0

)
. (F.4)

Ausgehend von Gleichung (3.44) gilt dann für die Modenamplitude (0, 0,+)

(SNR)+
0,0 = 20 log

(⏐⏐A+
0,0
⏐⏐

s0,0

)
= 20 log

(⏐⏐A+
0,0
⏐⏐

s0

)
− 20 log (s0,0/s0) . (F.5)

Die Subtraktion von Gleichung (F.4) ergibt schließlich als Abschätzung des Signal-Rausch-
Abstands der Mode (0, 0):

(SNR)+
0,0 = (SNR)0 + 20 log

(√
F0,0

)
− 20 log (s0,0/s0) . (F.6)

Damit kann für einen Strömungskanal ohne Nabenkörper folgende Abschätzung ge-
macht werden,

(SNR)+
0,0 = (SNR)0 − 3dB − 20 log

(
s0,0

s0

)
, (F.7)

schallfeld a schallfeld b

n smn/sm (SNR)+
0,0 [dB] (SNR)+

0,0 [dB]

0 1.00 5.0 13.4

1 0.19 19.8 –

2 0.85 6.4 –

3 0.19 19.7 –

4 0.25 17.5 –

5 0.10 25.5 –

6 0.09 26.5 –

Tabelle F.1: Relative Standardabweichungen und modale Signal-Rauschabstände der stromab lau-
fenden Moden einer Messung der Testschallfelder A und B mit Sensoranordnung
A-III.
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während in einem Strömungskanal mit Nabenverhältnis η = 0.75

(SNR)+
0,0 = (SNR)0 − 6.6dB − 20 log

(
s0,0

s0

)
(F.8)

zutrifft. Hieraus lässt sich beispielsweise für ein Sensorarray in einem Kanal ohne Naben-
körper, welches derart gestaltet ist, dass bei einer gegebenen Frequenz die relative moda-
le Standardabweichung s0,0/s0 = 1 beträgt, folgende Schlussfolgerung ziehen: Wenn bei
der Analyse der Mode (0,0) der modale Signal-Rauschabstand (SNR)0,0 = 17 dB betragen
soll, dann müssen die Azimutalmodenamplituden mit einem Signal-Rausch-Abstand
von (SNR)0 = 20 dB gemessen werden. In Tabelle F.2 sind weitere Angaben für verschie-
dene modale Standardabweichungen s0,0/s0 zu finden.

(SNR)0 [dB] s0 ,0/s0 (SNR)0 ,0 [dB]

20 0.1 37

20 0.5 23

20 1 17

20 2 11

20 10 -3

Tabelle F.2: Abhängigkeit des Signal-Rausch-Abstands der Mode (0,0) von der relativen Standard-
abweichung der Modenamplituden s0,0/s0 bei einer Messung in einem Kanal ohne
Nabenkörper und unter der Annahme, dass die azimutale Ordnung m= 0 nur aus
der Mode (0,0) besteht und der Signal-Rausch-Abstand der Azimutalmodenanalyse
(SNR)m = 20 dB beträgt.



G
Z U S ÄT Z L I C H E D AT E N U N D E R G E B N I S S E D E R M E S S U N G E N A M
FA N R I G U F FA

Der von der Firma AneCom AeroTest in Wildau betriebene aeroakustische Fanprüfstand
UFFA (Universal Fan Facility for Acoustics) [93] ermöglicht Tests von Triebwerksbe-
standteilen hoher technologischer Entwicklungsreife unter realistischen Bedingungen.
Aufgrund seines modularen Aufbaus lassen sich Variationen des Einlaufs, des Lauf-
rads, des Leitrads und schalldämpfender Kanalsegmente schnell umsetzen. Während
die Schallabstrahlung aus dem Einlauf mithilfe von Mikrofonen unter Freifeldbedingun-
gen direkt vermessen kann, vgl. das linke Foto in Abbildung G.1, ist dies baulich bedingt
auf der Abströmseite nicht möglich. Ersatzweise wurde in der Nebenstromkanalstrecke
eine umfangreiche Vermessung des Schallfelds mittels der Modenanalysetechnik vorge-
sehen. Es wurden vom Autor im Rahmen des EU-Forschungsprogramms VITAL drei
Radialmodenanalyse-Messanordnungen entwickelt:

• ein Mikrofonrechenarray (RMD1) in einer unmittelbar stromab des Fanleitrads lie-
genden Sektion,

• ein Mikrofonrechenarray (RMD2) in einer Sektion, an die sich in einem Triebwerk
die Austrittsdüse anschließen würde und

• ein wandbündiges Mikrofonarray (RMD3) in der gleichen Sektion, in der auch
RMD2 montiert werden kann.

Ein Teil der Instrumentierung ist im rechten Foto von Abbildung G.1 von außen sicht-
bar. Die drei Mikrofonarrays wurden erstmalig für den gleichen Rigaufbau und unter

Abbildung G.1: Fan-Rig in der reflexionsarmen Versuchshalle der Firma AneCom AeroTest [93].
Der Einlauf des Fan-Rigs ist mit einem Turbulenzschirm versehen [134].
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204 zusätzliche daten und ergebnisse der messungen am fanrig uffa

Abbildung G.2: Azimutale und radiale Ordnungen (linkes Diagramm) und Gesamtzahl ausbrei-
tungsfähiger Moden (rechtes Diagramm) in der Messsektion der Arrays RMD2

und RMD3.

den gleichen Betriebsbedingungen vom DLR in einem Unterauftrag von Rolls-Royce
Deutschland vermessen1.

Die folgenden Abschnitte geben einen Überblick über den Prüfstand, die gemessenen
Betriebspunkte, die Analysecharakteristiken der Mikrofonarrays und die Parameter der
Schallmessungen.

g.1 prüfstand und betriebspunktdaten

Das UFFA-Rig ist in Abbildung 1.5 in einer Schnittzeichnung dargestellt. Der Fan hat
einen Durchmesser von 34 Zoll und wird durch einen elektrischen Motor mit 18 MW
Leistung angetrieben. Zur Gewährleistung einer räumlich gleichmäßigen turbulenten
Zuströmung und damit einer repräsentativen akustischen Anregung des Fans ist das
Rig mit einem Turbulenzschirm versehen [71].

Die Messungen wurden auf einer Arbeitslinie bei relativen Rotordrehzahlen von 50%,
70%, 80%, 90% und 100% sowie an einem weiteren Arbeitspunkt bei 100% relativer
Drehzahl durchgeführt. Die Kanalstrecke zwischen Fanaustritt und der Messsektion
der Arrays RMD2 und RMD3 war mit einem akustisch dämpfenden Liner ausgekleidet.
Aus Geheimhaltungsgründen können keine genaueren Angaben zu den Betriebspunk-
ten, der Fangeometrie und zu Details der Strömungskanalstrecke gemacht werden. Dies
stellt jedoch keine Einschränkung in der Diskussion der Modenanalysegenauigkeiten
dar.

g.2 charakteristiken der mikrofonarrays

In Tabelle G.1 sind die Kenngrößen der Arrays RMD2 und RMD3 angegeben, welche
in individuellen Optimierungen gemäß der in Kapitel 4 beschriebenen Vorgehensweise
für jedes Array ermittelt wurden. Ziel war die Durchführung von Modenanalysen der
Schaufeltöne bis zu Frequenzen von kR= 75. Wie die Diagramme von Abbildung G.2

1 Der Auftrag wurde im Rahmen des vom Bundesland Brandenburg geförderten Projekts OPAL ausgeführt.
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RMD2 RMD3

Anzahl axialer Mikrofonpositionen Nx 2 60

Anzahl radialer Mikrofonpositionen Nr 11 1

Messpunkte in Umfangsrichtung Nφ 180 180

Gesamtzahl Messpunkte Nx ×Nr ×Nφ 3960 10800

Axialer Mikrofonabstand ∆xopt/R 0.0265 0.0275

Normierter axialer Mikrofonabstand ∆x′′opt/R 0.0863 0.0896

Axiale Abmessung des Mikrofonarrays Lx/R* 0.0265 1.6225

Höchste analysierbare Frequenz max(k/R) 89.5 76.4

Normierte höchste analysierbare Frequenz max(k′′/R) 34.55 29.4

Tabelle G.1: Kenngrößen der Mikrofonarrays RMD2 und RMD3 des UFFA-Rigs (* bezogen auf
die Mittelpunkte der Mikrofonmembranen, d. h. bei den Rechen sind die Abmaße
des Rechenkörpers außer Acht gelassen).

zeigen, sollten an der oberen Frequenzgrenze etwa 2200 Moden mit azimtalen Ordnun-
gen bis zu m=±80 und radialen Ordnungen bis n= 9 detektiert werden. Die ermittelten
Kenngrößen der Arrays stimmen mit den Beziehungen zwischen der Anzahl kombinier-
ter radialer und axialer Messpositionen NxNr, dem optimalen axialen Abstand ∆x′′/R,
der höchsten analysierbaren Frequenz k′′/R sowie der Gesamtzahl analysierbarer radia-
ler Ordnungen Nn überein, die in den Abbildungen 4.11 bis 4.13 graphisch zusammen-
gefasst wurden2.

In Abbildung G.3 sind die Fehlercharakteristiken der Arrays RMD2 und RMD3 ge-
genüber gestellt. Bis zu einer Frequenz von kR≈ 50 ist der relative Gesamtfehler des
Arrays RMD3 im Vergleich zum Array RMD2 um bis zu eine Größenordnung geringer.
Dies trifft auch bei höheren Frequenzen für höhere azimutale Ordnungen zu und ist in
der etwa 3-fachen Anzahl von Messpositionen und dem damit verbundenen besseren
Fehlerausgleich begründet.

Abbildung G.4 liefert einen vertieften Einblick am Beispiel der relativen modalen Stan-
dardabweichungen für die azimutalen Ordnungen m= 0 und m= 30. Die Messungenau-
igkeit des Arrays RMD2 ist in der Nähe der Cut-on-Frequenzen aufgrund der geringen
axialen Abtastung des Schallfelds deutlich erhöht, wie ausführlich in Kapitel 4 erläutert
wurde. Für das axial ausgedehnte Array RMD3 stellt sich dieses Problem nicht dar. Be-
merkenswert ist, dass für die meisten radialen Ordnungen smn/sm≈ 0.1 gilt, d. h. die
Standardabweichung sich gegenüber der Azimutalmodenzerlegung etwa um den Fak-
tor 10 verringert. Wenn Standardabweichungen smn/sm > 1 akzeptiert werden können,
d. h. der Signal-Rausch-Abstand ausreichend gut ist, dann lassen sich mit RMD3 auch
Analysen bis zu Frequenzen von kR≈87 durchführen.

In den Mikrofonarrays werden 1/4”-Kondensatormikrofone vom Typ G.R.A.S. 40-BP

2 Die höchste analysierbare Frequenz k′′/R wurde nach dem Kriterium einer maximalen relativen Standard-
abweichung von s0n/sm 6 1 bestimmt
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RMD2 RMD3

Abbildung G.3: Relativer Gesamtfehler bei Zerlegung der azimutalen Modenordnungen mit den
Mikrofonarrays RMD2 und RMD3.

RMD2 / m=0 RMD3 / m=0

RMD2 / m=30 RMD3 / m=30

Abbildung G.4: Normierte Standardabweichungen in der Analyse der Modenordnungen m= 0

und m= 30 mit den Mikrofonarrays RMD2 und RMD3.
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in Kombination mit Vorverstärkern des Typ G.R.A.S. 26-AC verwendet. Die in den Re-
chen eingebauten Mikrofone zeigen in Stromaufrichtung und sind zur Reduktion von
Umströmungsgeräuschen mit Nasenkonen ausgerüstet. Die Rechenkörper besitzen ein
aerodynamisch günstiges symmetrisches Flügelprofil.

g.3 messdurchführung

Die Messungen der Arrays RMD2 und RMD3 wurden separat durchgeführt, d. h. es
wurde jeweils nur ein Array zur Zeit installiert. Zur Herstellung einer Vergleichbarkeit
wurden die Prüfstandsbedingungen nach dem Kriterium der Machzahlähnlichkeit repro-
duziert. Durch Rotation der Messsektion mit der vollen Instrumentierung wurden die
Messgitter in Schritten von 2° zeitversetzt sukzessive aufgebaut. Die Standardmessdau-
er betrug je Position 15 s. Für die Analyse des Signal-Rausch-Abstands wurden an drei
äquidistant verteilten Traversierschritten Zeitreihen mit einer verlängerten Messdauer
von 120 s aufgezeichnet. Die Datenerfassung wurde mit einer DLR-eigenen Anlage mit
einer Auflösung von 24 Bit und einer Abtastrate von 48.2 kHz in den RMD2-Messungen
bzw. einer Abtastrate von 24.1 kHz in den RMD3-Messungen durchgeführt.





H
Z U S ÄT Z L I C H E D AT E N U N D E R G E B N I S S E D E R M E S S U N G E N A M
T U R B I N E N P R Ü F S TA N D

Am Institut für Thermische Strömungsmaschinen und Maschinendynamik der Techni-
schen Universität Graz wurde im Rahmen des EU-Forschungsprogramms VITAL ein
1,5-stufiges Niederdruck-Turbinenrig aufgebaut. An dem Prüfstand, der auch kurz mit
STTF (Subsonic Turbine Test Facility) bezeichnet wird, sollten verschiedene von der Fir-
ma MTU Aero Engines spezifizierte Beschaufelungsvarianten akustisch untersucht wer-
den. Die Abteilung Triebwerksakustik des DLR-Instituts für Antriebstechnik war mit
dem Entwurf der Messanordnung sowie der Durchführung und Analyse der akusti-
schen Messungen beauftragt [135, 136, 132]. Das Ziel bestand in der vollständigen Auf-
schlüsselung der Schallfeldstruktur im Strömungskanal stromab des Austrittsleitrads
in Form der akustischen Moden zur Verbesserung des Verständnisses über die Schall-
anregungsmechanismen und zur Erstellung einer Datenbasis für die Validierung von
numerischen Prognoseverfahren.

h.1 prüfstand und betriebspunktdaten

Das in Abbildung 1.4 dargestellte Turbinenrig besitzt auf der Einlaufseite ein spiralför-
miges Einlaufgehäuse, in dem die Strömung um 90° umgelenkt wird. Dem folgt eine
Düse, in der durch Leitschaufeln der Drall aus der Strömung entfernt wird, und ein
Lochblech. Im Eingangsleitrad (Inlet Guide Vane, IGV) kann der Strömung dann durch
Schaufelverstellung ein definierter Drall aufgeprägt werden. Es folgen die Turbinenstufe
mit Stator und Rotor sowie das Ausgangsleitrad (Exit Guide Vane, EGV). Die Blatt-
zahlen der verschiedenen Gitter sind in Tabelle H.1 zusammengefasst. Weiter stromab
liegt die für die akustische Instrumentierung vorgesehene Kanalsektion, sie besitzt ein

Blattzahl

IGV 83

Stator 96

Rotor 72

EGV 15

Tabelle H.1: Anzahl der Rotorblätter und
Statorschaufeln.

mred nred

Approach 6.94 4059

Cutback 8.97 5206

Sideline 9.96 5568

ADP 10.13 5718

Tabelle H.2: Reduzierte Massenströme und
Drehzahlen verschiedener Be-
triebspunkte.
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Abbildung H.1: In der Messsektion des Turbinenrigs beim Betriebspunkt ’Sideline’ ausbreitungs-
fähige Modenordnungen.

Nabenverhältnis von η = 0.66. Im Ausgangsgehäuse wird die Strömung wieder um
90° umgelenkt und durch einen Abluftturm ins Freie gelassen. Messungen wurden für
die drei in Tabelle H.2 angegebenen Betriebspunkte ’Approach’, ’Cutback’ und ’Sideline’
durchgeführt, die den typischen Lärmzertifizierungspunkten für Flugzeuge entsprechen.
Eine umfassende Beschreibung des Prüfstands wird von Moser et al in [90] gegeben.

h.2 charakteristiken des mikrofonarrays

Abbildung H.1 gibt einen Überblick über die beim Betriebspunkt Sideline ausbreitungs-
fähigen Modenordnungen. In Tabelle H.3 sind die Modenordnungen und die Gesamt-
zahl Moden angegeben, die bei den BPF- und 2BPF-Harmonischen an den verschiedenen
Betriebspunkten zu detektieren sind. Für eine Analyse bis zur maximalen Frequenz von
kR = 70 erwies sich das in Tabelle H.4 spezifizierte Mikrofonarray im Auslegungspro-
zess als optimal geeignet. Es sieht eine Verwendung von Mikrofonen in der Außenwand
und in der Nabe des Strömungskanals vor. In Abbildung H.2 ist die Abschätzung des Ge-
samtfehlers der Modenanalyse δAm für den Betriebspunkt Sideline in Abhängigkeit der
Frequenz dargestellt. Die Fehlercharakteristik ist konsistent mit dem in Abbildung 4.7
für das Nabenverhältnis 0.75 dargestellten Diagramm der Sensoranordnung A-III.
Für die Messungen wurden 1/4”-Kondensatormikrofone vom Typ G.R.A.S. 40-BP in

Kombination mit Vorverstärkern des Typ G.R.A.S. 26-AC verwendet. Die Messsektion
konnte zur räumlichen Erfassung des Schallfelds mittels eines ferngesteuerten Moto-

kR max |m| max(n) NMod

Cutback BPF 28.35 27 3 304

2BPF 57.70 55 6 1090

Sideline BPF 30.96 30 3 368

2BPF 61.92 63 7 1372

Tabelle H.3: Frequenzen, höchste Ordnungen und Gesamtzahl ausbreitungsfähiger Moden in der
Messsektion des STTF-Prüfstands.
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Abbildung H.2: Relativer Gesamtfehler δAm bei Zerlegung der azimutalen Ordnung m mit der
wandbündigen Sensoranordnung des Turbinenrigs.

rantriebs rotiert werden. Um eine gemeinsame Drehung zu gewährleisten wurden das
Gehäuse und die Nabe durch 17 unprofilierte Streben verbunden, die stromab der Mi-
krofonplatten gleichmäßig über den Kanalumfang montiert waren.

h.3 messdurchführung

Das von der Turbinenstufe im Austritt angeregte Schallfeld wurde durch Traversierung
der Mikrofonsektion in Schritten zu je ∆φ = 2° an der Kanalwand sowie auf der Nabe
abgetastet und damit ein gleichmäßiges Gitter von 4320 Messpunkten erstellt. In den
ersten fünf Testserien wurden die Messungen mit einer DLR-eigenen Datenerfassung
durchgeführt. Es waren insgesamt 72 Mikrofone in drei gleichmäßig über den Umfang
versetzten Mikrofonplatten von Nabe und äußerer Gehäusewand installiert, so dass die
instrumentierte Kanalsektion nur in 60 Schritten um insgesamt 120° gedreht werden
musste. In späteren Testserien verwendete die TU Graz 24 Mikrofone in je einer Mi-
krofonplatte der Nabe und der äußeren Gehäusewand. Zur Erfassung von Messgittern
derselben Auflösung wurde die Mikrofonsektion in 180 Schritten um insgesamt 360° ge-

Anzahl axialer Mikrofonpositionen Nx 12

Anzahl radialer Mikrofonpositionen Nr 2

Messpunkte in Umfangsrichtung Nφ 180

Gesamtzahl Messpunkte Nx ×Nr ×Nφ 4320

Axialer Mikrofonabstand ∆xopt/R 0.032

Normierter axialer Mikrofonabstand ∆x′′opt/R 0.0863

Axiale Abmessung des Mikrofonarrays Lx/R 0.352

Höchste analysierbare Frequenz max(k/R) 70.0

Normierte höchste analysierbare Frequenz max(k′′/R) 25.6

Tabelle H.4: Kenngrößen der drehbaren Mikrofonsektion und der Modenanalyse-Messungen am
Turbinenrig.
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dreht. Zusätzlich zu den Mikrofonen des Drehkanals wurde stets mindestens ein ortsfes-
tes Referenzmikrofon und ein Triggersignal der Rotorwelle aufgezeichnet. Standardmä-
ßig betrug die Abtastrate in allen Testserien 51.2 kHz, die digitale Auflösung 24 Bit und
Standardmessdauer 15 s je Traversierposition. In den ersten vom DLR durchgeführten
Messungen wurde an den Traversierpositionen nφ =1, 13, 25, 37 und 49 die Messdauer
auf Tmeas,ext = 120 s verlängert. Die verlängerten Zeitreihen sind als Eingangsdaten
für eine Abschätzung des Messfehlers vorgesehen. Eine ausführliche Beschreibung des
verwendeten Messaufbaus und der Messdurchführung ist im Testbericht [136] zu finden.

Nach Abschluss der DLR-Testserien stellte sich heraus, dass die auf verschiedenen
Eingangskanalblöcken gemessenen Zeitreihen nicht synchron waren. Der Synchronisa-
tionsfehler hat keinen Einfluss auf die Berechnung einzelner Schalldruckspektren, so
dass die Daten für die Analyse des Signal-Rausch-Abstands genutzt werden konnten.
Da sich der Synchronisationsfehler jedoch durch die Kombination aller Mikrofone auf
die Genauigkeit der Modenanalyse auswirkt, wurden für die in dieser Arbeit dargestell-
ten Modenanalysen nur die von der TU Graz aufgezeichneten Schalldruckzeitreihen
verwendet.

h.4 analyse der schalldruckmessungen

Die Zeitreihen wurden mit Hilfe des Verfahren der adaptiven Neuabtastung analysiert.
Bei der Interpolation des Zeitsignals auf die Winkelkoordinate der Antriebswelle wur-
den 1024 neue Datenpunkte zwischen aufeinander folgende Triggerpulse gelegt. Da-
durch ergab sich in Abhängigkeit der Wellendrehzahl des Betriebspunkts eine etwa 1.5
bis 2-fache Auflösung im Vergleich zur A/D-Wandlungrate der Messanlage, siehe auch
Tabelle H.5. In der FFT wurde ein Rechteckfenster der Länge von 32768 Sample benutzt,
d. h. ein Fenster umfasste genau 32 Wellenumdrehungen. Dementsprechend konnte für
die Standardmessdauer in Abhängigkeit der Wellendrehzahl eine Mittelung über etwa
35 bis 49 FFT-Fenster durchgeführt werden, was 1120 bis 1568 Wellenumdrehungen ent-
spricht. Die Zeitreihen der erweiterten Messdauer von 120 s umfassten etwa 280 bis 392

Fenster mit 8960 bis 12544 Wellenumdrehungen. In Abbildung H.3 sind die Schwankun-
gen der Wellendrehzahl zu sehen. Aufgetragen ist der zeitliche Abstand aufeinander
folgender Triggerpulse. Die Schwankungen lagen beim Betriebspunkt Cutback im Be-
reich von ±0.14% und betrugen bei Sideline etwa ±1.5%.

fR[Hz] fs[Hz] fs,i[Hz] Ntotal Tw[s]

Approach 76.67 51200 78507 35.9 0.417

Cutback 98.33 51200 100693 46.1 0.325

Sideline 105.17 51200 107691 49.3 0.304

Tabelle H.5: Rotordrehfrequenz fR, Abtastrate der Messanlage fs, Abtastrate nach adaptiver
Neuabtastung fs,i mit 1024 Punkten zwischen zwei Rotortriggern, Anzahl FFT-
Fenster Ntotal bei 15s Messdauer und 32768 Samples pro Fenster und zeitliche Län-
ge eines FFT-Fenster Tw bei den Messungen am 1.5-Stufen-ND-Turbinen-Prüfstands.
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(a) Betriebspunkt ’Cutback’. (b) Betriebspunkt ’Sideline’.

Abbildung H.3: Drehzahlschwankungen des STTF-Prüfstands. Der zeitliche Abstand aufeinan-
der folgender Wellentriggerpulse ist durch die Anzahl dazwischen liegender
Abtastsample dargestellt.

Abbildung H.4 zeigt den Unterschied der Spektralanalyse, der sich bei der FFT eines
einzelnen Fensters im Gegensatz zur FFT der vollständigen Zeitreihe für die Betrieb-
spunkte Cutback und Sideline ergibt.

In Abbildung H.5 ist am Beispiel der 2BPF-Grundharmonischen zu sehen, dass die
gemessenen Schalldruckamplituden bei Sideline größeren zeitlichen Schwankungen un-
terliegen als bei Cutback. Dargestellt ist der Verlauf der Schalldruckamplitude p[j], der
sich in der Analyse mit dem j-ten FFT-Fenster an 10 Messpositionen ergab. Es besteht
die Vermutung, dass die stärkeren Schwankungen bei Sideline auf eine drehzahlabhän-
gige Variation der Schallquellamplituden zurückgeht, welche nicht mit der adaptiven
Neuabtastung korrigiert werden kann. Unklar ist, ob der 2BPF-Komponente noch Antei-
le einer der Störtöne überlagert sind, die im Spektrum des Betriebspunkts Cutback bei
der Wellenharmonischen 115 bzw. 122 zu sehen sind.

Abbildung H.6 zeigt das Ergebnis der Signal-Rausch-Abstands-Analyse der gemesse-
nen Schalldruckamplituden. Zwischen den Betriebspunkten Cutback und Sideline sind
deutliche Unterschiede erkennbar.
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(a) Betriebspunkt ’Cutback’, alle FFT-Fenster.
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(b) Betriebspunkt ’Sideline’, alle FFT-Fenster.
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(c) Betriebspunkt ’Cutback’, ein FFT-Fenster.

20dB
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(d) Betriebspunkt ’Sideline’, ein FFT-Fenster.

Abbildung H.4: Autoleistungsspektren und rotorkohärente Schalldruckspektren im Austritt des
Turbinenrigs bei Auswertung über variable Anzahl von FFT-Fenstern. Jedes
Spektrum ist über 2160 Messpositionen an der Kanalaußenwand gemittelt. Die
roten Pfeile markieren die Harmonischen der Blattpassierfrequenz.

10dB

(a) Betriebspunkt ’Cutback’.

10dB

(b) Betriebspunkt ’Sideline’.

Abbildung H.5: Fluktuation des Schalldruckpegels der 2BPF-Harmonischen. Ausgewertet wur-
den 40 zeitlich aufeinander folgende FFT-Fenster an 10 Messpositionen der Ka-
nalaußenwand.
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10dB

(a) Betriebspunkt ’Cutback’, BPF.
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(b) Betriebspunkt ’Cutback’, 2BPF.

10dB

(c) Betriebspunkt ’Sideline’, BPF.

10dB

(d) Betriebspunkt ’Sideline’, 2BPF.

Abbildung H.6: Variation der Standardabweichung sp mit der Anzahl analysierter FFT-Fenster
Nw und in Gegenüberstellung mit dem mittleren Schalldruckpegel p̄ (blauer
Balken). In grüner Schrift ist der Signal-Rausch-Abstand für eine Mittelung über
45 bzw. 48 FFT-Fenster angegeben.
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h.5 modenanalysen am betriebspunkt cutback
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(a) Stromab laufende Moden.
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(b) Stromauf laufende Moden.

Abbildung H.7: Schallleistung aller Moden (blaue Linien) und Schallleistungsäquivalent der mo-
dalen Standardabweichung (rote Linien) als Ergebnis der Radialmodenanalyse
der BPF-Komponente des Turbinenrigs mit der vollen Messdauer beim Betrieb-
spunkt Cutback.
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(a) Stromab laufende Moden.

20dB

n=6

❄❄❄❄❄❄❄❄

(b) Stromauf laufende Moden.

Abbildung H.8: Schallleistung aller Moden (blaue Linien) und Schallleistungsäquivalent der mo-
dalen Standardabweichung (rote Linien) als Ergebnis der Radialmodenanalyse
der 2BPF-Komponente des Turbinenrigs mit der vollen Messdauer beim Betrieb-
spunkt Cutback.
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Abbildung H.9: Schallleistung der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse von 45 Zeit-
fenstern (blaue Linien) bzw. 1 Fenster (grüne Linie) für die BPF-Komponente
des Turbinenrigs beim Betriebspunkt Cutback.
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(b) Stromauf laufende Moden.

Abbildung H.10: Schallleistung der azimutalen Modenordnungen aus der Analyse von 45 Zeit-
fenstern (blaue Linien) bzw. 1 Fenster (grüne Linie) für die 2BPF-Komponente
des Turbinenrigs beim Betriebspunkt Cutback.
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h.6 modenanalysen am betriebspunkt sideline
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Abbildung H.11: Schallleistungenen aller Moden (blaue Linien) und Schallleistungsäquivalente
der modalen Standardabweichungen (rote Linien) aus der Radialmodenanaly-
se der BPF-Komponente des Turbinenrigs beim Betriebspunkt Sideline bei Ver-
wendung eines FFT-Fensters. Durch Pfeile gekennzeichnete Moden gehen auf
die Interaktion von Stator und Rotor zurück.
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Abbildung H.12: Schallleistungen aller Moden (blaue Linien) und Schallleistungsäquivalente der
modalen Standardabweichungen (rote Linien) aus der Radialmodenanalyse der
2BPF-Komponente des Turbinenrigs beim Betriebspunkt Sideline bei Verwen-
dung eines FFT-Fensters. Durch Pfeile gekennzeichnete Moden gehen auf die
Interaktion von Stator und Rotor zurück.
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P+ [dB] ±∆P+ [dB]

48 FFT-Fenster

Stator-Rotor m = −24 + k · 15 0.0(∗) 0.0 / 0.0

andere Schaufelreiheninteraktionen -15.3 0.2 / -0.2

sonstige Moden -4.1 0.1 / -0.1

Summe +1.5 0.1 / -0.1

1 FFT-Fenster

Stator-Rotor m = −24 + k · 15 +0.1 0.2 / -0.2

andere Schaufelreiheninteraktionen -15.1 0.9 / -1.2

sonstige Moden -4.0 0.8 / -0.9

Summe +1.6 0.3 / -0.4

Tabelle H.6: Schallleistungen der Schaufelreiheninteraktionen und der sonstigen Moden berech-
net für die BPF-Komponente des Turbinen-Rigs beim Betriebspunkt Sideline in der
Analyse über 48 FFT-Fenster bzw. über 1 FFT-Fenster. Aus Gründen der Vertraulich-
keit sind alle Werte relativ zu dem mit (∗) gekennzeichneten Schallleistungspegel
angegeben. Die Vertrauensintervalle ±∆P+ beziehen sich auf die in Abbildung 5.19

dargestellten Absolutpegel.

P+ [dB] ±∆P+ [dB]

48 FFT-Fenster

Stator-Rotor m = 48 + k · 15 0.0(∗) 0.2 / -0.2

Stator-Rotor m = −48 + k · 15 -23.9 3.6 / –

andere Schaufelreiheninteraktionen -20.0 2.6 / -7.5

sonstige Moden -6.9 1.7 / -3.0

Summe +0.9 0.6 / -0.6

1 FFT-Fenster

Stator-Rotor m = 48 + k · 15 +0.1 1.1 / -1.5

Stator-Rotor m = −48 + k · 15 -17.1 7.6 / –

andere Schaufelreiheninteraktionen -16.0 7.0 / –

sonstige Moden -3.2 5.4 / –

Summe +1.9 3.2 / –

Tabelle H.7: Wie in Tabelle H.6, aber für die 2BPF-Komponente.





I
Z U S ÄT Z L I C H E D AT E N U N D E R G E B N I S S E D E R M E S S U N G E N A M
D L R - U H B R - FA N

Im Rahmen des nationalen Luftfahrt-Forschungsprogramms wurde im Projekt NASGeT
(Neuartige aktive / passive Systeme zur Geräuschminderung von Triebwerken) eine
Versuchsreihe zur aktiven Minderung von Fanschaufeltönen durchgeführt. Aufgabe der
DLR-Abteilung Triebwerksakustik war die Bewertung des Primärschallfelds und der Per-
formance der getesteten ANC-Konzepte durch eine vollständige Radialmodenzerlegung
der Rotor-Stator-Interaktionstöne.

i.1 prüfstand und betriebspunktdaten

Abbildung I.1 zeigt ein Foto des in der Testserie verwendeten DLR-eigenen UHBR-
Fanmodells am Mehrstufen-Zweiwellen-Verdichterprüfstand (M2VP) des DLR-Institut
für Antriebstechnik in Köln. Bei dem UHBR-Fan-Modell, dessen Kenndaten in Tabel-
le I.1 aufgelistet sind, handelt es sich um eine Variante des von Kaplan et al [66] aero-
dynamisch und akustisch optimierten Entwurf. Die Anzahl Stator-Schaufeln wurde so
gewählt, dass die Rotor-Stator-Interaktion bei der BPF-Grundharmonischen Cut-off ist.
Bei der zweiten Blattpassierfrequenz ist nach der in Gleichung (1.2) angegebenen Formel
von Tyler und Sofrin eine Anregung der Mode m = 2B− V = 6 zu erwarten.

Eine ausführliche Beschreibung des Versuchsstands ist in Referenz [27] zu finden.
Der laufende Verdichter zieht über einen Ansaugturm Luft aus der Umgebung ein, die

Abbildung I.1: DLR-UHBR-Fan im M2VP-Prüfstand des Instituts für Antriebstechnik.
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Rotorblattzahl B 22

Statorblattzahl V 38

Rotorradius [m] 0.4

Drehzahl [1/min] 7846

rel. Blattspitzen-Machzahl 1.05

Tabelle I.1: Auslegungsparameter des DLR-
UHBR Fans.

red. Drehzahl [1/min] 3126

red. Massenstrom∗ 0.481

Druckverhältnis∗ 0.72

Totaldruck [kPa] 101.04

Totaltemperatur [K] 293.5

Tabelle I.2: Betriebsparameter im Punkt Ap-
proach (∗normiert auf Auslegung).

Kanalradius R [m] 0.4

Nabenverhältnis η 0

Anzahl axialer Arrays 1

Anzahl axialer Sensorpositionen Nx 60

Axialer Sensorabstand ∆x [mm] 14.5

Tabelle I.3: Kenngrößen der drehbaren akustischen Messsektion am UHBR-Fan-Prüfstand

in eine Beruhigungskammer geleitet wird. Hier soll es durch die extrem langsamen Strö-
mungsgeschwindigkeiten zu einem Turbulenzabbau in der Strömung kommen und sich
ein gleichmäßiges Strömungsfeld vor der Düse einstellen. In der Düse wird die Luft be-
schleunigt, durchläuft die Messstrecke und trifft schließlich auf den Fan. Hinter diesem
schließen sich eine Drossel, deren Querschnitt während der Messung zur Einstellung
verschiedener Betriebspunkte variiert wird.

Alle Tests wurden beim Betriebspunkt Approach durchgeführt, was dem Landeanflugs-
zustand entspricht, bei dem die Schallabstrahlung des Fans aus der Ansaugöffnung der
Triebwerke in Richtung Boden besonders stark ist. Die Betriebspunktdaten des unter-
suchten Betriebspunkts sind in Tabelle I.2 zusammen gestellt.

i.2 analyse der schalldruck-zeitsignale

Für die Modenanalysen wurden 1/4”-Kondensatormikrofone vom Typ G.R.A.S. 40-BP
in Kombination mit Vorverstärkern vom Typ G.R.A.S. 26-AC in das axiale Array des
Drehkanals eingesetzt. Durch Traversierung der Messsektion in Nφ = 60 Schritten zu je
6° wurde ein gleichmäßiges aus insgesamt 3600 Punkten bestehendes Datengitter aufge-
baut. An jeder Traversierposition wurden Zeitreihen von tmeas = 10 s Dauer mit einer
Auflösung von 24 Bit und einer Abtastfrequenz von 42 kHz aufgenommen. Zusätzlich
aufgezeichnet wurden die Signale von 14 Referenzmikrofonen, die in der feststehenden
Messsektion stromab des Drehkanals eingebaut waren.

Im linken Diagramm der Abbildung I.2 ist das rotorkohärente Schalldruckspektrum
im Vergleich zum Auto-Power-Spektrum als Funktion der Wellendrehzahl-Harmonischen
(engl. Engine Order) dargestellt. Beide Spektren wurden durch eine FFT mit einer Fens-
terlänge von 32768 Sample über die gesamte Messdauer ausgewertet und resultieren aus
einer anschließenden Mittlung über alle 3600 Positionen des Messgitters. Durch die in



I.2 analyse der schalldruck-zeitsignale 225

Abbildung I.2: Das linke Diagramm zeigt das mittlere Rotor-kohärente Schalldruckspektrum im
Vergleich zum mittleren Auto-Power-Spektrum. Im rechten Diagramm sind die
zeitlichen Schalldruck-Fluktuationen der 2BPF-Komponente (EO 44) an drei Mi-
krofonen über eine Dauer von 60 s abgebildet.

2-fache Blattpassierfrequenz [Hz] 2313

kR2BPF 17.03

Statische Temperatur Ts [K] 290.1

Axiale Machzahl Mx 0.239

Messpunkte in Umfangsrichtung Nφ 60

Gesamtzahl Messpunkte NxNφ 3600

Messdauer pro Umfangsposition tmeas [s] 10

Tabelle I.4: Kenngrößen der Modenanalysen am UHBR-Fan-Prüfstand im Betriebspunkt Ap-
proach.

Abschnitt 3.1 beschriebene adaptive Neuabtastung wurden Wellendrehzahlschwankun-
gen ausgeglichen und alle unkorrelierten Schallfeldanteile weitgehend reduziert.

Zwei unerwartete Effekte fallen in den Schalldurckspektren auf: Trotz des Cut-off-
Designs besitzt die BPF-Grundharmonische signifikante Pegel. Des Weiteren treten un-
terhalb der BPF starke tonale Komponenten auf. Eine Erklärungsmöglichkeit besteht in
der Interaktion des Fans mit großskaligen turbulenten Strömungsstrukturen, die sich in
der Beruhigungskammer nicht ausreichend abgebaut haben und aufgrund eines fehlen-
den Turbulenzschirms in den Zuströmkanal eingesogen wurden. Die Entstehung von
schmalbandigen Schallkomponenten durch Interaktion des Fans mit räumlich ausge-
dehnten kohärenten Turbulenzgebieten ist in der Literatur von anderen Fan-Prüfstanden
bekannt, siehe z. B. McArdle et al [79], und wurde theoretisch nachgewiesen [7].

Die im Weiteren zu analysierende zweite BPF-Harmonische liegt bei der Frequenz
f = 2313 Hz, was unter den gegebenen Bedingungen der dimensionslosen Frequenz
kR = 17.03 entspricht. Das rechte Diagramm der Abbildung I.2 zeigt, dass auch dieser
Schaufelton von starken Fluktuationen betroffen war. Dargestellt ist das Ergebnis einer
Kurzzeitspektralanalyse der neuabgetasteten Zeitreihen von drei Referenzmikrofonen
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Abbildung I.3: Variation der Standardabweichung sp der 2BPF-Komponente des UHBR-Fans mit
der Anzahl analysierter FFT-Fenster Nw. Der blaue Balken gibt den mittleren
Schalldruckpegel p̄ als Referenz für den Signal-Rausch-Abstand an.

über eine Messdauer von 60 s, was äquivalent zu 96 aufeinander folgenden FFT-Fenstern
ist.

Für die Analyse der Fortpflanzung in die Modenamplituden wird die Standardab-
weichung des Schalldrucks für eine Messdauer von 10 s benötigt. Die Drehkanalmi-
krofone sind für diese Auswertung nicht geeignet, da der Schalldruck mit jeder Tra-
versierung einer räumlichen Variation unterliegt. Deshalb mussten die Zeitsignale al-
ler 14 Referenzmikrofone heran gezogen werden. Für die statistischen Analyse wur-
den die Zeitreihen, die von jedem Referenzmikrofon an den aufeinander folgenden
Traversierzeitpunkten gemessen wurden, einfach aneinander gehängt. Die Annahme,
dass das mittlere Schallfeld an den Referenzmikrofonen während der Gesamtmessdau-
er von Nφ × tmeas = 600 s konstant blieb, ist aufgrund der sehr geringen Rotordreh-
zahlschwankungen von 0.1% zulässig. Für die gewählten Parameter entsprach die Ge-
samtmessdauer einer Anzahl von Ntotal = 960 FFT-Fenstern. In Abbildung I.3 ist die
Standardabweichung des Schalldrucks für verschiedene Messdauern Nw im Vergleich
zum Mittelwert dargestellt. Zur Simulation einer ausreichenden Zahl von Einzelmessun-
gen wurde die Auswertung bei größeren Messdauern mit Overlap durchgeführt. Wie
zu erwarten nimmt der Signal-Rausch-Abstand mit zunehmender Messdauer zu. Für
die tatsächlich verwendete Messdauer von 10 s, welche einer Mittelung über Nw = 16

Fenster entspricht, betrug die Standardabweichung sp = 4.1 Pa. Bezogen auf den mittle-
ren Schalldruck von p̄ = 12.6 Pa entspricht dies einem Signal-Rausch-Abstand von nur
9.8dB.
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K O N D I T I O N V O N T R A N S F E R M AT R I Z E N I N D E R G E Z I E LT E N
S Y N T H E S E V O N R A D I A L M O D E N

(a) Reflexionsfaktor r−mn = 0.15. (b) Reflexionsfaktor r−mn = 0.75.

Abbildung J.1: Einfluss einer Reflexionsstelle im Versuchsaufbau auf die Kondition der Gesamt-
Transfermatrix Hµ in einer gezielten Synthese von Radialmoden der Ordnung
µ= 1 mit einem aus Nx̌ = 3 Quellringen bestehenden Modengenerator.
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(a) µ= 0, r−mn = 0. (b) µ= 1, r−mn = 0.

(c) µ= 0, r−mn = 0.15. (d) µ= 1, r−mn = 0.15.

(e) µ= 0, r−mn = 0.75. (f) µ= 1, r−mn = 0.75.

Abbildung J.2: Kondition der Transfermatrix Hµ in der gezielten Radialmodensynthese der azi-
mutalen Ordnung µ mit einem aus Nx̌ = 2 Quellringen bestehenden Modenge-
nerator mit variablem Ringabstand unter Berücksichtigung einer Reflexionsstelle
im Versuchsaufbau mit Reflexionsfaktor r−mn.
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(a) Nx̌ = 2, r−mn = 0. (b) Nx̌ = 3, r−mn = 0.

(c) Nx̌ = 2, r−mn = 0.15. (d) Nx̌ = 3, r−mn = 0.15.

(e) Nx̌ = 2, r−mn = 0.75. (f) Nx̌ = 3, r−mn = 0.75.

Abbildung J.3: Kondition der Transfermatrix Hµ in der gezielten Radialmodensynthese verschie-
dener azimutaler Ordnungen mit einem aus zwei bzw. drei Quellringen beste-
henden Modengenerator unter Berücksichtigung einer Reflexionsstelle im Ver-
suchsaufbau mit Reflexionsfaktor r−mn. Die Quellringe besitzen einen axialen Ab-
stand von d/R= 0.72.





K
E X P E R I M E N T E Z U R M O D E N S Y N T H E S E I M V E R S U C H S A U F B A U
M I T A X I A LV E N T I L AT O R

k.1 aufbau und betrieb des axialventilators

Abbildung K.1: Blick in den Kanaleinlass auf den Rotor des Axialventilators (links) und auf eine
Gehäusestrebe ohne und mit in Position 3 aufgesetztem Blech zur Verringerung
des Abstandes zum stromauf liegenden Rotor(rechts).

Abbildung K.1 zeigt eine Ansicht stromauf des Rotors. Bei dem Ventilator handelt es
sich um die Modifikation eines für industrielle Anwendungen konzipierten Ventilators
der Firma Adrian. Zur Erhöhung der Blattfolgefrequenz wurde die Anzahl Rotorblätter
im Vergleich zur Standardausführung auf B = 24 Rotor-Blätter verdoppelt. Der Venti-
lator besitzt stromab des Rotors kein Leitrad, sondern lediglich fünf äquidistant über
den Umfang verteilte, unprofilierte Streben. Die Streben bilden die Unterstützung des
Motorgehäuses und haben einen relativ zum Rotor vergrößerten axialen Abstand.

Die Drehfrequenz des Gleichstrommotors wurde mit Hilfe eines Frequenzumrichters
des Typs Danvoss VLT 5008 eingestellt und ist auf maximal fRotor = 55 Hz begrenzt.
Drehzahlschwankungen des Rotors wurden durch einen im Frequenzumrichter enthal-
tenen Regelkreis minimiert und betrugen etwa 0.1%. Der Arbeitspunkt des Ventilators
konnte mit Hilfe von in den Kanalaustritt eingeschobenen Sieben variiert werden. Bei
der Standard-Siebeinstellung und einer Drehfrequenz von fRotor = 50 Hz betrugen die
durch den Ventilator erzeugte Druckerhöhung ∆p0 = 870 Pa und die Strömungsge-
schwindigkeit Ux = 12.3 m/s, was bei einer Labortemperatur von T = 20° C einer
Machzahl von Mx = 0.036 entspricht. Die aerodynamischen Kenndaten des Ventilator
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232 experimente zur modensynthese im versuchsaufbau mit axialventilator

Abbildung K.2: Gemitteltes Schalldruckspektrum des Axialventilators bei einer Drehfrequenz
von 50 Hz. Auf der stromab liegenden Seite wurden vier unterschiedliche Ab-
stände zwischen Rotor und einer der fünf Gehäusestreben eingestellt.

sind angesichts des fehlenden Leitrades als nicht optimal einzustufen. Bei dieser Ein-
schätzung ist allerdings zu berücksichtigen, dass das Hauptkriterium bei der Modifika-
tion des Versuchsventilators die Anregung von Rotor-Stator-Interaktionstöne mit hohen
Blattfolgefrequenzen und großen stabilen Schallpegeln war.

Wie im Messsteuerungsschema in Abbildung 7.7 angedeutet, konnte im Versuchsbe-
trieb die Rotordrehzahl vom Steuerungs-PC aus eingestellt werden. Hierzu wurde eine
RS-485-Schnittstelle des Frequenzumrichters genutzt. Auf der Rotorwelle des Ventilators
wurde ein Drehgeber der Firma Baumer installiert. Er lieferte mit Hilfe einer nach ge-
schalteten Elektronik sowohl ein 1 Puls pro Umdrehung-Signal als auch ein 72 Pulse pro
Umdrehung-Signal. Beide Signale wurden auf die DSP-Einsteckkarte gelegt und dienten
dort als Triggersignal für die Wandlungsprozesse sowie als Referenz für die Datenana-
lyse.

k.2 akustische anregung des axialventilators

Bei der maximalen Rotordrehfrequenzen von fRotor = 55 Hz betrug die Grundhar-
monische der Blattfolgefrequenz 1320 Hz und lag damit nahezu vollständig in dem
Frequenzbereich, der mithilfe der DSP-Karte analysiert werden konnte. Durch die In-
teraktion der Rotornachläufe mit den Gehäusestreben bestand der Formel von Tyler
und Sofrin (1.2) zufolge das Schallfeld aus Moden der azimutalen Ordnungen mTS =

hB± sV = 1 · 24± s5 = . . . ,−6,−1, 4, . . ., wobei im überwiegenden Teil des Drehzahlbe-
reichs nur die Mode −1, 0 ausbreitungsfähig war. In der Referenzkonfiguration wurden
die Interaktionsmoden nur mit geringen Pegeln angeregt. Durch Aufschrauben von Ble-
chen konnten jedoch verkürzte axiale Abstände der Gehäusestreben zum Rotor realisiert
und damit Interaktionsmoden deutlich höherer Pegel erzeugt werden. Der Einfluss ist
in Abbildung K.2 anhand der Verstellung nur einer Gehäusestrebe illustriert. Die Zahl
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0 bezeichnet dabei den größten und die Zahl 3 den kleinsten Abstand zwischen Rotor
und Strebe. Das Schalldruckspektrum berechnet sich aus der Mittelung über 20 in dem
drehbaren Messegment II installierten Mikrofone, die kontinuierlich in Umfangsrich-
tung um 360° traversiert wurden. Zum Ausgleich von Drehzahlschwankungen wurde
das in Abschnitt 3.1 beschriebene Verfahren der adaptiven Neuabtastung angewendet.
Die im Folgenden dargestellten Untersuchungen wurden in der Strebenkonfiguration
2-2-2-2-2 durchgeführt.

k.3 streuung am ventilator und an der einlaufdüse

Für die Experimente zur aktiven Lärmminderung wird der reflexionsarme Kanalab-
schluss auf der Einlaufseite durch die Kombination aus Düse und Axialventilator ersetzt.
Um der Frage nach zu gehen, wie sich diese veränderten Randbedingungen auf die an-
geregten Modenamplituden auswirken, wurden Untersuchungen mit einem einzelnen
aktiven Lautsprecher in der in Tabelle 7.2 angegebenen Konfiguration mit zwei montier-
ten Aktuatorringen und mit stehendem sowie laufendem Rotor durchgeführt.

Das Ergebnis der Untersuchungen ist in Abbildung K.3 am Beispiel der Moden (2, 0)
und (−2, 0) illustriert. Bei stehendem Rotor unterscheiden sich die Modeamplituden
kaum voneinander. Die starke Welligkeit lässt auf große Reflexionen der vom Modenge-
nerator entgegen der Strömungsrichtung abgestrahlten Modenamplituden A←mn schlie-
ßen, welche sich in der Mikrofonsektion mit den direkt in Strömungsrichtung abgestrahl-
ten Modenamplituden A→mn überlagern. Die beiden zusätzlich eingezeichneten Kurven
dienen der Identifikation von Reflexionsstellen.

Am Ventilator können Reflexionen am Rotor, an den Streben und am Motorgehäuse
auftreten. Für ein aus V Schaufeln bestehendes Gitter gilt im Allgemeinen, dass eine ein-
fallende Mode der Ordnung m = µ in die Ordnungen mj = µ− j ·V (j = . . . ,−1, 0, 1, . . .)
gestreut wird [29]. Am stehenden Rotor tritt aufgrund der hohen Blattzahl im betrach-
teten Frequenzbereich keine Streuung in andere Modenordnungen auf. Offenbar findet
jedoch eine relativ starke Reflexion in die gleiche Modenordnung statt: Die rote Kurve,
die für eine Reflexionsstelle an der mittleren axialen Position des Rotors xr2 = −2.295 m
und für einen – frequenzunabhängigen – Reflexionsfaktor von r(2,0),2 = −0.45 berechnet
wurde, gibt die gemessenen Modenamplituden im Mittel recht gut wieder. An den fünf
Streben des Ventilators werden die Moden (2, 0) und (−2, 0) theoretisch zusätzlich in
die ausbreitungsfähigen Moden (−3, 0) bzw. (3, 0) gestreut. Hier nicht dargestellte Un-
tersuchungen haben ergeben, dass alle von den Streben – wie auch am Motorgehäuse –
verursachte Streuanteile vernachlässigbar sind.

Auffällig ist der relativ identische Kurvenverlauf der beiden Moden (2, 0) und (−2, 0).
Laut einer von Hanson ausgeführten analytischen Studie [46] hängen Reflexion und
Transmission vom Ausbreitungswinkel der Mode relativ zum Anstellwinkel der Schau-
feln ab und hätten sich daher für die in positiver bzw. negativer Umfangsrichtung dre-
henden Moden frequenzabhängig unterscheiden müssen. Auch für den Extremfall sehr
großer Ausbreitungswinkel, wie sie im untersuchten Frequenzbereich beispielsweise in
der Nähe der Cut-on-Frequenz der Moden (3, 0) und (−3, 0) auftreten, konnte kein Un-
terschied gefunden werden. Eine mögliche Erklärung ist der flache Anstellwinkel der
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Abbildung K.3: Einfluss von Ventilator und Düse auf die stromab des Modengenerators gemes-
senen Moden (2, 0) und (−2, 0). Das linke Bild zeigt das Messergebnis für ste-
henden Rotor im Vergleich mit Modellrechnungen für zwei Reflexionsstellen. Im
rechten Bild ist der Einfluss des mit wachsender Drehzahl betriebenen Rotors
dargestellt.

Blätter und die relativ hohe Solidity, die aus der nachträglichen Verdopplung der Rotor-
blattzahl bei unveränderter Sehnenlänge resultiert.

Um einen Eindruck vom potentiellen Einfluss der Düse zu bekommen, wurde die
grün gestrichelte Kurve für die axiale Düsenposition xr1 = -3.485 m, einen Reflexions-
faktor von r−(2,0),1 = −0.1 und Transmissionsfaktoren t−(2,0),2 = t+(2,0),2 = 1 berechnet. Die
resultierende Welligkeit stimmt aufgrund des größeren räumlichen Abstands nicht mit
den gemessenen Amplitudenverläufen überein, d. h. Reflexionen am Einlauf sind schein-
bar vernachlässigbar. Dieses Ergebnis ist in Übereinstimmung mit Zorumskis Berechnun-
gen [155], die eine signifikante Streuung nur bei sehr tiefen Frequenzen und in der Nähe
von Cut-on-Frequenzen vorhersagen. Angemerkt werden soll trotzdem, dass auch eine
Überlagerung von Reflexionen an Düse und Rotor zu keiner verbesserten Anpassung
führten.

Der Einfluss des drehenden Rotors ist im rechten Diagramm in Abbildung K.3 dar-
gestellt (zur besseren Übersichtlichkeit wurde die Kurve der Mode (−2, 0) für den Fall
des stehenden Rotors nicht eingezeichnet). In der ANC-Anwendung muss die Frequenz
ft des vom Modengenerator angeregten Sekundärschallfeldes mit der vom Ventilator
angeregten Blattfolgefrequenz identisch sein. Zur besseren Analyse der Modenstreuung
wurden hier die beiden Frequenzen jedoch leicht verstimmt: Die Drehfrequenz des Ro-
tors variierte mit der Testfrequenz gemäß

fR =BPF /24 = 0.9 ft/24. (K.1)

Hanson [46] zufolge wird die einfallende Mode der azimutalen Ordnung m = µ in ver-
schiedene Frequenzen fh = ft − h · B · fR und die Ordnungen mh = µ+ h · B gestreut,
wobei B die Rotorblattzahl bezeichnet und h = . . . ,−1, 0, 1, . . . ist. Für die hier betrachtete
nullte Streuharmonische gilt mh = µ, d. h. die azimutale Ordnung bleibt bei der Refle-
xion erhalten. Die relative Verschiebung der Amplitudenmaxima auf der Frequenzachse
kann mit der rotierenden Randbedingung erklärt werden, welche sich im entgegen ge-
setzten Sinne auf die in positiver bzw. negativer azimutaler Richtung drehenden Moden
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auswirkt. Dabei ist die Tendenz festzustellen, dass mit zunehmender Drehzahl die Re-
flexionen der sich in Richtung des Rotors drehenden Mode (−2, 0) abnehmen, während
die Reflexionen der Mode (2, 0) anwachsen.





L
V E R S U C H S VA R I A N T E N Z U R E R P R O B U N G D E R
M O D E N S Y N T H E S E

Lautsprecherarray Temperatur [°C]

aktiv montiert

A1 1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 22.3

A6 1 − 0 − 0 4 − 0 − 0 22.4

A7 1 − 0 − 0 8 − 0 − 0 22.6

A15 1 − 0 − 0 8 − 4 − 0 22.5

A16 1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 21.3

A17 1 − 0 − 0 8 − 8 − 8 22.8

A23 1 − 0 − 0 1 − 8 − 0 22.1

A24 1 − 0 − 0 1 − 0 − 8 22.1

A31 0 − 1 − 0 8 − 8 − 8 23.8

A32 0 − 0 − 1 8 − 8 − 8 24.2

A33 0 − 1 − 0 8 − 8 − 0 24.9

A34 0 − 0 − 1 8 − 0 − 8 24.6

A35 1 − 0 − 0 8 − 0 − 8 22.0

W1 1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 25.7

W2 1 − 0 − 0 8 − 0 − 0 25.4

W3 1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 26.1

Tabelle L.1: Konfigurationen des Modengenerators in den Experimenten zur Anregung einer ein-
zelnen Lautsprechereinheit. Die Messungen wurden mit beidseitig reflexionsarmen
Kanalabschlüssen und mit Regelung des Volumenfluss am Trichterausgang umge-
setzt. In den Messungen W1 bis W3 waren die Lautsprecheröffnungen an der Kanal-
wand mit einer Gaze abgedeckt. In den Messungen der A-Serie wurden die End-
stufen Dynacord L 300 und in den Messungen der W-Serie die Endstufen KME
SPA 240E zur Verstärkung der Lautsprechersignale eingesetzt. In allen Fällen wurde
eine Radialmodenanalyse des angeregten Schallfelds durchgeführt.
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Lautsprecherarray Ziel-Moden Temperatur Modenanalyse

aktiv montiert [°C] ama rma

D1 2 − 0 − 0 2 − 0 − 0 m = 0/1 22.1 x x

D1 2 − 0 − 0 2 − 0 − 0 m = 0 22.1 x

D2 2 − 0 − 0 4 − 0 − 0 m = 0/1 22.6 x

D3 4 − 0 − 0 4 − 0 − 0 m = 0/1/2 22.5 x

D4 2 − 0 − 0 8 − 0 − 0 m = 0/1 22.8 x

D5 4 − 0 − 0 8 − 0 − 0 m = 0/1/2 22.8 x

D6 8 − 0 − 0 8 − 0 − 0 m = 0/1/2/3/4 22.8 x x

D7 8 − 0 − 0 8 − 1 − 0 m = 0/1/2/3/4 22.9 x

D9 8 − 0 − 0 8 − 4 − 0 m = 0/1/2/3/4 23.4 x

D10 8 − 0 − 0 8 − 8 − 0 m = 0/1/2/3/4 24.1 x x

D11 8 − 0 − 0 8 − 8 − 8 m = 0/1/2/3/4 23.1 x x

D12 8 − 0 − 0 8 − 0 − 8 m = 0/1/2/3/4 22.8 x

D13 0 − 8 − 0 8 − 8 − 0 m = 0/1/2/3/4 23.9 x x

D14 0 − 8 − 0 8 − 8 − 8 m = 0/1/2/3/4 22.9 x

D22 0 − 8 − 0 1 − 8 − 0 m = 0/1/2/3/4 23.6 x x

D23 0 − 8 − 0 0 − 8 − 0 m = 0/1/2/3/4 23.1 x x

Tabelle L.2: Konfigurationen des Modengenerators in den Experimenten zur gezielten Anregung
einer azimutalen Modenordnung mit einem Lautsprecherring. Die Messungen wur-
den mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen und mit den Endstufen Dy-
nacord L 300 zur Verstärkung der Lautsprechersignale umgesetzt. In den meisten
Fällen wurde nur eine Azimutalmodenanalyse des angeregten Schallfelds mit Mi-
krofonring 1 durchgeführt.

Lautsprecherarray Temperatur [°C] Rotorbetrieb

aktiv montiert

X1 1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 22.3 nein

X3 1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 22.4 nein

Y1 1 − 0 − 0 1 − 0 − 0 26.0 ja

Y2 1 − 0 − 0 8 − 0 − 0 27.0 ja

Y3 1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 25.7 ja

Y7 1 − 0 − 0 8 − 8 − 0 25.9 ja

Tabelle L.3: Konfigurationen des Modengenerators in den Experimenten zur Anregung einer ein-
zelnen Lautsprechereinheit. Die Messungen wurden mit angeschlossenem Axialven-
tilator, mit Regelung des Volumenfluss am Trichterausgang, mit Gazeabdeckung der
Lautsprecheröffnungen an der Kanalwand und mit den Endstufen KME SPA 240E
zur Verstärkung der Lautsprechersignale umgesetzt. Die Rotordrehzahl wurde für
jede Testfrequenz ft so eingestellt, dass für die Blattfolgefrequenz des Ventilators
BPF = 0.9ft galt. In allen Fällen wurde eine Radialmodenanalyse des angeregten
Schallfelds durchgeführt.
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Lautsprecherarray Ziel-Moden Temperatur Rotorbetrieb

aktiv montiert [°C]

Z0 8 − 0 − 0 8 − 8 − 0 m = 0/1/2 26.0 ja

Z1 0 − 8 − 0 8 − 8 − 0 m = 0/1/2 26.0 ja

Tabelle L.4: Konfigurationen des Modengenerators in den Experimenten zur gezielten Anregung
einer azimutalen Modenordnung mit einem Lautsprecherring. Die Messungen wur-
den mit angeschlossenem Axialventilator, mit Gazeabdeckung der Lautsprecheröff-
nungen an der Kanalwand und den Endstufen KME SPA 240E zur Verstärkung der
Lautsprechersignale umgesetzt. Die Rotordrehzahl wurde für jede Testfrequenz ft so
eingestellt, dass für die Blattfolgefrequenz des Ventilators BPF = 0.9ft galt. In allen
Fällen wurde eine Radialmodenanalyse des angeregten Schallfelds durchgeführt.

Lautsprecherarray Ziel-Moden Temperatur

aktiv montiert |A+
0,0| arg(A+

0,0) |A+
1,0| arg(A+

0,1) [°C]

V1 8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 2 Pa 0 0 Pa 0 25.3

V2 8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 0 Pa 0 2 Pa 0 24.7

V3 8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 2 Pa 0 0 Pa 0 26.0

V4 8 − 8 − 0 8 − 8 − 0 0 Pa 0 2 Pa 0 26.1

Tabelle L.5: Konfigurationen des Modengenerators in den Experimenten zur gezielten Anregung
zweier radialen Modenordnungen mit zwei Lautsprecherringen. Die Messungen
wurden mit mit beidseitig reflexionsarmen Kanalabschlüssen, mit Gazeabdeckung
der Lautsprecheröffnungen an der Kanalwand und den Endstufen KME SPA 240E
zur Verstärkung der Lautsprechersignale umgesetzt. In allen Fällen wurde eine Ra-
dialmodenanalyse des angeregten Schallfelds durchgeführt.
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