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Kurzfassung

Diskretisierungsverfahren hoher Ordnung, die sich auf unstrukturierten Rechengittern einsetzen las-
sen, bieten ein grofes Potential zur Reduzierung der Rechenzeiten von detaillierten Grobstruktur-
simulationen. Gleichzeitig lésst sich gegeniiber strukturierten Diskretisierungsansétzen eine hohe
geometrische Flexibilitét fiir die Generierung der Rechengitter realisieren. Viele Verfahren, die eine
hohere Rekonstruktionsordnung auf unstrukturierten Gittern ermoglichen, beruhen auf der Einfiih-
rung von zusitzlichen Freiheitsgraden innerhalb der Berechnungselemente. IThre Implementierung
in etablierte Finite-Volumen Stromungsloser ist jedoch aufgrund grofer Unterschiede in den Da-
tenstrukturen mit einem hohen Aufwand verbunden. Doch auch unstrukturierte Finite-Volumen
Verfahren, welche eine hohere rdumliche Fehlerordnung durch eine nicht-kompakte Rekonstrukti-
on ermoglichen, verlangen einen hohen Implementierungsaufwand, um eine parallele Skalierbar-
keit zu realisieren. Ein vielversprechender Ansatz zur Erhéhung der rdumlichen Genauigkeit von
etablierten unstrukturierten Finite-Volumen-Losern stellt das k-exakte Multi-Korrekturverfahren
dar. Der Schliissel der Methode ist eine sukzessive Korrektur von approximativen Green-Gauss-
Ableitungen, die eine Rekonstruktion hoher Ordnung mit guten Parallelisierungseigenschaften und
einem moderatem Implementierungsaufwand ermdglicht. In dieser Arbeit wird der k-exakte Multi-
Korrekturansatz, welcher urspriinglich fiir kompressible Stromungsprobleme und fiir zellzentrierte
Rechengitter entwickelt wurde, fiir die Anwendung auf einer knotenzentrierten Gitterrepréasentation
erweitert und fiir die Exaktheiten £ = 1 und & = 2 in den DLR Strémungsléser ThetaCOM imple-
mentiert. Des Weiteren wird die Methode mit einem Druckkorrektur-Verfahren fiir die zeitgenaue
Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen reaktiver Fluide bei niedrigen Mach-Zahlen kombiniert.
Hierfiir werden entsprechende Korrekturterme hergeleitet. Des Weiteren wird die in ThetaCOM im-
plementierte Approximation der konvektiven und diffusiven Fliisse mit dem k-exakten Rekonstrukti-
onsansatz vereint. Fiir die Berechnung der konvektiven Fliisse wird aufserdem ein Ansatz vorgestellt,
mit dem sich die Bestimmung der numerischen Dissipation zur Stabilisierung des Verfahrens auf
ein Minimum reduzieren lisst. Dieser beruht auf der Herleitung einer Stabilitatsgleichung, welche
aus einer Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse fiir eine lineare Advektions-Diffusion-Gleichung hervor-
geht und deren Losung zur Beschleunigung des Verfahrens indirekt in einem Verbund aus kompakten
neuronalen Netzwerk-Modellen tabelliert wird. Dieser Ansatz wird mit einem Verfahren zur Gradien-
tenlimitierung gekoppelt, um mit dem Diskretisierungsverfahren eine akkurate Auflésung von steilen
Losungsgradienten zu ermoglichen, welche in Verbrennungssimulationen in unmittelbarer Nahe zur
Flammenfront auftreten.

Fiir das implementierte Multi-Korrekturverfahren wird die rdumliche Genauigkeit der verschiede-

nen numerischen Operatoren durch zahlreiche kanonische Testfélle verifiziert. Es wird gezeigt, dass
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sich die rdumlichen Gradienten der Feldgrofen infolge der k-exakten Korrekturen mit einer wesent-
lich héheren Genauigkeit approximieren lassen. Des Weiteren léasst sich der diffusive Transport durch
beide Schemata mit einer zweiten raumlichen Fehlerordnung und der konvektive Transport fiir k = 1
und k = 2 mit jeweils einer zweiten beziehungsweise dritten Fehlerordnung approximieren. Durch die
Simulation zahlreicher laminarer und turbulenter Stromungsprobleme werden die beiden k-exakten
Diskretisierungsverfahren mit experimentellen und numerischen Referenzdaten aus der Literatur va-
lidiert. Dabei wird der Einfluss der héheren Ordnung auf die rdéumliche Genauigkeit im Vergleich zu
einem konventionellen Diskretisierungsverfahren beleuchtet. Hierbei wird insbesondere das Potenti-
al der beiden k-exakten Verfahren hinsichtlich der Einsparung von Rechenzeit und Freiheitsgraden
dargestellt, sowie deren Fahigkeit zur Erhaltung der parallelen Skalierungseigenschaften von The-
taCOM. Ein weiterer Fokus liegt auf dem neuen Ansatz zur adaptiven Bestimmung der numerischen
Dissipation und dessen Kopplung mit der implementierten Methode zur Gradientenlimitierung. Im
Vergleich zur Rekonstruktion hoher Ordnung mit einer konstanten numerischen Dissipation liefert
die vorgestellte adaptive Methode konsistente und genaue Ergebnisse, unabhéngig vom Stréomungs-
problem und ohne eine Feinjustierung von empirischen Parametern. Abschlieftend wird fiir den Test-
fall einer turbulenten Wasserstoff-Luft-Diffusionsflamme demonstriert, dass sich beide Verfahren zur
Simulation von turbulenten, reaktiven Strémungen auf vollstédndig unstrukturierten Rechengittern
einsetzen lassen und eine deutliche Verbesserung des Simulationsergebnisses im Vergleich zu einem

konventionellen Diskretisierungsansatzes bewirken.
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Abstract

High-order discretization methods that are applicable to unstructured grids offer a great potential
for reducing the computation time of detailed large-eddy simulations. Furthermore, they enable a
higher geometric flexibility in the meshing process, compared to structured discretization approaches.
Many methods that allow a higher reconstruction order on unstructured grids rely on the introduc-
tion of additional degrees of freedom within computational elements. Their implementation into
already established finite-volume flow solvers is thus associated with a high effort for the validation
and verification due to the different data structures. Unstructured finite-volume methods, which
allow a higher spatial error order by a non-compact reconstruction, also require a large implemen-
tation effort to realize parallel scalability. A promising approach to increase the spatial accuracy
for established unstructured finite-volume solvers is the k-exact multiple-correction method. The
key of this method is a successive correction of approximate Green-Gauss derivatives, which allows
a high-order reconstruction with good parallelization properties and a moderate implementation
effort. This work extends the k-exact multiple-correction approach, which was originally developed
for compressible flow problems and for cell-centered grids, for the application to a vertex-centered
grid representation. It is implemented into DLR’s in-house code ThetaCOM, where the exactness
levels k = 1 and k = 2 are considered. Furthermore, the method is combined with a pressure correc-
tion method for a time-accurate discretization of the conservation equations of reactive fluids at low
Mach numbers. For this purpose, corresponding correction terms are derived and the approximation
of convective and diffusive fluxes implemented in ThetaCOM is brought into accordance with the
k-exact reconstruction approach. Additionally, an approach for the convective flux calculation is
presented that minimizes the required numerical dissipation to stabilize the discretization scheme.
It is based on the derivation of a stability equation resulting from a Von Neumann stability analysis
for a linear advection-diffusion equation, whose solution is indirectly tabulated in a composite of
compact neural network models to accelerate the calculation procedure. This approach is coupled
with a gradient limitation procedure for an accurate resolution of steep gradients that occur in
combustion simulations in proximity to the flame front.

For the implemented multiple-correction method, the spatial accuracy of the different numerical
operators is verified by numerous canonical test cases. It is shown that the spatial gradients of
the solution can be approximated with a much higher accuracy due to the k-exact corrections.
Furthermore, both schemes enable a second order accurate approximation of the diffusive operator
and a second and third order accurate convective transport for k = 1 and k = 2, respectively. By
means of a wide range of laminar and turbulent flow problems, both k-exact discretization schemes

are validated against experimental and numerical reference data from the literature. Besides that,
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the spatial accuracy of both schemes is compared to a conventional discretization approach. In
particular, the potential of both k-exact methods in terms of savings in computation time and degrees
of freedom is demonstrated, as well as their ability to preserve the parallel scaling properties of
ThetaCOM. An additional emphasis is put on the new approach for the adaptive determination of the
numerical dissipation and its coupling with the implemented gradient limitation method. Compared
to a high-order accurate reconstruction with a constant numerical dissipation, the presented adaptive
method provides consistent and accurate results, independent of the flow problem and without a
tedious fine-tuning of empirical parameters. Finally, it is demonstrated for the test case of a turbulent
hydrogen-air diffusion flame that both k-exact schemes are suitable for the simulation of turbulent
reactive flows on fully unstructured grids and that they offer a significant improvement in terms of

accuracy compared to a conventional discretization approach.
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1 Einleitung

Die Simulation von technischen Verbrennungvorgéngen verlangt eine akkurate Abbildung zahlrei-
cher nichtlinearer Prozesse, welche iiber ein weites Spektrum von Zeit- und Grofkenskalen in Erschei-
nung treten. Fiir die Auslegung konventioneller Triebwerksbrennkammern wird beispielsweise eine
Vorhersage von Stickoxidemissionen im Millionstelbereich |27] gefordert. Hierfiir gilt es eine Viel-
zahl chemischer Elementarreaktionen zu beriicksichtigen, deren Reaktionsgeschwindigkeiten sich um
einen Faktor von bis zu O(10%) unterscheiden [46]. Die Flammenfront, in der ein makgeblicher Anteil
dieser Reaktionen ablauft, ist dabei bis um das Tausendfache diinner, als die turbulenten Strukturen,
die in ihrer unmittelbaren Néhe Brennstoff und Oxidator vermischen [88]. Doch auch die kleinsten
und grofsten Skalen des turbulenten Transports, welcher mafsgeblich fiir die Durchmischung der ver-
schiedenen chemischen Komponeten verantwortlich ist, {iberspannen ein weites Spektrum. Deren
Verhéltnis skaliert mit der Reynoldszahl der Stromung zu (’)(Re3/ 4), welche sich wiederum fiir re-
aktive Strémungen in Luftfahrtanwendungen auf Werte von bis zu O(10%) erstreckt [88, 198]. Diese
massive Disparitdt der Skalen hat zur Folge, dass eine direkte Losung der unterliegenden Trans-
portgleichungen ohne jegliche Modellierung nur fiir Stromungen mit moderaten Reynoldszahlen und
fiir vergleichsweise einfache Geometrien moglich ist {212, 213|. Stromungsprobleme mit hoheren
Reynoldszahlen werden daher héufig mit dem Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) Ansatz si-
muliert, durch den sich zeitlich gemittelte Stromungsgrofsen unter einem realistischen Rechenaufwand
bestimmen lassen. Die Giite der Losung wird dabei mafigeblich durch Turbulenzmodelle beeinflusst,
welche den Einfluss der turbulenten Fluktuationen auf das zeitlich gemittelte Stromungsfeld abbil-
den [213]. Der RANS-Ansatz eignet sich jedoch nur bedingt zur Simulation von technischen Verbren-
nungsprozessen, welche eine genaue Vorhersage der turbulenten Mischungsprozesse von Brennstoff
und Oxidator erfordern [88, 119, 193]. Grobstruktursimulationen - im Englischen als Large-Eddy
Simulation (LES) bezeichnet - 16sen im Gegensatz dazu grofskalige Wirbel der Stromung direkt auf,
wodurch es lediglich den Einfluss der kleinstskaligen, sich universell verhaltenden Strukturen auf die
Hauptstromung zu modellieren gilt [213]. Diese raumliche Separation der Skalen hat zur Folge, dass
sich skalare Mischungsvorgénge und Dissipationsraten in komplexen reaktiven Stromungen durch
LES-Methoden deutlich genauer berechnen lassen als mit dem RANS-Ansatz [193].

Fiir ein genaues Simulationsergebnis spielt neben dem Modellierungsansatz auch das numerische
Diskretisierungsverfahren eine bedeutende Rolle. LES-Berechnungsverfahren sollten beispielsweise
eine geringe numerische Dissipation aufweisen, um den Transport von Masse, Impuls und der ki-
netischen Energie akkurat vorherzusagen [207|. Aus diesem Grund werden typischerweise Diskre-
tisierungsmethoden hoher Ordnung eingesetzt, welche iiblicherweise iiber geringere Abbruchfehler

und ein verbessertes Auflosungsvermogen verfiigen. Der wesentliche Unterschied im Vergleich zu
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konventionellen Losungsmethoden besteht in der Rekonstruktion der Lésung durch polynomiale An-
satzfunktionen hoheren Grades. Dadurch lassen sich akkurate Simulationen mit bedeutend weniger
Freiheitsgraden durchfiithren, wodurch sich der Rechenaufwand im Vergleich zu konventionellen Lo-
sungsmethoden deutlich reduzieren lasst [69, 255]. Diese Methodik kann sowohl fiir die zeitliche als
auch fir die rdumliche Diskretisierung der unterliegenden Transportgleichungen angewendet werden.
Eine géngige Definition fiir ein Verfahren hoher Ordnung ist typischerweise ein Polynomgrad von
mindestens zwei, was mit einem Abbruchfehler dritter Ordnung einhergeht [255].

Insbesondere zum Erreichen einer héheren rdumlichen Ordnung sind im Vergleich zu konventio-
nellen Verfahren signifikante algorithmische Anderungen notwendig, welche sich in der Komplexitét
und in der Parallellisierbarkeit der Berechnungsmethoden niederschlagen. Verfahren hoher Ordnung
wurden daher urspriinglich in Verbindung mit strukturierten Rechengittern entwickelt [181]. Hierbei
wird das Rechengebiet durch eine Menge aus Elementen oder Knotenpunkten definiert, deren raum-
liche Position sich eindeutig durch drei Indizes identifizieren lédsst. Die Feldgrofen der Simulation
werden in gleicher struktureller Form abgespeichert, womit schnelle Zugriffszeiten und eine einfa-
che Adressierung iiber mehrere Nachbarelemente realisiert werden. Eine strukturierte Vernetzung
komplexer Geometrien verlangt jedoch ein hohes Maft an Aufwand und Erfahrung und ist oft nur
unter Vernachlédssigung gewisser geometrischer Merkmale moglich. Auch eine lokale Verfeinerung
des Rechengebietes lédsst sich nur bedingt durchfithren |22, 69]. Diese Nachteile entfallen bei der
Verwendung von unstrukturierten Rechengittern, bei welchen das Rechengebiet in beliebige poly-
edrische Elemente zerlegt wird. Diese bieten eine hohere geometrische Flexibilitat, wodurch sich der
Vernetzungsprozess unter geringerem Aufwand durchfithren und automatisieren lasst [22, 69]. Un-
strukturierte Gitter weisen allerdings komplexere Strukturen fiir die Repréasentation der Felddaten
auf und verlangen, aufgrund der erforderlichen indirekten Adressierung, gewisse Effizienz-Einbufsen
in der Rechenzeit [22]. Die wesentlichen Unterschiede zwischen strukturierten und unstrukturierten

Gittern sind in Abbildung 1.1 fiir ein zweidimensionales Rechengebiets dargestellt.

(a) Strukturiertes Gitter. (b) Unstrukturiertes Gitter.

Abbildung 1.1: Beispiel fiir die Diskretisierung eines zweidimensionalen Rechengebiets mit einem
strukturierten und einem unstrukturierten Gitter.
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1.1 Verfahren hoher Ordnung zur raumlichen Diskretisierung auf

unstrukturierten Gittern

Etablierte Stromungsloser, welche die geometrische Flexibilitat unstrukturierter Gitter ausnutzen,
basieren héufig auf Varianten der Finite-Volumen-Methode aus den 1980er und 1990er Jahren, welche
fiir die Diskretisierung dew RANS-Gleichungen entwickelt wurden und die Lésung mit einer niedrigen
Genauigkeitsordnung rekonstruieren [116, 207, 255]. Diese lassen sich nur bedingt fir LES anwen-
den, da durch ihre numerischen Eigenschaften sehr viele Elemente zur Berechnung valider Ergebnisse
eingesetzt werden miissen, was sich in hohen Rechenzeiten niederschligt. In den letzten Jahrzehnten
wurden daher mehr und mehr Methoden entwickelt, die sowohl eine Rekonstruktion mit einer ho-
heren Ordnung, als auch eine hohe Vernetzungsfreiheit durch unstrukturierte Gitter unterstiitzen.
Vielversprechende Ansétze sind beispielsweise Discontinuous Galerkin-Verfahren [38, 39, 40, 41] oder
die Spektrale-Volumen-Methode [254, 256, 257, 259|. Diese Verfahren beruhen auf der Einfithrung
zusétzlicher Freiheitsgrade innerhalb der Diskretisierungselemente, um somit die Ordnung der raum-
lichen Rekonstruktion zu erhéhen. Dieser Ansatz hat neben besseren numerischen Eigenschaften
auch den Vorteil, dass er sich sehr effizient parallelisieren ldsst. Solch kompakte Diskretisierungs-
anséitze unterscheiden sich jedoch grundlegend in der Datenstruktur und der Implementierung von
konventionellen, unstrukturierten Finite-Volumen-Schemata. Folglich erfordert deren nachtrégliche
Integration in etablierte Stromungsloser, welche meist eine groffe Anzahl komplexer Modelle umfas-
sen, einen erheblichen Implementierungs-, Verifizierungs- und Validierungsaufwand [105, 197].

Eine Alternative stellen raumliche Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung dar, welche sich im
Rahmen der Finite-Volumen-Methode in einer nicht-kompakten Weise auf unstrukturierten Gittern
anwenden lassen. Hierzu zéhlt mitunter die k-exakte Rekonstruktion, welche ihre Urspriinge in der
Arbeit von Barth und Frederickson hat [9] und bis heute in zahlreichen Arbeiten und in verschie-
denen Variationen weiterentwickelt wurde [1, 5, 57, 58, 80, 167, 180, 181, 182, 236, 239, 240]. Die
Losung wird dabei in jedem Diskretisierungselement durch ein Polynom mit Grad k rekonstruiert,
dessen Koeflizienten aus den volumetrischen Mittelwerten der umliegenden Elemente zu bestimmen
sind. In der Theorie ldsst sich damit eine beliebige raumliche Genauigkeitsordnung erzielen [69]. Die
k-exakten Rekonstruktion wird haufig auch in die Kategorie der Monotone Upwind Schemes for Sca-
lar Conservation Laws (MUSCL) eingeordnet [105, 106]. Dabei handelt es sich um einen verbreiteten
Diskretisierungsansatz von Van Leer [243], dessen zentrale Komponente ebenfalls die Rekonstruktion
der Losung aus den volumetrischen Mittelwerten darstellt [176]. Thre mangelnde Kompaktheit ist al-
lerdings der bedeutendste Nachteil der k-exakten Methodik, wodurch sich unter Zunahme von k die
Anzahl der notwendigen Elementen zur Rekonstruktion massiv erhoht. Infolgedessen erfordert die k-
exakte Rekonstruktion auf unstrukturierten Gittern komplexe und speicherintensive Algorithmen fiir
die Suche und Identifizierung von passenden Nachbarelementen |2, 69, 253]. Die mangelnde Lokalitét
der Daten im Arbeitsspeicher kann aufierdem zu Cache-Verfehlungen und somit zu einer Minderung
der Rechenleistung fiihren [251]. In konventionellen, unstrukturierten Stréomungslosern wird die Re-

konstruktion daher haufig auf eine zweite rdumliche Ordnungen begrenzt [69, 255|. Einen weiteren
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Nachteil stellt die ineffiziente parallele Skalierbarkeit dar, wenn sich die Elemente zur Rekonstrukti-
on in verschiedenen Partitionen des Rechengebiets befinden und dadurch ein hoher Datenaustausch
zwischen verschiedenen Prozessoren erfolgen muss [108, 253].

In den letzten Jahren wurden daher neuartige k-exakte Diskretisierungsverfahren entwickelt, mit
denen sich insbesondere die Problematik der mangelnden Parallelisierbarkeit iiberwinden lasst. In
den Arbeiten von Haider et al. [105, 106, 107, 108] wird die k-exakte Rekonstruktion der Feldgrofen
beispielsweise durch eine rekursive Korrektur ihrer approximativen Ableitungen durchgefiihrt, wel-
che als Polynomkoeffizienten agieren. Die Berechnung dieser Ableitungen erfolgt iiber eine Methode
der kleinsten Quadrate aus den volumetrischen Mittelwerten der direkt benachbarten Elemente.
In der Compact Least-Squares Finite-Volumen-Methode von Wang et al. [251, 252, 253] wird ei-
ne dhnliche Strategie verfolgt. Hierbei wird gefordert, dass die volumetrischen Zellmittelwerte der
Rekonstruktionselemente durch das unterliegende Polynom, sowie dessen hoheren Ableitungen mit
entsprechenden Genauigkeiten approximiert werden. Aus diesen Bedingungen lésst sich fiir jedes
Element ein lineares Gleichungssystem aufstellen, welches es iterativ zu 16sen gilt. In der Arbeit von
Zhang et al. [270] wird ein dhnlicher Ansatz verfolgt, wobei die hoheren Ableitungen rekursiv durch
mehrere kleinste-Quadrate-Beziehungen zu den direkten Nachbarelementen approximiert werden.
Im Gegensatz zur Compact Least-Squares Methode von Wang et al. resultiert dadurch ein expliziter
Rekonstruktionsalgorithmus, welcher sich sehr gut fiir explizite zeitliche Diskretisierungsschemata
eignet. Eine &hnliche Herangehensweise wird auch in dem Multi-Korrekturverfahren von Pont et
al. [196, 197] und Menasria et al. [157] vorgestellt, wobei die erforderlichen Ableitungsoperatoren
durch einen Green-Gauss-Formalismus approximiert werden. Dies hat zur Folge, dass das Diskre-
tisierungsverfahren im Vergleich zu den kleinste-Quadrate-Methoden deutlich robuster auf stark
verzerrte Rechengitter reagiert. Die Green-Gauss-Ableitungen werden hierbei ebenfalls sukzessive
auf hohere Genauigkeitsniveaus approximiert, was durch geometrische Korrekturmatrizen erfolgt,
die vom Rechengitter abhéngig sind. Es sei zu erwédhnen, dass alle genannten Verfahren auf einer
zellzentrierten Représentation des Rechengitters basieren, bei der die zu bestimmenden Feldgrofsen
den geometrischen Mittelpunkten der entsprechenden Gitterelemente zugeordnet werden. Eine al-
ternative Formulierung stellen knotenzentrierte Verfahren dar, bei denen die Feldgroffen mit den

Knotenpunkten des Rechengitters verkniipft werden [22].

1.2 Zeitgenaue Losungsmethoden der Transportgleichungen

reaktiver Fluide

Auch die zeitliche Integration stellt einen zentralen Aspekt fiir eine akkurate Vorhersage reaktiver
Fluide mittels LES dar. Fiir Stromungsprobleme mit moderater Steifigkeit werden haufig explizite
Zeitschrittverfahren eingesetzt, welche sich in effizienter Weise mit rdumlichen Diskretisierungsver-
fahren hoher Ordnung vereinen lassen [69]. Fiir Verbrennungsprobleme sind explizite Zeitschrittver-
fahren jedoch nur bedingt zielfiihrend, da das Verbrennungsgleichungssystem iiblicherweise nume-

risch sehr steif ist und die Zeitschrittgrofe zudem durch die Schallgeschwindigkeit auf sehr kleine
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Werte limitiert ist. In LES mit niedrigen hydrodynamischen Geschwindigkeiten resultieren dadurch
hohe Rechenzeiten, da eine grofse Anzahl an Zeitschritten zur Berechnung der statistisch stationédren
Mittelwerte gelost werden muss [88].

Diese Probleme lassen sich umgehen, wenn die Transportgleichungen reaktiver Fluide stattdes-
sen direkt im Grenzfall niedriger Mach-Zahlen gelost werden. Der Einfluss der akustischen Skalen
auf die Stromung wird dabei vernachléssigt, wodurch sich deutlich gréfsere Zeitschritte verwenden
lassen [88]. Diese Vernachléssigung hat jedoch eine Entkopplung von Druck und Dichte zur Folge,
weshalb héufig sogenannte Druckkorrektur-Verfahren zur Losung der Transportgleichungen einge-
setzt werden miissen |73, 263]. Diese Losungsverfahren umfassen die implizite Losung einer Poisson-
Gleichung, fiir welche in der Regel Mehrgitter-Techniken zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzt
werden [263]. Sie weisen daher im Vergleich zu expliziten Zeitschrittverfahren eine hohere Komple-
xitat auf. Zudem ist die zeitliche Integration mit einer héheren Ordnung aufgrund der impliziten
Druck-Geschwindigkeits-Kopplung und den damit verbundenen Aufteilungsfehlern mit einem grofe-
ren Aufwand verbunden, da eine mehrfache Losung der Poisson-Gleichung notig ist [124]|. Rdumliche
Diskretisierungsmethoden hoherer Ordnung, wie die genannten k-exakten Rekonstruktionsverfahren,
werden daher in der Literatur iberwiegend zur Losung von kompressiblen Stromungsproblemen und

in Verbindung mit expliziten Zeitschrittverfahren eingesetzt.

1.3 Approximation der numerischen Fliisse

Die Approximation der Flussfunktionen zur Beschreibung des konvektiven und diffusiven Transports
stellt neben der Rekonstruktionsordnung einen wichtigen Freiheitsgrad fiir die rdumliche Genauigkeit
eines Diskretisierungschemas dar. Fiir LES sollte die Berechnung der konvektiven Fliisse mit einer
geringen numerischen Dissipation erfolgen, um den Transport der turbulenten kinetischen Energie
der aufgelosten Wirbelstrukturen akkurat abzubilden [213|. Héufig werden dafiir zentrale Verfahren
eingesetzt, in denen die Fliisse auf den Oberflichen der Rechenelemente durch arithmetische Mit-
telwerte der Feldgrofsen berechnet werden, welche aus den Rekonstruktionspolynomen der beiden
angrenzenden Elemente resultieren [22, 213|. Dieser Ansatz wird aufgrund seiner Einfachheit und
seiner hohen Effizienz oft zur Simulation inkompressibler Strémungen eingesetzt, in denen keine
Diskontinuitéten, wie beispielsweise Stofiwellen, auftreten. Zentrale Verfahren neigen jedoch zu ei-
ner Entkopplung der unterliegenden Transportgleichungen, wodurch sich zwei unabhéangige diskrete
Losungen im Rechengebiet manifestieren konnen [22]. Zudem kénnen Fehlerartefakte, welche bei-
spielsweise aus unzureichenden diskreten Erhaltungseigenschaften resultieren, durch die dispersiven
Fehlereigenschaften im Bereich der kleinsten Gitterskalen und der mangelnden numerischen Dissipa-
tion angefacht werden [134]. Zur Unterbindung dieser Probleme wird den konvektiven Fliissen oft ein
kiinstlicher Dampfungsterm aufgepréagt, welcher sich dhnlich zur physikalischen Dissipation verhilt
und dadurch das Verfahren stabilisiert [22, 118, 136]. Der Einsatz der numerischen Dissipation setzt
jedoch in der Regel die Anpassung von empirischen Parametern voraus, welche es zum Erreichen

einer stabilen Losung zu bestimmen gilt. In sogenannten Upwind Verfahren wird die notwendige
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Dissipation hingegen automatisch auf Basis von Charakteristiken des unterliegenden hyperbolischen
Gleichungssystems bestimmt, wodurch sich Diskontinuitdten im Vergleich zu zentralen Verfahren
deutlich besser auflosen lassen [22]. Upwind Verfahren werden daher in der Regel fiir kompressible
Stromungsprobleme eingesetzt, in denen sich Stofifronten ausbilden kénnen. Ihre Nachteile sind eine
hohere Komplexitét gegeniiber zentralen Schemata [231] und eine geringere Genauigkeit im Grenzfall
niedriger Mach-Zahlen [100, 101].

Ein Problem bei der konvektiven Flussberechnung mit einer héheren Ordnung sind parasitéire Feh-
lermoden, welche sich in der Ndhe von steilen Losungsgradienten aufgrund des Gibbs-Phédnomens
ausbilden [69, 93]. Methoden zur Vermeidung des Gibbs-Phénomens basieren auf dem Theorem von
Godunov [90], welches besagt, dass ein lineares Diskretisierungsschema genau erster Ordnung sein
muss, um die Erzeugung neuer Extrema zu verhindern. Dies lasst sich beispielsweise mit einer Gra-
dientenlimitierung [243] realisieren, bei welcher die Losungsgradienten fiir die Rekonstruktion der
Feldgrofsen entsprechend ihrer Extrema aus den umliegenden Elementen begrenzt werden, sodass ein
diskretes Maximumsprinzip erfiillt wird [11, 178, 263]. Die k-exakte Finite-Volumen-Methode wird,
neben anderen Limitierungsmethoden wie beispielsweise den Essentially Non-Oscillatory (ENO)
und Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) Verfahren [1, 57, 58, 80, 122, 143| oder der
Multi-Dimensional Optimal Order Detection (MOOD) [5, 37|, hdufig zusammen mit einer Gradien-
tenlimitierung eingesetzt |6, 10, 158, 197|. In jiingsten Veroffentlichungen wurde gezeigt, dass sich
auch Methoden aus dem Bereich des maschinellen Lernens einsetzen lassen, um das Gibbs-Phdnomen
zu unterbinden. In der Arbeit von Ray und Hesthaven [204] wurden beispielsweise neuronale Netz-
werkmodelle verwendet, um die numerische Dissipation eines Discontinuous Galerkin-Verfahrens zu
regulieren. Die Netzwerkmodelle wurden dabei mit Simulationsergebnissen von klassischen Limiter-
Methoden bestimmt. Ahnliche Ansiitze wurden auch in den Arbeiten von Ray und Hesthaven [204],
Yu et al. [268], Discacciati et al. [54], Schwander et al. [218] und Bruno et al.[30] verwendet. In
der Arbeit von Beck et al. [15] wurde ein Stofindikator vorgestellt, welcher auf gefalteten neu-
ronalen Netzwerkmodellen zur Bild- und Kantenerkennung basiert. Dieser ldsst sich als eine Art
Black-Box zur Detektion von Diskontinuitdten verwenden, welche dann durch verschiedene Stabili-
sierungsverfahren behandelt werden kénnen. Stevens und Colonius [230] und Kossaczka et al. [132]
verwendeten maschinelles Lernen hingegen um die Rekonstruktionskoeffizienten eines WENOS-JS

Finite-Volumen-Verfahrens zu optimieren.

1.4 Zielsetzung dieser Arbeit

Diese Arbeit befasst sich mit der Implementierung eines rdumlichen Diskretisierungsverfahrens hoher
Ordnung in den DLR Stromungsloser ThetaCOM (Turbulent Heat Release Extension for TAU
in its Combustion Version). Es handelt sich dabei um eine Erweiterung des etablierten DLR Stro-
mungslosers TAU [217] zur Simulation von reaktiven Stromungen bei niedrigen Mach-Zahlen [135].
ThetaCOM zeichnet sich durch eine Reihe umfassend validierter Modelle aus, beispielsweise zur de-

taillierten Vorhersage von Ruf-Emissionen |21, 53, 62, 68, 95|, zur Berechnung von turbulentem Ver-
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brennungslarm [96, 97, 98|, zur Untersuchung von Turbulenz-Chemie-Interaktionen [55, 70, 76, 77],
zur Abbildung von Mehrphasen-Stromungen [64, 65, 71, 208] und zur Modellierung von konjugier-
tem Warmetransport [203]. Der Stromungsloser basiert auf einem Finite-Volumen-Ansatz und einer
unstrukturierten, knotenzentrierten Reprédsentation des Rechengebietes, fiir dessen Elemente sich
Tetraeder, Hexaeder, Prismen und Pyramiden einsetzen lassen. Er bietet somit die Moglichkeit zur
Simulation von technischen Verbrennungsproblemen in komplexen Geometrien, wobei sich sowohl
RANS Simulationen [219], als auch LES [63, 94, 115, 145, 220| durchfiihren lassen. ThetaCOM bie-
tet zudem eine hohe Effizienz fiir die Durchfiihrung paralleler Simulationen, welche auf einer raumli-
chen Zerlegung des Rechengebiets und dem Message Parsing Interface (MPI) basiert. Es zeichnet sich
durch einen speichereffizienten, matrixfreien Krylov-Loser fiir die linearisierten Transportgleichungen
aus und bietet die Moglichkeit zur Konvergenzbeschleunigung mit einer Mehrgitter-Verfahren.

Fiir die Erweiterung des Stromungslosers soll die wesentliche Programmstruktur beibehalten wer-
den, um eine erneute Validierung der bestehenden Modelle zu vermeiden. Da ThetaCOM auf einer
Finite-Volumen-Diskretisierung basiert, erweist sich die k-exakte Rekonstruktion als ein zielfiihren-
der Ansatz, der sich mit vertretbarem Implementierungsaufwand umsetzen lisst. Insbesondere das
k-exakte Multi-Korrekturverfahren von Pont et al. [197] stellt eine vielversprechende Methode dar,
um die rdumliche Genauigkeit zu verbessern und die parallelen Eigenschaften von ThetaCOM
beizubehalten. Es soll daher im Rahmen dieser Arbeit fiir die Anwendung auf knotenzentrierten Re-
chengittern fiir £ = 1 und k& = 2 erweitert und mit einem Druckkorrektur-Verfahren vereint werden,
um die zeitgenaue Losung der reaktiven Transportgleichungen im Bereich niedriger Mach-Zahlen mit
einer hohen rdumlichen Genauigkeit zu ermoglichen. Dies schliefst auch die Herleitung von entspre-
chenden k-exakten Korrekturtermen zur Berechnung der konvektiven und diffusiven Fliisse sowie
einem Ansatz zur Gradientenlimitierung mit ein. Daraus hervorgegangen ist eine neue Methode zur
Bestimmung der numerischen Dissipation fiir das implementierte zentrale Verfahren zur konvekti-
ven Flussberechnung. Diese basiert auf einem Kriterium aus einer Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse,
mit welchem sich die erforderliche numerische Dissipation in Abhéngigkeit der lokalen Stromungsbe-
dingungen auf ein Minimum reduzieren lasst. Die zugrundeliegende Stabilitdtsgleichung wird dabei
indirekt in einem Verbund aus kompakten neuronalen Netzwerkmodellen tabelliert, sodass die nu-
merische Dissipation mit einem geringem Rechenaufwand bestimmt werden kann. Im Gegensatz zu
den oben genannten Arbeiten, welche sich ebenfalls dem Einsatz von neuronalen Netzwerkmodellen
bedienen, ist der Ansatz nicht direkt auf die Erfassung von Diskontinuitdten ausgerichtet. FEr dient
vielmehr dazu, die optimale numerische Dissipation fiir das zentrale Diskretisierungsverfahren der
konvektiven Fliisse zu bestimmen, um das Anfachen von dispersiven Fehlern im Bereich kleinster
Gitterskalen zu unterbinden. Auf diese Weise kann eine stabile und dennoch genaue Losung erzielt
werden, ohne dass der Anwender Zeit fiir die Bestimmung von empirischen Parametern aufwenden
muss. Die genannten Methoden werden im Rahmen dieser Arbeit durch zahlreiche Testfélle verifiziert
und validiert und mit einem konventionellen Diskretisierungsverfahren hinsichtlich der Genauigkeit

und der Einsparung von Rechenzeit verglichen.



2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Transportgleichungen vorgestellt, welche es fiir die Simulation reaktiver
Stromungen zu l6sen gilt. Im Anschluss daran wird die Methodik der Grobstruktur-Filterung be-
leuchtet, welche essentiell fiir die durchgefiihrten Simulationen dieser Arbeit ist. Weiterhin wird auf

die Modellierung der ungeschlossenen Terme in den gefilterten Transportgleichungen eingegangen.

2.1 Transportgleichungen reaktiver Stromungen im Regime

niedriger Mach-Zahlen

Ziel dieser Arbeit ist die Diskretisierung der Transportgleichungen reaktiver Stromungen im Bereich

niedriger Mach-Zahlen, welche definiert sind durch:

gf + E;jsi (pu;) =0, (2.1a)

9 (ouo) + (,f) (pusu;) = f) - (2.11)
gt (pYs) + aii (pu;Ys) = —%7;’; + 35, (2.1c)
5 (o) + o () = 5% + G, (2.1d)

Dieses Gleichungssystem lédsst sich aus den Transportgleichungen reaktiver Stréomungen in kom-
pressibler Formulierung durch eine asymptotische Untersuchung im Regime kleiner Mach-Zahlen
identifizieren, was im Detail in Anhang A dargestellt ist. Es gilt das System nach den Geschwindig-
keitskomponenten u;, dem dynamischen Druckanteil pq, der Enthalpie A und den Ny — 1 Massen-
briichen Yy zu 16sen. Die letzte betrachtete Spezies wird typischerweise {iber das Gesetz von Dalton
bestimmt

d V=1 (2.2)

s=1
Der rdumlich verdnderliche hydrodynamische Druckanteil pq geht zusammen mit dem rdumlich kon-
stanten thermodynamischen Druckanteil pg im Grenzfall geringer Mach-Zahlen aus dem Gesamt-
druck p hervor. Durch die Volumenkraft g; in Gleichung (2.1b) wird der Einfluss der Gravitations-
kraft auf das Fluid berticksichtigt. Die chemische Produktionsdichte $5 bilanziert die Bildung und
den Abbau einer Spezies s infolge von chemischer Reaktion. Energieverluste durch Strahlungswéirme

lassen sich iber den Quellterm ¢,,q modellieren. Der diffusive Transport des Impulses, der Energie
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und der chemischen Spezies wird durch die Terme 7;;, ¢; und j; s modelliert, worauf im folgenden
Abschnitt im Detail eingegangen wird. Es sei anzumerken, dass zur Darstellung der Erhaltungsglei-
chungen (2.1) die Indexnotation fiir Tensoren verwendet wird [59]. Hierbei wird eine Summation
iiber die wiederholt auftretenden Indices ¢ und j impliziert, durch welche die drei Raumrichtungen
gekennzeichnet sind. In dieser Arbeit wird stets die Indexnotation fiir lateinische Indices vorausge-
setzt, wenn diese eine Raumrichtung kennzeichnen. Fiir eine Summation iiber griechische Indices

wird dahingegen explizit das Summationszeichen eingesetzt.

2.1.1 Thermische und kalorische Zustandsgleichungen

Das reaktive Fluid wird als thermisch perfektes Gas behandelt. Damit lasst sich die Temperatur

T und die Dichte p iiber das ideale Gasgesetz in Relation zum thermodynamischen Druckanteil pg

bringen:
T Yoy )
po = Ru”ﬁ mit M = (Z M) : (2.3)
s=1 s

mit dem Molekulargewicht M des Gasgemisches sowie der allgemeinen Gaskonstante R,,. Die spezi-
fische Enthalpie des Gemisches h wird fiir ideale Gase {iber die Mischungsregel aus den spezifischen

Enthalpien hg der jeweiligen Reinstoffe bestimmt:

N
h=> hsY.. (2.4)
s=1

Durch die Annahme eines perfekten Gases kann die Enthalpie h; als eine Funktion der Temperatur
und unabhéngig vom Druck berechnet werden. Sie setzt sich aus der konstanten Standardbildungs-
enthalpie hy ¢ und einem temperaturabhingigen Term zusammen, welcher als sensible Enthalpie
bezeichnet wird. Die Standardbildungsenthalpie wird fiir einen Referenzzustand bei Ty, = 298,15K
und pg, = lbar bestimmt [242]

~

T
he = hfys + / cps(T)dT. (2.5)
Tfo

Eine effiziente Moglichkeit zur Berechnung der spezifischen Enthalpie stellen die NASA Polynome
von Gordon und McBride [92] dar

hmol s(T) az s as s a4 s as s
o =T (o T (G T (T (F+50T)))) e 26
R ars + 5+ 5+ 1 T + ag,s (2.6)
Hiermit lésst sich die Enthalpie iiber die Koeffizienten a; s effizient in Abhéngigkeit der Tempera-
tur berechnen. Die molaren Grofsen lassen sich iiber das Molekulargewicht Mg einer Spezies s in
spezifische Grofen umrechnen. Durch die Anwendung eines Newton-Raphson-Verfahrens auf Glei-

chung (2.6) ist es moglich, die Temperatur 7' in Abhéngigkeit der Enthalpie iterativ zu bestimmen.
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2.1.2 Modellierung der diffusiven Fliisse

Der Schubspannungstensor 7;; beschreibt den diffusiven Impulstransport infolge von Reibungseffek-
ten. Fiir Newtonsche Fluide kann er iiber das Stokesche Reibungsgesetz als eine Funktion der lokalen
Deformationsrate S;; eines Fluidpartikels sowie der dynamischen Viskositat des Fluids p modelliert
werden [198, 247|

2 0u . 1 /0u; Ou;
Tij =l (2Sij - 6”381’:) mit  Sij =3 <8xj + 81:Z> . (2.7)

Hierbei stellt 9;; die Kronecker-Delta Funktion dar. Der diffusive Warmefluss g; resultiert einerseits

durch diffusive Massenfliisse, sowie durch Fouriersche Warmeleitung infolge von Temperaturdnde-

rungen

qi = — hs 1,85 2.8
m+z'7 (2.8)

s=1
wobei A die Warmeleitfahigkeit des Gemisches darstellt. Der Temperaturgradient 1dsst sich iiber das

totale Differential in Abhéngigkeit der Enthalpie h und der Spezies-Massenbriiche Y; ausdriicken

oT ].8h__§%l%8Y;

(2.9)

Odr;  cpOz; “ “ Cp ox;

Fiir Gemische, bei denen die Lewis-Zahl Le = Sc/Pr den Wert eins annimmt, gleichen sich die
diffusiven Massenfliisse in Gleichung (2.8) und Gleichung (2.9) aus, sodass der Warmestrom lediglich
vom Temperatur- beziehungsweise Enthalpiegradienten abhéingig ist. Der diffusive Fluss j; , einer

chemischen Komponente s wird berechnet durch

Y,
Jie = +Y2mwf (2.10)

Hierbei wird der Einfluss von Druck-, Thermo- und Massenkraftdiffusion vernachléssigt [86]. Der
zweite Term in Gleichung (2.10) stellt eine Korrektur nach Coffee und Heimerl [42] dar, durch wel-
che die Erhaltung der diffusiven Massenfliisse infolge variierender Spezies-Diffusionskoeffizienten D
gewahrleistet wird. Auch dieser Term ist fiir den Fall Le = 1 vernachléssigbar und wird fiir die
Testfalle in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. Die Modellierung des diffusiven Transports erfor-
dert die Berechnung der dynamischen Viskositét p, der thermischen Warmeleitfahigkeit A sowie der
Diffusivitat D, einer Spezies s. Die Werte von u, A, ¢, und Dy des Gasgemisches lassen sich als ge-
wichtete Mittelwerte aus den jeweiligen Stoffdaten der reinen Gaskomponenten und den jeweiligen
Spezies-Molenbriichen X = (Ys/M;)/ (Zi\gl Y:/M;) bestimmen. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung
zur implementierten Berechnung dieser Gréfsen in ThetaCOM wird auf die Arbeit von Di Dome-

nico [52] verwiesen.
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2.1.3 Quellterme

Fiir die Modellierung des Verbrennungsprozesses wird in dieser Arbeit der Ansatz der Finite-Raten-
Chemie (FRC) verwendet. Die Umwandlung von Reaktanten in Produkte wird hierbei durch eine
Vielzahl von Elementarreaktionen gesteuert, deren Verbund als Reaktionsmechanismus bezeichnet
wird [86]. Der Umsatz aller beteiligten chemischen Spezies R infolge einer reversiblen Reaktion r

ldsst sich durch folgende verallgemeinerte Reaktionsgleichung ausdriicken

N, k N

fir .
Z Ve, Rs k: Ve, Rs mit r=1,2,...,N,. (2.11)
s=1 br =1

Dabei bezeichnet Ny die Anzahl der beriicksichtigten chemischen Spezies und N, die Zahl aller Ele-
mentarreaktionen im Reaktionsmechanismus. Die Groken kg, und ky ;. stellen die Geschwindigkeits-

koeffizienten der Hin- und Riickreaktion dar. Die stochiometrischen Koeffizienten der Reaktanten

und Produkte sind entsprechend mit v/, und v/, gekennzeichnet. Uber das Massenwirkungsgesetz
lassen sich die Umsatzraten der Hin- und Riickrichtung einer Elementarreaktion r proportional zu
den Spezies-Konzentration c¢s = pYs/Ms bestimmen [261]. Eine Bilanz dieser Umsatzraten tiber alle
in Betracht gezogenen Reaktionen fiihrt schlieflich auf die momentane Umsatzrate $; einer Spezies

s, welche als chemischer Quellterm in der Erhaltungsgleichung (2.1c) agiert [86]

Ny Ns+1 Ns+1

: " / O; oy

$s = M g (v — Vi) |kge H crotr — kpy H et | (2.12)
r=1 t=1 t=1

Bestimmte Reaktionstypen setzen inerte StoRpartner voraus, deren Stofenergie zur Uberwindung
der Aktivierungsenergie der Reaktion aufgewendet wird. Dies ist insbesondere fiir eine akkurate Mo-
dellierung druckabhéngiger Reaktionen notwendig [20]. Die inerten Stofpartner werden durch die
zusétzliche fiktive Komponente N+ 1 in Gleichung (2.12) berticksichtigt, fiir deren Konzentrations-
berechnung auf die Literatur [20, 52, 75, 86] verwiesen wird. Die Exponenten Oy, und Oy, stellen
die Reaktionsordnung der Komponente ¢ in der Reaktion r dar. Fiir Elementarreaktionen sind diese
identisch mit den stéchiometrischen Koeffizienten vy, und vf, [20]. Zur Berechnung der Geschwin-

digkeitskoeffizienten k, einer Elementarreaktion r wird der erweiterte Arrhenius-Ansatz eingesetzt,

k- (T) = A, T"" exp (— RETT), (2.13)

mit dem Stofsfaktor A,, dem Temperaturexponenten n, und der Aktivierungsenergie F,.. Typischer-
weise werden die Geschwindigkeitskoeffizienten der Riickreaktion iiber das Massenwirkungsgesetz

durch die Gleichgewichtskonstante K. . bestimmt

ke s pen \ 2" AG°
K, =l — , 2.14
e (RUT) P\ R, T (2.14)
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2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

mit AO, = Zivil 0., — OY, und der Gibbs-Energic AG". Letztere lisst sich iiber einen NASA
Polynomansatz nach Gleichung (2.6) berechnen. In ThetaCOM wird die Berechnung der Gleich-
gewichtsbedingung vermieden, indem die Geschwindigkeitskoeffizienten der Riickreaktionen bereits
vor einer Simulation berechnet und durch eine Methode der kleinsten Quadrate in Arrheniusform
gebracht wird. Fiir eine detaillierte Beschreibung dieses Ansatzes sei auf die Arbeiten von Blacha [20]
und DiDomenico [52| verwiesen.

Der Transfer von Strahlungswérme wird iiber den Quellterm ¢yaq in Gleichung (2.1d) abgebildet.
In dieser Arbeit wird die Annahme eines optisch diinnen Gases getroffen, sodass lediglich ein Ener-
gietransfer zwischen dem reaktiven Fluid und der kalten Umgebung stattfindet [8]. Dadurch agiert

Grad lediglich als Warmesenke und kann berechnet werden durch [8, 154, 163, 235|
Grad = —405 T e(T). (2.15)

Hierbei stellt og = 5,670 - 1078 W/ m?K* die Stefan-Boltzmann-Konstante dar. Fiir die Berechnung
des Plankschen Strahlungskoeffizienten €(7") wird vernachlassigt, dass sich die Absorptionsbanden

der Gasspezies teilweise iiberdecken [20]

N,
() =p S Yeey(T). (2.16)
s=1

Die Produkte HoO und CO» gelten als dominante Warmestrahler und werden neben Rufs typischer-
weise fiir die Berechnung von €(T") herangezogen [20, 61]. In dieser Arbeit wird der Strahlungsquell-
term fiir die Simulation von Wasserstoffflammen verwendet, weshalb lediglich HoO als Warmestrahler
berticksichtigt wird. Fiir die Berechnung des Emissionskoeffizienten wird die folgende Formulierung

aus der Arbeit von Mauss [154] verwendet

22,61 R,

exp (—0,001546 T). 2.17
pthMHQ()) p( ) (2.17)

emo(T)=T (
Wie in der Arbeit von Eberle [61] gezeigt wird, weist diese Formulierung fiir e,0(7") einen dhnlichen
Verlauf zu den Koeffizienten aus dem RADCAL-Strahlungsmodell von Grosshandler [99] auf, welches

ebenfalls haufig in Verbrennungssimulationen eingesetzt wird |8, 155, 247].

2.2 Turbulenzmodellierung

Eine direkte, zeitgenaue Simulation der Transportgleichungen (2.1), welche auch als Direkte Nume-
rische Simulation (DNS) bezeichnet wird, ist auch auf modernen Hochstleistungsrechnern nur fiir
Stromungsprobleme mit moderaten Reynoldszahlen moglich. Dies ist darin begriindet, dass die An-
zahl der notwendigen Gitterpunkte zur Auflésung der kleinsten Skalen in der Stromung mit O(Reg/ 4)
und die daraus folgende Rechenzeit mit O(Re?®) skaliert [22, 81, 86, 198, 212]. Der RANS-Ansatz

ermoglicht die Uberwindung dieses Skalenproblems durch das Losen nach zeitlichen gemittelten

12



2.2 Turbulenzmodellierung

Feldgrofen. Dies lédsst sich im Vergleich zu DNS auf deutlich groberen Rechengittern und unter Aus-
nutzung von Symmetrieeigenschaften der Stromungsgeometrie realisieren, was den Rechenaufwand
stark reduziert [81]. Durch die Mittelung resultieren im Gleichungssystem jedoch ungeschlossene
héhere Momente der Strémungsgrofen, die in Abhéngigkeit der Mittelwerte modelliert werden miis-
sen [22, 86, 205|. Dies erfolgt héufig durch den sogenannten linearen Boussinesq-Ansatz [26], bei
dem der Einfluss des gesamten turbulenten Spektrums auf die gemittelten Feldgréfen in Form einer
turbulenten Wirbelviskositit p; abgebildet wird [81]. Aufgrund der grofen Skalendisparitét und den
dadurch verbundenen Unterschieden der turbulenten Strukturen miissen RANS Modelle jedoch oft
an das entsprechende Stromungsproblem angepasst werden, was ein hohes Maf an Erfahrung zur
Minimierung von Modellunsicherheiten bendotigt [247, 81].

Grobstruktursimulationen, welche im Englischen als LES bezeichnet werden, stellen einen Mit-
telweg zwischen der aufwéndigen, allgemeingiiltigen DNS und der effizienten, modellabhéngigen
RANS-Methode dar. Deren Grundlage ist eine rdumliche Tiefenpassfilterung des Stromungsfeldes,

was sich als Faltung einer Feldgrofe ¢(¢;x) mit einer Filterfunktion G darstellen lésst

o(x,t) = // G (rx,A(x)) ¢(x —r,t)dr. (2.18)

Hierbei entspricht A einer lokalen Filterweite. Analog zur Reynolds-Zerlegung lésst sich diese Fil-
teroperation auf das Gleichungssystem (2.1) anwenden, was eine Separation des Stromungsfeldes
in grofse und kleine Skalen bewirkt. Diese Separation ist schematisch in Abbildung 2.1 anhand ei-
nes isotrop turbulenten Geschwindigkeitsfeldes u(x) gezeigt.! Der untere Teil der Abbildung zeigt
fiir die beiden Geschwindigkeitsfelder schematische Spektren der turbulenten kinetischen Energie
E(k) [81, 198| iiber der Wellenzahl x, welche ein inverses Maf fiir die turbulenten Léngenskalen
darstellt. Die Spektren lassen sich in den Energiebereich, den Inertialbereich und den Dissipations-
bereich unterteilen. Der Energiebereich enthélt den mafgeblichen Anteil der turbulenten kinetischen
Energie und ist grofen, anisotropen Wirbeln der Stréomung zuzuordnen, welche es in LES direkt
aufzulsen gilt. Dem Inertialbereich wird der chaotische Wirbelzerfall mit einer konstanten Dissipa-
tionsrate zugeordnet, was sich durch den linearen Abfall von E(x) mit der Steigung von —5/3 in
einer doppelt-logarithmischen Darstellung duflert. Im Dissipationsbereich dominieren viskose Kréfte
gegeniiber dem Impuls der kleinsten Skalen, was in der Dissipation turbulenter kinetischer Energie
resultiert [31, 198]. Aufgrund der Filterung fillt das Spektrum des Stromungsfeldes T(x) in Abbil-
dung 2.1 im Bereich der Grenzwellenzahl k. = 7/A rapide ab. Ahnlich zu diesem Beispiel sollte
in LES die Filterweite A so gewéhlt werden, dass k. innerhalb des Inertialbereichs liegt [81]. Der
Einfluss der unaufgelosten Skalen unterhalb dieser Grenzwellenzahl auf die Hauptstromung muss
dann durch sogenannte Feinstrukturmodelle abgebildet werden, welche im Englischen als Subgrid-
Scale (SGS) Modelle bezeichnet werden. Diese beruhen meist, analog zur RANS-Methode, auf der

Einfiihrung einer Wirbelviskositat p;. Da sich die unaufgelosten Skalen jedoch insbesondere im Dis-

'Die Felddaten wurden mit dem Turbulenzgenerator von Saad et al. [206, 209, 210] auf einem Rechengitter mit 362°
Knotenpunkten und auf Basis turbulenter Spektren von Comte und Bellot [44] erzeugt.
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1 (x)
i 1
2 . 0
.o -1
Energiebereich Inertialbereich Dissipations-
bereich

&

logyo (E(K))

logyg (k) Ke

Abbildung 2.1: Ein isotrop turbulentes Geschwindigkeitsfeld vor und nach der rdumlichen Filterung
(oben), sowie ein schematisches Energiespektrum F(k) der jeweiligen Geschwindig-
keitsfelder (unten).

sipationsbereich isotrop verhalten, ist der Modellierungsfehler bedeutend geringer als beim RANS
Ansatz [81].

Die direkte Auflésung der grofien Skalen stellt hohe Anforderungen an das zugrunde liegende
numerische Diskretisierungsverfahren bei einer Feinstruktursimulation. Dies hat zur Folge, dass kon-
ventionelle Diskretisierungsmethoden, die urspriinglich fiir RANS-Simulationen entwickelt wurden,
im Rahmen von LES nur unter sehr hohem Rechenaufwand eingesetzt werden kénnen, da ihre in-
hérent hohen dissipativen Eigenschaften durch eine sehr feine Gitterauflosung kompensiert werden
miissen. Aus diesem Grund werden typischerweise Methoden héherer Ordnung verwendet, die eine
deutlich geringere numerische Dissipation aufweisen und dementsprechend die Anzahl der Freiheits-
grade und den damit verbundenen Rechenaufwand reduzieren kénnen [69, 255]. In den folgenden
Abschnitten werden die gefilterten Transportgleichungen im Detail erldutert. Zudem wird auf die

SGS Modelle eingegangen, welche fiir die Simulationen in dieser Arbeit Verwendung finden.

2.2.1 Die gefilterten Transportgleichungen

Fiir die Filterung von reaktiven Strémungen mit variabler Dichte und starken Temperaturédnderun-
gen ist es hilfreich einen Teil der Feldgrofen mit einer dichtegewichteten Filterung zu behandeln [86].

Diese wird auch als Favre-Zerlegung bezeichnet, bei welcher eine Feldgrofie ¢ = gg + ¢" in den aufge-
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2.2 Turbulenzmodellierung

16sten, gefilterten Anteil ¢ und den Feinstrukturanteil ¢” aufgeteilt wird. Das Favre-Mittel ¢ steht
hierbei folgendermafien zur gefilterten Feldgréfie ¢ in Relation [72]

¢ = o (2.19)
D
Fiir die Filterung der Transportgleichungen wird der Filteroperator aus Gleichung (2.18) auf das
Gleichungssystem (2.1) angewandt und die Definition des Favre-Mittels gﬁ = p¢ ausgenutzt

gf + 88 (P;) = 0, (2.20a)

g 7) + g () + 5 [p (s — ) = G2 = 5P g, (2.20b)

g1 () g (72) + 3 o ()] == 5. 220
g (1) + 5o (7h) + 5o [ (s = k) | = =% 4 P04 (2:204)

Die gefilterten diffusiven Fliisse basieren hierbei auf Favre-gemittelten Grofen. Des Weiteren wird
fiir deren Berechnung der Einfluss turbulenter Fluktuationen auf die Grofen p, A und Dy sowie

Feinskalenanteile der Gradienten von u;, Y5 und h nicht beriicksichtigt [86]

~ 2 Oy ~ 1 /0u; Ou;
Tii A 2uSi — Ogim e it == ! L), 2.21
T j ,uS] ]3Ha$k mi SJ 2 (a$] + axz> ( a’)
o~ N ~
Y, ~ & Y,
D, 7.5 p, 2. 2.21b
Jis® —PDsg = 47 ; o (2.21b)
~ N. ~
oT 5~ 0Y;
T~ Al 55 DR s 2.21
g 8.% p; al'k ( C)

2.2.2 Modellierung der Feinstrukturen

Die gefilterten Impulsgleichungen enthalten die Feinstrukturspannungen p (u;u; — u;u;), welche durch
die Filterung des konvektiven Operators resultieren. Diese Terme gilt es so zu modellieren, dass die
Dissipation turbulenter kinetischer Energie durch die nicht aufgelosten Skalen der Stréomung und dar-
aus resultierende Riickkopplungseffekte auf die aufgelosten Skalen korrekt abgebildet werden [81].
Haufig wird dies durch eine Unterteilung der Feinstrukturspannungen in einen anisotropen und einen
isotropen Anteil realisiert. Der anisotrope Anteil kann dann {iber eine Boussinesq-Approximation mit
einem linearen Wirbelviskositdatsmodell modelliert werden, wohingegen der isotrope Anteil mit der

turbulenten kinetischen Energie der Feinstrukturen kggg in Relation gesetzt wird

e ~ 1 Ouy,
p(uiuj — uiuj) R —2U <SZ] 5Z]§8 > +6Zj Sp ksas - (2.22)
t
e R
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Hierbei stellt p; die turbulente Wirbelviskositéit dar, deren Modellierung im folgenden Abschnitt
im Detail beleuchtet wird. Der isotrope Feinstrukturanteil wird dem gefilterten dynamischen Druck
Dq zugeordnet [198]. Daraus resultiert die Definition eines dynamischen Pseudo-Drucks p} = pgq +
%ﬁ ksas, dessen Gradient in den gefilterten Impulsgleichungen (2.20b) als Quellterm agiert [61]. Im
folgenden Verlauf der Arbeit soll jedoch zur besseren Ubersicht auf die Kennzeichnung des Pseudo-

Drucks durch den hochgestellten Stern verzichtet werden. Die nicht aufgeldsten skalaren Fliisse

der Komponenten-Massenbriiche p (ulYS — ﬁszs) sowie der Enthalpie p (ﬁ?i/z — ﬂJNL) lassen sich in
Abhéngigkeit der aufgeldsten Gradienten modellieren, was auch als Gradienten-Diffusionsansatz be-

zeichnet wird

_ - _ oY,

P (UzYs - UzYs) ~ —PDs,t%a (2.23a)
i~ - A\ Oh
p (uzh — ulh) ~ — <Cp)t oz, (2.23b)

Unter Einfiihrung der Turbulenz-Prandtl-Zahl Pr; und der Turbulenz-Schmidt-Zahl Sc; kénnen die
turbulenzbedingte Temperaturleitfahigkeit (A/cp): = p/Pry sowie die turbulenzbedingten Diffusi-
onskoeffizienten pDg; = p;/Scs; in Abhéngigkeit der Wirbelviskositdt p; berechnet werden. Fiir

beide Kennzahlen wird in dieser Arbeit jeweils der Wert 0,7 verwendet.

Die ungeschlossenen Terme p (uwju; — ), p (uZYS — ELYS> und p (uih — ﬂih> lassen sich damit
in Relation zur Wirbelviskositit u; setzen, fiir deren Berechnung Wall Adapting Local Eddy Visco-
sity (WALE) Modell von Ducros und Nicoud [56] eingesetzt wird. Dabei handelt es sich um eine
algebraisches Feinstrukturmodell, das auf dem weit verbreiteten Smagorinsky-Modell beruht [228].
Die Wirbelviskositat wird hierbei berechnet durch

o \3/2
(50
— _\52  ~ =~ ~\5/4’
(8555) " + (GiGuy)
mit éij = (9ik9k;j + Gjk9ki)/2 — 6ijgkk/3 und g;; = Ou;/Oxj. Gegeniiber dem Smagorinsky-Modell

verfligt das WALE Modell in Wandnéhe ein korrektes Verhalten zwischen der Wirbelviskositét
pr o< (y7)? und dem dimensionslosem Abstand zu Wand y* [81]. Bei Cy handelt es sich um

(2.24)

pe = p(CwA)?

eine Modellkonstante, welche analog zur urspriinglichen Arbeit von Ducros und Nicoud zu einem
Wert von Cyy = 0,5 gesetzt wird [56]. Die Filterweite A = |Qa|1/ ? wird iiber das Volumen der Git-
terelemente |2, | berechnet, mit welchen die Diskretisierung der Transportgleichungen durchgefiihrt

wird.

2.2.3 Filterung der Quellterme

Zur Filterung der chemischen Produktionsdichte s5 und des Strahlungsquellterms ¢,,q wird in dieser
Arbeit das Assumed Probability Density Function (APDF) Verfahren verwendet |85, 89]. Dabei wer-

den statistische Verbund-Wahrscheinlichkeiten der Temperatur und der Spezies-Massenbriiche an-
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genommen, aus denen die gefilterten Quellterme als Erwartungswerte hervorgehen. Eine detaillierte
Beschreibung des APDF-Ansatzes ist in der Arbeit von Gerlinger [86] zu finden. Fiir die Temperatur
wird eine Gaufsche Probability Density Function (PDF) Pr(T) und fiir die Spezies-Massenbriiche
eine multivariate S-PDF Py (Y) [85, 89] verwendet. Es wird eine statistische Unabhéngigkeit zwi-
schen Temperatur und Gaszusammensetzung angenommen und die Dichte wird als konstant auf

ihrem gefilterten Wert gehalten [85]. Damit lassen sich die gefilterten Quellterme ausdriicken durch

N Ns+1 Ns+1
$s = My Z (Ve — Vi) [kge H % —Ey, H % | (2.25a)
r=1 t=1 t=1
~ NS ~—_—
Graa = —405pT Y Yaeo(T)T?, (2.25b)

s=1
wobei die gefilterten Terme definiert sind durch:

Ns+1 Ng+1

I1 ¢,Otr = / (H Ctoz,,) Py(Y)dY, (2.26a)
t=1 Y\ =1

Tmax ~ ~ N
ky = / k. (T)Pp(T)dT, (2.26b)
Tmin
Tmax ~ ~ ~ ~
es(T)T3 = / T3e,(T)Pp(T) dT. (2.26¢)
Tmin

Die Wahl der S-PDF bietet den Vorteil, dass die Struktur von Py (Y) vollstdndig durch die ge-
filterten Spezies-Massenbriiche Y, und durch die Summe der Varianzen der Spezies-Massenbriiche
oy = Zévjl {/EE definiert ist. Letztere wird durch das Losen einer zusétzlichen Transportgleichung
bestimmt, die sich aus den Spezies-Transportgleichungen ableiten ldsst [85, 89]. Die gefilterten Pro-
dukte der Spezies-Konzentrationen (2.26a) konnen dann analytisch zur Laufzeit der Simulation be-
rechnet werden. Im Gegensatz dazu miissen die Terme (2.26b) und (2.26c¢) numerisch integriert
werden. Zur Rechenzeitersparnis erfolgt dies im Vorfeld zur Simulation, wobei die entsprechenden
Ergebnisse in Abhéngigkeit der gefilterten Temperatur T und der Intensitit der Temperaturfluk-
tuation Iy = op /T tabelliert werden. Fiir die Bestimmung der Temperaturvarianz o = 7/;’5 wird
analog zu oy eine zusétzliche Transportgleichung gelost. Fiir weitere Details beziiglich der Imple-
mentierung des APDF-Ansatzes in ThetaCOM sei auf die Arbeiten von DiDomenico [52| und

Blacha [20] verwiesen.
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3 Methodik zur Finite-Volumen-
Diskretisierung hoher Ordnung

In diesem Kapitel werden zunéchst die grundlegenden Definitionen fiir die Diskretisierung eines
Rechengebietes erldutert und die Grundlagen der k-exakten Rekonstruktion vorgestellt. Anschliefend
wird im Detail die Herleitung des k-exakten Multi-Korrektur-Verfahrens und die Approximation der
numerischen Fliisse beleuchtet. Danach wird gezeigt, wie sich das Diskretisierungsverfahren mit der
Projektionsmethode fiir die zeitgenaue Losung der Erhaltungsgleichungen reaktiver Stromungen bei
niedrigen Mach-Zahlen vereinen lasst. Abschliefend wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem sich die
numerische Dissipation des zentralen Diskretisierungsverfahrens zu Approximation der konvektiven

Fliisse adaptiv steuern lasst.

3.1 Die Diskretisierung des Rechengebiets

Fiir die folgenden Herleitungen in diesem Kapitel gilt es zunéchst, die grundlegenden Entitdten
zur Reprisentation des Rechengebietes Q € R? zu definieren. Dieses Rechengebiet sei durch linea-
re Elemente diskretisiert, deren Gesamtheit im Folgenden als Primérgitter P(£2) bezeichnet wird.
Insbesondere seien die Primérgitter-Elemente durch Tetraeder, Prismen, Pyramiden oder Hexaeder
gegeben. Die Oberfliache von P(Q2) setzt sich dementsprechend aus Dreiecken und Vierecken zusam-
men. Das gesamte Primérgitter umfasst Nx Knotenpunkte, die sich an den Positionen x, befinden.
Fiir die median-duale Représentation D(€2) wird um jeden dieser Knotenpunkte x, ein polyedri-
sches Element €2, konstruiert. Dessen Oberflachendreiecke werden durch die Mittelpunkte der an x,
angrenzenden Kanten, Flichen und Elemente definiert [22|. Zwei Elemente Q, und Qg werden als
benachbart bezeichnet, wenn sie eine gemeinsame Oberflache A,z teilen. Alle Elemente die an eine
Zelle 2, angrenzen werden als dessen erste Nachbarschaft {5&1)} bezeichnet. Die n-te Nachbarschaft

von ), lasst sich rekursiv durch die entsprechenden Nachbarschaften ihrer anliegenden Elemente

{ g‘n)} = Ugegarvy {5é1)}' (3.1)

In Abbildung 3.1 ist eine zweidimensionales Primérgitter und die entsprechende median-duale Re-

definieren:

prasentation sowie die erste und zweite Nachbarschaft eines Elementes ), dargestellt.
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Abbildung 3.1: Ein unstrukturiertes Priméargitter P(€2) und die entsprechende median-duale Repré-
sentation D(12).

3.1.1 Geometrische Momente

Die geometrischen Eigenschaften der median-dualen Elemente lassen sich in einer allgemeinen Form
durch ihre geometrische Volumenmomente darstellen. Hierbei handelt es sich um Tensoren, welche
die Grofe und Form der Elemente in einer effizienten Form abbilden und welche essentiell fiir das
in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren hoher Ordnung sind. In der allgemeinsten Form kann das
geometrische Volumenmoment mit dem Rang R eines polyedrischen Elements 2, definiert werden
durch

1
Milig...iR,a = m ﬂ] (xh - xh,a) (xiz - xiz,a) s (xiR - xiR,a) dv. (32)

Das Volumenmoment M, mit Rang null ergibt sich aufgrund der Entdimensionierung mit dem Be-
trag des Elementvolumens |, zu einem Wert von eins. Das erste Volumenmoment M, ,, drickt die
Distanz zwischen dem Knotenpunkt x, und dem geometrischen Mittelpunkt des Kontrollvolumens

Qq aus. Das Volumenmoment M, ,
’

stellt einen symmetrischen Tensor zweiten Ranges dar, dessen
Eigenwerte das Tragheitsmoment von €1, gegeniiber dem Punkt x, beschreiben und dessen Eintrage

in der Regel ungleich null sind [17]. Neben den zentralen Volumenmomenten M o, Wird in dieser

$112...1R,
Arbeit eine weitere Momenten-Definition zwischen zwei aneinander angrenzenden Kontrollvolumen

2, und Qg verwendet. Diese ist definiert durch
M(B,a) _ 1 ) ) . . ) . dv. 3.3
i1io..ip m 0 (mll - xll,a) (xzz - xzz,a) s (fEZR - sz,a) ) ( . )
8

wobei das erste Superskript 3 das Element (g kennzeichnet, iiber welches die Volumenintegration

durchgefiihrt wird. Das zweite Superskript a bezeichnet den Knotenpunkt, welcher fiir die Zentrie-
(Ba)

rung des Moments verwendet wird. Superskripte in Klammern (wie beispielsweise bei M;™") sollen
in dieser Arbeit stets zur Bezeichnung von Gréfen dienen, die an den Oberflichen der median-dualen

Gitterelemente berechnet oder abgespeichert werden. Im Gegensatz dazu werden Grofen mit griechi-
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schen Indices (wie beispielsweise bei M, ) an Element-Knotenpunkten definiert. Es ist ausreichend

nur zentrale Momente M. eines jeden Elements €, abzuspeichern, da sich die Integration

1192...0p,0

tiber Nachbarelemente mit einer binomialen Entwicklung ableiten ldsst [33, 181]
MPD Z (4 A o), (3.4a)

MY = My, 5+ Az P M, 5 + Az DM, 5 + Az, @D Ag;@F), (3.4b)

Hierbei stellt Ax(@8) = X3 — Xq den Distanzvektor zwischen den Knotenpunkten x, und xg dar.

Analog zu den volumetrischen Momenten lassen sich Momente fiir die Oberflichen A,g der poly-
hedrischen Elemente definieren. Das geometrische Flichenmoment einer Fliche A,3 mit Rang R ist
in dieser Arbeit definiert durch

af,I’
Sz'(,jsz.?.m = //A n; (Tj, — x5,0) (Tj, — Tjpr) - (Tjp — Tjpr) dA. (3.5)
apf

Das Komma zwischen den Indices i und jj dient zur Unterscheidung zwischen dem Anteil des Norma-
lenvektors n; und dem Anteil der Abstandsvektoren (z;, —x;, r). Im Gegensatz zum geometrischen
Volumenmoment erfolgt fiir das Flichenmoment keine Normierung mit der Gesamtflache |A,g|. Die
Superskripte (af,I') kennzeichnen die Fliche A,g, welche die benachbarten Elemente Q, und Qg
trennt und den Punkt xp = (x + x3)/2, um welchen das Flichenmoment zentriert wird. Dieser
stellt den Mittelpunkt der Primérgitterkante zwischen den benachbarten Knotenpunkten x, und xg

S-(aﬂ)

dar und befindet sich auf der Flache A,3. Das nullte Flichenmoment kennzeichnet die gemein-
same Flachennormale aller Oberflichendreiecke, aus denen sich A, zusammensetzt. Aufgrund der
Unabhingigkeit vom Punkt xp wird fiir dieses Moment zur Ubersichtlichkeit auf das Superskript
I" verzichtet. Eine detaillierte Beschreibung zur Berechnung der geometrischen Momente auf einem

median-dualen Gitter ist in Anhang B aufgefiihrt.

3.1.2 Behandlung von Randelementen

Knotenpunkte auf den Réndern des Primérgitters haben die Eigenschaft, dass sie sich ebenfalls
auf den Oberflichen ihrer zugehérigen median-dualen Elemente befinden. Dies kann die Robust-
heit des Diskretisierungsverfahrens erheblich mindern, insbesondere wenn das Rechengebiet scharfe
Kanten oder Wand-Randbedingungen beinhaltet [22]|. Eine Méglichkeit zur Stabilisierung stellt eine
gesonderte Konstruktion dieser Elemente dar. Die Randknotenpunkte werden dabei zunéchst ins
Innere des Rechengebiets sowie normal zur Berandung verschoben, bevor die polyhedrischen Ele-
mente erzeugt werden. Diese Verschiebung ist im Detail in Abbildung 3.2b dargestellt, in welcher
der Knotenpunkt x, gegeniiber Abbildung 3.2a ins Innere verschoben ist. Es sei darauf hingewie-
sen, dass diese Verschiebung sowohl die Form der Randelemente €2, als auch deren erste Nach-
barschaft {BS)} beeinflusst. In ThetaCOM werden lediglich Knotenpunkte verschoben, die sich
auf Einlass-, Auslass oder Wand-Randbedingungen befinden, wohingegen Knotenpunkte an periodi-

schen oder symmetrischen Randbedingungen nicht verschoben werden. Aus diesem Grund erfolgt
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3.2 Das k-exakte Multi-Korrekturverfahren

eine differenzierte Betrachtung dieser beiden Randtypen, welche im folgenden als verschobene und
unverschobene Berandungen bezeichnet werden. Eine unverschobene Berandung umfasst hierbei die
imagindren Randelemente €2, welche sich an den Oberflichen A, gespiegelt zu ihren Pendants €2,
auf der Randinnenseite befinden. Alle imagindren Randelemente, die an ein Element 2, angrenzen
werden in der Menge {7,} zusammengefasst. Fiir verschobene Berandungen werden hingegen die
Randpunkte x5 definiert, die sich auf den entsprechenden Oberflichen A,s der Randelemente 2,

befinden. Die Randpunkte x5, welche an ein einzelnes Element ), angrenzen, werden in der Menge
(ad)

{6a} zusammengefasst und die Normalenvektoren der angrenzenden Randflichen werden mit S;

bezeichnet.

m {5} {7a} {50}

(a) Unverschobene Berandung. (b) Verschobene Berandung.

Abbildung 3.2: Median-duale Représentation der Berandungen eines Rechengebiets. Die gestrichel-
ten Linien kennzeichnen das Primérgitter, wohingegen diinne, durchgezogene Linien
die median-duale Form darstellen. Die dicke, durchgezogene Linie stellt die Beran-
dung des Rechengebiets dar und die durch eine Strichpunktlinie gekennzeichnete
Flache zeigt ein imagindres Randelement (2.

3.2 Das k-exakte Multi-Korrekturverfahren

Das knotenzentrierte, k-exakte Multi-Korrekturverfahren basiert auf der Finite-Volumen-Methode,

welche anhand der folgenden Transportgleichung einer Feldgrofe ¢ beleuchtet wird

0 0 0 ¢
o 00+ 7 (i) — - (pD axi) —0. (3.6)

Diese Gleichung beschreibt den Transport von ¢ in einem Stromungsfeld mit der Dichte p, der
Geschwindigkeit u und der Diffusivitit D und soll auf dem diskretisierten Rechengebiet D(2) gelost

werden. Fiir das Finite-Volumen-Verfahren ist das volumetrische Mittel ¢,, iiber ein Element €2, von

%=1 JJ], @00V (37

essentieller Bedeutung:
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Diese volumetrische Mittelung wird auf die Transportgleichung (3.6) tiber jedes Dualgitter-Element

angewandt, wodurch Ng Gleichungen der Form

\ [// (puig)ni dA — //aﬂ<pD l)nidA

(1)}

resultieren. Der Ubersicht wegen sind lediglich die Fliisse iiber innere Oberflichen dargestellt. Es

(p<b)

(3.8)

sei anzumerken, dass die Variablen p und ¢ in der zeitlichen Ableitung in Gleichung (3.8) in einem
konservativen volumetrischen Mittelwert @a zusammengefasst sind. Das verwendete Rekonstruk-
tionsverfahren beruht jedoch auf primitiven Variablen, weshalb es @a in die Anteile ¢, und p,
aufzuteilen gilt. Danach miissen die Oberflichenintegrale in Gleichung (3.8), welche als Fliisse be-
zeichnet werden, in Abhingigkeit der primitiven volumetrischen Mittelwerte ¢, p, und U o aller
umliegenden Elemente approximiert werden. Dadurch lasst sich das Problem in Form eines Glei-
chungssystems darstellen, fiir welches die primitiven volumetrischen Mittelwerte ¢, die Freiheitsgra-
de darstellen. Die Losung der zeitabhéngigen Transportgleichung kann schliefslich in die folgenden

drei Teilschritte unterteil werden:

1. Rekonstruktion der primitiven Feldgrofien an einem Zeitschritt ¢, aus den bekannten volume-

trischen Mittelwerten in der unmittelbaren Umgebung von 2,
2. Approximation der Fliisse an den Oberflichen von €, anhand der rekonstruierten Feldgrofen

3. Zeitliche Entwicklung der Transportgleichung zur Bestimmung der volumetrischen Mittelwerte

¢,, an einen neuen Zeitpunkt £, 1

Fiir die Rekonstruktion der Feldgrofen wird fiir jedes Element eine polynomiale Ansatzfunktion
gewihlt, welche mit ¢*+1)(x;x,) gekennzeichnet wird. Die Rekonstruktion wird als k-exakt be-
zeichnet, wenn eine zugrunde liegende, glatte Losung ¢ in der Umgebung eines Elements 2, durch
eine Ansatzfunktion mit dem Polynomgrad k exakt aus den volumetrischen Mittelwerten ¢, der
umliegenden Elemente bestimmt werden kann. Dies wird als k-exakte Bedingung definiert und kann

ausgedriickt werden durch [12]
O (x5%0) = 6(x) + O (1) (3.9)

Hierbei stellt h eine lokale Gitter-Schrittweite des Elements €2, dar. Die hochgestellte Zahl (k + 1)
kennzeichnet die Fehlerpotenz fiir die Approximation der Loésung ¢ durch das Rekonstruktions-
polynom. Der Verbund aus Elementen, welche zur Rekonstruktion verwendet werden, wird durch
N, bezeichnet. Um die Polynomkoeffizienten berechnen zu kénnen werden mindestens (k;gd) volu-
metrische Mittelwerte ¢ in N, bendtigt [108]. Typischerweise wird jedoch eine héhere Anzahl an
Stiitzstellen als die geforderte Mindestanzahl gew&hlt, um den Rekonstruktionsprozess zu stabili-
sieren [255]. Weiterhin wird gefordert, dass sich alle Elemente in N, in unmittelbarer Nidhe zum

Rekonstruktionselement €2, befinden [105]. Somit ldsst sich N, beispielsweise in Abhéngigkeit des
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3.2 Das k-exakte Multi-Korrekturverfahren

Rekonstruktionsgrades k£ durch die Elemente aus der k-ten Nachbarschaft definieren. Eine weitere
Anforderung fiir die k-exakte Rekonstruktion von ¢ stellt die Erhaltung des Mittelwertes dar. Diese
bezweckt, dass das Rekonstruktionspolynom die volumetrischen Mittelwerte aller Elemente in N,

mit einer Fehlerordnung O(h**+1) approximieren muss [108]

Ql| // ) (x; x,) AV = B, + O (hkﬂ) , (3.10a)

|Qlﬂ| ///QB gb(k'H)(x;XQ) dV = 5/3 +0 (th) ) VB € Na. (3.10b)

Die Rekonstruktionsfunktion innerhalb eines Elements €2, wird in dieser Arbeit durch ein Taylor-

Polynom des Grades k definiert:

(k)
(xil — xil,a) 4+ ...

(k+1) 3¢

X * axil
1 ok

L0

D (i xa) = 6

(3.11)

(T3 — Tiy ) -+ (Ti), — Tiya) -
Xa

Der Wert gz§|§i+1) und dessen Ableitungen am Punkt x, stellen die unbekannten Polynomkoeffizi-
enten dar. Diese gilt es mit den entsprechenden Genauigkeitsanforderungen zu approximieren. Fiir
die k-exakte Rekonstruktion ist die Unterscheidung zwischen Punktwerten und volumetrischen Mit-
telwerten von essentieller Bedeutung. Daher werden in dieser Arbeit stets vertikale Linien fiir die
Bezeichnung von Punktwerten verwendet, wie es in Gleichung (3.11) dargestellt ist. Die Superskripte
in Klammern dienen dazu, die Genauigkeitsordnung der jeweiligen rekonstruierten Punktwerte zu
bezeichnen. Im Gegensatz dazu kennzeichnen Punktwerte ohne Superskript die analytische Losung
von ¢.

Durch die Volumenintegration von Gleichung (3.11) iiber 2, ldsst sich eine Relation zwischen
dem volumetrischen Mittel ¢, und den rekonstruierten Punktwerten von ¢ am Knotenpunkt x,
herstellen
(k) 1 ¢ 1)

k+1
. P L . 12
Mia o4 5 gy | Miwina + 0 (1) (3.12)

5 _|tn, 90

@ Xa 6%’1'1

Xo

Das Ziel der k-exakten Rekonstruktion ist es, die unbekannten Polynomkoeffizienten so zu bestim-
men, dass die volumetrischen Mittelwerte aller Elemente im Elementverbund N, mit der Fehlerord-
nung O(hF1) approximiert werden. Hiufig wird hierfiir ein Gleichungssystem mit der Form von Glei-
chung (3.12) iiber die Elemente in N, durch die Methode der kleinsten Quadrate gelost [9, 33, 182]
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M ¢|(k+1) ]

1 Mil,a Mig,a Milig,a Mil...ik,a a¢/axll ‘ili) ¢a

(B1,0) (B1,0) (B1,@) (B1,@) oy
I M 1 Mg, 1 ... ./\/lilz.l2 .. Mil.l..ik o /0w, ‘f{’i) b,

(B2,2) (B2,) (B2,) (B2,) . Py
1 Mi12 Mi22 Milfz M112'L;¢ : _ ¢52 . (313)

k—
%82¢/<8$i18$1‘2)|§ca Y

1 MPVe) pgOnece) L pgOnee) gy (e ) : o Do,
- - %8’“(1)/3%1 ...axik\a - -

Dieses Vorgehen hat den Nachteil, dass fiir dreidimensionale Berechnungen eine grofse Elementzahl
N, im Verbund N, bendotigt wird, um eine stabile Rekonstruktion der Losung zu garantieren. Da-
durch wéchst das Gleichungssystem (3.13) an und die entsprechende Rechenzeit fiir dessen Losung
nimmt stark zu. Ein weiteres Problem ist, dass die Elemente in N, nicht unmittelbar an das zentrale
Element der Rekonstruktion €2, angrenzen, weshalb komplexe Datenstrukturen fiir den Datenaus-
tausch erforderlich sind. Die daraus resultierende indirekte Adressierung der Daten kann aufgrund
entstehender Cache-Fehlschlige im Speicher zu Performance-Einbufen fiithren [108, 251]. Fiir eine
parallele Simulation ist es ferner notwendig das Rechengebiet geometrisch zu unterteilen. Gewisse
Elementverbunde miissen dann gegebenenfalls auf mehrere Prozessoren aufgeteilt werden, was einen
zuséatzlichen Austausch von Datenpaketen mit variierender Grofse erfordert und sich in einer ineffi-
zienteren Parallelisierung des Simulationsprogramms niederschlagen kann [108, 253|. Eine effiziente
Parallelisierung dieses Ansatzes wire nur unter einem sehr hohen Implementierungs-Aufwand in
einen bestehenden Stromungsléser wie ThetaCOM zu realisieren.

In dieser Arbeit wird daher ein alternativer Ansatz fiir die Bestimmung der Polynomkoeffizienten
verwendet, mit welchem sich die Problematik einer effizienten Parallelisierung deutlich vereinfachen
lasst. Bei dem sogenannten k-exakten Multi-Korrekturverfahren werden die unbekannten Ableitun-
gen im Rekonstruktionspolynom (3.11) durch den Green-Gauss Algorithmus berechnet, bei welchem
lediglich Information zwischen benachbarten Elementen ausgetauscht wird. Beziiglich der Paralleli-
sierung kann daher auf die bestehende Datenstruktur des Stromungslosers zuriickgegriffen werden.
Mit den daraus berechneten Ableitungen gentigt das Rekonstruktionspolynom jedoch nicht den gefor-
derten k-exakten Bedingungen in Gleichung (3.10). Um dies zu realisieren, miissen die Ableitungen
durch geometrische Matrizen korrigiert werden, auf deren Herleitung im folgenden Abschnitt im
Detail eingegangen wird. Das Multi-Korrekturverfahren wurde in den Arbeiten von Pont et al. [197]
und Menasria et al. [157] fiir zellzentrierte Rechengitter und fiir ein kompressibles Losungsverfahren
hergeleitet. Im folgenden Abschnitt wird eine Herleitung der Methode fiir knotenzentrierte, median-
duale Rechengitter dargestellt. Dabei wird zunéchst der einfache Fall einer 1-exakten Rekonstruktion

beleuchtet, um davon ausgehend die Methode auf eine 2-exakte Rekonstruktion zu erweitern.
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3.2 Das k-exakte Multi-Korrekturverfahren

3.2.1 Die l-exakte Rekonstruktion

Als Ausgangspunkt der Rekonstruktion wird der Gradient von ¢ am Knotenpunkt x, aus den
bekannten volumetrischen Mitteln der benachbarten Elemente von €, berechnet. Hierfiir wird der
Green-Gauss-Ansatz eingesetzt, welcher hadufig in knotenzentrierten Stromungslésern Anwendung

findet [234]. Unter Beriicksichtigung der moglichen Randtypen wird dieser definiert durch

©
1]

> (¢a+¢ﬁ S Z (G0 +6,) 8+ 3 qﬁ‘ 68(‘”5) . (3.14)

aflfi
Be{ﬂ(U} "}/E{’Ya 66{5 }

Xa

L innere Oberflichen unverschobene Rander verschobene Rénder |

Durch diesen Ansatz wird der Gradient von ¢ mit einem Fehler der Ordnung O(1) approximiert,
was durch das Superskript auf der linken Seite von Gleichung (3.14) hervorgehoben wird. Dieser
Fehler héngt mafigeblich von der Verzerrung des Rechengitters D(£2) ab. Im weiteren Verlauf der
Herleitung wird sich jedoch zeigen, dass der Fehler des Green-Gauss Operators in eine erste Ordnung
O(h) tibergeht, wenn die Knotenpunkte x, mit den geometrischen Mittelpunkten der Elemente €2,
zusammenfallen. Um jedoch einen 1l-exakten Gradientenoperator herzuleiten, welcher unabhéngig
von der Gitterstruktur eine erste Fehlerordnung erfiillt, wird die Losung von ¢(x) zunéchst durch
eine Taylorpolynom ersten Grades approximiert

+ 0¢

Xo 8xz

(2 — 2i0) + O (R?) . (3.15)

Xa

$(x) = ¢

Wie bereits erwdhnt wurde, beziehen sich die Punktwerte ohne Superskripte auf die analytische
Losung von ¢ und deren Ableitungen. Durch eine volumetrische Mittelung der Taylorreihe in Glei-
chung (3.15) tiber das Element €, sowie alle Elemente in dessen ersten Nachbarschaft {6&1)} lassen

sich die bekannten Mittelwerte ¢, in Relation zu den analytischen Punktwerten bringen:

Fa=0| + 22 Mo, (3.16a)
U 9¢ (B,ex) 2
bp=9| + o, xaMi + O (h?). (3.16b)

Diese Eigenschaft muss auch fiir alle imagindren Randelemente von €2, erfiillt sein. Grenzt das Ele-

ment an verschobene Réander an, so gilt es den Randwert ¢|X5 mit Gleichung (3.15) zu approximieren

by=0| + gj MO L0 (h?), (3.17a)
a¢ (ad) 2
¢ =9 g | Aw + O (k7). (3.17D)
Xs Xa ilx,,
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Dabei ist Ax(®9) = x5 — x,, der Distanzvektor zwischen den Knotenpunkten x5 und x,. Gleichun-
gen (3.16) und (3.17) werden im néchsten Schritt in den 0O-exakten Green-Gauss Operator (3.14)

eingesetzt. Unter Beriicksichtigung der geometrischen Erhaltungseigenschaft

SosE N s N s =, (3.18)

pe{s} v€{7a} 5e{0a}

ldsst sich eine Beziehung zwischen dem 0-exakten Gradientenoperator und der analytischen Ablei-

tung von ¢ am Punkt x, durch die Matrix G, herstellen:

%
al‘i

(0): ., 99

ijex 8:1:j

+O(h). (3.19)

Xo

Xa

Diese Matrix-Korrektur stellt eine lineare Transformation des 0-exakten Green-Gauss Gradien-
ten (3.14) dar. Wird der korrigierte Gradient im unterliegenden Rekonstruktionspolynom eingesetzt,
erfiillt dieses die Erhaltungseigenschaften (3.10) mit einer Genauigkeit von O(h?). Fiir knotenzen-
trierte Gitter ergibt sich, dass die Eintrége der Matrix G, die Green-Gauss Gradienten des ersten

geometrischen Volumenmoments von €2, enthalten:

oM;|©
-1 . J
Gij,a L axl e 9 (320)
welcher definiert ist durch
oM; (0) ‘: 1 Z 1 (M(-/Bu) + M, >8(a5)
833j Xa . |Qa‘ ) 2 t hex J
pe{sh (3.21)
+ 1 Z 1<M(%a) + M )S(CV’Y) Z A .(a§)8(a5)
Q4] 9 \7h o) Tit O

vE€{Ya} defda}

Die Korrekturmatrix G, kann also durch eine einfache Anwendung des Green-Gauss Operators (3.14)
auf die Eintrage des ersten geometrischen Volumenmoments berechnet werden. Es sei anzumerken,
dass hierfiir Gleichung (3.4a) berticksichtigt werden muss, wofiir auch die geometrischen Momente
Mi,v der imaginadren Elemente an unverschobenen Réndern bekannt sein miissen. Da dieser Randtyp
fiir Periodizitédts- und Symmetrie-Randbedingungen verwendet wird, lassen sich die Momente MM

durch eine Spiegelung von M, , an der Randfliche A,, ausdriicken

S-(QW)S(-CW)
M, =R M, mit RV =¢,-2" T _ (3.22)
vy v Ja v S(“’Y)s(a’Y)
k k

wobei RZ(;W) die entsprechende Rotationsmatrix darstellt.
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3.2 Das k-exakte Multi-Korrekturverfahren

Abbildung 3.3: Einfluss der Deformation eines Elements €2, (dargestellt in weif) auf die umliegenden
Nachbarelemente. Gestrichelte Linien kennzeichnen das Primérgitter, wohingegen
durchgezogene Linien die median-duale Repréisentation darstellen.

Die Korrekturmatrix G, gibt Aufschluss iiber die Entstehung des Fehlers erster Ordnung bei
der Gradientenberechnung mit dem Green-Gauss-Ansatz auf dem median-dualen Rechengitter. Wie
zuvor erwahnt stellt das erste geometrische Volumenmoment eines Dualgitter-Elements den Ab-
standsvektor zwischen dem Primérgitter-Knotenpunkt x, und dem geometrischen Mittelpunkt des
Volumens €, dar. Auf einem reguléren Primérgitter P(€2) stimmen diese beiden Punkte tiberein,
wodurch ein Nullvektor fiir M, , resultiert. Dies ist beispielhaft in Abbildung 3.3 (links) dargestellt.
Anhand Gleichung (3.20) ldsst sich erkennen, dass die Korrekturmatrix G, fiir diesen Fall in eine
Einheitsmatrix ibergeht und der 1-exakte Green-Gauss Operator inhérent mit dem 0-exakten Ope-
rator aus Gleichung (3.14) iibereinstimmt. Eine Verzerrung des Rechengitters, wie in Abbildung 3.3
(rechts) dargestellt, resultiert hingegen in einem lokalen Gradienten des ersten geometrischen Vo-
lumenmoments. Bei steigender Verzerrung weicht G, immer mehr von einer Identitétsmatrix ab,
was sich in Gleichung (3.19) durch einen konstanten Fehler manifestiert. Im Umbkehrschluss dient
die Matrix G, dazu, den 0-exakten Green-Gauss Gradienten so zu transformieren, dass dieser kon-
stante Fehler unabhéngig von der Gitterverzerrung verschwindet. In einer vorangegangenen Arbeit
wurde aufserdem gezeigt, dass sich die Eigenwerte der Matrix G, verwenden lassen, um den Grad
der Gitterverzerrung zu charakterisieren [224]. Der 1-exakte Gradientenoperator wird somit definiert

zu

(0) ¢

wobel
81‘1'

(1)
= Gija 99
afL'j

Xo

1) o
- (91‘1

o . . F o). (3.23)

Durch Umstellen der Gleichung (3.12) ldsst sich der resultierende Gradient fiir die Approximation

des Punktwertes von ¢ an der Stelle x,, mit einem Fehler von O(h?) verwenden

(3.24)

1,000
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Damit eignen sich diese Punktwerte als Koeffizient fiir ein 1-exaktes Rekonstruktionspolynom, mit
welchem sich die Losung im Element €2, unabhéngig von dessen Form durch einen Fehler zweiter
Ordnung approximieren lasst:

(1)
(.CUi - xi@) . (325)

@ 0
L 09

Xa 6931

¢ (x;%4) = ¢

Xa

3.2.2 Die 2-exakte Rekonstruktion

Fiir eine 2-exakte Rekonstruktion erfordert das Rekonstruktionspolynom weitere Koeffizienten, wel-
che die Eintrdge der Hesse-Matrix von ¢ an der Stelle x, darstellen. Diese Eintrige gilt es mit
einem Approximationsfehler erster Ordnung zu bestimmen. Durch die Anwendung des Green-Gauss-
Verfahrens auf den 1-exakten Gradientenoperator lassen sich die Eintrdge der Hesse-Matrix von ¢

jedoch nur mit einem konstanten Fehler O(1) berechnen [221]

?o |1 s 1[0 W 96" g
(’*)xi(‘?xj x |Qa| 1) 2 8951 X 81‘1 xg J
BV} (3.26)
1 L(08|" 96|V g 99 | a)
N 2 2(8@- o |5 2 Gl S
ve{va} Xa Xy se{da} Xo

Zur Behandlung der Symmetrie-Randbedingungen an unverschobenen Réndern kann der Gradient
8¢/8xi\§2 analog zum Volumenmoment in Gleichung (3.22) durch eine Rotation aus dem inne-
ren des Rechengebiets berechnet werden. Fiir Dirichlet-Randbedingungen an verschobenen Réndern
stellt die Vorgabe des Gradienten am Punkt x4 jedoch einen Freiheitsgrad fiir die Konstruktion des
Diskretisierungschemas dar. In dieser Arbeit wird hierfir der Gradient d¢/ 8:01]5(1(3 des Elements 2,
eingesetzt. Es zeigt sich, dass dies zu einem robusteren Verfahren fiihrt, als beispielsweise mit der
Methode aus einer vorangegangenen Arbeit [222], in welcher 0¢/ 8xi|}({1§) mit den Gradienten aus der
ersten Nachbarschaft {Bc(yl)} berechnet wurde.

Analog zum 1-exakten Gradienten lésst sich eine Korrektur fiir die Hesse-Matrix in Gleichung (3.26)
herleiten, sodass diese unabhingig von der Gitterverzerrung einen Fehler erster Ordnung aufweist.

Hierfiir wird die Losung ¢ durch eine Taylorreihe zweiten Grades am Punkt x, entwickelt

12
281‘161’] x

L9

Xo 8561

P(x) = ¢

(i — Ti) (Tj — Tja) + O (R?) . (3.27)

(:Ci — xi,a) +
Xa
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Auch hier lassen sich die Werte ¢, und 55 durch eine volumetrische Mittelung in Relation zur

Taylorreihe (3.27) bringen:

¢ 1 0%

b = T 5 3
Gq = ¢ . + Bz |, 7 e + 2 Owoa, |, Mo+ 0O (h ) , (3.28a)
by = 0¢ (Ba) 1 0?9 (B.a) 5

s =9 x| Oz XQMi T3 02,0z xaMij +0O(r°). (3.28b)

Des Weiteren lassen sich die Mittelwerte der imagindren Nachbarelemente 57 sowie die Punktwerte

<Z>\X5 auf verschobenen Réndern mit einer 2-exakten Rekonstruktion approximieren durch

_ ) oy 1 02 a
oy=0| + 39‘3 M 45 g; MY +0 (), (3.20a)
Xa 1 X 1 7 Xo
o) 1 92
S| =0 + aj Ay 4 2 o g; Az Az; () 4 O (1?). (3.29b)
Xy Xa 1 X '3 7 lx

Auch hier werden die geometrische Momente der imagindren Randelemente durch eine Spiegelung

bestimmt, wobei das zweite geometrische Volumenmoment berechnet wird durch

Mijny = RZ(ZW)R(‘M)MM,CY‘ (3.30)

14,y 3l

Durch Einsetzen der Relationen (3.28) und (3.29) in den l-exakten Gradientenoperator in Glei-
chung (3.23) lasst sich die folgende Beziehung herleiten:

(1) (0) 2 &
9" _ 99 Gija OM L1 09 Mt ™ (h?).
Ox; Xa Oxy, Xo ’ an X 2 0x,0xy Xo ox; Xo (3.31)
=3y, xO(h)

Hierbei wurde ebenfalls die geometrische Erhaltungseigenschaft (3.18) ausgenutzt. Fiir den ersten
Term ergibt sich die dargestellte Identitét mit der Einheitsmatrix §;; aufgrund der Definition der
inversen Korrekturmatrix aus Gleichung (3.20) und der entsprechenden Multiplikation mit Gj .
Fiir den zweiten Term wird der 1-exakte Gradientenoperator des zweiten geometrischen Volumen-

moments OMy;/ BIJSC? eingefiihrt, welcher mit der Grofenordnung des Gitterelements O(h) skaliert

oM | Gua L/ (Ba) (aB)
oz o 1% z;1) 2 <Mij + Mij’“) S
Be(sy (3.32)
G @ 1 @ «@ « o «
o | 2 5 (MY M) ST 30 Al 05
| ve{ral 0€{da}
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Der fithrende Fehlerterm des 1-exakten Gradientenoperators lasst sich somit als das Frobenius-
Skalarprodukt zwischen der Hesse-Matrix von ¢ und dem 1-exakten Gradientenoperator des zweiten
geometrischen Volumenmoments identifizieren. Gleichung (3.31) verdeutlicht, dass sich der Fehler des
1-exakte Gradientenoperators auf eine zweite Ordnung reduzieren léasst, wenn die Hesse-Matrix von
¢ mit einem Fehler von mindestens erster Ordnung bekannt ist. Durch diese sukzessive Korrektur der
Ableitungen lésst sich eine hohere Genauigkeit der Rekonstruktion realisieren, wobei nur Information
zwischen benachbarten Elementen ausgetauscht werden muss. Diese Methodik stellt den Schliissel
fiir die parallele Effizienz des Multi-Korrekturverfahrens dar und lésst sich in der Theorie fiir beliebig
hohe Ableitungen erweitern. Es bleibt allerdings noch die Bestimmung der Hesse-Matrix-Eintrage
mit der geforderten Genauigkeit. Fiir die Herleitung eines Korrekturansatzes muss der 1-exakte

Gradient an der Stelle xg analog zu Gleichung (3.31) ausgedriickt werden

(1)
+ 0 (h?). (3.33)
Xs

(1) O

0%

foler 1
5 2 0x;0xy,

8902-

OMk
81,‘1'

X3 X X3

Danach gilt es die analytischen Punktwerte an der Stelle x5 auf der rechten Seite von Gleichung (3.33)

durch das Rekonstruktionspolynom (3.27) und dessen erste Ableitung auszudriicken

0¢ 09 ¢ (aB) 2
- i 34
0@ Xg 8]"1 Xa axlax] % A.Z'] +0 (h ) ’ (3 3 a)
> 26
81‘@82@ Xg N &L‘zaa;] X + 0 (h) ’ (3.34b)

Durch Einsetzen der Gleichungen (3.34) in Gleichung (3.33) lésst sich der 1-exakte Gradient an der
Stelle xg schlieflich ausdriicken durch

R M

- 81'1

9%
8$Z‘ ox i

1 0%
Ax.(@B) 1 =
i + 2 81‘jal‘k

99
8a;i

OM

oz, | 1O (h?). (3.35)

Xg Xa Xq Xa X3

Diese Beziehung lasst sich ebenfalls auf die imagindren Randelemente €2, an unverschobenen Réndern
anwenden. Die Ausdriicke der Gradienten (3.31) und (3.35) werden nun in den 0-exakten Operator

der Hesse-Matrix (3.26) eingesetzt, wodurch sich folgende Relation ergibt:

(0)
+ O (h). (3.36)

Xa

(0) 82 (z)
Xa - aliiaxk

0%¢
81:,-8:1; 5

D> My

Xa 8.731‘ ox yi

8xk
xa 0Tj

(0) 1 82¢
+ =
Xeo 2 6xk6xl

Hierbei werden die beiden 0-exakten Green-Gauss Operatoren der Grofen xp und My, definiert

Y ! 1 (aB) () (ab)
= Q| Z ) (Tip + Tisa) Sj + Z Ti Sj + Z Tig Sj , (3.37)
“ ety e {va} 5elou}

9z;
6$j

Xa
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O’ M © 1 Z 1( M (1)+ OIMi; W s@h)
Oxpdzy |~ |Qal ‘) 2\ Oz x5 oz |y !
“ Be{Ba’} ’
1 1 oMy | D oM |V o (3.38)
N ;}2< ouy |, T omy | )
L Ve “
1 | OM;; @ ()
a2 an S|
| 5€{0a} Xo

um eine lineare Abbildung zwischen dem 0-exakten Operator der Hesse-Matrix und der analytischen
Hesse-Matrix am Punkt x,, zu erhalten. Aufgrund des hoheren Tensorrangs der Hesse-Matrix ist eine
Invertierung des resultierenden Gleichungssystems im Vergleich zum Gradienten in Gleichung (3.19)
nicht trivial. Gleichung (3.36) kann jedoch in ein iibliches, lineares Gleichungssystem iiberfiihrt
werden, wenn die Hesse-Matrix 9%¢/ (0z;0z;)|, in eine vektorielle Form mit dem Tensorrang eins
gebracht wird. Diese vektorisierte Hesse-Matrix wird mit 5i271>|xa bezeichnet und die entsprechenden
Eintrage werden in der Form arrangiert, wie es beispielhaft fiir den 0-exakten Hesse-Operator gezeigt

ist:

(0)

Xo

a2¢ (O)

o o |O
Xo | Oz10x1 «

Ox10x9 %

(92(;5 (0)

Oxr10x3 x

aQ(z) (0)

Oxo0x2 x

32¢) (O)

Oxo0x3 %

0%
Ox30x3

9*¢

]T. (3.39)

Durch diese Vektorisierung und unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der Hesse-Matrix

— (0 —
lasst sich der approximative Hesse-Matrix Operator ﬁfgblxa und das analytisches Pendant ﬁggb\xa

durch eine weitere Korrekturmatrix H,, in Relation zueinander bringen

(3.40)

i, 7 j

——(0) ——
Ro| = HL2| +0(n).
Xo Xa
Die Korrekturmatrix von H! = (Hy o + Ha,)/2 setzt sich aus den zwei Anteilen H; , und Ha ,
zusammen, welche sich berechnen lassen durch:

(0) (0) (0)

Oz Oz Oz
261«1 . 2 on | 2 on | 0 0 0
o0, [V 0 | 0y | o | oa, | oy | 0
Oz x., Oz % Oxo % Oxo x., oz x., Oz x.,

H1 (0) das (0) o1 (0) Sy (0) 0 Sz (0) Sy (0)
Oxs3 % Ox3 % oz Oxs3 % Oxq % Oxq %
Hia= ) ) (0) 0 T G4
Oz Oz dzg
0 2 Oxo X 0 2 Oxo Xo 2 Oxo Xo 0
0 91 (0) 91 (0) 9y (0) Dz (0 Hay (0) duy (0)

(9I3 Xa (9I2 Xa 8x3 Xa (9&72 813 8m2 Xa
(0) o 1(0) o 1(0)
oz, Oxo Oz3
0 0 2‘9$3x 0 289@3,{ 28@3;{
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B 82/\/111 (0) 2 82M12 (0) 2 62/\/113 (0) 82./\/122 (0) 2 82./\/[23 (0) 62/\/133 (0)_
32181'1 x awlaxl x 8218331 x 81’18$1 x 6%18.’[1 x azlaxl Xa
62M11 (0) 82./\/[12 (O) 62./\/113 (0) 62./\/122 (0) 82./\/[23 (0) 62./\/133 (0)
H,, = dr10xs | da10z2 |y Ox10z2 |, Oz10z2 | Ox10zs | 9z10z2 | (3.42)
62M11 (0) 82./\/[12 (O) 62./\/113 (0) 62./\/122 (0) 82./\/[23 (0) 62./\/133 (0)
L Ox30x3 x Ox30x3 % Ox30x3 x Ox30x3 x Ox30x3 % Ox30x3 o

Ahnlich zur Korrekturmatrix G, hingt H, lediglich vom median-dualen Rechengitter ab. Die Be-
rechnung und Invertierung kann somit im Vorhinein zur Simulation erfolgen. Fiir ein kartesisches
Rechengitter reduziert sich H, zudem ebenfalls zu einer Einheitsmatrix. Die korrigierte Hesse-Matrix

wird im folgenden als 2-exakter Hesse-Operator bezeichnet und ist definiert durch
55| 525"
8@' ¢ = Hijyoé 8]- qb . (343)

Dieses Matrix-Vektor-Produkt muss wahrend der Laufzeit der Simulation berechnet werden, um
den approximativen Hesse-Operator aus Gleichung (3.26) in eine 2-exakte Form zu iiberfiihren. Die
daraus resultierenden Eintrége von 8/1-2;5|x1a weisen eine Fehlerordnung von O(h) auf und sind damit
durch die Beziehung in Gleichung (3.31) geeignet fiir die Korrektur des 1-exakten Gradienten. Dies

fiihrt zu der Einfiihrung eines 2-exakten Gradienten-Operators, welcher definiert ist durch

OFYVIIO

8@-

(1) 1 a2¢
2 Ox;0xy,

¢
81‘1'

2) O
= 8@

. (3.44)

Xa Xa Xao Xao

Neben den Korrekturmatrizen H, und G, ist es also auch notwendig, den 1-exakten Gradienten
des zweiten geometrischen Volumenmoments fiir jedes Element {2, zu berechnen. Fiir den Fall,
dass die Form des Rechengitters wihrend der Simulation bestehen bleibt, kann diese Berechnung
vor Beginn der Simulation erfolgen. Der Ablauf fiir die Berechnung der 2-exakten Ableitungen von
¢ ist zur besseren Ubersicht durch ein Ablaufdiagramm in Abbildung 3.4 dargestellt. Da nun die
Ableitungen von ¢ am Knotenpunkt x, mit den geforderten Genauigkeiten vorhanden sind, kann

das Rekonstruktionspolynom des Elements €0, definiert werden durch

(2) 1 82¢ (1)
(i — i) + 3 D0, .

Xa

3 0
L 09

Xo @.7}1

¢ (x;%0) = ¢

(l’i — :ELQ) (I‘j - ‘Tj’a) 5 (345)

wobei sich der Punktwert von ¢ am Knotenpunkt analog zur 1l-exakten Rekonstruktion {iber die

Relation (3.12) aus dem volumetrischen Mittelwert riickrechnen lasst

(2) 1 82¢ (1)
ha g O0z;0x; |,

@ - 0
¢3:¢o¢_ ¢

Xo al‘l

(3.46)

iJ,0t

Xa
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6 6 99 (0) Ga 9 (1) 06 (2)
a1y Tk GLE23) Pk GL(344) %ilx,
Gl. (3.26 OMi; ) Gl. (3.44
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8%893]- Xa Gl (343) 8%8% x

Abbildung 3.4: Ablaufdiagramm fiir die Berechnung der k-exakten Rekonstruktion von ¢ mit
dem knotenzentrierten Multi-Korrekturverfahren. Gezeigt sind die Schritte fiir ei-
ne 2-exakte Berechnung des Gradienten und der Hesse-Matrix.

3.2.3 Primitive und konservative volumetrische Mittelwerte

Zu beginn dieses Abschnitts wurde bereits darauf hingewiesen, dass es fiir die Diskretisierung der

gemittelten Transportgleichung (3.8) notwendig ist, konservativen Mittelwerte, wie beispielsweise

(p9),, in die entsprechenden primitiven Mittelwerten p, und ¢,, zu iiberfithren. Eine solche Be-
ziehung ldsst sich herleiten, indem p und ¢ analog zu Gleichung (3.11) durch Taylor-Polynome
approximiert werden, die es dann miteinander zu verrechnen und iiber das Element €2, volumetrisch

zu mitteln gilt. Durch den Vergleich mit den volumetrischen Mittelwerten der separaten Taylor-

Polynome von p und ¢ lésst sich damit die Abweichung zwischen (p¢), und Do ®. extrahieren

_ dp

7 99
(D)o = PaPa — oz,

o 0%;

(M oM o — Mij o) +O (BP) . (3.47)

xO(h?)

Xo

Diese Analyse zeigt, dass ein rdumlicher Fehler zweiter Ordnung entsteht, wenn zwei konservativ
gemittelte Variablen @a mit dem Produkt ihrer primitiven Mittelwerte p,¢,, ersetzt werden. Soll
das Verfahren hingegen die 2-exakte Losung erhalten, so muss fiir die Umrechnung der Korrekturterm
aus Gleichung (3.47) verwendet werden, der die geometrischen Momente enthélt. Entsprechend dazu
miissen auferdem die Gradienten am Punkt x, mit mindestens einer raumlichen Ordnung von O(h)

approximiert sein.

3.2.4 Limitierung des Rekonstruktionspolynoms

Bei einer Rekonstruktion mit hoher Ordnung bilden sich in der Ndhe von Diskontinuitdten parasitire
Fehlermoden aus, welche auf das Gibbs-Phdnomen zuriickzufiihren sind [69, 93]. Im spéteren Ver-
lauf dieser Arbeit wird sich zeigen, dass diese Fehler insbesondere in den reaktiven Testféllen bei der
Losung der chemischen Komponentengleichungen zu vermeiden sind, um akkurate Simulationsergeb-

nisse zu erzielen. Es wird daher der Ansatz zur Gradientenlimitierung nach Barth und Jespersen [10]
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verwendet, welcher haufig auf unstrukturierten Gittern eingesetzt wird [159, 178, 238|. Hierbei wird

das Rekonstruktionspolynom durch die Einfiihrung der Limitervariable v, ausgedriickt durch
o (x5 x0) = do + v AOITY (x). (348)

Der Term Agb&kﬂ)(x) beinhaltet die Ableitungen und den Beitrag der geometrischen Volumenmo-
mente, welche aus der Umrechnung des Punktwertes ¢]gi+1) in den volumetrischen Mittelwert ¢,

resultieren. Fiir die in dieser Arbeit verwendete 1- und 2-exakte Rekonstruktion ergibt er sich zu

@) O (1)
Aqba (X) = 8.’,5' (':L"L - xi,a - Mi’a) 9 (349&)
8¢ (2) 1 82¢ (1)
Ad)((x?’) (X) = o (-f@ — Tja — Mi,oz) + 5 8%2(3%] [(I‘Z — xZﬂ) (ZCj — xj,a) — Mz‘j,oz} . (349b)

Die Limitervariable 1, wird dabei nach Barth und Jespersen [10| berechnet durch

min (1,y) fiir Aqf)g)(xlﬂ) #0,

= mi 3.50
o 30

1 fir  A¢P (xp) = 0.

Die Menge {T',} umfasst die Punkte xp an denen ebenfalls die Fliisse eines Elements 2, berech-

net werden. Die in der Funktion min(1,y) enthaltene Grofe y wird an diesen Punkten berechnet

durch [10, 178]:

(amin - Ea) - ga (gmax + Ea) - 5(1
AP (xp) A¢S (xr) .

Die Werte ¢,,;, und ¢,.. kennzeichnen den kleinsten negativen beziehungsweise grofiten positiven

(3.51)

Yy = max

volumetrischen Mittelwert von ¢ in der ersten Nachbarschaft { 5&1)} um €. Die Grofe ¢, stellt einen
fiir das Element €, spezifischen Schwellwert dar, mit dem sich das Interval [gmin,gmax} kiinstlich
erweitern lasst. Die Funktion min(1,y) in Gleichung (3.50) gewéahrleistet, dass das Rekonstruktions-
polynom ¢*+1)(x;x,) niemals die Schranken (gmin - ea) und (amax + ea) unter- beziehungsweise
iiberschreitet, wenn es mit v, limitiert wird [10, 178]. Dies fiihrt wiederum dazu, dass auch die
Losung im darauffolgenden Zeitschritt auf dieses Interval begrenzt wird und somit die Entstehung
neuer Minima und Maxima unterbunden wird [11, 178]. Der Schwellwert €, stellt eine Modifizierung
des Limitierungsverfahrens nach Moe et al. [160]| dar, mit dem sich eine ungewollte Aktivierung
des Limiters in kontinuierlichen Regionen verhindern ldsst. Ahnliche Ansétze zur Deaktivierung der
Limitierung in glatten Regionen wurden in den Arbeiten von Michalak und Ollivier-Gooch [158],
Nishikawa [178] und Venkatakrishnan [245| durch eine Anpassung der min(1, y)-Funktion verwendet.
In der Arbeit von Moe et al. wurde gezeigt, dass €, mit dem Faktor O(h") und r < 2 skalieren muss,

um eine hohere rdaumliche Fehlerordnung in der Ndhe von glatten Extrema der Losung zu erhalten.
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Ausgehend davon wird der Schwellwert in dieser Arbeit durch e = K \/m berechnet, sodass dieser
mit O(h3/ 2) skaliert. Da ¢, die gleiche Einheit wie die transportierte Feldgrofe ¢ aufweist, sollte
die Stellgrofe K idealerweise in Abhéngigkeit von ¢ berechnet werden, um eine Limitierung von
glatten Losungsextrema zu vermeiden [178]. Ein solcher Ansatz wurde beispielsweise in der Arbeit
von Wang [260] vorgestellt, welcher auf den globalen Extrema der Feldgrofe ¢ basiert und somit eine
globale Kommunikation dieser Werte bei parallelen Rechnungen voraussetzt. Fiir die gegenwértige
Arbeit wird K jedoch fiir alle Feldgréfsen zu einem konstanten Wert von 1,0 gesetzt, was sich fiir die
betrachteten Testfélle als eine ausreichende Limitierungsmethode bewiesen hat.

In der Arbeit von Tsoutsanis [238] wurde gezeigt, dass die Verwendung der ersten Nachbarschaft
zur Bestimmung der Werte ¢, und é,,,, im Barth-Jespersen-Verfahren fiir k& > 1 mit einer ver-
minderten Genauigkeitsordnung einhergehen kann. Dies ist auf eine Aktivierung der Limitervariable
bei schlechter Gitterqualitit zuriickzufiihren. Tsoutsanis zeigte jedoch, dass sich dieser Fehler re-

duzieren lisst, indem die Extrema ¢,,;, und ¢, in der gesamten Nachbarschaft {B&k)} gesucht

min
werden, welche fiir die k-exakte Rekonstruktion verwendet wird. Diese Verbesserung konnte im Rah-
men numerischer Experimente ebenfalls fiir das knotenzentrierte k-exakte Multi-Korrekturverfahren
festgestellt werden und wird daher auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit fiir das 2-exakte Verfahren

verwendet.

3.3 Approximation der numerischen Fliisse

Die rekonstruierte Losung des Multi-Korrekturverfahrens wird im néchsten Schritt fiir die Appro-
ximation der Oberflichen-Integrale in Gleichung (3.8) verwendet. Um dabei die Fehlerordnung der
numerischen Integration zu erhalten, wird héufig ein Quadraturansatz gewahlt, bei welchem die
Flussfunktion an mehreren Quadraturpunkten einer Oberfliche approximiert werden muss [33, 34,
141, 181, 252|. Diese Methode bringt den Nachteil mit sich, dass die Zahl der Quadraturpunkte auf-
grund der komplexen Elementoberflichen in einer median-dualen Représentation hoch ist. Zudem
wire die Implementierung dieses Ansatzes in einen bestehenden Stromungsloser, wie ThetaCOM,
mit einem erheblichen Aufwand verbunden. In dieser Arbeit wird daher ein alternativer Ansatz vor-
gestellt, mit dem sich die Oberflichenintegration an einem einzelnen Punkt realisieren lésst. Die
Methode basiert auf einer Taylorreihen-Entwicklung um den Punkt xr auf der Oberfliche A,g.
Durch den Einsatz der geometrischen Oberflichenmomente, welche bereits in Abschnitt 3.1 in Glei-
chung (3.5) eingefiihrt wurden, ldsst sich eine beliebige Flussfunktion f; durch die Rekonstruktion

ihres Punktwertes an der Stelle xp sowie durch Ableitungen von f; an diesem Punkt approximieren

// fingdA=f| sy O
Aaﬁ Xr

k£
CERY 1 9" fi
8le

b1 +"'+Eaxﬁ...8x]~k

(aB,I') k+1
S 4 +0 (h + > . (3.52)
Xr

Xr

Der Ansatz geht zuriick auf die Arbeiten von Brenner et al. [28] und wurde ebenfalls fiir das zellzen-
trierte, kompressible Multi-Korrekturverfahren von Pont et al. [157, 197] eingesetzt. Eine &hnliche

Methode wurde zuletzt auch in der Arbeit von Nishikawa [177] vorgestellt, um eine Fluss-Korrektur
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fiir knoten- und zellzentrierte Gitter mit einer zweiten rdumlichen Ordnung herzuleiten. In dieser
Arbeit wird Gleichung (3.52) verwendet, um konvektive Fliisse f; = (pu;¢) mit einer dritten raum-
lichen Ordnung und diffusive Flisse f; = pDdJ¢/0x; mit einer zweiten réaumlichen Ordnung zu
approximieren. Zur Herleitung werden die entsprechenden konvektiven und diffusiven Flussintegrale

im weiteren Verlauf der Arbeit gekennzeichnet durch:

Fc(*aﬁ) = // (puid) n; dA, und Flgaﬁ) = // (PD 8¢> n; dA. (3.53)
Aap Aap Oz;

3.3.1 Berechnung der konvektiven Fliisse

Fiir eine k-exakte Approximation der konvektiven Fliisse wird die Flussfunktion f; = (pu;¢) zunichst
durch eine Rekonstruktion des Impulses (pu;) sowie durch eine Rekonstruktion der transportierten
Feldgrofse ¢ substituiert. Das resultierende Produkt dieser beiden Funktionen kann dann am Punkt
xr berechnet werden. Gleichermafien lassen sich auch die Ableitungen von f; an der Stelle xp ap-

proximieren. Unter Einfithrung der integrierten Massenstrome m

3) ) @) 1 o2 @
(@BT) _ (L () . (apT) 1 , (aB.T) 4
m (pus) - S+ oz, (pus) XFSW +3 dz,02n (pu;) XFSmk , (3.54a)
. (aB.T) @) oapr) , 0 @ @)
m; =(pw)\x S+ T (puj)|  Sipi s (3.54D)

Xr

. (aB, ®) (ap.
mz(j o0 = (pur) ‘XF S/E;J? F)a (3.54c¢)

und durch die Anwendung der Produktregel auf das Produkt der Rekonstruktionsfunktionen von
(pu;) und ¢ lasst sich das konvektive Flussintegral umformulieren, was im Folgenden fiir eine 2-

exakte Rekonstruktion dargestellt wird

® s 06?1 ey 9% |V

(avﬁ) — ,F
FC a m( ’ )¢ Xr 895@ xr 2mij 855181‘]

+ [Aap| O (B?). (3.55)
Xr

Es sei zu erwdhnen, dass alle diese Terme mit |A,g| skalieren, was der Definition der geometrischen
Flachenmomente geschuldet ist. Die Massenstrom-Tensoren in den Gleichungen (3.54b) und (3.54c)
skalieren auferdem mit O(h?) und O(h), wodurch insgesamt eine Fehlerordnung von O(h3) bei der
Flussberechnung in Gleichung (3.55) erhalten bleibt. Die Berechnung des Impulses (pu;) am Punkt

xr erfolgt aus den rekonstruierten Werten von p und w; {iber die folgenden Relationen, welche sich
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ebenfalls durch die Anwendung der Produktregel ergeben

3) 3 6
(pui) | =p| wi| (3.56a)
Xr Xr Xr
NTE) 3) O |@ 3) op |@
d(pu;) — ) Ou; i ( % 7 (3.56D)
8a;j xp Xr aJIj xr Xr aTj xr
02 (puy) @ ) 0?u; @ @ 9%p W Op @ Ou; @ Op @ Ou; @ (3.56¢)
6xj8:ck xr =P X a(lZ]aCEk Xp ! Xr 83:]69% xp 833j xXp 8a;k xp 81’k xp 8a;j xp .

Es verbleibt zu definieren, wie die Feldgrofen p, u; und ¢ am Punkt xp {iber die Rekonstrukti-
onsfunktionen ¢*+1(x;x,) und qﬁ(kﬂ)(x;Xﬁ) der beiden angrenzenden Elemente €, und Qg zu
berechnen sind. Fiir die transportierte Feldgrofe ¢ wird ein Ansatz gewéhlt, welcher ebenfalls in
den Arbeiten von Mary und Sagaut [152] sowie Pont et al. [197] Anwendung findet und definiert ist
durch

B 1

= 2 [69 i) + 00 erxa)] — & [0 0erixa) — 00w (857)

¢X[‘ 2 2

wobei der Index u das von A, stromaufwirts gelegene Element und d das stromabwirts gelegene
Element bezeichnet. Diese Formulierung steht in Analogie zu dem zentralen Diskretisierungschema
von Nessyahu und Tadmor [168|, was auch als generalisierter Lax-Friedrichs-Fluss [136] bezeichnet
wird. Der vordere Term in Gleichung (3.57) stellt eine rein zentrale Approximation von qb\f’r) dar. Der
hintere Term steuert das Mafs mit dem die Lésung von der stromaufwarts gelegenen Seite bevorzugt
und somit numerische Dissipation eingebracht wird. Er beeinflusst dadurch aber nicht die formale
Verfahrensordnung. Dieser Term wird iiber den Parameter 6 € [0,1] aktiviert, dessen Berechnung und
Einfluss auf den numerischen Fehler in Abschnitt 3.5 im Detail beleuchtet wird. Die Rekonstruktion

von Ableitungen am Punkt xr erfolgt analog zu Gleichung (3.57) {iber

¢. -5 7¢(3) (XF; Xu) + ‘ ¢(3) (XF; Xd)
0z; | 2 | Ox; Ox;
) 61| o o (3.58)
- — (3) (xrm- _ (3) (.
D) [&riqb (Xr;%4) 8$i¢ (XF7XU>:| ,
82¢ (1) 1 62 (3) 62 (3)
a$ia$]’ x N 5 |:8$za$]¢ (XF’XU) + 8$Za$]¢ (XF’Xd):|
LT @ 52 (3.59)
— = (3) (xrn- . 3) (.
2 [83:@6333 ¢ (XF’ Xd) 85628,%'] §Z5 (XF7 Xu):| .

Unter Beriicksichtigung der in Abschnitt 3.2.4 dargestellten Methode zur Limitierung des Re-
konstruktionspolynoms lassen sich die konvektiven Fliisse damit durch die folgenden zwei Terme

darstellen
F& = FEo + Filip + 1Aap] O (%) (3.60)
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Der Term F((jof)O beinhaltet die Beitrage einer 0-exakten Rekonstruktion und wird berechnet durch

0 _
Féo = 2 @20 (8, + 64) — 2m(a,@,r) (¢a — 0u) - (3.61)

Fiir 8 = 1 geht dieser Term in ein reines Aufwindverfahren iiber, was notwendig ist, um im Sinne
von Godunovs Theorem die Entstehung neuer Extrema zu unterbinden. Der Term F, é’afl)O beinhaltet

die Beitrdge zur Rekonstruktion mit & > 0 und ist definiert durch

Ry =i Lo, (F57) o) +0a (157 ) a0 0)|

. (a 1+6 0 1-6 0
+m [N Pu ( i > 8:ci¢(2) (xr;Xy) + Yd (2) B, ¢ (XF;Xd)] (3.62)
(aﬁ I‘ 1 —|— 9 82 (1) . 1 — 9 82 (1) .
#55™  (F5) g + i (75 ) g o0

Er ldsst sich iiber die Limitervariablen 1, und 14 deaktivieren, welche durch Gleichung (3.48) in
Abhéngigkeit der transportierten Feldgrofe ¢ berechnet werden. Die Aufteilung des konvektiven
Flusses in zwei Terme wird auch bei der Losung des gesamten Gleichungssystems beriicksichtigt. Da
Féof()) lediglich die Information der benachbarten Elemente enthélt, fiihrt eine implizite Behandlung
dieses Terms zu einem kompakten Elementmolekiil in der Systemmatrix. Im Gegensatz dazu enthélt
der Term Fé H)O auch Ableitungen von ¢ und somit indirekt die Information von weiter entfernten
Elementen. Eine implizite Berechnung des Terms wiirde somit ein groffes Elementmolekiil in der
Systemmatrix verursachen und eine sténdige Aktualisierung der Ableitungen in den Subiterationen
des Losungsalgorithmus verlangen. Um Rechenzeit einzusparen, wird daher lediglich der Term F' éof())
implizit behandelt, wohingegen der Term Féag)o stets explizit behandelt wird. Dieser Ansatz wird
auch als verzogerten Korrektur (Deferred-Correction) bezeichnet [73|, welcher auf die Arbeit von
Khosla und Rubin [125] zuriickgeht und in Kapitel 3.4 im Detail beschrieben wird. Abschliefsend sei
zu erwahnen, dass fiir die Variablen p und wu; in Gleichung (3.56) zur Berechnung der integrierten
Massenstrome m gegebenenfalls auch eine Limitierung erfolgt. Im Gegensatz zur transportierten

Feldgrofse ¢ werden sie jedoch stets zentral mit 8 = 0 berechnet.

3.3.2 Berechnung der diffusiven Fliisse

Die Berechnung der diffusiven Fliisse erfolgt durch Einsetzen der Flussfunktion f; = pD(0¢/0x;) in
Gleichung (3.52)

0%¢

Xr 89:161‘] xp

9¢ (aB)

7

FS = (pD)

ST 4 Aas| O (h2). (3.63)

Xr
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Hierbei werden riumliche Anderungen des Produktes pD vernachlissigt und der Wert (pD)ly,. an

den Elementoberflichen wird durch eine arithmetische Mittelung approximiert

—_

(pD)

W3 (PaDa +PsD3) - (3.64)
Diese Vereinfachung wird fiir die Testfélle dieser Arbeit als gerechtfertigt betrachtet. Sie bietet jedoch
einen Ansatz fiir weitere Verbesserung in zukiinftigen Arbeiten. Im Gegensatz zu den konvektiven
Fliissen kann das Oberflachenintegral in Gleichung (3.63) mit einem k-exakten Rekonstruktionspo-
lynom nur mit k-ter Fehlerordnung approximiert werden. Fiir die Approximation des Oberflachenin-
tegrals mit O(h**1) wire eine hohere Ableitung nétig, als es der Grad des Rekonstruktionspolynoms
zulésst. Die rdumliche Genauigkeit der diffusiven Fliisse ist somit inhérent auf einer geringere Ord-
nung begrenzt, als es fiir die konvektiven Fliisse der Fall ist.

Zur Schliefung des Gleichungssystems gilt es zundchst den Gradienten d¢/ 8:172-|XF an den Elemen-
toberflichen durch die Rekonstruktionspolynome der anliegenden Zellen auszudriicken. Naheliegend
wire eine zentrale Mittelung der benachbarten Gradienten von ¢!. Dieser Ansatz neigt jedoch dazu,
die Losung zwischen benachbarten Elementen zu entkoppeln, was sich in der Entstehung von pa-
rasitdren Moden bemerkbar macht. Eine starkere Kopplung des diskreten Gleichungssystems wird
erreicht, wenn der Gradient 0¢/ (%ci\xr in Abhéngigkeit der anliegenden volumetrischen Mittelwer-
te ¢, und ¢4z berechnet wird. Dies ist die Grundlage der Berechnungsmethode von Mathur und
Murthy [153], welche in dieser Arbeit fiir die Diskretisierung der diffusiven Fliisse verwendet und
im Sinne der k-exakte Rekonstruktion erweitert wird. Das Mathur-Murthy-Schema wird auch als
Face-Tangent-Scheme 173, 174, 234| bezeichnet und héufig fiir die Berechnung diffusiver Fliisse in
unstrukturierten Stromungslosern eingesetzt [49]. Das Verfahren ist einzureihen in die Arbeiten von
Muzaferija und Gosman [165] sowie Demirdzi¢ und Muzaferija [50], welche ebenfalls héufig fiir die
Diskretisierung der diffusiven Fliisse auf unstrukturierten Gittern verwendet werden. All diese Ver-
fahren beruhen auf der Aufteilung des Skalarprodukts zwischen Gradient und Oberflichennormale

(0¢/ 8azi|xF)SZ(a’8 ) in einen orthogonalen und einen nicht-orthogonalen Anteil [120]

09| saB) _ _(ap) 99 99| A z(@8)
09| s@B) _ (ap) 0P| p(@B) | ap) 99| A5 .
Bz . S, € o, x +e dai . z, ", (3.65)
r r r
orthogonal nicht-orthogonal

wofiir der Distanzvektor Afgaﬁ) = S;aﬁ ) /(@B — A;(@B) eingefiihrt wird. Der Faktor £(®%) stellt einen
Freiheitsgrad dar, durch welchen sich die verschiedenen Diskretisierungsschemata von Muzaferija und
Gosman [165], Demirdzi¢ und Muzaferija [50] und Mathur und Murthy [153] darstellen lassen. Eine
Ubersicht zu den verschiedenen Ansitzen ist beispielsweise in der Arbeit von Jasak [120] zu finden.

Fiir die gegenwértige Arbeit wird der Faktor in Anlehnung an das Mathur-Murthy-Schema berechnet

! Ahnlich wie in Gleichung (3.58) fiir die Berechnung der konvektiven Fliisse fiir 6 = 0.
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durch
S(aﬁ) 8(045)

glaB) — Fi i
Az (a,@) S(aﬂ)

(3.66)
Diese Formulierung wird in der Arbeit von Jasak [120] auch als iberrelaxierter Ansatz bezeichnet
und fithrt zu einer stérkeren Gewichtung des nicht-orthogonalen Anteils in Gleichung (3.65), wenn

(af)

die Oberflachennormale S; und der Distanzvektor Az;(*?) nicht aneinander ausgerichtet liegen.

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

(0B) A(0B)

Abbildung 3.5: Aufteilung der Flichennormalen 8% in den auf Ax(®® projizierten Anteil
(@8 Ax(*P) sowie den dazu orthogonalen Anteil e(®?) Ax(@5).

Ziel ist es nun, die Skalarprodukte (0¢/0x;|, . )Az; ) und (8¢ /04, AT (%) iiber die rekon-
struierten Losungen der anliegenden Elemente ), und {3 zu approximieren, wobei gleichzeitig die
k-exakten Kriterien (3.9) und (3.10) erhalten bleiben sollen. Fiir die Herleitung einer solchen For-
mulierung wird eine Taylorreihen-Entwicklung der Losung um den Punkt xr auf der Oberfliche A,z
unternommen. Fiir den Fall einer 2-exakten Rekonstruktion ergibt sich
1 0%

(z; — 1) + 3 Fwidr; |

99
axi

_l’_

($i — xi,F) (J}j — xj’r) + 0O (h3) . (3.67)

o(x) = 6|

Xr

Diese Gleichung wird iiber die benachbarten Elemente €}, und €23 volumengemittelt, wodurch sich

die folgenden Relationen ergeben

— D¢ (@r) , 1 0% (a.I) 3

= — L h .
by =0 . + D xFM +5 P XFM” + O (h%), (3.68a)
= 9¢ gr) 1 0% (8.T) 3

_ - B3 . 68D
b5 ot o XFM + 55 o, XFM” + O (r?) (3.68b)

Werden diese Gleichungen voneinander subtrahiert, lasst sich die Projektion des Gradienten auf den

Distanzvektor Ax(@?) ausdriicken durch

o %

aCCZ' xp 83:1

amien 10

ap
7 = 3 Bep, AMED + 0 (1%, (3.69)

Az; SaE (¢ﬁ - (z)a)

Xr
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wobei die folgenden Korrekturterme unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.4) eingefiihrt werden

AMED) = M, 5 — M, , (3.70a)

(
ap 1 « 1 «
AME? = Myj 5 = Mijo + 50017 (M 5+ M) + 582,07 (M5 + M) . (3.70D)

v

_ (BT (el
=My =My

Zur Herleitung der Projektion des Gradienten auf den orthogonalen Distanzvektor Ax(®#) wird das

Taylorpolynom (3.67) am Punkt xp = xp+Ax(*?) ausgewertet, woriiber sich die folgende Beziehung

_1 9%
Xr 2 6$l3$] xp

Die unbekannten Punktwerte werden nun iiber eine arithmetische Mittelwertbildung der benachbar-

ergibt
99

o AZ A 10 (n%). (3.71)

AZ) = (¢<>~<p> 4

Xr

ten Rekonstruktionspolynome approximiert

¢(Xr) = % (¢<3> (Xr; xa) + ¢ (kr; xm) +0O(h%), (3.72a)
9|, = % (¢(3)(xf;xa) + 0 (xrixg) ) + O (h?). (3.72b)

Ebenso werden auch die Ableitungen am Punkt xr zentral approximiert

9| _1( 9 3. 0 (3. )
or;|. 2 (axﬁb (Xr;Xa) + axﬁb (xr;xg) | + O (R?), (3.73a)
0% 1 0?2 92
_1 3) (xr ).
Ox:0mj |, 2 (axiaxﬂj (xrixa) + 550 ¢ (XDXﬁ)) +O(h). (3.73b)

Die daraus gewonnenen Punktwerte konnen nun in die Gleichungen (3.69) und (3.71) eingesetzt
werden. Uber Gleichung (3.74) lisst sich dann fiir eine 2-exakte Rekonstruktion der diffusive Fluss
Fc(,aﬁ ) ausdriicken durch

Fzgaﬁ) ng L)O + F(QB)TAB + F(aﬁo +[Aapl O (B?) . (3.74)
Die Terme Fl() L)O und Fl()ag% 4p sind definiert durch

FSD = (pD)| € (35— 34) (3.75)

Xr

(2
c(B) [ 99
Xr al’z

Xa

) 9p|@
Az .
+ 9. m) 7, (3.75b)

@) 1
Fpsras = g(PD)

und sind ebenfalls im konventionellen Mathur-Murthy-Schema zu finden [153|. Analog zu den konvek-
tiven Fliissen erfolgt die Berechnung dieses Terms mit dem Deferred-Correction-Ansatz [125]. Dabei

wird der vordere Term fiir die Losung des gesamten Gleichungssystems implizit und der hintere Teil
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explizit behandelt |49, 165|, was sich durch eine hohere Diagonaldominanz der Systemmatrix und

somit in einem robusteren Losungsverfahren dufert [120]. Der Term F éag)o stellt einen Korrektur-

term dar, durch welchen das Schema den k-exakten Kriterien (3.9) und (3.10) geniigt. Er ist definiert

durch
@ (&b @, o
€
Xr a.fl

+ 8HJZ

Xa

2
( )> AM(Q’B)

%
Xp

@ _ 1
FD,HO = _i(pD)

1 82¢ (1) 82¢ (1) ) r
— ~(pD (af) AM D) _ (aBI)
4 (’0 ) xre ( 83:,8% x * 83:,8953 x < M” 5(045) SZ’J
1 82¢ (103 82¢ (16) (376)
(oD (aB) | Y ¥ _ A Z,(ozﬁ) A (aﬁ) _A ~(a5)
+ 8(:0 ) xrg (8@837]- X5 8@83:]- XQ) [ z ( Mj x] )]
1 82¢ (1) 82¢ 1)
L (aB) _ (aB) (@B) _ A =(aB)
+ 8 (pD) XFE < 89518% Xg 89528% Xo [Al’] (AMz A«TZ ):| .

In diesem Ausdruck ist auch der Term enthalten, welcher aus dem Frobenius-Skalarprodukts zwi-
schen der Hesse-Matrix 9%¢/ (0z;0z;)|,. und dem ersten Flichenmoment Si(jﬂ D hervorgeht, um

das Oberflachenintegral in Gleichung (3.63) mit einer hoheren Ordnung zu approximieren.

3.3.3 Flussberechnung an Riandern

Grundsétzlich lassen sich die in ThetaCOM implementierten Randbedingungen in Dirichlet- und
Neumann-Randbedingungen unterteilen. Bei Dirichlet-Randbedingung werden die Werte der Feld-
grofen auf der Berandung des Rechengebiets direkt vorgegeben. Bei Neumann-Randbedingungen
erfolgt im Gegensatz dazu die Vorgabe von Ableitungen der Feldgrofien. Die Berechnung konvek-
tiver Fliisse an Dirichlet-Randbedingung sowie diffusiver Fliisse an Neumann-Randbedingungen ist
somit trivial, da die vorgegebenen Werte direkt in die jeweilige Flussfunktion eingesetzt werden
kénnen. Die Berechnung diffusiver Fliisse an Dirichlet-Réndern erfordert jedoch eine gesonderte
Behandlung, um die k-exakten Kriterien (3.9) und (3.10) zu erhalten, was im Folgenden genauer un-
tersucht wird. Wie in Abschnitt 3.1.2 bereits erldutert wurde, sind Elemente auf der Berandung des
Rechengebiets je nach aufgepriagter Randbedingung unterschiedlich konstruiert, wobei fiir Dirichlet-
Randbedingungen stets verschobene Randelemente vorliegen. Der diffusive Fluss einer Feldgréfse an

der Randflache A,s eines solchen Elements 2, wird diskretisiert durch

99

Xs 83:1

(ad)

FY = (pD) S 4 Agpl O (h). (3.77)

Xs

535’5) fiir die Oberfla-

chenintegration verzichtet, da diese auf den Oberflichen der Randelemente vergleichsweise kleine

Im Gegensatz zu den inneren Fliissen wird auf das zweite Flachenmoment S
Werte annehmen. Das Produkt aus Dichte und Diffusionskoeffizient an der Oberflaiche A,s wird

aus den Werten des Randelements approximiert zu (pD)l,, ~ PoDa. Es erfolgt eine Aufteilung des

Skalarprodukts (0¢/ 6$i|xr)8i(a5) in einen orthogonalen und einen nicht-orthogonalen Anteil, analog
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zu den inneren Fliissen in Gleichung (3.65)

09 (a8)
X X5 X5

— g(ad) 99 Az (@) 4 gad) % Az

= i y

(3.78)

mit den Distanzvektoren Az;(*%) = T 5 — Tio und A:il(-aa) = Si(aé)/s(o‘é) — Az;(*%) | Die Berechnung
des Faktors €(®® erfolgt analog zu den inneren Fliissen durch Gleichung (3.66). Zur Bestimmung
des orthogonalen Anteils muss das Produkt d¢/ 5$¢|xé Az;(®®) approximiert werden, wofiir ein Tay-

lorpolynom zweiten Grades um den Punkt z; 5 auf der Randfliche A,s entwickelt wird:

0o 1 9%

= — (ad) 4 = (ab) A 4. (6) 3
¢ Xa ¢ xs O X(SA% T3 00z X(SA% Az + 0 (%), (3.79a)
9¢ 9¢ ¢ 5
O:Ui Xa 6.%1 X5 6931833] X§ xj + 0 (h ) ’ (3 [ )

Durch Einsetzen von Gleichung (3.79b) in (3.79a) ldsst sich das Produkt 8¢/8:1:¢\X5A3:i(a5) aus-

driicken durch
_9¢
X 8561

Hierbei ist zu erwdhnen, dass der Punktwert (ﬁ|x(s durch die Randbedingung vorgegeben wird und

99
8:1:1-

Az + O (h?). (3.80)

Xa

—¢

Xs

Az, (@) — 9 <¢

Xs

somit bekannt ist. Die iibrigen Werte am Punkt x, kénnen theoretisch durch das Rekonstruktions-
polynom des Elements §2, bestimmt werden, was jedoch nicht zu einem stabilen Verfahren fiihrt.
Stattdessen ist es notwendig, das Produkt (8¢/8xi|xa)A:Ei(°‘5) durch die Punktwerte ¢[, und |,
auszudriicken, was in einer stérkeren Kopplung des diskreten Gleichungssystems resultiert. Hierfiir
wird eine weitere Taylorreihe um den Punkt x, entwickelt:

1 9%

Ax.(aé) + =

¢ ! 2 al'zal’j X

g 42

Xa g

Az; ) Az 4 O (h?), (3.81)

X5 X

was nach einer Umstellung zur folgenden Formulierung fiir das Produkt (9¢/ 3$i\xa)Aﬂ?i(a5) fithrt:

1 0%

0¢
Ox; Xa * 5 (91'@8:6'] x

(%ci

Az (@) — ¢ Az @) Az + O (h?). (382)

—¢

X5

Xa

Dieser Ausdruck wird in Gleichung (3.80) eingesetzt. Zur Berechnung des nicht-orthogonalen Anteils
(0¢/ axi|X6)Ai‘§a6) in Gleichung (3.78) wird der Gradient an der Randfliche aus dem inneren des

Elements Q, extrapoliert und mit dem Distanzvektor Ax(*®) multipliziert
¢ _(ad) 0¢ ¢ 5 _(ad)
A = Az @) | AZ O (h?). 3.83
05 |, i 0x; xa+ Ox;0zj |, " oW (383)

43



3. METHODIK ZUR FINITE-VOLUMEN-
DISKRETISIERUNG HOHER ORDNUNG

Durch einsetzen der Gleichungen (3.80) und (3.83) in Gleichung (3.78) und unter Verwendung der k-
exakten Punktwerte und Ableitungen von ¢ lésst sich das Skalarprodukt (9¢/0z;l,,)S (@9) chlieflich

)

ausdriicken durch

90| o(ad) _ _(a0) @ 1 20 |V aa (e
ox; x(SSi - ¢ X5 ¢ Xa + 2 0x;0x; x Az AL
S (06 a2 W o\ e ) (3.84)
1 c(ad) 5ri|. © Fror Az ) Az + |Ags| O (B?).

Fiir die k-exakte Flussberechnung wird der Punktwert von ¢|Xa und die entsprechenden Ableitungen
am Punkt x, durch das Rekonstruktionspolynom des Elements €2, approximiert. Damit lasst sich

die Berechnung des Flusses durch die folgenden drei Terme darstellen
ad ad ad ad
F = Fi%0 + Fisran + Figlo + 1 4as| O (h) (3.85)

(ad) 9)

. . é . . . .
Die ersten beiden Terme Fp, /5 und F ngT 4 p sind das Pendant zum inneren Fluss, der sich mit dem

konventionellen Schema von Mathur und Murthy [153] ergibt. Sie sind definiert durch

ad a _
FL(),L)O = (pD) x55< 9) <¢> o ¢a> (3.86a)
(k)
ad « 8¢ ~(ad
Fl(),S)TAB = (pD) X(SE( ) o A%( ) (3.86b)

Der Term F (Dail)o stellt einen Korrekturterm fiir die k-exakte Diskretisierung dar und ist fiir eine

2-exakte Rekonstruktion definiert durch

(2

a6 a6 8¢
FL()J}o = (pD) Xf( )71. ) M; o
@ 3.87
i 1( D) (ad) 82</5 1) {M n (A (ad) " 2A~(a5)) A ,(a&)} ( )
P el P M L AR

3.3.4 Berechnung des Schubspannungstensors

Die gezeigte Diskretisierung der diffusiven Fliisse lasst sich direkt auf die Transportgleichungen der
Spezies-Massenbriiche und der Enthalpie anwenden. Fiir die Erhaltungsgleichungen des Impulses ist
aufgrund der Definition des Schubspannungstensors 7;; in Gleichung (2.7) jedoch eine gesonderte
Betrachtung erforderlich. Zunéchst wird die Berechnung an den Oberflichen A, im inneren des

Rechengebiets betrachtet. Das Einsetzen von 7;; als Flussfunktion in das Oberflichenintegral in
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Gleichung (3.52) fiithrt zu dem folgenden Ausdruck

Oui | Ouj\ _ s 20uk]
//Aa/a iy 44 = //aﬂ [(8% 8@) % 3 8x1j ni 44
B Ou; Ou, 2 Ouy, (3.88)
) e [ (G i) s

Gleichung (3.63)

Es zeigt sich, dass sich der Fluss des Schubspannungstensors iiber Flachen im inneren des Re-
chengebietes in zwei Terme aufteilen ldsst. Fiir den vorderen Term ldsst sich die zuvor vorgestellte
Diskretisierung der diffusiven Fliisse aus Gleichung (3.63) anwenden. Die beiden hinteren Terme
verschwinden fiir inkompressible Fluide mit konstanter Dichte vollstandig. Der Term mit duy/0x
reduziert sich aufgrund der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes und der iibrige Term mit
Ou;/0x; verschwindet bei einer Bilanzierung tiber alle Oberflichen des Elements Q. Fiir Fluide mit
variabler Dichte und niedrigen Mach-Zahlen gilt es beide Term jedoch zu beriicksichtigen, was mit

den entsprechend k-exakt rekonstruierten Gradienten {iber die folgende Approximation erfolgt
(k) oy

// Ou; _5.2% N (k)_(g..g Ouy ’ + "
Aaﬁ'u 8301 ”3895;{ J xr U6 83@1 X (91‘1 X

Fiir den Schubspannungstensor an Wand-Randbedingungen erfolgt eine gesonderte Berechnung.

8Uj

=~ S (3.89)

J

Dieser lasst sich fiir eine Randflache A,s an einer Wand zunéchst ausdriicken durch

Ou; O 9 ﬁuk
ms dA = ~ T n.dA I dA — 5 A '
//A%TJ n; //Amguaxj n;j +//Aa5'u8$i n; j //Amg ]3 a n; (3.90)
=0

=0

An Winden wird eine Dirichlet-Randbedingung mit u|XF = 0 aufgeprégt. Auerdem wird das Ge-
schwindigkeitsfeld als divergenzfrei behandelt, wodurch sich der dritte Term auf der rechten Seite von
Gleichung (3.90) zu null ergibt. Zusétzlich wird gefordert, dass Anteile des Schubspannungstensors
normal zur Wand verschwinden, was sich aus der Kontinuitdtsgleichung ableiten ldsst und haufig als
zusétzliche Randbedingung an Wanden aufgepréigt wird [73|. Um diese Bedingung fiir eine beliebig
orientierte Randfliche A,; auszudriicken, wird der Geschwindigkeitsvektor u; = u;, + ;¢ in die
Anteile u; , und u;; aufgeteilt, welche jeweils normal und tangential zu A,; ausgerichtet sind. Der

ad)

normale Anteil lasst sich mit der Oberflachennormalen Sl-( berechnen durch

(ad)
;S
Ui 1< (ad)

= 781
) S]iaé)sliaé)

(3.91)

Durch Einsetzen des normalen und tangentialen Geschwindigkeitsanteils in den Ausdruck (Ou;/0x;)n;

und unter Approximation des Oberflichenintegrals reduziert sich der zweite Term auf der rechten
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Seite von Gleichung (3.90) ebenfalls zu null

8Uj

X5 8332

au]‘7t
X5 8%

Sled) 5](.05) —0. (3.92)

[t =

Xs X5

=0 =0

Der hintere Term entféllt, da der tangentiale Geschwindigkeitsanteil u;; stets senkrecht zum Nor-
malenvektor der Oberfliche ausgerichtet ist. Der vordere Term entféllt infolge dem geforderten Ver-
schwinden der normalen Anteile des Schubspannungstensors. Letzteres fithrt auch dazu, dass sich

schlieflich das verbleibende Integral aus Gleichung (3.90) approximieren ldsst zu

// Tig 15 dA = 1%
Aas

=p

Oui,t
X5 81"7 Xg

5 Si(ozé)sliaé) O
ik —
X5 8[(045) 8[(046) al‘j

ad
S 4 |Aapl O ()

(3.93)

ad
S 4 |Aas O (h).

X5

=Wig

Somit lasst sich der diffusive Impulstransport an Wénden iiber Gleichung (3.85) und durch eine
Transformation mit der Matrix W;; berechnen, um der zusétzlichen Randbedingung von verschwin-

denden normalen Schubspannungsanteilen zu geniigen.

3.4 Die Projektionsmethode zur Losung der Transportgleichungen

bei niedrigen Mach-Zahlen

Kompressible Stromungsprobleme werden oft mit dichtebasierten Berechnungsmethoden simuliert,
welche den hyperbolischen Charakter? des zugrunde liegenden Gleichungssystems ausnutzen, um die
Entstehung von Schockwellen und anderen Diskontinuitéten akkurat abzubilden [4, 73|. Dazu wird
das Gleichungssystem iiblicherweise vollstandig gekoppelt gelost, die Dichte als unabhingige Lo-
sungsvariable behandelt und der Druck iber die Zustandsgleichung des Gases berechnet [73|. Diese
Methodik lasst sich jedoch nicht unmittelbar auf die Transportgleichungen niedriger Mach-Zahlen
iibertragen, da die Dichte nach der Vernachlassigung von Kompressibilitdtseffekten lediglich mit dem
raumlich konstanten Druckanteil pg tiber die Zustandsgleichung (2.3) in Relation steht. Zudem in-
duziert der dynamische Druckanteil pq in den Impulserhaltungsgleichungen (2.1b) einen elliptischen
Charakter in das Gleichungssystem [4|. Zur Losung haben sich daher sogenannte Druckkorrektur-
Verfahren etabliert, welche ihre Urspriinge in der Simulation inkompressibler Fluide haben |73]. Die-
sen Verfahren liegt eine entkoppelte, sequentielle Behandlung der Transportgleichungen zugrunde,
was zu einer effizienten Linearisierung des Gleichungssystems fiihrt [4]. Aufgrund der Entkopplung
sind jedoch zusatzliche Korrekturschritte notwendig, um die unabhéngigen Losungsvariablen mit

ihren jeweiligen Transportgleichungen in Einklang zu bringen. Fiir den dynamischen Druck gilt es

2Die Ausbreitung von Information entlang charakteristischen Wellen in beliebige Richtungen [263]
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beispielsweise eine elliptische Gleichung zu l6sen, deren Ergebnis als Korrektur fiir das Geschwin-
digkeitsfeld agiert, welches danach die Kontinuitatsbedingung erfiillt [4]. Zu den héufig verwendeten
Druckkorrektur-Verfahren zahlt der Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations (SIMPLE)
Algorithmus [32] oder der Primitive- Variable Implicit Split Operator (PISO) Algorithmus [114]. Ein
weiteres Druckkorrektur-Verfahren stellt die Projektionsmethode dar, welche in ihrer urspriinglichen
Form von Chorin und Temam [36, 233] fiir die Simulation inkompressibler Fluide entwickelt wurde.

Die Projektionsmethode wurde in zahlreichen Arbeiten zur Losung der Transportgleichungen re-
aktiver Fluide bei niedrigen Mach-Zahlen weiterentwickelt, wofiir es neben der Kontinuitats- und der
Impulserhaltung auch den thermochemischen Transport zu beriicksichtigen gilt. Damit gehen auch
stirkere Abhéangigkeiten zwischen den unabhéngigen Variablen einher, weshalb die sequentielle Lo-
sung der Transportgleichungen mit einer hoheren Komplexitéit verbunden ist. Zur Erhéhung der Sta-
bilitat wird haufig eine zeitlich versetzte Anordnung der Feldgrofen verwendet, was im Englischen als
temporal staggering bezeichnet wird [3, 16, 129, 147, 189, 190, 214, 226|. Oft werden die thermoche-
mischen Transportgleichungen in einer nicht-konservativen Form gel6st, wodurch sich eine geringere
Abhéngigkeit von der Dichte realisieren lasst [129, 139, 166, 170, 246, 269]. Einige Arbeiten variieren
hingegen die Herleitung der Druckkorrektur, sodass eine Poisson-Gleichung mit variablen Koeffizi-
enten resultiert [129, 162, 170, 269]. Deren Losung verlangt im Vergleich zu Poisson-Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten einen hoheren numerischen Aufwand, jedoch ldsst sich die Berechnung
hoher Dichtegradienten realisieren. Haufig erfolgt die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
durch iterative Ansétze [129, 190, 214, 226 oder Pradiktor-Korrektor-Methoden {129, 139, 166, 246],
um die Stabilitdt fiir hohe Dichtegradienten zu erhdhen. Dies hat jedoch eine mehrmalige Berech-
nung der aufwéindigen Poisson-Gleichung pro Zeitschritt zur Folge. In Anlehnung an die Arbeit von
Pierce und Moin [190, 191] wird im Folgenden ein Projektionsschritt zur iterativen Losung der re-
aktiven Transportgleichungen in konservativer Form vorgestellt. Die urspriingliche Methodik von
Pierce und Moin wurde fiir eine strukturierte Gitterreprisentation und mit einer zeitlichen und
raumlichen Versetzung der Feldgrofen dargestellt. In der Arbeit von Shunn et al. [227] wurde die
Methode auflerdem in einem unstrukturierten Stromungsloser angewandt. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird der Ansatz entsprechend angepasst, um die Implementierung in ThetaCOM ohne ein

versetztes Arrangement der Feldgrofe zu realisieren.

3.4.1 Algorithmus zur zeitlichen Diskretisierung des Gleichungssystems

Fiir die folgende Beschreibung des Losungsalgorithmus bezeichnet ¢™ die bekannte Losung des ak-
tuellen Zeitpunktes t,, ¢" die Losung einer m-ten Subiteration des Projektionsschrittes und ¢"*!
die zu bestimmende Losung des neuen Zeitpunktes t,.1. Eine Ubersicht des gesamten Losungsal-
gorithmus ist zur Verdeutlichung in Abbildung 3.6 dargestellt. Zu Beginn eines neuen Zeitschrittes
werden alle abhéngigen Feldgrofien mit der aktuellen Losung synchronisiert. Hierzu zahlt neben den
Grofen p", A", ¢y, D™ auch die Jacobi-Matrix der chemischen Produktionsdichte, welche fiir deren
implizite Berechnung bendétigt wird. Anschliefend werden die expliziten Fliisse und Quellterme aller
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[ Initialisierung }
NS By 280 oveeeeeene e, :
[ Aktualisierung der Randbedingungen }

]

P .. 055
‘ Abhéngige Feldgrofen p™, A", ¢, D", 3=

=P
J

Explizite Terme
RHSy,RHSy,,RHS,, < Gleichung (3.94)

]

[ Dichtepriidiktor p° < Gleichung (3.97) ]

t=ty, ‘

Thermochemische Feldgrofen
R Y™l Gleichung (3.98)

]

Aktualisierung der Dichte und Temperatur
pm LM« Gleichung (3.101)

]

[ Geschwindigkeits-Pradiktor u* < Gleichung (3.102) }
Intermediére Massentréome und Dichteinderung
my, % + Gleichung (3.105)

t=tn41

]

[ Druckkorrektur-Gleichung dp < Gleichung (3.106) }

]

Korrektur der Massenstrome
m™mtt < Gleichung (3.107)

Korrektur des Drucks und der Geschwindigkeit
PP ul ™t Gleichung (3.108)

1
o< T Ja n<+< n+

tn < tn + At

Abbildung 3.6: Ablaufdiagramm zur iterativen Projektionsmethode.
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zu l6senden Transportgleichungen berechnet, welche im Folgenden mit RH S bezeichnet werden:

pth 10 .
RHS), = — = TR — gl " 3.94
h At ) 837@ (mz q; ) + Grad> ( a)
oY 10 . ) 1.
RHSy. = — = nyr — 4% — 5" 3.94b
Ys At 81’1 (mz s .7273) + 2857 ( )
pruy 1 0 . opy
HS, = t o — (=T — i .94
RHS,, At 201, (mj u; Tl]) o1, + gip (3.94c¢)

Die zeitliche Integration der konvektiven und diffusiven Fliisse, sowie des chemischen Quellterms
erfolgt durch ein Crank-Nicolson Schema [47]|. Der Strahlungsquellterm, die Volumenkraft infolge
von Gravitation und der dynamische Druckgradient werden hingegen rein explizit behandelt.

Als néchstes erfolgt ein Pradiktorschritt zur initialen Approximation des neuen Dichtefeldes. Hier-

fiir wird die Kontinuitétsgleichung (2.1a) explizit in der Zeit diskretisiert

tn+1 o

ptt=p" - / Do (pu;) dt
t i

" 3.95

22 Srom (pus)

+ 0 (Af?).

n 0
p - (pu;)

t=tn t=tn

Unter Einfiihrung der Massenfliisse ' = p"u}' erfolgt die Berechnung der beiden Ableitungsterme
durch

0 oml
D (pus) = (%f , (3.96a)
7 t=t, 7
92 1 /omr  omt !
1 t=tn (3 (3

Die initiale Approximation des neuen Dichtefeldes p® ~ p"*! lisst sich somit berechnen mit

s n - n—1
,00 — pn o §Ataml o lAtamz

2 8%1 2 8%2 (3.97)

0 _

Neben dem Dichtefeld p? erfolgt auch die Initialisierung der Massenfliisse m; =

m; mit der Losung
des vorangegangenen Zeitschrittes. Es sei zu erwéhnen, dass der Dichte-Pradiktor in den Arbeiten von
Pierce [190] und Shunn et al. [227] lediglich {iber eine Extrapolation der Dichte mit p® = 2p™ — p~!
berechnet wird und sich somit von der gegenwértigen Arbeit unterscheidet. Numerische Vorunter-
suchungen zeigten jedoch, dass die Berechnung tiber Gleichung (3.97) eine hohere Stabilitat fiir die
kollokierte Anordnung der Feldgréfien und ein besseres Konvergenzverhalten bei groferen Zeitschrit-
ten bewirkt.

Als Néchstes wird eine vorgegebene Anzahl von Ny Subiterationen durchgefiithrt, um die Lo-
sung des gesamten Transportgleichungssystems am neuen Zeitpunkt ¢,11 zu bestimmen. Begin-

nend mit m = 0 erfolgt zunéchst die vollstindig gekoppelte Losung der Spezies- und Enthalpie-
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Transportgleichungen nach den Feldgréken h™+! und Y+

PPN pmt1 L 0 my m +1
pm m+1 19 - my m+1 -m~+1 1 -m+1 __

sn—+1

Die implizite Berechnung der chemischen Produktionsdichte $7™" erfolgt durch eine Linearisierung

mit ihrer analytischen Jacobi-Matrix 0ss/0®, iiber

Py
CUAREST NELN I ¢ YUES i S (3.99)

o]\ Y P
wobei ® = [h,Y1,..., Yy, 1|7 den thermochemischen Zustandsvektor bezeichnet. Fiir detaillierte

Informationen zur Berechnung der Jacobi-Matrix in ThetaCOM sei auf die Arbeiten von Blacha [20]

und DiDomenico [52] verwiesen. Die impliziten diffusiven Fliisse ¢; und j; s werden berechnet durch

A\ ahm-‘rl aym—i—l
m+l _ _ (2 d mtl — _ (pnDn) 1
qz < CIT)L ) axz un .]'575 (p S ) axz (3 00)

Nach der Bestimmung der neuen Zustinde h™*! und Y"*! werden die Temperatur 7! und die

Dichte p™*! mit Hilfe der kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen aktualisiert

N
T <hm+1 = Zhs(Tm+1)Y;m+1> : (3.101a)
s=1
-1
1 Ns v rm+1
mi1 _ oM™ . m+l _ Yy
p = R mit M = 2., , (3.101b)

wobei die Temperatur aus den NASA Polynomen (2.6) durch ein Newton-Raphson-Verfahren her-
vorgeht.

Mit der aktualisierten Dichte wird nun ein approximatives Geschwindigkeitsfeld berechnet, wofiir
die Impulserhaltungsgleichungen (2.1b) mit dem dynamischen Druckgradienten 9p[;/0x; des voran-

gegangenen Zeitschrittes gelost werden

pm+1 1 0
- — (m™uf —715) = RHS,.. 102
(At)u’+28:cj(m3% 75) = RHS,, (3.102)

Es sei hervorzuheben, dass die Linearisierung der konvektiven Fliisse in Gleichung (3.102) zur Re-
chenzeitersparnis mit den Massenfliissen 1]" der vorangegangenen Subiteration erfolgt, da eine er-
neute Berechnung der Massenstréme mit der aktualisierten Dichte p™*! in den durchgefiihrten
Testfallen keinen merklichen Einfluss auf die Simulationsergebnisse oder die Konvergenz des Verfah-
rens hatten. Da in Gleichung (3.102) lediglich der Druckgradient des vorangegangenen Zeitpunkts ¢,

eingeht, geniigt u; nicht der Massenerhaltung am neuen Zeitpunkt ¢,41. Um dies zu gewéhrleisten
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ist eine Korrektur von u; mit einem Pseudo-Druckfeld dp notwendig:

00
P = ity AL (3.103)
81‘@
Der Pseudo-Druck wird hierbei iiber dp = p"*! — p™ definiert, sodass durch Einsetzen von Glei-
chung (3.102) in (3.103) und im Fall einer konvergierten Losung mit p™ ! ~ p" ™! und m™ ~ ™!
folgendes Gleichungssystem fiir die Impulserhaltung resultiert:
10 ,.

* * n,n n\ _ _
j ui_Tij>+2axj (rjui’ —773) =

apg—&-l
895,;

pn+1uﬂ+1 — pun 1i ( w1

L —= T 3.104

Im Vergleich zu einer idealen Diskretisierung der Impulserhaltungsgleichung weist Gleichung 3.104
einen Fehler aufgrund der Fluss-Eintrége u; und 7;; auf. Dieser geht jedoch mit einer zweiten zeit-
lichen Fehlerordnung O(At?) einher [73] und kann somit in Kauf genommen werden.

Eine Gleichung zur Berechnung von dp lasst sich herleiten, indem die Divergenz von Gleichung (3.103)
pn+1 u?'H

gebildet wird. Der resultierende Term 9( )/0z; kann iiber die Kontinuitétsgleichung (2.1a)

durch die zeitliche Dichteableitung ersetzt werden, welche approximiert wird durch

0 ey 0

Oxi(p i )T T o N 2

1 /3 1
<pm+1 —2p" + p”—1> +0 (At?). (3.105)
t:tn+1 2
Diese Substitution wird haufig in Projektionsmethoden mit variabler Dichte angewandt, allerdings
gilt sie auch als ein potentieller Ursprung fiir Instabilitdten bei hohen Dichtegradienten [45, 139]. Der
Term 9(p"u})/dx; wird iiber die Massenstrome i} = ,o"”rlu’ik approximiert, sodass sich folgende

Poisson-Gleichung fiir das Pseudo-Druckfeld ép ergibt:

0 [ 0dp 1 @
ox; \O0x; ] At \ ot

Diese wird auch als Druckkorrektur-Gleichung bezeichnet und wird in jeder Subiteration geldst.
+1

o
+ B ) . (3.106)

t:tn+1

Anschliefsend werden die Massenstrome /™™ zur Linearisierung der Transportgleichungen in der

folgenden Iteration geméft der Korrekturgleichung (3.103) berechnet

dop
8:5,- '

"t =l — At

(3.107)

Nach der Durchfiihrung von N;; Subiterationen wird schliefilich auch das intermedidre Geschwindig-

keitsfeld u; und der Druck p™ mit dem aktuellen Pseudo-Druckfeld dp korrigiert:

Pt =p" +bp, (3.108a)
At 95
u = - e a—j. (3.108b)
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Aus der Arbeit von Pierce [190] geht hervor, dass zwei Subiterationen benotigt werden, um mit
der dargestellten Projektionsmethode eine zweite zeitliche Fehlerordnung zu realisieren. Weitere
Iterationen erh6hen zwar die Verfahrensstabilitdt bei hohen Dichteverhéltnissen, fithren jedoch nicht
zu einer weiteren Verringerung des zeitlichen Fehlers. Dieses Verhalten ergibt sich ebenfalls fiir die
gegenwirtige Methode, was im Detail in Anhang C dargestellt ist. Zur Rechenzeitersparnis wird

daher fiir alle Testfélle die Anzahl der Subiterationen auf N;; = 2 festgelegt.

3.4.2 Raumliche Diskretisierung des Gleichungssystems

Im Folgenden wird das k-exakte Multi-Korrekturverfahren zur raumlichen Diskretisierung der Glei-
chungen der Projektionsmethode angewendet, um eine hohere rdumliche Genauigkeitsordnung zu
realisieren. Die dargestellten Gleichungen werden dazu analog zur Transportgleichung (3.8) volume-

trisch iiber ein diskretisiertes Rechengebiet gemittelt.

3.4.2.1 Thermochemische Transportgleichungen

Zu Beginn eines neuen Projektionsschrittes erfolgt die Approximation der Dichte am neuen Zeit-

schritt iber Gleichung (3.97). Deren volumetrische Mittelung fithrt zu

1 At N . p—1y (a8,
Pa =P — 2104 Z {3(771 )@ — (1 1)( BF)} ’ (3.109)
“ persy

wobei die Massenstrome 7 (**1) an den Elementoberflichen iiber Gleichung (3.54a) berechnet wer-
den. Anschliefsend gilt es die thermochemischen Transportgleichungen als gekoppeltes Gleichungssy-

stem zu 16sen, welche sich nach einer volumetrischen Mittelung in folgender Form darstellen lassen:

QP \ +m+1 17 B) ;1m (@B) (1m ey TR
( o L 21) §[FC (W™ + F5™ (h +1)] = (RHS}),, (3.110a)
Be{Bs’}

<|QaA|tpa > m+1 + Z |: (aB) Ym+1) Flgaﬁ) (Ysm+1)i| + % ;na-i-l mof (3110]3)
66{5(”}

Die gemittelten expliziten Fliisse und Quellterme werden berechnet durch

RITC 0 ﬁgﬁs 1 « n « n =n
(RHS),), = ”At = > S[FEP 0+ EEY (0)] + G (3.111a)
BefBs}
2P8Y ga 1 n ] 4 Ly
(RHSy), = == = 3 S|P 0+ PP ()] + 53l (3.111b)
Be{Bs}
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Die Fliisse iiber verschobene und unverschobene Randflichen sind zur besseren Ubersicht nicht
dargestellt. Die Gleichungen (3.110) lassen sich in Form eines linearen Gleichungssystems Ax = b
iiberfithren, welches sich dann mittels numerischer Losungsverfahren iterativ berechnen lasst. Hierbei
stellt x den zu bestimmenden Losungsvektor dar, dessen Eintrage E(Z 1 und ?2 ;rl als Freiheitsgrade
des Gleichungssystems agieren. Die Eintrége der diinn-besetzten Matrix A resultieren aus den impli-
ziten Fliissen und Quelltermen, wohingegen der Vektor der rechten Seite b sich durch die expliziten
Anteile berechnet. Die Losung des linearen Gleichungssystems erfolgt mit der Biconjugate Gradient
Stabilized (BICGSTAB) Methode [250], die ein Krylov-Unterraum-Verfahren darstellt und fiir deren
Details auf die Literatur verwiesen wird [102, 263].

Es sei darauf hinzuweisen, dass die volumetrische Mittelung der zeitlichen Ableitungen d¢/0t einer
beliebigen Feldgréfe ¢ einen raumlichen Fehler zweiter Ordnung verursacht. Dieser Fehler wurde
bereits in Abschnitt 3.2.3 hergeleitet und entsteht, wenn gemittelte konservative Grofsen durch ihre

primitiven Pendants approximiert werden

(0"6™) = Pada + O (1) (3.112)

Ahnliche Fehlerterme entstehen auch bei der volumetrischen Mittelung der chemischen Produkti-
onsdichte §S7a. Fiir den Fall einer 2-exakten Rekonstruktion wird dieser Fehler in Kauf genommen,
da alternativ eine Korrektur geméf Gleichung (3.47) erfolgen miisste. Dies wiirde eine implizite Be-
rechnung der Gradienten verlangen und einen massiven Anstieg der Rechenzeit bewirken. Da die
Berechnung der impliziten konvektiven und diffusiven Fliisse F; éaﬁ ) (") und F [()aﬁ) (¢"1) ebenfalls
eine implizite Berechnung der Gradienten voraussetzt, wird zur Rechenzeitersparnis der Ansatz der
verzogerten Korrektur eingesetzt [73, 125]. Hierbei wird ein Fluss F (®8)(¢"+1) in zwei Anteile F' (@8
und F (@F) aufgeteilt. Der Anteil F (@B) entspricht einer Flussformulierung mit einer geringen Ge-
nauigkeitsordnung, welche jedoch nur Information von unmittelbaren Nachbarelementen verlangt.
Im Gegensatz dazu ldsst sich mit F(@B) eine hohere Genauigkeitsordnung realisieren. Die Berech-
nung eines beliebigen impliziten Flusses F (@5) (qu‘H) lasst sich damit effizient durch die folgende
Anordnung von F (®5) und F(®9) realisieren [73, 125]:

F@8) (gmt1) = Fled) (gmi1) 4 [F(aﬂ) (") — F (@) (¢n)] , (3.113)

Der aufwéindigere Flussanteil F(aB) muss dadurch lediglich explizit berechnet werden, was deutlich
die Rechenzeit der Flussberechnung reduziert. In dieser Arbeit werden die Anteile F(oB) ynd F (aB)

so gewdhlt, dass sich folgende Formulierung fiir die impliziten Fliisse ergibt:

chaﬁ) (pmH1) = Fc(*?éLﬁo) (™) +FC('?§)O (6", (3.114a)
Fod (¢ 1) = FD(ocL/% (¢™+1) + F(?cg%AB (™) + Fé“;-’?)o (¢™). (3.114b)
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—m-+1

Nach der LObung des Gleichungssystems (3.110) werden die aktualisierte Dichte p2*™ und Tempe-

ratur T iiber Gleichung (3.101) berechnet. Analog zur zeitlichen Ableitungen tritt auch hier ein
rdumlicher Fehler zweiter Ordnung in Erscheinung. Dieser Fehler wird zugunsten der Komplexitat

des Verfahrens in Kauf genommen.

3.4.2.2 Geschwindigkeitspradiktor

Die volumetrische Mittelung von Gleichung (3.102) zur Berechnung des intermedidren Geschwindig-

keitsfeldes u* fiihrt zur folgenden diskretisierten Transportgleichung:

Q m—+1 .
<y |Apt ) at D [ (u}) + FS (u )] RHS.,,,, (3.115)
Be{ﬁ“)}

wobei sich die expliziten Anteile berechnen lassen durch

n

ST a |Qa|pguina « « —m
RIS, = e S DR () + B ()] 1 ( ?) Qg™ (3.116)
Be{sMy i/

Fiir die impliziten Fliisse F, éaﬁ) (uf) und F lgaﬁ ) (u}) wird analog zu den thermochemischen Transport-
gleichungen der Ansatz der verzogerten Korrektur verwendet. In einer vorangegangenen Arbeit [222]
wurde gezeigt, dass die Berechnung des gemittelten Druckgradienten W einen mafsgeblichen
Einfluss die rdumliche Genauigkeit der Projektionsmethode hat. Wird hierfiir lediglich der Punkt-
wert dpl}/ 8x-](k) eingesetzt, manifestiert sich ein rdumlicher Fehler zweiter Ordnung. Dies lasst sich
vermeiden, indem m ghnlich zum konvektiven Operator durch die Summe von k-exakten
Fliissen von pj} iiber die Elementoberflichen berechnet wird. Eine 2-exakte Rekonstruktion fiihrt

beispielsweise zur folgenden Approximation
apa\ W |® s OPL
(%)~ 2, (als - 3

Xr 81‘
Be{si}
Die Druckwerte am Punkt xp werden hierbei zentral aus den Rekonstruktionspolynomen der an-

2 2,n (1)
(@8 , 1 97§ (aB) 3
Si’j +3 D001 Sdk ) + 0O (h%). (3.117)

|0/

grenzenden Elemente berechnet.

3.4.2.3 Druckkorrektur

Aus der Losung der diskretisierten Transportgleichung (3.115) geht das Geschwindigkeitsfeld @ her-
vor, welches im nichsten Schritt zur Berechnung des Pseudo-Drucks 6p = p* ! —p2 verwendet wird.
Zur Bestimmung von 6p erfolgt eine volumetrische Mittelung der Druckkorrektur-Gleichung (3.106),

wodurch die nachstehende diskrete Poisson-Gleichung resultiert

(aB) m—+1 — n— 1 oc,B F
>, Fp(6p) QAtz (3p""" — 2pa + e ~ 2 (3.118)
se{piy /36{6(1)}
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3.4 Die Projektionsmethode zur Losung der Transportgleichungen bei niedrigen Mach-Zahlen

Im Gegensatz zu den vorangegangenen Gleichungssystemen wird fiir die numerische Lésung von
Gleichung (3.118) die Flexible Generalized Minimal Residual (FGMRES) Methode [211] mit ei-
ner Mehrgitter-Priakonditionierung eingesetzt. Der Grund hierfiir ist der elliptische Charakter der
zugrunde liegenden Gleichung, welche ohne den Einsatz von Mehrgitterverfahren deutlich mehr Ite-
rationen zur Konvergenz verlangt. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung von Mehrgittertechniken zur
Beschleunigung der Konvergenz sei auf die Literatur verwiesen [22, 73, 86, 263]. Die Berechnung
des Flusses F lgaﬁ ) (6p) wird im Gegensatz zu den anderen Transportgleichungen vollstandig implizit
realisiert, weshalb die Losung der Druckkorrektur-Gleichung deutlich mehr Rechenzeit beansprucht.
Fir den Fall einer 2-exakten Rekonstruktion muss in jeder Krylov-Subiteration die Hesse-Matrix
von 0p berechnet werden. In einer vorangegangenen Arbeit [222] wurde gezeigt, dass dies massive
Rechenzeiteinbufe mit sich bringt, ohne die Genauigkeit der Lésung mafgeblich zu beeinflussen.
Aus diesem Grund wird Gleichung (3.118) lediglich mit der 1-exakten Formulierung von F [()aﬁ) (0p)

berechnet.

3.4.2.4 Geschwindigkeitskorrektur

Nach der Durchfiihrung aller Subiterationen erfolgt die Korrektur des approximativen Geschwindig-

keitsfeldes @, wofiir Gleichung (3.103) volumetrisch gemittelt wird:

i,000

). :Ma_m@i?) . (3.119)

Analog zu den zeitlichen Ableitungen der Transportgleichungen treten in Gleichung (3.119) die
gemittelten konservativen Groéfsen wa auf. Aus numerischen Experimenten geht jedoch hervor,
dass diese Terme nicht ohne Einbufse in der rdumlichen Fehlerordnung durch ihre primitiven Pendants
Pallio ersetzt werden konnen. Um dem entgegenzuwirken wird im Folgenden ein entsprechender
Korrekturterm hergeleitet. Hierfiir wird die Relation aus Gleichung (3.47) angewandt, durch welche

sich fiir eine 2-exakte Rekonstruktion ein riumlicher Fehler von O(h3) ergibt:

ﬂnJrl:ﬁ-* . At <85p>

1,0 1,00 ﬁ”"'l oz;
“ (3.120)
1 9pntt ult ou} 3
+ IR B ~ P (M My, = M o) + O (R°)

Hierzu wird allerdings der Gradient des finalen Geschwindigkeitsfeldes au?ﬂ/ axi‘x benstigt. Zur
Bestimmung dieser Grofse wird gefordert, dass die Korrekturgleichung (3.103) auch an den Knoten-
punkten x, erfiillt sein muss

n+1

n+1
P

=p

uptt (3.121)

Xa

Xa
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Durch eine rédumliche Ableitung dieser Bedingung ist es moglich, die Differenz der Geschwindigkeits-
gradienten in Gleichung (3.120) auszudriicken durch

oultt At 1 opnt! (3.122)
Oz}, . - pn+1|xa pn+1|xa oz}, . . .

Dieser Ausdruck lasst sich mit den k-exakten Approximationen der entsprechenden Punktwerte

0bp
85[31'

_ 0%6p

)

B ou*

Oxy,

Xa Xa Xa

auswerten und kann somit in Gleichung (3.120) zur Berechnung des neuen Geschwindigkeitsfelds

n+1 (Thn+1 )(aﬁvr)

U des neuen

Zeitschritts zu berechnen. Dies erfolgt unter der Ausnutzung der Korrekturgleichung (3.107)

// ot n+1 nz dA = // o+l ;< n; dA — At// (85p> n; dA. (3.123)
Aap Aag Aap 3%

(rin+1)(@B:D) i+ ) (@B8:1) F[()@B)((;p)

eingesetzt werden. Abschliefsend ist es notwendig, die Massenstrome

Hieraus resultiert, dass die korrigierten Massenstrome sich durch eine Subtraktion der Laplace-Fliisse
des Pseudo-Drucks bestimmen lassen, welche in Abschnitt 3.3.2 eingefithrt wurden. Fiir das 1- und

2-exakte Schema ergeben sich die korrigierten Massenstréme damit zu
(mn+1)(0¢57F) _ (m*)(aﬂﬂ _ At F](DO‘/B) (op), (3.124)

Fiir das 2-exakte Schema entsteht durch diesen Korrekturansatz formal ein Fehler zweiter Ordnung
O(h?). Dieser Fehler lieke sich umgehen, wenn (m“+1)(“5 D erneut iiber Gleichung (3.54a) be-
rechnet werden wiirde, was beispielsweise in einer vorangegangenen Arbeit [222] fiir inkompressible
Stromungsprobleme angewendet wurde. Bei Strémungen mit variabler Dichte wird hierdurch jedoch
die Entstehung von parasitiren Fehlermoden begiinstigt, da die Kontinuitatsgleichung nicht iiber die
gesamte Elementoberfliche erfiillt ist. Dies ist nicht der Fall, wenn stattdessen Gleichung (3.123) her-
angezogen wird, was zu einer deutlichen Stabilisierung der Projektionsmethode bei variabler Dichte
fithrt. Die Berechnung der héheren Massenstrom-Tensoren (m;‘“)(‘”‘ﬂ’” und (7 "+1)( ')
hingegen tiber die Gleichungen (3.54b) und (3.54c).

erfolgt

3.5 Adaptive numerische Dissipation

In Gleichung (3.57) wurde der Kontrollparameter 6 fiir die Berechnung der konvektiven Fliisse ein-
gefiihrt. In diesem Abschnitt wird im Detail darauf eingegangen, welchen Einfluss dieser Parameter
auf die numerische Dissipation des Diskretisierungsschemas hat und wie er sich fiir die Kontrolle der
numerischen Stabilitdt einsetzen lasst. Hierfiir wird eine Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse auf der
Grundlage einer linearen Advektions-Diffusions-Gleichung durchgefiihrt. Diese Gleichung stellt eine
Vereinfachung der Transportgleichung (3.6) dar, aus der sich zwar kein hinreichendes, aber dennoch
notwendiges Stabilitdtskriterium fiir die Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen herleiten

ldsst. Im weiteren Verlauf des folgenden Abschnitts wird aufterdem eine Methodik vorgestellt, mit
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3.5 Adaptive numerische Dissipation

welcher sich der Parameter 6 in Abhéngigkeit der lokalen Stromungsbedingungen steuern léasst. Da-
durch wird das hergeleitete Stabilitdtskriterium eingehalten, wihrend die numerische Dissipation

sich auf ein Minimum reduzieren lasst.

3.5.1 Fehleranalyse fiir den konvektiven Operator

Fiir die folgende Analyse wird die eindimensionale, lineare Advektions-Diffusions-Gleichung fiir eine
skalare Feldgrofse ¢ herangezogen:
¢ ¢ 32¢

Diese Gleichung stellt eine Vereinfachung der allgemeinen Transportgleichung (3.6) fiir den Fall kon-
stanter Dichte p und Viskositéit v = p/p sowie einer konstanten Geschwindigkeit U dar. Weiterhin
wird sie auf einem eindimensionalen, periodischen Rechengebiet x € [0,L] untersucht, welches durch
ein dquidistantes Rechengitter mit Elementen €, der Grofke h diskretisiert wird. Um den Zusammen-
hang zwischen dem Kontrollparameters 8 und dem numerischen Fehler des Diskretisierungsschemas
zu beleuchten, soll zunédchst der volumengemittelte konvektive Operator WO{ betrachtet wer-
den. Dieser wird zunéchst nach Gleichung (3.7) volumetrisch gemittelt, was sich ausdriicken lésst
durch

(). el o

! o 8¢ «a ¢ af,I’
N Z <¢’xrsf U 61" s + 5*6 Sf,lﬁl )+~--> (3.126)
“ pe(sV) ar

—¢

1
= (¢ ) |

Es lésst sich zeigen, dass sich geometrische Flachenmomente mit Rang grofer null im eindimensio-

LTa+1/2

nalen Fall zu null reduzieren. Daher gilt es lediglich die Punktwerte von ¢ an den Elementriandern
Tqq1/2 und T, _y /o mittels Gleichung (3.57) zu rekonstruieren. Wird der Limitierungsansatz aus dem
vorangegangenen Abschnitt 3.2.4 berticksichtigt, lasst sich der Wert am Punkt z,4 /o iiber ein 0-,

1- oder 2-exaktes Rekonstruktionspolynom des Elements €2, folgendermafen ausdriicken:

¢(1)(xo¢+l/2; To) = bas (3.127a)
¢ (1)
¢(2)(xo¢+1/2;xa) ¢ + % h, (3.127b)
1 ao|® 1
0O (Tat1/2%0) = Pa + V0 <¢ h+ 667¢ h ) . (3.127¢)
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Tabelle 3.1: Parameter zur Berechnung des konvektiven Flusses mit verschiedenen k-exakten Dis-
kretisierungsschemata.

Schema, ay aq b bg Cy Cd
k=20 1+6)/2 (1-0)/2 0 0 0 0
k=1 (1+60)/2 (1-0)/2 v, (1460)/4 —iu(1—0)/4 0 0

k=2 (140)/2 (1-6)/2 w(1+0)/4 —val-0)/4 w,(1+6)/24 y(l—6)/24

Hierbei sei anzumerken, dass in Gleichung (3.127¢) die Umrechnung von Punktwerten zu volume-
trischen Mittelwerten enthalten ist, welche bereits in Gleichung (3.49) verwendet wird. Hierfiir wird
bertiicksichtigt, dass sich die geometrischen Volumenmomente mit Rang R fiir ein eindimensionales,
aquidistantes Gitter berechnen lassen durch

hR

= |1- (-, (3.128)

Mi, ina (R+1)2R+1

Die finalen Oberflachenwerte werden {iber Gleichung (3.57) berechnet, wobei sich das Element €,

auf der stromaufwirts gelegenen Seite befindet. Daraus resultiert die folgende Definition fiir den

(k1)
) h2.
Ta+1
(3.129)

Die Koeffizienten a., ag, by, b, ¢, and ¢g sind in Tabelle 3.1 gegeben. Neben dem Kontrollparameter

rekonstruierten Wert von ¢ an der stromabwirts gelegenen Oberflache von €2,

(k) 82¢

Ta+1

(k) O
+ bd %

(k+1)

99

_ _ d%¢
:au¢a+ad¢a+l+(buax +Cd$

(k—1)
Ta+4+1/2 T

T
0 beinhalten diese auch die Limitierungsfaktoren 1, und 14 der anliegenden Elemente. Die Ablei-

tungen konnen durch Anwendung der Gleichungen (3.23), (3.43) und (3.44) bestimmt werden und

vereinfachen sich fiir das betrachtete eindimensionale, aquidistante Gitter zu

ox|,, 2h ' Oa? 4h?

Loy

08" _ b1 =001 0|V _ Barz =200+ 00 (3.130)

Beide Ableitungsoperatoren weisen eine zweite Fehlerordnung O(h?) auf, da sich die Korrekturma-
trizen G, und H, auf dem &quidistanten Gitter zu Einheitsmatrizen reduzieren. Die erhaltenen
Formulierungen fiir die Werte von ¢ an den Elementréindern lassen sich nun in den volumengemit-
telten konvektiven Operator (3.126) einsetzen. Davon ausgehend kann dann der Abbruchfehler der
k-exakten Schemata in Abhiingigkeit des Kontrollparameters 6 ausgedriickt werden. Zur Ubersicht
wird dies nur fiir den unlimitierten Fall mit ¢, = 1 dargestellt

1
h<¢

(1)
—¢

Tat1/2

1) 1 - - 0 — 7 b
> B % (¢a+1 - qsafl) o % (d)aJFl —2¢q + ¢a71)
Ta—1/2
e, s (3.131)

T T
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3.5 Adaptive numerische Dissipation

1/ @ ) 1, - _ _ _
7 <¢ _— —¢ wa1/2> =3 (—¢a+2 + 60441 — 6041 + ¢a72)
0 _ _ _ _ _
— g (“Parz + 40041 — 600 + 4001 — ) (3.132)
(09 1o 5, 1,9%| 4 .
_<8w>a_1201’3xa §0 g1, 1O,

(3) 1 - — — — — —
) = 96h (<Z5a+3 —12¢,19 + 6990411 — 690,_1 +12¢,_o — ¢a—3)

0 _ _ _ _ _ _

~ 9%h (Pats — 14¢ato + 4TPo 11 — 680, + 4701 — 140 _o + Bo_3)
(09 1 o'l 4 109 5
_<8x>a+123w4% —%%xah + O (h°).

(3.133)
Hierbei ist es essentiell, den Unterschied zwischen dem Punktwert d¢/dx;|, und dem Volumen-
mittel Wa des konvektiven Operators zu beachten. Eine dhnliche Analyse wurde bereits in
der Arbeit von Pont et al. [197] durchgefiihrt, allerdings im Bezug auf den Punktwert-bezogenen
konvektiven Operator. Die Gleichungen (3.131)-(3.133) verdeutlichen, dass durch den Kontrollpa-
rameter 6 ein Elementmolekiil aktiviert wird, welches den Effekt einer diskreten Ableitungen mit
geradem Rang widerspiegelt. Das Aufprdgen gerader Ableitungen wird als kiinstliche Dissipation
(artificial dissipation) bezeichnet [22] und kann, wie beispielsweise in den Arbeiten von Jameson
et al. [117, 118], zur Stabilisierung zentraler Diskretisierungsschemata eingesetzt werden. Eine rein
zentrale Diskretisierung mit § = 0 fiihrt zum Verschwinden dieser Terme. Das 0-exakte Schema geht
dann mit einem Fehler zweiter Ordnung und das 2-exakte Schema mit einem Fehler vierter Ordnung
einher. Im Gegensatz dazu weist das 1-exakte Schema unabhéngig von 6 einen rdumlichen Fehler
zweiter Ordnung auf. Diese Fehlerordnungen sind allerdings nur auf einem dquidistanten Gittern gil-
tig, da fiir anisotrope Elementgrofsen h die Korrekturmatrizen G, und H, keine Einheitsmatrizen
darstellen, was sich in der Fehlerordnung der diskreten Ableitungsoperatoren in Gleichung (3.130)
niederschlédgt. In héheren geometrischen Dimensionen werden auferdem weitere numerische Fehler
durch die Integration der Oberflichenintegrale eingebracht, da sich die geometrischen Flachenmo-
mente nicht mehr zu null reduzieren.

Die spektralen Eigenschaften der Schemata lassen sich iiber eine Fourier-Analyse [81, 111, 137, 248]
untersuchen, wofiir die skalare Feldgrofe ¢, in ihre Fourier-Moden ¢;(t) exp (I27jzq/L) zerlegt
wird. Hierfiir wird die skalierte Wellenzahl w; = 27w jh/L eingefiihrt, welche im Bereich [0,7] definiert
ist [137] und fiir wofiir die Relationen z, = ah und I = y/—1 herangezogen werden. Es sei dar-
auf hingewiesen, dass der Index j keine Raumrichtung, sondern die j-te Mode von ¢, kennzeichnet.
Durch das Einsetzen der Fourier-Moden in die Gleichungen (3.131)-(3.133) lassen sich Informationen
iiber den numerischen Fehler ableiten. Hierfiir werden die Fourier-Koeffizienten der approximativen
ersten Ableitung 8(]B§k)/ 0r = (A\j,p + 1Wjmod) gZ;j mit ihrem analytischen Pendant 8(;%/ Or = lw;j qgj

verglichen. Je besser die effektive Wellenzahl w; ;04 eines numerischen Schemas mit der exakten
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(a) Dissipativer Fehler. (b) Dispersiver Fehler.

Abbildung 3.7: Spektrale Fehleranalyse der drei k-exakten Diskretisierungsschemata. Der Damp-
fungsterm A; p auf der linken Seite kann mit der numerischen Dissipation der Sche-
mata in Relation gebracht werden. Die modifizierte Wellenzahl w; ,,0q auf der rechten
Seite gibt Aufschluss iiber die dispersiven Eigenschaften des diskreten konvektiven
Operators. Diese sind unbeeinflusst von dem Kontrollparameter . Die viereckigen
Symbole stellen die Grenzfrequenzen wj; . der jeweiligen Schemata dar, bei welchen
der Unterschied zwischen wj ;04 und w; 10 % betrégt.

Wellenzahl w; iibereinstimmt, desto besser werden die physikalischen Eigenschaften des zu approxi-
mierenden Operators abgebildet [81, 111, 137]

()\j,D + ij,mod)k:() =0 [1 — CO8 (wj)] + I'sin (wj)a

1 1
(A\jp + ij:mOd)k:I = 19 [3 — 4 cos (wj) + cos (2w;)] + IZ [6sin (wj) — sin (2w;)],

(3.134)

(MNjp + 1Wjmod) g = 34 — 47 cos (w;) + 14 cos (2w;) — cos (3w;)]

=’
1
+ 14—8 [69 sin (w;) — 12sin (2w;) + sin (3w;)] .

In allen drei Diskretisierungsschemata stellt der Parameter 6 eine Moglichkeit dar, um den realen
Déampfungsterm A; p zu steuern. Dieser Term ldsst sich mit einer numerischen Dissipation in Re-
lation setzen, welche durch den approximativen Operator aufgeprigt wird und eine Dampfung der
entsprechenden Wellenanteile induziert [81]. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3.7a dargestellt.
Im Gegensatz dazu stellt die Abweichung der effektiven Wellenzahl wj; ,0q von der exakten Wellen-
zahl w; einen dispersiven Fehler dar [81]. Dieser dufert sich durch einen Phasenversatz, wenn ein
Signal durch den numerischen Operator 8g5§k)/ Oz Ubertragen wird. Abbildung 3.7b zeigt diesen di-
spersiven Fehler anhand der Abweichung zwischen den gestrichelten Kurven und der durchgezogenen
Geraden. Fiir alle drei Schemata ist der dispersive Fehler unabhéngig von dem Kontrollparameter
6. Der grofte Fehler tritt bei der maximalen Wellenzahl w; = 7 auf, was sich mafgeblich auf die
Skalen der Losung auswirkt, die mit der Grofenordnung der Gitterskale h vorliegen [134]. Eine nicht

ausreichende Dampfung dieser Skalen kann sich in der Ausbildung parasitdrer Moden manifestie-
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ren, was wiederum zu einer massiven Verfilschung der Losung fithren kann. Es ist daher essentiell,
dass ausreichend numerische Dissipation durch das Diskretisierungsschema bereitgestellt wird, um
die Entstehung solcher Fehlerartefakte zu unterbinden. Die viereckigen Symbole in Abbildung 3.7b
kennzeichnen die Grenzfrequenzen wj . aller drei Schemata, bei welcher die effektive Wellenzahl
Wjmod um mehr als 10 % von der exakten Wellenzahl w; abweicht [81]. Das 0-exakte Schema weist
die niedrigste Grenzfrequenz wj . ~ 7/4 auf, gefolgt vom 2-exakten Schema mit wj . ~ 7/2 und dem
l-exakten Schema mit w; . ~ 117/20. Auf den ersten Blick erscheint es, dass das 1-exakte Schema
somit liber bessere numerische Eigenschaften als das 2-exakte Schema verfiigt. Bei einer genaue-
ren Betrachtung des dispersiven Fehler ergibt sich jedoch, dass die Kurve des 2-exakten Schemas
iiber den gesamten Wellenzahlbereich eine geringere Abweichung zu der durchgezogenen Geraden
aufweist und somit liber bessere dispersive Eigenschaften verfiigt. Dies ist insbesondere bis zu ei-
ner Wellenzahl von w; ~ 37/8 der Fall. Wie in Abbildung 3.7a zu erkennen ist, lasst sich der
Anteil der numerischen Dissipation durch den Kontrollparameter 6 steuern. Wird zusétzlich zum
konvektiven Operator jedoch auch der diffusive Operator 9%2¢/0x? in Betracht gezogen, so konn-
te beispielsweise auch die physikalische Dissipation durch die Viskositdt v des Stromungsmediums
ausreichend sein, um numerische Fehlerartefakte zu dampfen. Dieser Effekt konnte insbesondere
verstarkt werden, wenn zusétzlich eine turbulente Viskositidt vy durch ein SGS-Modell eingebracht
wird. Ziel der folgenden Analyse ist es daher, eine Relation zwischen dem Parameter 6 und der
physikalischen Diffusion der unterliegenden Advektions-Diffusions-Gleichung zu finden, sodass die
betrachteten k-exakten Diskretisierungsschemata stabil bleiben. Diese Relation lésst sich tiber eine

Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse herleiten.

3.5.2 Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse

Im folgenden Abschnitt soll eine Methode hergeleitet werden, mittels der sich der Kontrollpara-
meter # in Abhéngigkeit der Stromungsgeschwindigkeit U und der Viskositdt v bestimmen lasst,
sodass das numerische Diskretisierungsverfahren stabil bleibt und gleichzeitig der Anteil an numeri-
scher Dissipation so gering wie moglich gehalten wird. Fiir die Von-Neumann-Analyse muss neben
der rdumlichen Diskretisierung von Gleichung (3.125) auch die zeitliche Diskretisierung in Betracht
gezogen werden. Hierfiir wird das Crank-Nicolson-Verfahren eingesetzt, welches auch im weiteren

Verlauf dieser Arbeit fiir die zeitliche Diskretisierung der Transportgleichungen Anwendung finden

soll:
M + g ¢n+1/2 _ ¢n+1/2 v M B M 0
At h Tat1/2 To—1/2 h ox ox -
Toat1/2 Ta—1/2
(3.135)

Hierbei wird der Deferred-Correction-Ansatz angewendet [73, 125], bei welchem lediglich die volume-
trischen Mittelwerte ¢, von benachbarten Elementen implizit behandelt werden. Im Gegensatz dazu
wird der k-exakte Korrekturterm A¢gf+1)(

bei der Rekonstruktion der Oberflichenwerte nétig ist. Zur Verdeutlichung sei hierbei auf Gleichun-

x) explizit berechnet, welcher fiir die hohere Genauigkeit
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gen (3.48) und (3.113) verwiesen. Diese explizite Behandlung hat den mafgeblichen Vorteil, dass
die Ableitungen in diesem Term lediglich zu Beginn eines Zeitschrittes berechnet werden miissen.
Dadurch kann im Gegensatz zu einem voll-impliziten Verfahren deutlich an Rechenzeit eingespart
werden, ohne die Stabilitdt des Verfahrens mafigeblich zu beeinflussen. Dies wurde in vorangegangen
Arbeiten fiir die vorgestellten Verfahren gezeigt [222]. Unter Beriicksichtigung der Umrechnung von

Punktwerten zu volumetrischen Mittelwerten lasst sich der konvektive Fluss berechnen durch

n 1 n+1 n+1 1 -n -n
o2 s (add ! aadil)) + 5 (auds + aadisr)
e (3.136)
n n 2 n |(k—1) 2 n |(k—1) '
by ai +bda¢ h + 8¢ +Cd6¢ h2.
Ox Ox Y 9a2 Ox?
T Ta+1 To Ta+1
Die diffusiven Fliisse kénnen approximiert werden mit

GQS"“/Q 1 n+1 —n+1 1 -n —-n
T or ~ oh <¢a+1 P ) oh <¢a+1 - ¢a> - (3.137)

LTo+1/2

Durch die Definition der Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl (CFL-Zahl) 0 = UAt/h sowie der lokalen
Gitter-Reynolds-Zahl Re, = Uh/v, lasst sich die diskretisierte Gleichung (3.135) ausdriicken zu

1 3
v S SR g =0 Y SEXPIgE (3.138)

m=—1 m=—3

Die Koeffizienten S,(,{MP) und Sy(,fXP) sind in Tabelle 3.2-3.4 gegeben.

Fiir die Analyse der Stabilitdtseigenschaften der k-exakten Verfahren wird der numerische Fehler
g/ eingefiihrt. Ahnlich zu ¢, breitet sich dieser Fehler ebenfalls mit der unterliegenden Transport-
gleichung (3.135) aus [111]. Um die Stabilitét des Verfahrens zu garantieren, sollte 2 daher nicht
anwachsen, wenn die Losung zeitlich voranschreitet. Ein solches Kriterium lédsst sich in Form einer
Verstérkungsfunktion G' = € ;LH / €' ausdriicken. Diese lisst sich durch einsetzen der Fourier-Mode
des numerischen Fehlers £;(t,,) exp (I2mjx,/L) in die diskretisierte Transportgleichung (3.138) aus-
driicken durch
1-—0 Em—fii SLEXP) exp (Jw;m)
1+ Usz S (IMP)

Eine stabile Diskretisierung erfordert die Bedingung |G (w;)| < 1 [111]. Diese wird in der folgenden

G(w)) = (3.139)

exp (fw;m) .

Herleitung quadriert, um die Entstehung imagindrer Terme zu unterbinden. Dadurch lasst sich das

Stabilitdtskriterium darstellen durch

2
—l+o Z SUMP) oxpy (Twjm)| < 0. (3.140)

m=—1

3
1—025’ exp (Tw;m

m=—3
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Tabelle 3.2: Implizite Diskretisierungskoeffizienten fiir die Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse der 1-
und 2-exakten Schemata.

Schema,

IMP IMP IMP
I I

k=12 -0+ +1) 3(0+2) -1(0+e-1)

Tabelle 3.3: Explizite Diskretisierungskoeffizienten fiir die Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse des 1-
exakten Schemas.

Element SLEXE) (k=1)

a—3 0

a—2 by (04 1)

a=1 0 —vu—2) — pu—tu— b 2]
a 1[0 Wa+vu— ) =+ Yo — ]
a+1 —%[e(wd—wu+2)—wd—wu+%%—2
a2 $¥q (6 —1)

a+3 0

Tabelle 3.4: Explizite Diskretisierungskoeffizienten fiir die Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse des 2-
exakten Schemas.

Element

SYEP) () = 2)

a—3
o —2
a—1
Qo

a+1
a2
o+3

i [9 (100q — 118, +24) — 109 — 1), + i — 24}

—%% (9 + 1)
95 [0 (Va + 130y) — g + 13¢,]
g5 0 (110 — 10, — 24) = 11y — 100, — (S — 24]
— 5 [0 (Ta + T — 20) = Tga+ T — 2]

o [0 (13¢g + ) — 1394 + o]
—gstba (0 — 1)
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Um eine Vereinfachung der trigonometrischen Beziehungen zu realisieren, wird die Substitution
X := cos(wj) eingefiihrt. Da w; € [0, 7] gilt, ist X; dementsprechend auf dem Wertebereich [0,1]
definiert. Nach einigen algebraischen Umformungen lésst sich das Stabilitétskriterium |G(w;)| <1

schlieflich in Form einer quadratischen Ungleichung darstellen:
A(X;) 0% + B(X;) 0+ C(X;) < 0. (3.141)

Die Koeflizienten A, B,C = f(Xj;0,Rep, ¥y, 14) sind hierbei definiert durch:

A(X;) = 0? [a1(X;) V2 + a2(X;) Yutba + as(X;) u + as(X;) 7 + as(X;) Y] » (3.142a)
BUX) = 0 [0 () g+ X)X 4 Ba(X) o+ 05(X,) 0
€h Reh
+ b6 (X) wd] + 0 [b7(X;) u + bs(X;) g + bo(X;)], (3.142b)
CX)) = (X)) g + (X)) + a(X) 02 + ) b+ es65)
en Rey,
+06(Xj)¢3+07(Xj) wd:| +o [Cg(Xj)Rleh+Cg(Xj)’l/1u+Cl()(Xj)wd s (3.142C)

wobei die Koeffizienten a;(X;), b;j(X;) und ¢;(X;) in Tabelle 3.5 dargestellt sind. Fiir gegebene
Parameter o, Rep, ¥, und 14 lasst sich somit ein entsprechender Kontrollparameter # bestimmen,
welcher der Ungleichung (3.141) gentigt. Dies fiihrt dazu, dass die Verstarkungsfunktion inhérent die
Stabilitdtsbedingung |G(w;)| < 1 einhédlt und somit die Stabilitdt der unterliegenden diskretisierten
linearen Transportgleichung (3.125) erfiillt ist.

Es gilt nun eine Relation fiir 6 zu finden, welche die Ungleichung (3.141) iiber den definierten
Wertebereich X; € [0,1] erfiillt. Fiir X; = 0 und X; = 1 lésst sich einfach zeigen, dass dies stets der
Fall ist. Fiir den restlichen Bereich stellt sich ein entsprechender Beweis jedoch deutlich schwieriger
dar. Das Einsetzen der zuléssigen Parameter o > 0,Rej, > 0 und ), 94 € [0,1] in die Koeffizienten
A(X;), B(X;) und C(X}) lasst jedoch darauf schliefen, dass die Bedingungen A(X;) < 0, B(X;) <0
und B(X;)? — 4A(X;)C(X;) > 0 im betrachteten Bereich erfiillt sind. Aus diesen Bedingungen kann
dann folgende Relation fiir  zur Erfiilllung von Ungleichung (3.141) abgeleitet werden:

—B(X;) — /B2(X;) — 4A(X;)C(X;) <o< —B(X;) +/B2(X;) - 4A(X;)0(X;))

2A(X;) 2A(X;) (3.143)

Das Ziel der gegenwértigen Methode ist die Minimierung der numerischen Dissipation durch eine ad-
aptive Steuerung von 6. Die vorangegangene Fehleranalyse des konvektiven Operators zeigt, dass der
Kontrollparameter moglichst klein gewéhlt werden sollte, um den dissipativen Fehler zu reduzieren.
Dementsprechend wird die untere Grenze in Gleichung (3.143) fiir die Berechnung von 6 gewéhlt,

welche mit |G(w;)| = 1 korrespondiert. Das bedeutet, dass durch 6 gerade so viel Fehlerdampfung
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Tabelle 3.5: Koeffizienten a;, b; and ¢; in Gleichung (3.142) fiir das 1- und 2-exakte Diskretisierungs-

schema.
Koeffizient k=1 k=2
a1(X;) (X — 1*(X; +1)/8 —(X; = (X, + 1)(X7 - 37)/288
az(X;) Xi(X; —1)(X5+1)/4 (X5 —1)%(X;+ 1)(XF — 12X7 + 35X + 12) /144
az(X;) —(X DX +1)/4 (X =D& - DX, +1)/24
as(X;) )2(X +1)/8 —(X; = 1)*(X; + 1)(X7 —37)/288
as(X;) ( -2+ 1)/4 0 (X =D& - D)X, +1)/24
b1(X;) —(X;-DA(X;+1)/2 (X - DX - DX, +1)/12
b2 (X;) (Xa DX +1)/2 (X = T)(X; = 1D)*(X; +1)/12
b3(X;) (X; —1)%(X;+1)/4 —(X; —1)*(X; + 1)(X7 — 37)/144
ba(X;) 0 —(X; = 1(X; + 1)/12
bs(X;) —(X; DX +1)/4 (X - 12X+ 1)(XF - 37)/144
b6(Xj) 0 (X] 1)2(XJ + 1)/
br(X;) —(X; —D(X;+1)/2 (X = (X; = 1)(X; +1)/12
bs(X;) —(X; = D(X; +1)/2 (X; = DX = 1)(X;+1)/12
by(X;) 2(X; - 1) 2(X; - 1)
c1(X;) (XJ 1)*(X;+1)/2 (X; = T)(X; = 1)*(X; +1)/12
c2(X;) (X - 1*(X; +1)/2 —(X; = (X, - 1)*(X j +1)/12
cs(X;) (X; —1D3(X; +1)/8 —(X; —1)*(X; + 1)(X7 —37)/288
ca(X;) —-X;(X; - DXX;+1)/4 —(X; - DAX; + 1)(Xf —12X7 + 35X, +12)/144
c5(X;) (Xj —1)?(X; +1)/4 —(X; = 5)(X; = 1)*(X; + )/24
c6(X;) (X; —1D3(X; +1)/8 —(X; —1)*(X; + 1)(X7 —37)/288
cr(X;) (X —1)*(X; +1)/4 —(X; = 5)(X; — 1)*(X; +1)/24
cs(X;) 4(X; - 1) 4(X; — 1)
co(X;) —(X; = D(X; +1)/2 (X; = DX = 1(X;+1)/12
c10(X;) (X; —D(X;+1)/2 —(X; = (X5 = D(X; +1)/12
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Abbildung 3.8: Werte des Kontrollparameters fgap, fiir welche die Stabilititsgleichung (3.141) des
2-exakten Schemas fiir alle Wellenzahlen wj erfiillt ist (links). Die weiken Quadrate
kennzeichnen die Maxima, die aus den entsprechenden Kurvenverlaufen von 6 auf
der rechten Seite entnommen wurden.

eingebracht wird, dass das Diskretisierungsverfahren stabil bleibt. Um dies fiir alle Wellenzahlen zu
garantieren muss schlieflich das Maximum von 6 im gesamten Interval X; € (0,1) gefunden werden,

welches im Folgenden als Og,1, bezeichnet wird.

Ostan (0, Ren, hu, ) = max ~BX) = VBX,) — 4AX,)CX,) (3.144)

X; 2A(Xj)

Abbildung 3.8 zeigt exemplarisch, wie die Werte von ., bestimmt werden. Auf der linken Seite
sind Ogap-Werte fiir k = 2, ¥y = 1, ¥p = 1 und variierende Werte von ¢ und Rej, dargestellt. Die
weillen Quadrate referenzieren die entsprechenden Kurven auf der rechten Seite, welche den Verlauf
von @ iiber w; darstellen und verwendet werden, um g, zu bestimmen. Es ist deutlich zu erkennen,
dass Ogap den zuldssigen Wertebereich 6 € [0,1] in bestimmten Regionen iiber- oder unterschreitet.
In diesen Bereichen wird Oy, auf den zuldssigen Wertebereich beschréankt. Die daraus resultierende

Grofe wird im Folgenden mit 6y bezeichnet:
Oo(o, Rep, 1y, 1hq) = max [0, min (1, Ogap )] (3.145)

Die Werte von 6y werden in dieser Arbeit numerisch iiber den Parameterbereich o € [107?,5] und
1/Rep € [0,0,5] berechnet. Die Limitierungsfaktoren werden auf den Wertebereich ¢, € [0, 1] be-
schrankt. In Abbildung 3.9 ist 6y fiir den untersuchten Bereich von ¢ und Rej und ausgewéhlte
Kombinationen von v, und ¥4 fiir das 1- und 2-exakte Schema dargestellt. In den blauen Bereichen
mit fp = 0 kénnen die Schemata als numerisch stabil betrachtet werden, unabhéngig davon ob eine
zentrale oder eine Aufwind-Diskretisierung verwendet wird. Im Gegensatz dazu kann die Stabilitit
in den roten Regionen nicht garantiert werden, da dort fiir |G(w;)| < 1 Werte von 6 > 1 gewéhlt
werden miissten. Fiir den Fall, in dem beide Limitierungswerte v, und 14 den Wert null annehmen,

sind beide Diskretisierungsschemata stabil. Beide Verfahren approximieren den Fluss fiir 8g = 0 je-

66



3.5 Adaptive numerische Dissipation

1,0
0745 wu = 1,0/1/1d =00 T/Ju = 070/1/1(1 =10 wu = 170/1/)(1 =10 Py
e
0,35 e
S =
= 0,25 05 §
— ~
0,15 5
S

0,05
0,0
05 1,5 25 35 45 05 15 25 35 45 05 1,5 25 3,5 45
g g ag

1,0
0,45 Y tbu = 1,0 /1bg = 0,0 Yy = 0,0 /g = 1,0 Yoy = 1,0 /g = 1,0 R
=
0,35 e
S =
= 025 05 &
— ot
0,15 S
S

0,05
0,0
05 1,5 25 35 45 05 15 25 35 45 05 1,5 25 3,5 45
g g ag
(b) k= 2.

Abbildung 3.9: Beschrénkter Kontrollparameter g fiir das 1- und 2-exakten Schema bei variieren-
den Limitierungswerten 1, und ¢4. Durchgezogene Linien kennzeichnen die Grenzen
zu numerisch stabilen Bereichen in dunkelblau, wohingegen gestrichelte Linien die
Grenzen zu numerisch instabilen Regionen in dunkelrot darstellen. Dazwischen l&sst
sich mit einer geeigneten Wahl von 0 eine stabile Diskretisierung erreichen.

doch mit einer Genauigkeit von mindestens zweiter Ordnung, weshalb nach Godunovs Theorem die
Entstehung von Extremwerten in der Ndhe von Diskontinuitdten nicht unterbunden wird. Um diese
Bedingung zu erfiillen muss g = 1 gesetzt werden, wenn das stromaufwirts gelegene Element mit
1, = 0 vollsténdig limitiert ist. Aus den Abbildungen lésst sich deutlich erkennen, dass es essentiell
ist, die Limiterungsfaktoren bei der Stabilitdtsanalyse zu beriicksichtigen. Interessanterweise weist
das 2-exakte Schema eine hohere Stabilitéit auf als das 1-exakte Schema. Dieses Verhalten erscheint

kontraintuitiv, da Verfahren héherer Ordnung als anfélliger fiir numerische Instabilitdten gelten.

3.5.3 Approximation von 6, mit neuronalen Netzwerkmodellen

Auf Basis der vorangegangenen Analyse stellt sich die Frage, wie sich das Stabilitdtskriterium in den
Stromungsloser ThetaCOM integrieren lédsst. Die Berechnung von 6y ist mit einem relativ hohen
Rechenaufwand verbunden und muss an jeder Elementoberfliche des Dualgitters erfolgen, was die

Performance des Verfahrens mafigeblich beeintrachtigen wiirde. Eine Alternative wére, die Ergebnis-
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se der Gleichungen (3.144) und (3.145) durch ein ordnungsreduziertes Modell (reduced-order model)
zu approximieren. Da das unterliegende Problem analytisch definiert ist, wére beispielsweise ein
nichtlinearer Regressionsansatz eine verniinftige Wahl fiir die Modellreduktion. Hierfiir gilt es eine
nichtlineare Ansatzfunktion zu spezifizieren, was sich fiir die gegebenen Daten jedoch als nicht trivial
herausgestellt hat. Sollen die Gleichungen beispielsweise durch multivariate Polynome approximiert
werden, so kann eine ausreichende Genauigkeit nur unter Verwendung eines hohen Polynomgrades
realisiert werden, was wiederum die Kompaktheit des reduzierten Modells beeintréichtigt. Dies ist
auch der Fall fiir andere Ansétze, wie beispielsweise der symbolischen Regression. In einer vorange-
gangenen Arbeit [223] wurde jedoch gezeigt, das sich das Regressionsproblem durch die Verwendung
neuronaler Netzwerke in Form sehr kompakter Modelle approximieren lasst. Letztere werden auch als
Perzeptron-Modelle bezeichnet und stellen ein mehrdimensionales, nichtlineares Regressionsmodell
dar, mit welchem die Eingabegrofen o, 1/Rep, 1, und 14 auf einen entsprechenden Ausgabewert 6
abgebildet werden kénnen. Das Modell besteht aus mehreren Schichten von miteinander verbunde-
nen Recheneinheiten, welche als Neurone bezeichnet werden. Jedes Neuron berechnet eine gewichtete
Summe seiner Eingabewerte, welche entweder die Eingangsgrofsen des Netzwerks oder die Ausgangs-
grofen eines Neurons aus einer vorangehenden Schicht darstellen. Das Ergebnis der gewichteten
Summe wird anschliefsend als Parameter einer nichtlinearen Funktion ausgewertet, welche auch als
Aktivierungsfunktion bezeichnet wird. Die Koeffizienten der Gewichtung stellen die Freiheitsgrade
des Netzwerk-Modells dar, welche es in einem iterativen Prozess zu bestimmen gilt. Dieser wird auch
als Netzwerk-Training bezeichnet. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung des mehrlagigen Perzeptron-
Modells sei auf die Literatur verwiesen [14, 19, 109, 262|.

3.5.3.1 Struktur des neuronalen Netzwerkmodells

In einer vorangegangenen Arbeit [223] wurden inkompressible, stromungsmechanische Testfélle be-
trachtet, fiir welche die in Abschnitt 3.2.4 beschriebene Limitierung des Rekonstruktionspolynoms
nicht notwendig ist. Lediglich in wandnahen Elementen wurden die Limitierungsfaktoren zu null ge-
setzt, um dort die Fehlerordnung lokal zu begrenzen. Da somit 1, und 14 nur die Werte null und eins
annehmen konnten, war es zielfithrender, fiir die verschiedenen Kombinationen dieser Werte separate
Netzwerkmodelle mit nur zwei Eingangsgrofen (o, 1/Rep) zu trainieren. In dieser Arbeit soll dieser
Ansatz erweitert werden, um ein Modell fiir die Approximation von 6 iiber den gesamten Parame-
terbereich ¢, X ¥q = [0,1] x [0,1] zu ermoglichen. Dafiir wére es naheliegend, die Netzwerkstruktur
auf vier Eingangsgrofen (o, 1/Rep, ¥y, ¥4) zu erweitern. Vorlaufige Untersuchungen zeigten jedoch,
dass mit dieser Konfiguration sehr grofte Netzwerkmodelle notwendig sind, um 6y ausreichend genau
zu approximieren. Ein weiteres Problem stellt die Auflosung des Parameterraumes fiir die Erzeugung
der Trainingsdaten dar, deren Anzahl mit einer vierten Potenz skaliert. Aus diesem Grund wird ein
alternativer Ansatz gewéhlt, bei welchem die Approximation von 6y durch einen Verbund neuronaler
Netzwerke realisiert wird. Der Parameterbereich 1, x 14 wird dabei durch ein kartesisches Gitter
von Ny, x Ny, Wertepaaren (1,,14) diskretisiert. Jedem Gitterpunkt wird ein separates Perzeptron-
Modell mit lediglich zwei Eingangsgrofen (o, 1/Rep,) zugeordnet. Jedes Perzeptron-Modell wird mit
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Abbildung 3.10: Ansatz zur Bestimmung des Kontrollparameters Hggg )

naler Netzwerkmodelle.

mit einem Verbund neuro-

einem separaten Datensatz trainiert, sodass es den Kontrollparameter O, fiir seine entsprechen-
den Wertepaare (1),,14) iiber einen vorgegebenen Parameterbereich von o und 1/Rey ausreichend
genau approximieren kann.? Fiir die Berechnung von 6y mit dem Netzwerkverbund werden fiir einen
gegebenen Eingangsvektor (o, Rep, ¥y, 1) zunichst die Perzeptron-Modelle der vier néichstliegen-
den Knotenpunkte zum Punkt (t,,14) gewahlt, um jeweils Og,p zu approximieren. Anschliefend
wird der Wert H(tab ) als gewichtete Summe dieser vier Werte interpoliert, was iiber eine bilineare
Interpolation [200] erfolgt

0NN (1= 5) (1= 1) 090 + 5 (1 — 1) 00D s plHIIHD (1 ) gliatD) (3.146)

Hierbei stellt 952;}3 den Ausgabewert eines Perzeptron-Modells am Knotenpunkt (7,5) dar. Die Para-

meter s und ¢ werden berechnet durch

v |

mit den Schrittweiten A, und A, des kartesischen v, X 14-Gitters. Nach der Approximation
von fgtap, durch den Netzwerkverbund wird Gleichung (3.145) verwendet, um den beschriankten

(NN)

Kontrollparameter 6,

S =

zu bestimmen, welcher fiir die Stabilisierung des Diskretisierungsverfahrens
verwendet wird. Zur Verdeutlichung ist der Vorgang zur Bestimmung von Gégé‘v )
Abbildung 3.10 dargestellt.

Die verwendeten Netzwerkmodelle verfiigen iiber eine Eingangs- und eine Ausgangsschicht, sowie

schematisch in

eine einzelne Zwischenschicht. Die Zahl der Neurone N,, in der Zwischenschicht variiert in Ab-

héngigkeit der Exaktheit des Schemas sowie in Abhéngigkeit der Limitergréfen 1, und vg. Die

3Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Grofie 6o ebenfalls als Ausgabegrofe fiir die Perzeptron-Modelle anbieten
wiirde. Die Approximation wird jedoch durch die Wahl von g1, drastisch verbessert.
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Eingangsschicht umfasst zwei Neurone und die Ausgangsgrofte ein Neuron. Die Netzwerkmodelle
agieren damit als ineinander verschachtelte, nichtlineare Funktionen, durch welche sich Qégg fiir eine

entsprechende Kombination von (¢, 14) berechnen lasst durch
0 (0, Re) = b + Z W geoft (b§,1> +wl)o +w) (1/Reh)) (3.148)
p=1

(r

Hierbei sind wpq ) die Gewichte zwischen Neuron p in Schicht » — 1 und Neuron ¢ in Schicht r. Jedes

(r (r)

Neuron enthilt zudem einen Bias-Wert b, ") Die Parameter wz(gq) und by’ werden fiir jedes Netz-
werkmodell durch den Trainingsprozess separat bestimmt und miissen fiir die Simulation lediglich in
entsprechenden Datenfeldern gespeichert werden. Fiir alle Perzeptron-Modelle wird die nichtlineare

Softplus-Funktion geof () als Aktivierungsfunktion gewéahlt

22 + 6x + 12

.14
x2 —6x+ 127 (3.149)

() . it oxp(a)
)= ——— m explr) =
gSOft 1 —I'-eXp(.T) p
welche auf dem (2,2)-Padé Approximant der Exponentialfunktion basiert. Letztere ist eine Appro-
ximation von exp(z) fiir das Interval |z| < 1/2 und hat sich in numerischen Voruntersuchungen als
sehr guter Kompromiss zwischen Genauigkeit und Komplexitidt der Modelle herausgestellt. Wahrend

NN)

der Simulation werden die Werte 9(() an jeder Elementoberfliche A, zu jedem Zeitschritt neu
berechnet und fiir die Losung der Transportgleichung verwendet. Auf Basis der Limitierungsfaktoren
wird fiir jede Oberfliche das entsprechende Netzwerkmodell ausgewéhlt, womit dann der Wert von
0" iiber die Eingangsgrofen o = UAt/h und 1/Rep, = 140t/ (U h) bestimmt wird. Diese Grofen

stab
werden berechnet durch:

2| (@)

h = \/Aﬂfi(a’g)Ami(aﬂ)7 U= "—"—7——1—7,
(,Oa +P5)|Aa6|

1 1
Vot = 5 (Vo +78) + 5 (Vo +71,5) - (3.150)

Die Ausgabewerte des Netzwerk-Verbunds Gétab) werden schliefslich iiber Gleichung (3.145) be-

schrinkt, um den finalen Kontrollparameter 0(() M)

zu berechnen.

Fiir die thermochemischen Feldgréfsen h und Y wird der Kontrollparameter statt der Reynoldszahl
iiber die entsprechende Péclet-Zahl Pej, = pUh(c,/N),,, und Pey = Uh/Dy,; berechnet. Da sich
fiir den Multi-Speziestransport die Diffusivitdat D der jeweiligen Spezies unterscheidet, resultieren
an einer Oberfliche unterschiedliche Kontrollparameter fiir jede Komponente. Dies bewirkt eine
Verletzung der Spezies-Massenerhaltung, was sich anhand der Summe der konvektiven Spezies-Fliisse

Féafg(Ys) iiber A,p3 zeigen lasst:

N,
. 1 i) .
ZFéfo )= 5l (Vou+Vaa) — 5D ZO Yea—Ysu). (3.151)
s=1

L i(eBr)
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Die Fliisse miissen zur Massenerhaltung mit dem integrierten Massenstrom 1 (*“#1) iibereinstimmen,
was sich fiir variierende Kontrollparameter nicht stets erfiillen ldsst. Der resultierende Fehler kann
in den Simulationen zu unphysikalischen Temperaturen fiihren. Um dies zu unterbinden wird fiir die
thermochemischen Transportgleichungen an jeder Oberfliche stets der maximale Kontrollparameter
QéN N)

Stabilitatskriterium, als auch die Spezies-Massenerhaltung erfiillt. Theoretisch miisste ein dhnliches

verwendet, der sich fiir alle Spezies und fiir die Enthalpie ergibt. Hierdurch wird sowohl das

Vorgehen auch fiir die Bestimmung der Limiter v, durchgefiihrt werden, sodass die Massenerhaltung
auch durch die Flussanteile Fo o erfiillt ist. Numerische Experimente haben jedoch gezeigt, dass die
entsprechenden Fehler vernachléssigbar klein sind und ohne diese Anpassung eine hohere Genauigkeit

erzielt wird.

3.5.3.2 Training des neuronalen Netzwerkmodells

Wihrend dem Trainingsprozess werden dem Netzwerk festgelegte Eingangsgrofen o und 1/Rep
(NN)
stab

Ostap, aus der Stabilitdtsgleichung (3.144) verglichen. Mit der resultierenden Abweichung werden dann

prasentiert. Die daraus bestimmten Ausgangswerte 0 werden anschliefsend mit den Zielgrofsen
die Netzwerk-Gewichte iterativ angepasst, sodass die folgende Fehlerfunktion F fiir alle Np Proben

des Trainingsdatensatzes minimiert wird:

Np

1 2
B=5-3 (Gt — 65000 ) (3.152)

n=1

Typischerweise erfolgt die Minimierung von Gleichung (3.152) fiir neuronale Netzwerkmodelle mit
dem Ansatz eines stochastischen Gradientenabstiegs, was im Englischen als Stochastic Gradient
Descent (SGD) bezeichnet wird. Dieser Ansatz ist insbesondere zielfithrend zur Optimierung hoch-
dimensionaler Probleme [25]. Da die Dimension des betrachteten Regressionsproblems jedoch tiber
eine sehr kleine Eingabedimension verfiigt, konnen die Netzwerkgewichte sehr effizient durch Opti-
mizerungsmethoden zweiter Ordnung bestimmt werden [262]. Dazu z&hlt auch der in dieser Arbeit
verwendete Levenberg-Marquardt (LM) Algorithmus [140, 151]|, welcher sich insbesondere fiir das
Training von kleinen bis mittelgrofen Netzwerken eignet [104, 267|. Fiir jedes Modell werden mehrere
Trainingsdurchlaufe mit variierender Neuronenzahl N,, und dazu entsprechenden Trainingsdatensat-
zen unternommen. Die trainierten Modelle werden dann mit einem Validierungsdatensatz getestet.
Die Modellgiite wird dazu mit dem Root Mean Square Error Normalized by the Standard Deviation
(NRMSE) und dem maximalen absoluten Fehler E;g;ax) bewertet

NN)\ 2
\/1\}13 2un (90’” B 9‘()’" )) (maz) (NN)
NRMSE = 5(@0) und E,. ~ = max Bon — 05 | (3.153)

wobei s(-) die Standardabweichung darstellt. Letztendlich wird das kompakteste Modell ausgewéhlt,
welches alle Werte im Validierungsdatensatz mit einer vorgegebenen Fehlertoleranz approximieren
kann. Ein bedeutender Nachteil der LM-Methode ist jedoch, das der Algorithmus zur Optimierung
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inharent auf der Summe der kleinsten Quadrate beruht. Die Netzwerkkoeffizienten werden dadurch
in solch einer Weise trainiert, dass der Kontrollparameter HéNN) aufgrund von Approximationsfehlern
sowohl iiber- als auch unterschétzt wird. Wéhrend eine Uberschiitzung lediglich mit einer erhéhten
numerischen Dissipation fiir das Diskretisierungsschema einhergeht, fithrt eine Unterschétzung zu ei-
ner Verletzung der Stabilitdtsgleichung (3.141). In einer vorangegangenen Arbeit [223] wurde bereits
beschrieben, dass eine Unterschitzung von 6y beispielsweise numerische Artefakte in den turbulen-
ten Spektren in LES induzieren kann, was auf eine unzureichende Dadmpfung von parasitdren Moden
zuriickgefiihrt wird. Wie in der Arbeit gezeigt wurde, ldsst sich dieses Problem vermeiden, indem

die Fehlerfunktion F fiir das Netzwerktraining durch einen zusétzlichen Term angepasst wird:

2

n=1

K
1 2
DEESS [(estab,n - G(g{fi) + kp |Ostabin — O a| H (estab,n - e(gﬂ)} . (3.154)

Der zusétzliche Term dient als Schwellwertfunktion und beinhaltet die Heaviside-Funktion H (x) so-
wie die Konstante &, = 1000. Er wird lediglich aktiviert, wenn die vorhergesagten Kontrollparameter
Hégg ) ihre entsprechenden Zielwerte g, unterschreiten. Auf diese Weise werden die Netzwerkko-
effizienten inhérent so trainiert, dass eine Unterschétzung von Og,, vermieden wird. Leider ldsst
sich dieser zusétzliche Term nicht ohne weiteres mit der LM-Optimierungsmethode vereinen, da
letztere auf quadratischen Fehlerfunktionen basiert [202]. Mit einem SGD-Optimierungsalgorithmus
liele sich der Term ohne groferen Aufwand implementieren. Allerdings weist diese Methode deutlich
schlechtere Konvergenzeigenschaften fiir die Regression des betrachteten Problems auf. Wie in der
vorangegangen Arbeit [223| gezeigt wurde, lassen sich die Methoden allerdings nacheinander anwen-
den, um so die jeweiligen Vorteile zu nutzen. Das Netzwerktraining wird daher in die folgenden drei

Schritte unterteilt:

1. Training von mehreren Modellen mit variierender Neuronenzahl N,, unter Verwendung der
LM-Methode und der Fehlerfunktion (3.152).

2. Auswahl des kompaktesten Modells, mit welchem sich ein Validierungsdatensatz mit vorgege-

benen Fehlertoleranzen approximieren lasst.

3. Optimierung der Gewichte des Gewinnermodells mit einem SGD-Optimierungsalgorithmus und

der Fehlerfunktion (3.154), um die Unterschatzung des Kontrollparameters fg¢,p zu minimieren.
Diese Prozedur wird fiir jedes Wertepaar (1,,104) durchgefiithrt, um somit den gesamten Netzwerk-
verbund zu trainieren.
3.5.4 Ergebnisse des Netzwerk-Trainings

In diesem Abschnitt wird im Detail auf die Durchfiithrung des Trainings der Netzwerkverbunde ein-
gegangen. Fiir beide k-exakten Schemata wird jeweils ein Verbund mit 8 x 8 Netzwerkmodellen
verwendet. Diese Anzahl hat sich in numerischen Experimenten als ausreichend gezeigt, um 6y tiber

den betrachteten Parameterbereich zu approximieren. Die Suche nach den vier nidchsten Modellen

72



3.5 Adaptive numerische Dissipation

10° - 1y = 0,57 /g = 0,86 1004 & -y = 0,43 /g = 0,57
] 1\
] 0= 1y, = 0,71 / 1pg = 0,86 ] \\\ -0- 1), = 0,71 /g = 0,86
\\ -0 Yy = 0,86 /g = 1,00 1 \\{\\ -0 ), = 0,86 /g = 1,00
% ﬁ\ & ' \d,
10—1 CN— ~ 10—1 K o
2 Y \ = \ S\
~ \\\\ \,,El\ ~ ] \ AR %
=4 O X .. Z ] \ b ~--0O.
BN ] N\, oo
Y U\ = \‘O\\
1072 4 1072
] =] ] u]
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
N, Ny,
100 100
Q - 1)y, = 0,57 /g = 0,86 g - ), = 0,43 /g = 0,57
80 é\\ -o- 1, = 0,71 /g = 0,86 80 - \ -o- 1, = 0,71 /g = 0,86
xe \{\ -0y = 0,86 /g = 1,00 x \ 0 by = 0,86 /g = 1,00
1\ 1N
= 60 \ = 60 %
— \ & \\\
§ @« i \Q\ § @« i \ \\‘
S5 40 ' E<S 40 A\
a \ a A%
20 - B, 20 - \\g\
A:;\“‘ﬁ_\*—l;‘---—m O, = S '"-5\
0 T T T T T = .|T| 0 T T \ﬁi‘ T T - ﬂ?
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Ny, Ny
(a) k= 1. (b) k=2.

Abbildung 3.11: NRMSE und maximaler absoluter Fehler E2}%* zur Approximation von HéNN) flir
ausgewahlte Netzwerk-Modelle in Abhéngigkeit der Neuronenzahl N, nach dem
LM-Training.

im Netzwerkverbund lasst sich aufserdem sehr effizient realisieren, wenn die Anzahl der Modelle
eine Zweierpotenz darstellt und sich dadurch eine bindre Modulo-Operation verwenden ldsst [113].
Fiir jedes der 64 Netzwerkmodelle gilt es die optimale Neuronenzahl N, und die dazugehétrigen
Netzwerkkoeffizienten zu bestimmen. Dazu wird fiir jedes Netzwerkmodell ein separater Trainings-
datensatz erzeugt, indem 0,1, fiquidistant {iber den Parameterbereich o x 1/Rey, € [1072,0,5] x [0,5]
und mit der entsprechenden Kombination von (ty,%4) berechnet wird. Die Grofe des Trainings-
datensatzes wird in Abhéngigkeit von N, gewihlt, wobei pro Netzwerkkoeffizient 250 Stichproben
zu generieren sind. Mit den berechneten Trainingsdaten lassen sich dann die Netzwerkkoeffizienten
des Modells iiber die LM-Methode bestimmen, was in dieser Arbeit durch die Open Source Python
Bibliothek Scipy [249] erfolgt. Dieser Schritt wird sukzessive fiir unterschiedliche Neuronenzahlen
wiederholt, bis das Netzwerkmodell einen separaten Validierungsdatensatz mit einer vorgegebenen
Genauigkeit approximieren kann. Abbildung 3.11 zeigt die Fehlernormen NRMSE und Esglsax) eini-

ger ausgewahlter Netzwerkmodelle nach dem LM-Training {iber der Neuronenzahl N,. Die Fehler
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Abbildung 3.12: Neuronenzahl N,, der Netzwerk-Modelle im Verbund zur adaptiven Berechnung des

Kontrollparameters GSNN) .

0,0 0,0 -8
=z z
Z_ 0,21 Z_ 021
) )
| I
< <
044 NRMSE=0038 044 NRMSE=0,042
Elmer) — 58 88% EUmer) — 59 81%
_076 T T T T _0’6 T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
90 60
(a) k= 1. (b) k = 2.

Abbildung 3.13: Abweichung zwischen dem beschrinkten analytischen Kontrollparameter 6y und
)

dem durch die Netzwerkverbunde approximierten Wert QSNN fiir beide k-exakten

Schemata.

werden mit einem separaten Validierungdatensatz berechnet, welcher 62500 Stichproben umfasst.
Die Schwellwerte zur Bewertung der Modellgiite wurden vorab durch numerische Experimente be-
stimmt und bewirken einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Kompaktheit der Modelle.
Abbildung 3.12 zeigt die Anzahl der Neuronen aller Modelle im gesamten Netzwerkverbund. Es ist
zu erkennen, dass fiir beide Falle K = 1 und k = 2 die Netzwerke mehr Neurone im Bereich v, > 0,5
benotigen, um die Validierungsdatensétze ausreichend genau zu approximieren. Die grofiten Modelle

resultieren, wenn 14 und %, nahe eins sind und die Lésung somit nur schwach limitiert wird.
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Im néachsten Schritt wird die erweiterte SGD-Optimierung mit der Fehlerfunktion E aus Glei-
chung (3.154) auf die ausgewahlten Modelle angewendet. Die Gewichte der Modelle werden dadurch
so veriandert, dass der Kontrollparameter QSNN) infolge von Approximationsfehlern eher iiberschétzt
wird, um somit die unterliegende Stabilitatsgleichung (3.144) nicht zu verletzen. Fiir die Optimie-
rung wird der Adam Algorithmus [128] der Open Source Bibliothek PyTorch [187] verwendet und das
Training erfolgt mit den Datensétzen des vorangegangenen LM-Trainings. Die Giite der Netzwerk-
verbunde nach dem zusétzlichen SGD-Trainingsschritt sind in Abbildung 3.13 dargestellt. Gezeigt
ist die Abweichung des approximierten und anschliefend beschriankten Kontrollparameters 9(()NN)
zum analytischen Pendant 6. Die Daten werden mit einem weiteren Validierungsdatensatz berech-
net, welcher 360000 Stichproben umfasst und sich iiber den gesamten Parameterbereich von o, Rep,
1y, und g erschliefst. Der Einfluss der SGD-Optimierung ist deutlich daran zu erkennen, dass der
iiberwiegende Anteil der Fehlerdifferenzen negativ ist, wodurch die Unterprognose von 6 aufgrund
von Approximationsfehlern deutlich reduziert wird. Es féllt auf, dass der Schwellwert EX2* < 5%,
welcher im ersten Trainingssschritt zur Auswahl der Modelle verwendet wurde, fiir beide k-exakten
Schemata deutlich iiberschritten wird. Diese hohen Fehler sind wenigen Ausreiffern geschuldet. Die
Ergebnisse in Kapitel 4 werden jedoch zeigen, dass diese Ausreifier keine mafigebliche Auswirkungen
auf die Giite oder Stabilitdt der Losung in den betrachteten Testfillen haben. Der iiberwiegen-
de Anteil der Validierungsdaten wird im Gegensatz dazu mit einem aufserordentlich kleinen Fehler

approximiert, was anhand der geringen NRMSE-Werte zu erkennen ist.
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4 Verifikation und Validierung

In diesem Kapitel wird die Verifikation und Validierung des k-exakten Multi-Korrekturverfahrens
behandelt, welches im Rahmen dieser Arbeit in den Stréomungsloser ThetaCOM implementiert
wurde. Hierzu werden verschiedene Testfille betrachtet, welche sich entsprechend ihrer Komplexitéat

in die folgenden drei Gruppen unterteilen lassen:
1. Kanonische Testfélle
2. Laminare Testfélle
3. Turbulente Testfille

Die kanonischen Testfélle stellen generische stromungsmechanische Probleme dar, fiir welche eine
analytische Losung bekannt ist. Sie eignen sich somit zur direkten Verifikation der numerischen
Operatoren hinsichtlich ihrer rdumlichen Fehlerordnung. Die laminaren und turbulenten Testfélle
weisen im Gegensatz dazu eine hohere Komplexitat auf und dienen dazu, das Verfahren mit experi-
mentellen Daten oder Vergleichsdaten aus DNS zu validieren.

Es werden zwei k-exakte Multi-Korrekturverfahren untersucht, welche entsprechend ihrer Exakt-
heit mit K = 1 und k& = 2 bezeichnet werden. Fiir das 1-exakte Verfahren wird der Green-Gauss-
Gradient iiber Gleichung (3.23) korrigiert und es erfolgt keine Berechnung von héheren Ableitungen.
Die in Kapitel 3.3 dargestellten Korrekturterme Féafl)o und F' g;s)o zur Berechnung der konvektiven
und diffusiven Fliisse vereinfachen sich dementsprechend. Auch in die k-exakte Projektionsmethode
werden lediglich die 1-exakten Korrekturen eingesetzt und die Berechnung der adaptiven Dissipati-
on erfolgt mit dem Modell, welches fiir & = 1 hergeleitet wurde. Fiir das 2-exakte Verfahren erfolgt
im Gegensatz dazu die Berechnung der Hesse-Matrix und es wird ein weiterer Korrekturschritt fiir
die Gradienten benétigt. Die Berechnungen der Fluss-Korrekturterme sowie der Korrekturterme der
Projektionsmethode erfolgen mit den dargestellten 2-exakten Formulierungen. Die Berechnung der
Laplace-Fliisse zur Losung der Druckkorrektur-Gleichung erfolgt allerdings aus den in Kapitel 3.4
genannten Griinden auch fiir dieses Verfahren mit einer 1-exakten Rekonstruktion.

Um den Einfluss der k-exakten Diskretisierung auf den numerischen Fehler bewerten zu konnen
werden die Testfélle zusétzlich mit konventionellen Diskretisierungsverfahren berechnet. Diese Sche-
mata weisen formal eine O-exakte Rekonstruktion auf, weshalb keine Korrektur der Green-Gauss-
Gradienten erfolgt. Fiir die Diskretisierung der konvektiven Fliisse wird je nach Testfall das Central
Discretization Scheme (CDS) Verfahren oder das Quadratic Upwind Discretization Scheme (QUDS)

Verfahren verwendet. Beide Methoden waren bereits in ThetaCOM implementiert und sind im
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Detail in Anhang D dargestellt. Das CDS-Verfahren wird stets fiir die Flussberechnung der Impul-
serhaltungsgleichungen und ohne eine Limitierung eingesetzt. Dieses Verfahren verfiigt insbesondere
auf kartesischen Rechengittern iiber eine geringe numerische Dissipation, weshalb es sich einerseits
fiir LES eignet [213| und andererseits zu Instabilitdten neigt. Die Verwendung des QUDS-Verfahrens
erfolgt fiir die Diskretisierung der Enthalpie- und Spezies-Fliisse und es wird zusammen mit dem
Limitierungsansatz von Venkatakrishnan [245] eingesetzt. Dies ist darin begriindet, dass Spezies-
und Enthalpie-Transportgleichungen in reaktiven Stromungen eine héhere numerische Dissipation
bendétigen, um die Losung infolge der groffen Gradienten nahe der Flammenfront zu stabilisieren.
Die Berechnung diffusiver Fliisse erfolgt mit dem dargestellten Verfahren nach Mathur und Murthy
ohne die hergeleiteten k-exakten Korrekturterme.

Fiir alle drei betrachteten Verfahren wird zur Lésung aller Transportgleichungen die BICGSTAB-
Methode mit einer Jacobi-Prakonditionierung verwendet. Die Poisson-Gleichung wird stets mit dem
FGMRES-Verfahren und einer geometrischen Mehrgitter-Préakonditionierung geldst, welche auf drei
Gitterschrittweiten mit einem V-Zyklus realisiert wird. Es sei zu erwéhnen, dass sich mit The-
taCOM lediglich dreidimensionale Rechengitter verwenden lassen. Fiir die behandelten ein- und
zweidimensionalen Testfille werden daher ebenfalls stets dreidimensionale Rechengebiete definiert.
Die dritte Raumrichtung wird dann durch ein einzelnes Element aufgelost und der Raumebene wird

eine symmetrische Randbedingung aufgeprégt.

4.1 Kanonische Testfalle

Fiir die Verifizierung der Testfiille in diesem Abschnitt wird die L2-Fehlernorm verwendet, welche

definiert ist durch
1/2

SN (80— 357) 1]
> a1 19|

B2 () = (4.1)

wobei $§X die exakte volumengemittelte, analytische Losung darstellt. Die Fehlernorm wird auf
unterschiedlich feinen Rechengittern berechnet, um so die Fehlerordnung der jeweiligen Diskretisie-
rungsverfahren zu bestimmen. Da die exakten volumetrischen Mittelwerte fiir die teils verzerrten
median-dualen Elemente nur schwer zu berechnen sind, werden sie iiber die Punktwerte der be-
kannten analytischen Losung und deren Ableitungen mit den geometrischen Momente der Elemente

approximiert zu

ex 9 | 1 9% |
L ¢ ¢

Xa 8.1‘Z x hor 2 8:13181‘3 x

ex

a

Die Genauigkeit dieser Approximation ist ausreichend, um die in dieser Arbeit betrachteten Verfah-

ren hinsichtlich einer dritten Fehlerordnung zu verifizieren.
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Abbildung 4.1: Feldfunktion ¢(x) und deren erste Ableitung d¢(x)/0x; zur Verifikation der k-
exakten Gradientenkorrektur. Die beiden verwendeten Gittertypen sind exemplarisch
mit einer Schrittweite von L/32 dargestellt.

4.1.1 Einfluss der k-exakten Gradientenkorrektur

Wie in Kapitel 3.2 erldutert wurde, manifestiert sich bei der Gradientenberechnung mit dem allgemei-
nen Green-Gauss-Ansatz nach Gleichung (3.14) ein Fehler der Ordnung O(1). Durch den folgenden
Testfall 1asst sich zeigen, inwiefern dieser Fehler durch die Verzerrung des Rechengitters beeinflusst
wird. Des Weiteren dient der Testfall zur Verifizierung der implementierten Gradientenberechnung
mit dem k-exakten Multi-Korrekturverfahren in ThetaCOM. Es gilt den Gradienten einer Feld-
grofe ¢(x) in einem quadratischen Rechengebiet 2 € [-L/2,L/2] x [-L/2,L/2] mit L = 1m zu

berechnen, wobei ¢(x) definiert ist durch

d(x) = A sin (2n fx122) exp ( x%;x%) (4.3)
Die Parameter A = 50, f = 2/L? und o0 = L/10 werden so gewihlt, dass ¢ im Randbereich von
Q) ausreichend klein ist. Die Berechnung des Gradienten erfolgt auf zwei verschiedenen Gittertypen:
Einem kartesischen Rechengitter bestehend aus quadratischen Elementen sowie einem verzerrten
Rechengitter, welches sich aus Dreiecken und Vierecken zusammensetzt. An den vier Rédndern des
Rechengebietes werden Symmetrie-Randbedingungen aufgeprégt. Die Abbildungen 4.1a und 4.1b
zeigen die analytische Losung von ¢(x) und dem Gradienten 0¢(x)/dx1, zusammen mit der priméren
Représentation der verwendeten Gittertypen.
Es wird eine Konvergenzstudie der L?-Fehlernorm von d¢/dz; durchgefiihrt. Hierfiir wird die An-
zahl der Knotenpunkte Ny sukzessive erhdht, wodurch sich die mittlere Schrittweite h = L/v/Ng
zwischen zwei Knotenpunkten von L/16 auf L/1024 reduziert. Abbildung 4.2a zeigt die mit der

Lange L skalierten L2-Fehlernormen, welche auf dem kartesischen Rechengittertyp berechnet wer-
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Abbildung 4.2: Gitterkonvergenz der L2-Fehlernorm von 0¢/dz1 fiir den Testfall der k-exakten Gra-
dientenkorrektur. Die mit einem Stern gekennzeichnete Fehlerkurve wurde auf einem
skalierten Rechengebiet berechnet.

den. Die Berechnung fiir £ = 0 weist auf kartesischen Gittern in der Theorie einen rdumlichen
Fehler zweiter Ordnung auf, da die Korrekturmatrizen G, und H, in Einheitsmatrizen und die
Matrix OM i/ 8:1:,]5(13 in eine Nullmatrix iibergehen. Die Stagnation der Fehlerkurve ab einer ge-
wissen Unterschreitung von h ist auf Rundungsfehler der Gitterkoordinaten zuriickzufiihren, die bei
der Erzeugung der kartesischen Rechengittern entstehen und sich in kleinsten Abweichungen der
Hohen-Seiten-Verhéltnisse der Elemente dufern. Diese weichen fiir die Rechengitter mit A = L/512
und h = L/1024 im Bereich der 13. Nachkommastelle von dem idealen Wert eins ab. Auch diese
kleinsten Abweichungen bewirken eine lokale Variation der geometrischen Momente und fiihren da-
mit zum Einbruch der Fehlerkonvergenz. Dieser Fehler fallt auf einem grofieren Rechengebiet nicht
mehr ins Gewicht, was anhand der 0-exakten Konvergenzkurve dargestellt, die mit einem Stern ge-
kennzeichnet ist und auf einem skalierten Rechengebiet mit L, = 1000 m berechnet wurde. Fiir die 1-
und 2-exakten Gradientenoperatoren bleibt im Gegensatz dazu die Fehlerordnung auf dem kleineren
Rechengebiet erhalten, was den entsprechenden Korrekturschritten zuzuschreiben ist. Allerdings ist
auch fiir den l-exakten Operator eine leichte Abweichung von O(h?) auf dem feinsten Gitter zu
erkennen. Abbildung 4.2b zeigt die Fehlernormen fiir den verzerrten, unstrukturierten Gittertyp.
Dabei lésst sich deutlich der Effekt der verschiedenen Korrekturschritte identifizieren. Fiir den 2-
exakten Gradientenoperator bleibt die zweite Fehlerordnung erhalten und trotz der Verzerrung des
Gitters liegen die absoluten Fehlerwerte nahe bei den Werten des kartesischen Rechengitters. Das
l-exakte Verfahren geht in eine erste Fehlerordnung iiber und das 0-exakte Verfahren konvergiert

bereits ab der zweiten Verfeinerung nicht mehr weiter.
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4.1.2 Diffusiver Transport einer instantanen Punktquelle
Mit diesem Testfall 14sst sich der Einfluss des k-exakten Korrekturterms Fl()ag)o identifizieren, welcher
in Kapitel 3.3 zur Berechnung der diffusiven Fliisse hergeleitet wird. Es wird ein zweidimensionales

Rechengebiet Q € [—L,L] x [-L,L] mit L = 1 m betrachtet, in welchem sich eine Feldgrofe ¢ geméaf

der Gleichung
0¢ 2?¢  9%¢
T_pDl==4+=Z 4.4

ot (8x% + Ox3 (44)
ausbreitet. Die Feldgrofe ¢ wird zum Startzeitpunkt ¢ = 0s als instantane Punktquelle in Form eines
Dirac-Impulses 6(x) im Ursprung initialisiert und breitet sich anschlieffend radial im Rechengebiet
aus. Unter der Annahme, dass letzteres unendlich grof ist, ldsst sich der zeitliche Verlauf von ¢

analytisch durch folgende Funktion beschreiben [188]

1 x} + 23
= — . 4.
o0x.0) = e (T (45)

Fiir die Simulation des Testfalls wird das Feld zunéchst mit ¢(x,to = 0,25 s) initialisiert und anschlie-
fend bis zum Zeitpunkt ¢; = 1,25s simuliert. Dafiir wird der Parameter D = 0,005 m? /s so gewihlt,
dass ¢ im Randbereich von (2 stets ausreichend klein ist. Somit kann der Einfluss der Randbedingun-
gen auf die Losung vernachléssigt werden. Der zu simulierende Verlauf von ¢ ist in Abbildung 4.3a
fiir 25 = 0 dargestellt. Ahnlich zum vorherigen Testfall werden die Berechnungen auf einem verzerr-
ten, unstrukturierten Gitter mit Nx Knotenpunkten durchgefiihrt, welches exemplarisch in Abbil-
dung 4.3b dargestellt ist. An allen Seiten des Rechengebiets werden Symmetrie-Randbedingungen
aufgepragt.
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T /L
(a) Feldgrofe ¢ fiir xo = 0 im Zeitintervall (b) Unstrukturiertes Rechengitter der Schritt-
te ltota): weite L/16 und Verteilung von ¢ zum Zeit-

punkt %;.
Abbildung 4.3: Diffusiver Transport einer instantanen Punktquelle.
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Abbildung 4.4: Konvergenz der L?-Fehlernorm fiir den diffusiven Transport einer instantanen Punkt-
quelle unter sukzessiver Verfeinerung des Rechengitters.

Abbildung 4.4a zeigt die Konvergenz des L?-Fehlers von ¢, unter einer sukzessiven Verfeinerung
des Rechengitters von der Schrittweite h = L/8 bis h = L/256. Die Parameter k bezeichnen die
Exaktheit, mit welcher die Berechnung der diffusiven Fliisse in Gleichung (3.74) erfolgt. Beide 1-
und 2-exakten Schemata konvergieren auf dem verzerrten Gitter mit einer zweiten Fehlerordnung.
Die Verwendung von k& = 2 scheint jedoch keine wesentlichen Verbesserung gegeniiber dem 1-exakten
Schema zu bewirken. Ein deutlicher Unterschied zwischen den Féllen £k = 1 und k = 2 zeigt sich
fiir das Konvergenzverhalten des Gradienten von ¢ in Abbildung 4.4b. Die 2-exakte Rekonstruktion
fithrt hierbei zu einer Reduzierung des Fehlers von 0¢/0x1 sowie teilweise zu einer zweiten raumli-
chen Fehlerordnung. Im Gegensatz zum vorherigen Testfall geht diese jedoch nach Unterschreitung
einer gewissen Fehlerschwelle in eine erste Ordnung tiber. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die
volumetrischen Mittelwerte ¢, zur Rekonstruktion des Gradienten mit einem Fehler von O(h?) be-
haftet sind. Dieser Fehler wird in die Gradientenberechnung iibertragen und fiihrt dazu, dass sich der
Fehler des Gradienten ab einer gewissen Schrittweite mit O(h) manifestiert. Die Gradientenberech-
nung der l-exakten Rekonstruktion weist im Gegensatz dazu inhérent einen Fehler erster Ordnung
auf, was anhand der entsprechenden Kurve in Abbildung 4.4b zu erkennen ist. Fiir das konventio-

nelle Schema ohne k-exakte Korrekturen entsteht bei der Approximation von d¢/0x1 ein konstanter
Fehler.

4.1.3 Diffusiver Transport unter dem Einfluss von Dirichlet-Randbedingungen

Fiir diesen Testfall wird Gleichung (4.4) mit Dirichlet-Randbedingungen gelost. Hierfiir wird ein
Rechengebiet Q € [0,L] x [0,L] mit L = 1m betrachtet, an dessen Berandung folgende Werte fiir ¢
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(a) Kartesisches Rechengitter. (b) Unstrukturiertes verzerrtes Rechengitter.

Abbildung 4.5: Feldfunktion ¢(x) und deren erste Ableitung d¢(x)/0x1 zur Verifikation des diffusi-
ven Transports unter Einfluss von Dirichlet-Randbedingungen. Die beiden verwen-
deten Gittertypen sind exemplarisch mit einer Schrittweite von L/16 dargestellt.

aufgeprigt werden:
¢(x1 =0) =0, ¢(z1 = 1) = sin (7z2),
¢(ze =0) =0, d(xg = 1) = sin (7xy),

Mit diesen Randbedingungen lasst sich fiir ¢ — oo folgende stationére Losung herleiten [171, 172]

(4.6)

_ sinh (721) sin (722) + sinh (722) sin (721)

px) = sinh (7) ) (47)

Fiir die Simulation des Testfalls wird das Rechengebiet zunéchst mit ¢(x) = 1 initialisiert. Anschlie-
fend wird Gleichung (4.4) geldst, bis sich die L2-Fehlernorm von ¢, zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Zeitschritten um weniger als 1072 dndert. Die Berechnung erfolgt auf einem kartesischen
und einem unstrukturierten Gittertyp, welche jeweils in Abbildung 4.5 zusammen mit der Losung
¢(x) und deren z1-Gradienten dargestellt sind. Die Schrittweite der Rechengitter wird sukzessive
von h = L/16 zu h = L/256 reduziert.

Die Ergebnisse fiir das kartesische Gitter sind in Abbildung 4.6 dargestellt. Beziiglich E2(¢) kon-
vergiert das 0-exakte Schema mit einem rdumlichen Fehler, der zwischen einer ersten und zweiten
Ordnung liegt. Die Abweichung von einer zweiten Fehlerordnung ist dem Einfluss der Randbedin-
gungen zuzuschreiben. Fiir das 1- und 2-exakte Schema reduziert sich dieser Fehler im Vergleich
zum 0-exakten Fall um etwa eine Grofenordnung und fallt fiir ausreichend kleine Schrittweiten mit
einer zweiten Fehlerordnung ab. Ahnlich zum diffusiven Transport einer Punktquelle unterscheiden
sich die Fehlerkurven von Ej2(¢) fiir & = 1 und k = 2 nur marginal, wohingegen der Fehler des
Gradienten in x1-Richtung deutlich beeinflusst wird. So bleibt mit dem 2-exakten Schema ein Fehler

zweiter Ordnung auf dem kartesische Gitter erhalten, wohingegen das 1-exakte Schema in eine erste
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Abbildung 4.6: Konvergenz der L?-Fehlernorm fiir den diffusiven Transport einer Feldgrofe ¢ unter
dem Einfluss von Dirichlet-Randbedingungen auf kartesischen Rechengittern.
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Abbildung 4.7: Konvergenz der L2-Fehlernorm fiir den diffusiven Transport einer Feldgrofe ¢ unter
dem Einfluss von Dirichlet-Randbedingungen auf unstrukturierten verzerrten Re-
chengittern.

Fehlerordnung {ibergeht. Interessanterweise weist hier der Gradient des l-exakten Schemas einen
etwas grofseren Fehler auf als mit k = 0.

Der Einfluss der Gitterverzerrung wird anhand der Ergebnisse auf dem unstrukturierten Gitter in
Abbildung 4.7 beleuchtet. Das konventionelle Verfahren mit & = 0 geht in eine erste Fehlerordnung
iiber und es erhoht sich das absolute Fehlerniveau. Dies ist ebenfalls fiir das & = 1 Verfahren zu
erkennen, welches jedoch eine zweite raumliche Fehlerordnung erhélt. Mit der 2-exakten Rekonstruk-
tion lassen sich dhnliche Fehler wie auf dem kartesischen Rechengitter erzielen. Dies ist nicht der

Fall fiir die Approximation von d¢(x)/0z1. Hier geht das 2-exakte Schema analog zum vorherigen
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Testfall in eine erste Fehlerordnung iiber. Allerdings sind die absoluten Fehler deutlich geringer als
fiir £ = 1. Letzteres zeigt ebenfalls eine erste Fehlerordnung, wobei sich der Fehler im Vergleich zum
kartesischen Rechengitter erhdht. Die Berechnung des x1-Gradienten mit £ = 0 konvergiert auf dem

unstrukturierten Rechengitter ab der ersten Gitterverfeinerung nicht mehr.

4.1.4 Konvektiver Transport einer skalaren Feldgrolle

Dieser Testfall dient dazu, den in ThetaCOM implementierten Ansatz zur Gradientenlimitierung

aus Abschnitt 3.2.4 zu verifizieren. Hierfiir gilt es die Differentialgleichung

= 4.
ot ox 0, (4.8)

zu 16sen, welche den konvektiven Transport einer Feldgrofe ¢(x,t) mit einer konstanten Geschwin-
digkeit U = 1m/s beschreibt. Gleichung (4.8) wird auf einem eindimensionalen, periodischen Re-
chengebiet Q € [0,L] mit L = 1m gelést und es wird die folgende diskontinuierliche Startlosung
¢(x,0) vorgegeben [133]
1 fir |x/L — 0,2| < 0,1,
o(x,0) = (4.9)
0 sonst.
Die exakte Losung von Gleichung (4.8) stellt eine Translation der Startlosung um den Betrag T - U
dar, wobei T die Simulationszeit ist. Die Simulationen werden auf zwei Rechengittern mit jeweils
konstanten Schrittweiten von h = L/64 und h = L/128 durchgefiihrt. Der Zeitschritt At der Simu-
lationen wird so gewéhlt, dass sich eine CFL-Zahl von o = UAt/h = 0,05 einstellt.
Abbildung 4.8 zeigt den Verlauf der volumetrischen Mittelwerte ¢, die mit den drei Diskretisie-

rungschemata nach einer Simulationszeit von T" = 0,5 s hervorgehen. Die analytische Losung ist durch

1,0 Wl Coups (7
o k=
0,8 081 . _
0,6 - 0,6 - 4 |
S S
(hSS [
0,4 1 0,4
072 7] 0,2 T
xl
0,0 0,0 -
0,4 0,6 0.8 1,0 0,4 0,6 0.8 1,0
.’I,‘l/L a:l/L
(a) Schrittweite h = 1/64. (b) Schrittweite h = 1/128.

Abbildung 4.8: Testfall des konvektiven Transports einer skalaren Feldgrofse nach einer Simulations-
zeit von T' = 0,5s. Die dunkelgraue Linie kennzeichnet die analytische Losung.
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Abbildung 4.9: Testfall des konvektiven Transports einer skalaren Feldgrofse nach einer Simulations-
zeit von T' = 10,5s. Die dunkelgraue Linie kennzeichnet die analytische Losung.

die dunkelgraue, durchgezogene Linie dargestellt. Es ist zu erkennen, dass das QUDS-Verfahren mit
dem Venkatakrishnan-Limiter eine etwas stiirkere Glittung der Unstetigkeiten von ¢, verursacht.
Des Weiteren wird das Maximum der Losung auf dem groben Rechengitter infolge der hohen nume-
rischen Diffusion des Verfahrens reduziert. Im Gegensatz dazu bleibt mit beiden k-exakten Verfahren
und dem beschriebenen Ansatz zur Gradientenkorrektur das Maximum der Losung auch auf dem
groben Rechengitter erhalten. Auch im Bereich der Diskontinuitédten ist die Glattung der Losung
deutlich schwiicher ausgepriigt und der Verlauf von ¢, ist deutlich symmetrischer.

Abbildung 4.9 zeigt den Verlauf von ¢, nach einer Simulationszeit von 7' = 10,5s und damit nach
mehr als zehn Durchschreitungen des periodischen Rechengebiets 2. Die mit dem QUDS-Verfahren
berechnete Losung ist auf dem groben Gitter stark verfalscht und der Wert des Maximums reduziert
sich um etwa 40 %. Beide k-exakten Verfahren erfahren ebenfalls eine stiarkere Verfialschungen der
Losung, wobei das 1-exakte Schema eine hohere Asymmetrie aufweist. Das Maximum der Losung
bleibt jedoch insbesondere auf dem feinen Rechengitter besser erhalten. Fiir k£ = 2 lasst sich auf dem
groben Gitter eine dhnliche Losungsqualitit erzielen, wie mit dem QUDS-Verfahren auf dem feinen
Gitter. Insbesondere auf dem feinen Gitter ist jedoch ein leichtes Uberschwingen der Losung der
Néhe der Diskontinuitdten zu erkennen. Dieses Verhalten ist auf die Wahl des Parameters K = 1,0
zuriickzuflihren, welcher der Deaktivierung der Limitierung in kontinuierlichen Regionen dient und
in diesem Fall etwas zu hoch gewéhlt ist. Fiir kleinere Werte von K lésst sich dieses Fehlerartefakt

hingegen vermeiden.

4.1.5 Konvektiver Transport eines pseudoisentropen Wirbels

Zur Verifizierung der rdumlichen Fehlerordnung des konvektiven Operators wird der Testfall ei-

nes pseuoisentropen Wirbeltransports herangezogen, dessen Startlosung sowie deren Herleitung im
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Detail in Anhang E dargestellt ist. Der Wirbel wird durch ein reibungsfreies Fluid mit der Ge-
schwindigkeit ug = (50,0)" m/s, der Temperatur Ty = 300 K und dem Druck pg = 100 kPa bewegt.
Des Weiteren wird fiir das Fluid die Zusammensetzung von trockener Luft gew&hlt, womit sich die
Dichte pg = 1,28286 kg/m® und die Schallgeschwindigkeit ag = 344,108m/s bei Umgebungsbedin-
gungen ergeben. Die Stidrke und das Langenmals des Wirbels werden iiber die Parameter x = 0,1
und R = 0,005m vorgegeben. Fiir den Testfall wird der Wirbel im Zentrum x, = (L/2, L/2)T des
periodischen Rechengebiets 2 € [0,L] x [0,L] plaziert und anschliefend iiber die Distanz oz = L
transportiert. Der Wirbel durchschreitet somit einmal das gesamte Rechengebiet und sollte dann
wieder an seiner Ausgangsposition ankommen. Als Langenmaf wird L = 0,1 m verwendet. Der Wir-
beltransport wird auf fiinf Rechengittern durchgefiihrt, deren Knotenpunktzahl zwischen Ny = 162
und Ni = 2562 variiert. Auf allen Gittern wird der Zeitschritt At so gewihlt, dass sich eine aus-
reichend kleine CFL-Zahl ¢ = 0,03 einstellt, sodass der Einfluss zeitlicher Diskretisierungsfehler
vernachléssigt werden kann. Der Testfall wird auf einem kartesischen und einem verzerrten Gitter-
typ durchgefiihrt, welche in Abbildung 4.10 dargestellt sind. Fiir beide k-exakten Schemata erfolgen
die Simulationen zun#chst ohne den Ansatz der Gradientenlimitierung. Dessen Einfluss auf den
rdumlichen Fehler wird anschliefsend separat untersucht. Als konventionelles Diskretisierungschema
wird das CDS-Verfahren zur Diskretisierung der Impulserhaltungsgleichungen und das limitierte
QUDS-Verfahren fiir die thermochemischen Transportgleichungen eingesetzt.

Abbildung 4.11 zeigt die Feldlosung der Temperatur T', des Drucks p sowie der Geschwindigkeit
u1 nach einer vollstandigen Durchschreitung des Wirbels durch das periodische Rechengebiet auf
dem kartesischen Rechengitter mit Nx = 642 Knotenpunkten. Die analytische Losung ist durch die
schwarzen Iso-Linien dargestellt. Das Ergebnis des konventionellen Diskretisierungsansatz ist stark
verfilscht, was anhand der verdnderten Form und Position des Wirbels zu erkennen ist und dem
dispersiven Fehler des Verfahrens geschuldet ist. Die Feldlosung der Temperatur weist aufserdem ein
zu geringeres Maximum im Zentrum des Wirbels auf, was der hheren numerischen Dissipation des
limitierten QUDS-Verfahrens zuzuschreiben ist. Im Nachlauf des Geschwindigkeitsfeldes lassen sich
wiederum Fehlermoden erkennen, welche auf die unzureichende numerische Démpfung des CDS-
Verfahrens zuriickzufiihren sind. Das 1-exakte Schema erhilt hingegen die Form und die Position
des Wirbels deutlich besser und auch die Extremwerte im Wirbelzentrum werden mit einer hoheren
Genauigkeit vorhergesagt. Die beste Ubereinstimmung zur analytischen Losung wird mit dem 2-
exakten Verfahren erzielt, fiir welches keine Abweichungen in der Form oder Position des Wirbels
zu erkennen sind. Lediglich im Temperatur und Druckfeld bilden sich schwache Fehlermoden aus,
welche sich in Stromungsrichtung ausbreiten. Die Feldlosungen aller drei Verfahren dndern sich nur
geringfiigig auf dem verzerrten Gittertyp und sind daher zur besseren Ubersicht nicht dargestellt.

In Abbildung 4.12 sind die Fehlernormen der ui-Geschwindigkeit und der Enthalpie A fiir den
kartesischen Gittertyp dargestellt. Die Fehler des CDS/QUDS und des 1-exakten Verfahrens fallen
jeweils mit einer zweiten Ordnung, wobei letzteres geringere absolute Fehlerniveaus aufweist. Fiir
k = 2 fallen die Fehlernormen auf den groberen Gittern teilweise mit einer vierten Ordnung und ge-

hen dann in eine dritte Ordnung tiber. Im Vergleich zum konventionellen Ansatz lasst sich der Fehler
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Abbildung 4.10: Gittertypen fiir den konvektiven Transport eines pseudoisentropen Wirbels.
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Abbildung 4.11: Feldlésung des pseudoisentropen Wirbels nach einer vollstandigen Durchschreitung

des kartesischen Gitters mit N = 642 Knotenpunkten.
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Abbildung 4.12: Konvergenz der L2-Fehlernorm fiir den konvektiven Transport eines pseudoisentro-
pen Wirbels unter sukzessiver Verfeinerung des kartesischen Gitters.
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Abbildung 4.13: Konvergenz der L2-Fehlernorm fiir den konvektiven Transport eines pseudoisentro-
pen Wirbels unter sukzessiver Verfeinerung des verzerrten Gitters.

mit diesem Verfahren um bis zu zwei Gréfsenordnungen reduzieren. Die Ergebnisse demonstrieren so-
mit das Potential der k-exakten Verfahren zur Auflésung von Wirbelstrukturen auf deutlich gréberen
Rechengittern als mit dem konventionellen Diskretisierungsansatz. Um den Testfall beispielsweise
mit einem Fehler von Ep2(u;) < 2-107'm/s zu berechnen, ist mit dem konventionellen Verfahren
eine Auflosung der Wirbelskala R mit 12,8 Gitterpunkten notwendig. Mit dem 1-exakten Verfahren
ldsst sich im Gegensatz dazu die Auflésung auf 6,4 Knotenpunkte und mit dem 2-exakten Verfah-
ren auf 3,2 Knotenpunkte reduzieren. Anhand Abbildung 4.13 ist zu erkennen, dass sich auf dem
unstrukturierten Gittertype mit allen drei Schemata &hnliche Fehlerkonvergenzen einstellen wie auf

dem kartesischen Gittertyp. Es ist allerdings ein marginaler Anstieg der absoluten Fehlerniveaus zu
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Abbildung 4.14: Mittlere Iterationszeiten fiir den pseudoisentropen Wirbeltransport.

erkennen. Die Ergebnisse zeigen, dass die in Kapitel 3.4 genannten Vereinfachungen des 2-exakten
Verfahrens keine wesentlichen Einfllisse auf dessen rdumliche Fehlerordnung verursachen, sodass
deren Einsatz zugunsten der Rechenzeitersparnis gerechtfertigt ist.

Zur Bewertung der Verfahren hinsichtlich ihrer Rechenzeiten sind in Abbildung 4.14 mittlere Itera-
tionszeiten Ty gezeigt, welche sich auf den beiden Gittertypen in Abhéngigkeit der Knotenpunktzahl
N einstellen. Die Werte 73y gehen als Mittelwerte aus den Iterationszeiten von 1000 Zeitschritten
hervor, welche in separaten Simulationen seriell mit einer einzigen Central Processing Unit (CPU)
berechnet wurden. Die Daten sind mit der mittleren Iterationszeit Ti(fnﬁf )

dem CDS/QUDS-Verfahren und Nx = 162 ergibt. Beide k-exakten Verfahren weisen héhere Ite-

rationszeiten als das konventionelle Schema auf, was der Berechnung der Korrekturterme und den

normiert, welche sich mit

héheren Ableitungen zur 2-exakten Rekonstruktion geschuldet ist. Mit dem 1-exakten Verfahren er-
hoht sich die mittlere Iterationszeit im Durchschnitt um circa 25 % und mit dem 2-exakten Verfahren
um circa 75 %. Fir den Fall, dass eine bestimmte Fehlerschwelle unterschritten werden soll, lasst sich
mit den k-exakten Verfahren jedoch deutlich Rechenzeit einsparen. Wird erneut eine Fehlerschwelle
von Epa(u;) < 2-107'm/s als Referenz gewihlt, so lisst sich mit dem 2-exakten Verfahren die
Rechenzeit infolge des groberen Rechengitters unter Beibehaltung des Zeitschrittes um circa 90 %
reduzieren. Da auf dem groberen Rechengitter infolge des CFL-Kriteriums der Zeitschritt jedoch
um den Faktor vier erhoht werden kann, 1dsst sich mit dem 2-exakten Verfahren im Vergleich zum
CDS/QUDS-Schema eine Rechenzeitersparnis von circa 95 % realisieren. Fiir die 1-exakte Methode
liegt unter diesen Annahmen die Rechenzeitersparnis gegeniiber dem konventionellen Verfahren mit
gleichem Zeitschritt bei circa 75 % und mit einem reduzierten Zeitschritt bei circa 85 %.

Im Folgenden soll der Einfluss des Verfahrens zur Gradientenlimitierung auf den raumlichen Dis-
kretisierungsfehler fiir das 1- und 2-exakte Verfahren untersucht werden. Dazu werden zwei Fille
betrachtet:
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Abbildung 4.15: L?-Fehlernorm der Enthalpie h fiir den pseudoisentropen Wirbeltransports, fiir den
Fall der Limitierung aller Feldgrofen (u/h/Y), fir die Limitierung der von Enthal-
pie und Spezies (h/Y) und fiir den Fall ohne Limitierung.

1. Die Limitierung aller Feldgréften u, h und Y

2. Die Limitierung der thermochemischen Feldgrofsen A und Y und keine Limitierung der Ge-

schwindigkeit u

Der Einfluss der Limitierung auf die Fehlernorm der Enthalpie ist in Abbildung 4.15 fiir den unstruk-
turierten Gittertyp dargestellt. Auf dem kartesischen Gitter ergeben sich dhnliche Ergebnisse, welche
daher zur Ubersichtlichkeit nicht dargestellt werden. Zum Vergleich dienen die Konvergenzkurven
der unlimitierten Simulationen. Fiir das 1-exakte Schema sind fiir beide Félle nur marginale Abwei-
chungen zu den Fehlernormen des unlimitierten Verfahrens zu erkennen. Mit dem 2-exakten Schema
stellen sich fiir beide Konfigurationen eine leichte Abweichung von einer dritten Fehlerordnung und
hohere Fehlerniveaus als im unlimitierten Fall ein. Dies ist insbesondere fiir die feinste Schrittweite

zu erkennen, bei welcher der Fehler um etwa eine Grofenordnung ansteigt.

4.1.6 Hagen-Poiseuille Stromung durch ein kreisrundes Rohr

Dieser Testfall bietet die Moglichkeit, die implementierten Diskretisierungsverfahren hinsichtlich des
iiberlagerten diffusiven und konvektiven Transports in der Anwesenheit von Wand-Randbedingungen
zu verifizieren. Dafiir wird eine laminare, stationdre Rohrstromung untersucht, fiir welche sich unter
dem Einfluss eines axialen Druckgradienten ein parabolisches Profil der Axialgeschwindigkeit ausbil-
det. Dieses geht als analytische Losung aus den inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen hervor
und lisst sich in Abhiingigkeit der radialen Koordinate = /(22 + 23) ausdriicken durch [216]

Uax (%) = Unax [1 - (;)1 : (4.10)
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Abbildung 4.16: Axiales Geschwindigkeitsfeld und Strémungsprofile fiir den Testfall der Hagen-
Poiseuille-Stromung durch ein kreisrundes Rohr auf einem Gitter mit mittlerer
Schrittweite h™ = 1,63.

mit der maximalen Geschwindigkeit auf der Rohrachse Upax = (GR?)/(4u). Letztere ist definiert
durch den axialen Druckgradienten GG, die dynamische Viskositit g und den Rohrradius R. Es bietet
sich an, die Losung in entdimensionierter Form darzustellen. Hierfiir wird die Wand-L&ngenskale
0, = p/(pur) definiert, die sich aus der Schubspannungsgeschwindigkeit u, = m berechnen

ldsst. Letztere beinhaltet die Wandschubspannung 7,,, welche sich fiir den Testfall ergibt zu

— @ ) Umax
vl T MR

(4.11)

Es sei darauf hingewiesen, dass das Vorzeichen von 7, aus der Wahl des Koordinatensystems her-
vorgeht. Fiir die weitere Herleitung wird 7, positiv definiert. Unter der Definition von 4, und u,
lassen sich die dimensionslosen Grofen r™ = r/d, und u™ = u/u, berechnen, was zum folgenden

entdimensionierten analytischen Stromungsprofil fiithrt:

- <*> i

Re,
mit der normierten Hauptachsen-Geschwindigkeit Ul . und der Reynolds-Zahl Re; = (pu,R)/pu.
Fiir den Testfall werden die Parameter G = 0,48 Pa/m, u = 0,01 Pa-s, p = 1,0kg/m3 und R = 0,5m

gewahlt, womit sich im Rohr die Geschwindigkeit Upax = 3 m/s auf der Hauptachse einstellt.

ut =U~"

max

: (4.12)

Fiir die Simulationen wird der Rohrquerschnitt in der zi-zs-Ebene definiert und wie in Ab-
bildung 4.16a durch quadratische Elemente diskretisiert. Die Rohraufsenseite wird durch Wand-
Randbedingungen modelliert und in axialer Richtung werden periodische Randbedingungen aufge-

pragt. Dies ermoglicht die Auflésung der Stromungsrichtung durch lediglich zwei Knotenpunkte. Die
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Tabelle 4.1: Eigenschaften der Rechengitter fiir die Hagen-Poiseuille Stromung durch ein kreisrundes
Rohr. Dargestellt sind die Anzahl der Knotenpunkt N in der x1-z5-Ebene, die radialen
und tangentialen Schrittweiten der wandndhesten Knotenpunkte hja a1 und h;;ml, sowie
die mittlere Gitterschrittweite h™ {iber den gesamten Radius.

Gitter Nk h:(;d 1 h;m h*
78 1,79 9,07 3,55
390 0,57 3,89 1,63

1
2
3 1734 0,24 1,81 0,76
4
)

7302 0,12 0,88 0,37
29958 0,06 0,43 0,18

wesentlichen Eigenschaften der verwendeten fiinf Rechengitter sind in Tabelle 4.1 aufgefiihrt. Die
Simulationen werden mit den unlimitierten k-exakten Verfahren und mit dem unlimitierten CDS-
Verfahren berechnet. Die Zeitschritte werden auf Basis mittleren radialen Schrittweite h™ so gewiihlt,
dass sich CFL-Zahlen o < 0,05 einstellen, sodass der Einfluss zeitlicher Diskretisierungsfehler ver-
nachléssigt werden kann. Zu Simulationsbeginn wird das Strémungsfeld mit u = 0 initialisiert und
der Druckgradient G wird den Impulserhaltungsgleichungen als Quellterm aufgepréigt. Anschlieffend
erfolgt eine zeitliche Losung der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen, bis sich ein stationérer
Zustand einstellt.

Abbildung 4.16b zeigt die Stromungsprofile der volumetrisch gemittelten axialen Geschwindigkeit
Uax liber der z1-Achse. Die dargestellten Profile werden auf einem vergleichsweise groben Gitter mit
der mittleren Schrittweite h* = 1,63 berechnet. Die hochste Ubereinstimmung zum analytischen
Profil wird mit dem 2-exakten Verfahren erreicht. Im Vergleich dazu wird @,y mit dem l-exakten
Verfahren iiber den gesamten Radius leicht iiberschétzt. Das konventionelle Verfahren weist die
groften Abweichungen zur analytischen Losung auf, welche sich insbesondere durch zu niedrige
axiale Geschwindigkeiten im Wandbereich dufsern.

Zur Bewertung der Konvergenz wird die Anderung der L2-Fehlernorm des axialen Geschwindig-
keitsfeldes E2(uax) verwendet. Die Simulation wird beendet, sobald sich die Fehlernorm zwischen
zwei aufeinander folgenden Zeitschritten um weniger als 10710 dndert. Abbildung 4.17 zeigt exem-
plarisch das Konvergenzverhalten der drei Verfahren in Bezug auf die Fehlernorm FEp2(uay) fiir zwei
Gitter mit den Schrittweiten h™ = 0,76 und A+ = 0,37. Auf beiden Gittern ist zu erkennen, dass die
Fehlernorm mit allen drei Verfahren zunéchst in gleicher Form absinkt und erst dann in verschiedene
Fehlerniveaus konvergiert. Dabei ist jedoch kein eindeutiger Trend hinsichtlich der Reihenfolge zu
erkennen, mit denen die drei Verfahren konvergieren.

Abbildung 4.18a zeigt die Gitterkonvergenz der L?-Fehlernorm des volumetrisch gemittelten axia-
len Geschwindigkeitfeldes. Alle drei Diskretisierungsverfahren weisen einen Fehler zweiter Ordnung
auf. Der Fehler des 2-exakten Verfahrens ist jedoch auf allen Rechengittern um mindestens eine
Grofenordnung geringer als mit dem CDS-Schema. Auch das 1-exakte Verfahren weist geringere
Fehler als das konventionelle Schema auf. Die zweite Fehlerordnung des 2-exakten Verfahrens ist der

niedrigen Reynoldszahl des Testfalls geschuldet. Hierdurch tritt der rdumliche Fehler des diffusiven

92



4.1 Kanonische Testfalle

Hax

Epr2(

Simulationszeit in s
10 31 52 73 94

----CDS
—-k=1
—_—k =

\i —————

¥_

T T T T
10000 20000 30000 40000 50000

Zeitschritt

(a) bt = 0,76.

Simulationszeit in s

16 26 36 47
----CDS
100
' —- k=1
1077 5 k=
-2
10 Neons ..
\\
1073 i
\\_
T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

Zeitschritt

(b) h+ = 0,37.

Abbildung 4.17: Konvergenzverlaufe der Fehlernorm FEj2(u.y) fiir die Hagen-Poiseuille Stromung
durch ein kreisrundes Rohr fiir zwei ausgewahlte Rechengitter.

Er2(tas)/ur

1071 5
1072 4

1073 4

1074 5

107!

(a) Normierte L2-Norm der volumetrisch gemit-
telten axialen Geschwindigkeit.

Erz(0uqy/0x1) - 0, /ur

1071 5
1072 5
1073 5

1074 5

107°

10—t

(b) Normierte L2-Norm des axialen Geschwin-

digkeitsgradienten in z;-Richtung.

Abbildung 4.18: Ergebnisse der Gitterkonvergenzstudie zum Testfall der Hagen-Poiseuille Stréomung

durch ein kreisrundes Rohr.

Operators in den Vordergrund, welcher lediglich mit O(h?) diskretisiert wird. Abbildung 4.18b zeigt
den normierten L2-Fehler des x-Gradienten des axialen Geschwindigkeitsfeldes. Auch hier lisst

sich der Fehler mit dem 2-exakten Verfahren im Vergleich zur konventionellen Methode bei gleicher

Schrittweite um etwa eine Gréfsenordnung reduzieren. Der Fehler fillt auflerdem bis zu einer gewis-

sen Schrittweite mit einer zweiten Ordnung und geht danach in eine erste Ordnung tiber. Dieser

Effekt konnte bereits fiir den Testfall des diffusiven Transports einer Punktquelle beobachtet und

begriindet werden. Im Gegensatz dazu zeigt das Verfahren mit k& = 1 iiber alle Schrittweiten eine

zweite Fehlerordnung fiir den axialen Geschwindigkeitsgradienten, wobei der Fehler ein dhnliches
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Niveau wie das CDS-Verfahren aufweist. Die Fehlerordnung von letzterem fallt allerdings ebenfalls

auf dem feinsten Gitter leicht ab.

4.2 Laminare Testfalle

In diesem Abschnitt wird das k-exakte Multi-Korrekturverfahren hinsichtlich der Simulation lami-
narer Stromungen validiert. Diese weisen im Vergleichen zu den kanonischen Testfdllen eine héhere
Komplexitét auf und lassen sich anhand experimenteller Messdaten validieren. Untersucht werden
die Stromung in einer zweidimensionalen Kavitét, die Umstromung eines Zylinders in 2D, die In-
teraktion zwischen einem Wirbel und einer vorgemischten Ha-Luft-Flamme, sowie die Umstromung

einer Kugel in 3D.

4.2.1 Laminare Strémung in einer Kavitat

Die Simulation einer laminaren Stromung in einer Kavitdt ist ein héufig verwendeter Testfall zur
Validierung von inkompressiblen Losungsverfahren [13, 24, 29, 87, 241, 265]. In dieser Arbeit wird
er zur Validierung der beiden k-exakten Multi-Korrekturverfahren unter dem Einfluss von Dirichlet-
Randbedingungen verwendet. Dafiir gilt es eine zweidimensionale, quadratische Kavitit der Grofse
Q € [0,L] x [0,L] zu simulieren, fiir welche die Referenzlange L = 1m gewahlt wird. Der obe-
re Rand der Kavitit bewegt sich mit der Geschwindigkeit u; = 1,0m/s und die {ibrigen Rénder
werden als Wénde behandelt. Fiir die Simulationen werden zwei Rechengittertypen verwendet, wel-
che exemplarisch in den Abbildungen 4.19a und 4.19b dargestellt sind. Gittertyp A besteht aus
Rechtecken und weist eine hohere Auflésung im Wandbereich auf. Gittertyp B ist durch vollsténdig
unstrukturierte, verzerrte Dreiecke definiert. Die Anzahl der Knotenpunkte in der xi-z9-Ebene va-
riiert mit Ny = {162, 322,642, 1282}. Die Berechnung erfolgt mit dem unlimitierten CDS-Schema,
sowie den unlimitierten 1- und 2-exakten Multi-Korrekturverfahren. Zu Beginn der Simulationen
wird das Geschwindigkeitsfeld mit u = 0 initialisiert. Anschliefend werden die inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen fiir eine Simulationszeit von 120s geldst. Diese Zeit wurde in vorange-
gangen numerischen Experimenten als ausreichend identifiziert, um eine konvergierte Losung fir
alle Schemata und Rechengitter zu gewéhrleisten. Um den Einfluss des zeitlichen Diskretisierungs-
fehlers ausreichend klein zu halten, wird der Zeitschritt in Abhéngigkeit der mittleren Schrittweite
h = L/v/Ng so gewihlt, dass sich in den Simulationen eine C'F' L-Zahl von o ~ 0,2 einstellt.

Abbildung 4.19¢ zeigt die Stromfunktion 1, welche mit dem 2-exakten Schema auf dem Gittertyp
A und mit 64° Knotenpunkten berechnet wird. Diese lisst sich durch das Lésen folgender Differen-
tialgleichung berechnen

o oY

— = — U9. 4.13
o + Dy = 11T (4.13)

Zur numerischen Berechnung von 1 wird die Divergenz von Gleichung (4.13) gebildet, welche
sich anschlieffend in Form einer Poisson-Gleichung nach ¢ 16sen ldsst. Dies erfolgt analog zur

Druckkorrektur-Gleichung fiir dp in der Projektionsmethode. Die resultierende Feldlosung von
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Abbildung 4.19: Gittertypen und Stromfunktion fiir den Testfall der laminaren Strémung in einer
Kavitiit. Die Rechengitter verfiigen iiber 162 Knotenpunkte in der 21-z9-Ebene. Die

Stromfunktion 1 wird auf einem Rechengitter mit 642 Knotenpunkten und dem 2-
exakten Verfahren berechnet.

hat eine sehr gute Ubereinstimmung mit Simulationen aus verschiedenen Arbeiten, welche héaufig im
Zusammenhang mit diesem Testfall referenziert werden. Hierzu zdhlen beispielsweise die Arbeiten
von Ghia et al. [87], Botella und Peyret [24] oder Bruneau und Saad [29]. Das Stromungsfeld ist
charakterisiert durch einen priméaren Wirbel, welcher sich im Zentrum des Rechengebiets ausbildet,
sowie durch zwei kleine Wirbel in den unteren Ecken der Kavitat. Die Feldlosungen, welche aus dem
CDS und dem 1-exakten Verfahren hervorgehen, weisen ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung

mit den Daten aus der Literatur auf und sind der Ubersicht wegen nicht dargestellt.

uy /U uy /U
-1,0 0,0 1,0 -1,0 0,0 1,0
1,0 ' + 1,0 1,0 ' + 1,0
---- CDS CDS f”’n/
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~ = ~
= 0,5 7 -0,0 5 50,51
8 I= 8
1 =]
n|
o Ghia et al.
0,0 | -1,0 0,0 | -1,0
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
x1/L x1/L

(a) Gittertyp A. (b) Gittertyp B.

Abbildung 4.20: Geschwindigkeitsprofile der laminaren Strémung in einer Kavitéit mit 16> Knoten-
punkten. Die Referenzdaten sind der Arbeit von Ghia et al. [87] entnommen.
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Abbildung 4.21: Konvergenz der Stromfunktion ¢ im priméren Wirbel der Kavitit unter sukzessiver
Verfeinerung des Rechengitters. Der Referenzwert ist der Arbeit von Bruneau und
Saad [29] entnommen.

Abbildung 4.20 zeigt die Profile des volumetrisch gemittelten Geschwindigkeitsfeldes u, welche
auf beiden Gittertypen und mit 162 Knotenpunkten berechnet wurden. Hierbei ist @ iiber der xo-
Koordinate und w9 iiber der z;-Koordinate dargestellt. Zur Validierung der Ergebnisse dienen die
Simulationsdaten aus der Arbeit von Ghia et al. [87]. Die k-exakten Verfahren weisen auf beiden
Gittertypen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Referenzdaten auf. Interessanterweise wird eine
hohere Genauigkeit auf dem Gittertyp B erzielt, was insbesondere anhand des Wendepunkts des -
Profils bei 21 /L ~ 0,9 und x3/L ~ 0,25 zu erkennen ist. Diese bessere Ubereinstimmung ergibt sich
erstaunlicherweise trotz der groberen Wandauflosung und der stark unreguléren Elemente. Das CDS-
Schema weist im Gegensatz zu den k-exakten Verfahren auf beiden Gittern grofere Abweichungen
zu den Referenzdaten auf, was deutlich anhand der Profil-Wendepunkte erkennbar ist. Bei einer
Verfeinerung lassen sich die Referenzdaten mit beiden Gittertypen und mit allen drei Schemata
ohne gréofere Abweichungen reproduzieren.

Zum weiteren Vergleich der verschiedenen Schemata wird das Minimum der Stromfunktion v im
Zentrum des priméren Wirbels der Kavitdt untersucht. Dieses ist in Abbildung 4.21 fiir beide Git-
tertypen iiber der mittleren Schrittweite h = L/v/Ni aufgetragen. Als Referenz dient der Wert
¥ = —0,118920 m? /s, welcher in der Arbeit von Bruneau und Saad [29] mit einer Finite-Differenzen-
Methode auf 128 x 128 Gitterpunkten berechnet wurde. Alle drei Diskretisierungsverfahren kon-
vergieren mit abnehmender Gitterschrittweite gegen den Referenzwert. Fiir den Gittertyp A stellt
sich bei allen Schrittweiten die geringste Abweichung mit dem 2-exakten Verfahren ein, wohinge-
gen das l-exakte Verfahren auf dem Gittertyp B und die beiden grobsten Schrittweiten die beste

Ubereinstimmung zeigt.
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4.2.2 Laminare Stromung um einen Zylinder

Dieser Testfall wurde von Schéfer et al. [215] innerhalb des Forschungsprogramms Flow Simula-
tion with High-Performance Computers beschrieben und in verschiedenen Publikationen zur Vali-
dierung von Diskretisierungsverfahren hoher Ordnung fiir zeitgenaue Simulation viskoser Stréomun-
gen verwendet [13, 241, 265|. Betrachtet wird die Stromung eines inkompressiblen Fluids in einem
rechteckigen Kanal, in dessen Zentrum ein zylindrisches Hindernis plaziert wird. Unter der vorge-
gebenen Reynolds-Zahl Re = 100 bildet sich hinter dem Zylinder eine Karmansche Wirbelstrafe
aus, wodurch der Zylinder periodische Oszillationen in Widerstands- und Auftriebskraft erfihrt.
Ziel der Simulationen ist eine moglichst akkurate Vorhersage der daraus resultierenden Maxima in
den Widerstands- und Auftriebskoeffizienten des Zylinders, sowie der Frequenz f dieser Schwin-
gungen. Letztere wird iiber die Strouhal-Zahl St = Df/U charakterisiert, deren Berechnung iiber
den Zylinderdurchmesser D und die mittlere Stromungsgeschwindigkeit U = 1,0m/s erfolgt. Die
Randbedingungen des Testfalls erlauben es, das Problem in 2D zu behandeln. Der Zylinder hat den
Durchmesser D = 0,1 m und die Mafe des Kanals betragen 2,2m x 0,41 m Fiir die obere und untere
Berandung des Kanals werden Wand-Randbedingungen verwendet und am Eintritt wird ein parabo-
lisches Stromungsprofil aufgeprigt. Eine detaillierte Beschreibung des Testfalls ist in der Arbeit von
Schéfer et al. [215] zu finden. Der Testfall wird auf vier Rechengittern mit variierender Anzahl an
Knotenpunkten Nx = {2786, 6088, 12283, 24059} berechnet. Das gesamte Rechengebiet wird durch
dreieckige Elemente diskretisiert und der Bereich um den Zylinder wird verfeinert, um Fehler infolge
der Oberflachenkriimmung zu minimieren. Abbildung 4.22 zeigt exemplarisch das grobste Rechengit-
ter mit 2786 Knotenpunkten in der x1-zs-Ebene. Die Simulationen werden mit den beiden k-exakten
Multi-Korrekturverfahren und dem konventionellen CDS-Schema durchgefiihrt. Da der Testfall ein
vergleichsweise kontinuierliches Problem darstellt, wird fiir die jeweiligen Verfahren kein Limitie-
rungsansatz verwendet. Zu Beginn der Simulation wird das Rechengebiet mit u = 0 initialisiert.
Anschlieftend erfolgt die Losung der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen fiir eine Simulati-
onszeit von 8s. Der Zeitschritt At wird in Abhéngigkeit der Rechengitter vorgegeben, sodass sich
eine CFL-Zahl von o = 0,5 einstellt.

Abbildung 4.23 zeigt die Feldlosungen fiir den Geschwindigkeitsbetrag ||, die Druckdifferenz
Do, — Dref zum Referenzdruck pres und die Wirbelstirke w, zum Zeitpunkt der maximalen Auf-

triebskraft. Die Losungen gehen aus den Simulationen des 2-exakten Schemas mit 6088 und 24059
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Abbildung 4.22: Rechengitter zur laminaren Umstromung eines Zylinders mit 2786 Knotenpunkten.
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Abbildung 4.23: Feldlosung der laminaren Stromung um einen Zylinder in 2D wahrend des Zustands
der maximalen Auftriebskraft, berechnet mit dem 2-exakten Verfahren. Gezeigt
sind der Betrag des Geschwindigkeitsfeldes |u,| (oben), die Druckdifferenz zum
Referenzdruck p,, — prer (Mitte) und die Wirbelstirke @, (unten).

Knotenpunkten hervor. In beiden Féllen lisst sich deutlich eine Kérmansche Wirbelstrafe hinter
dem Zylinder erkennen, deren Verlauf sehr gut mit anderen Arbeiten aus der Literatur iiberein-
stimmt [13, 241, 265|. Auch auf dem deutlich groberen Rechengitter werden die absoluten Werte
aller drei Feldgrofien akkurat vorhergesagt.

In Abbildung 4.24a ist der zeitliche Verlauf des Widerstandskoeffizienten C'p dargestellt, der mit
den drei Diskretisierungsverfahren auf dem Gitter mit 6088 Knotenpunkten berechnet wurde. Die
zeitlichen Verliufe der k-exakten Schemata zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung zu den Vergleichs-
daten aus der Literatur [13, 241, 265|. Zwischen dem 1— und 2-exakten Schema ist ein Phasenversatz
zu erkennen, was weniger ein Hinweis auf die Genauigkeit der Verfahren ist, sondern auf Unterschiede
in der Auflésung des Abloseprozess der Karméanschen Wirbelstrafse hindeutet. Ein dhnliches Verhal-
ten wurde auch in der Arbeit von Bassi et al. [13] bei der Simulation mit einem Discontinuous Ga-
lerkin-Verfahren und einem Artificial Compressibility-Ansatz festgestellt. Mit dem CDS-Verfahren
oszilliert der Widerstandskoeffizient nicht nur mit einem Phasenversatz, sondern auch mit deutlich
héherem Mittelwert. Abbildungen 4.24b - 4.24d zeigen die Strouhal-Zahl St, sowie die Maxima des
Auftriebs- und des Widerstandskoeffizienten Cr, und Cp, welche mit den drei Diskretisierungsver-
fahren auf den verschiedenen Gittern berechnet wurden. Zum Vergleich dienen Referenzwerte aus
der Arbeit von Schéfer et al. [215], welche durch die gestrichelten Bereiche dargestellt sind. Die

Strouhal-Zahl wird in allen Simulationen innerhalb des Toleranzbereichs vorhergesagt. Beziiglich
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Abbildung 4.24: Einfluss der Diskretisierungschemata auf den Testfall eines laminar umstréomten
Zylinders in 2D. Die gestrichelten Bereiche kennzeichnen die Referenzwerte aus der
Arbeit von Schéfer et al. [215].

der Koeffizienten Cf, max und Cp max weist das 1-exakte Verfahren die beste Ubereinstimmung auf,
wobei bereits auf dem Gitter mit 6088 Knotenpunkten beide Zielgréfsen ausreichend genau berechnet
werden. Das 2-exakte Verfahren hat eine #hnlich gute Ubereinstimmung ab dieser Gitterfeinheit, wo-
bei der maximale Widerstandskoeflizient jedoch leicht unterschétzt wird. Mit dem C'DS-Verfahren
lassen sich beide Koeffizienten auf dem Gitter mit 12283 Knotenpunkten mit einem dhnlichen Fehler
berechnen, wie mit dem 2-exakten Verfahren bei Nx = 6088. Dementsprechend lésst sich die Ge-
samtrechenzeit des Testfalls mit £ = 1 um circa 55 % und mit & = 2 um circa 45 % reduzieren, wenn

auf dem groberen Gitter ein entsprechend grofierer Zeitschritt verwendet wird. Bei einem direkten
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4. VERIFIKATION UND VALIDIERUNG

Vergleich der Iterationsdauer benotigt das 1-exakte Verfahren hingegen etwa 20 % und das 2-exakten

Verfahren circa 50 % mehr Rechenzeit als das konventionelle Diskretisierungsschema.

4.2.3 Wirbel-Ziindkern-Interaktion in einem vorgemischten H,-Luft-Gemisch

Dieser Testfall dient dazu, die Anwendbarkeit des k-exakten Multi-Korrekturverfahrens fiir die Si-
mulation von transienten Verbrennungsvorgidngen zu demonstrieren. Betrachtet wird der Ziindkern
einer vorgemischten Wasserstoff-Luft-Flamme, welcher mit einem Wirbelpaar wechselwirkt und da-
durch eine Faltung und Dehnung der Flammenfront induziert [244|. Diese Wechselwirkung lésst sich
in unterschiedliche Regime einteilen, welche in verschiedenen Arbeiten experimentell und numerisch
untersucht wurden [67, 131, 244]. Wirbel-Ziindkern-Interaktionen stellen zudem ein kanonisches Pro-
blem fiir ein breites Spektrum technischer Verbrennungsprozesse dar und sind fiir die Modellierung
von turbulenten, vorgemischten Flammen von Bedeutung [244].

Abbildung 4.25 zeigt einen schematischen Aufbau des Testfalls, zusammen mit den verschiedenen
Flammenregimen fiir die Wirbel-Ziindkern-Interaktion, welche der Arbeit von Vasudeo et al. [244]
entnommen wurden. Die Testfall-Bedingungen werden ebenfalls in Anlehnung an die Arbeit von Va-
sudeo et al. gewdhlt, wozu ein zweidimensionales Rechengebiet mit den Mafsen 3 cm x 4 cm betrach-
tet wird. Zu Beginn der Simulation wird ein gegenlaufiges Wirbelpaar in Form zweier iiberlagerter

Lamb-Oseen-Wirbelmodelle [184] initialisiert. Die tangentiale Geschwindigkeit eines solchen Wirbels
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Abbildung 4.25: Schematischer Aufbau des Testfalls zur Wirbel-Ziinderkern-Interaktion in einem
vorgemischten Hy-Luft-Gemisch (links) und Flammen-Regime des Testfalls nach
Vasudeo et al. [244] (rechts). Die Abkiirzung RGE kennzeichnet das Regeneration
after General Extinction Regime. Das rote, quadratische Symbol kennzeichnet das
Regime aus der Arbeit von Vasudeo et al., wohingegen das blaue, runde Symbol die
Regimeposition dieser Arbeit darstellt.

100



4.2 Laminare Testfalle

Tabelle 4.2: Temperatur und Gaszusammensetzungen fiir den initialen Zustand des Testfalls zur
Wirbel-Ziindkern-Interaktion.

Gaszustand T Yn, Yo, N, Yn,0 You Yo
Unverbrannt 300,00 K  0,01885 0,14958 0,83157 — — —
Verbrannt 190742 K — 0,00320 0,83174 0,16445 0,00054 0,00001

ist definiert durch [131, 244]

2% {1fexp (f;—i)} fir r <o,

0 fir r > o,

Utan(X) = (4.14)

mit dem Radius r = \/(:cl —Z1,.c)? + (22 — x2,)?, der Wirbelskale o = 1,5 mm, der Wirbelstérke ¢
und der initialen Position des Wirbels x. = [£1 mm, —1,5mm]|*. Mit den gewihlten Parametern fiir
o und x. lasst sich fiir das Wirbelpaar der dufere Radius Ry = 2,5mm definieren. Gleichung (4.14)
enthélt eine Unstetigkeit an der Stelle r = ¢. Diese kann in der Simulation parasitire Druckmoden
induzieren, deren Behandlung in der Literatur jedoch nicht néher beschrieben wird. Zur Vermei-
dung von Unstetigkeiten im Geschwindigkeitsfeld wird das Wirbelfeld in dieser Arbeit mit einer

kontinuierlichen Funktion H(r) multipliziert, welche definiert ist durch

H(r)=1- % [1 + tanh <r(1(i:;)”)] . (4.15)

Der Parameter e steuert das Maf zur Glattung und wird zu 0,3 gesetzt. Es ergibt sich das folgende

modifizierte Geschwindigkeitsfeld ohne Diskontinuitét, welches als Startlosung eines Wirbels dient

v 2
Utan(X) = — H(r) [l —exp | — | | - (4.16)
2mr [ < o ) ]

Zur Generierung des Wirbelpaares wird die Losung zweier entgegengesetzter Wirbel {iberlagert,
deren Felder sich auf der Hauptachse des Rechengebiets iiberschneiden. Die Wirbelstérke wird mit
¥~ 9,9399 - 0 - Upmax in Abhéngigkeit einer maximalen tangentialen Geschwindigkeit tmax = 40 m/s
ausgedriickt, welche sich an der Stelle r = o einstellen soll. Der Ziindkern mit dem Radius Rx =
0,72 mm wird mit einer Entfernung L = 3 mm zum Wirbelpaar plaziert. Die Temperatur und Gaszu-
sammensetzung des Ziindkerns ist in Tabelle 4.2 dargestellt und geht aus dem Gleichgewichtszustand
des Gemisches nach der Verbrennung in einem isobaren Reaktormodell hervor. Die Initialisierung der
Enthalpie und der Massenbriiche erfolgt durch eine Gaufssche Pulsfunktion, welche fiir die Spezies-
Massenbriiche Y, folgende Form hat:

2

Y= Yot (Ve = Vo) (1 ) (4.17)
RK
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Der Radius r wird hierbei im Bezug zum Mittelpunkt des Ziindkerns berechnet. Mit Yy ,, und Y ; wer-
den die Massenbriiche des unverbrannten und verbrannten Gases bezeichnet. Bei dem unverbrannten
Gas handelt es sich um ein stochiometrisches Gemisch aus Wasserstoff und verdiinnter Luft, wel-
che ein molares Ng/Os-Verhéltnis von 6,35 aufweist. Fiir den Umgebungsdruck wird pg = 1bar
vorgegeben. Zum besseren Konvergenzverhalten des Losungsverfahrens wird dem gesamten Ge-
schwindigkeitsfeld eine konstante Hintergrundgeschwindigkeit von us, = —2m/s in zo-Richtung
aufgeprigt. Am oberen und unteren Rand des Rechengebiets wird jeweils eine Ein- und Ausstrom-
Randbedingung aufgepriagt und die seitlichen Begrenzungen werden als periodische Rdnder behan-
delt. Fir die Modellierung des Verbrennungsvorgangs wird das in Abschnitt 2.1.3 dargestellte FRC
Modell verwendet. Durch die Verwendung der speziesabhéngigen Diffusionskoeffizienten D4 werden
aufkerdem die Einfliisse von differentieller Diffusion abgebildet.

Mit den gegebenen Parametern fiir Ry, Rx und upax stellt sich in der Arbeit von Vasudeo et
al. eine Wirbel-Ziindkern-Interaktion im Faltungsregime ein. Dieses Regime kennzeichnet sich da-
durch, dass der Ziindkern durch das Wirbelpaar stark deformiert wird, jedoch nicht verléscht. Die
entsprechende Position im Regime-Diagramm ist in Abbildung 4.25 anhand des roten Symbols dar-
gestellt. Die Position auf der Diagrammordinate héngt dabei neben der Geschwindigkeit umax auch
von der laminaren Flammengeschwindigkeit sy, ab. In der Arbeit von Vasudeo et al. wurde fiir die
Simulationen der GRI-Mech 2.11 Reaktionsmechanismus [79] verwendet, welcher unter den gege-
benen Bedingungen eine Flammengeschwindigkeit sy ~ 1,15m/s berechnet. Fiir die Simulationen
dieser Arbeit wird jedoch der neuere Ha-Reaktionsmechanismus von O Connaire [179] verwendet,
welcher acht Spezies und 19 Elementarreaktionen umfasst. Mit diesem Mechanismus wird eine la-
minare Flammengeschwindigkeit s;, = 0,9388 m/s und eine Flammdicke dp = 0,45793 mm vorher-
gesagt. Mit der verdnderten Flammengeschwindigkeit verschiebt sich die Position des Testfalls im
Regime-Diagramm hin zum Bereich des Durchschlagsregimes, was anhand des blauen Symbols in
Abbildung 4.25 gezeigt ist. Dieses Regime kennzeichnet sich dadurch, dass der Ziindkern durch die
Interaktion mit dem Wirbelpaar lokal verloscht und gespalten wird. Die genannten Unterschiede
des Flammenregimes sind fiir diese Arbeit jedoch unerheblich, da die Daten von Vasudeo et al.
aufgrund ihrer eingeschrankten Beschaffenheit nicht hinreichend zur Validierung der Verfahren ho-
herer Ordnung sind. Daher wird fiir die dargestellten Parameter zunichst eine Referenzlésung auf
einem kartesischen Rechennetz mit 2048 x 1536 Knotenpunkten erzeugt. Anschliefsend wird unter-
sucht, ob die Ausbreitung der Flammenfront mit den verschiedenen Diskretisierungsverfahren auch
auf groberen Rechengittern akkurat vorhergesagt werden kann. Die Referenzlésung wird mit den
beiden k-exakten Multi-Korrekturverfahren sowie mit dem konventionellen CDS/QUDS-Verfahren
durchgefiihrt. Fiir letzteres werden die Fliisse der Impulserhaltungsgleichungen mit dem unlimi-
tierten CDS-Verfahren und die Fliisse der Spezies- und Enthalpiegleichungen mit dem limitierten
QUDS-Verfahren berechnet. Fiir die k-exakten Verfahren werden die Rekonstruktionspolynome der
Spezies und der Enthalpie limitiert, wohingegen die Berechnung von Geschwindigkeit und Druck

unlimitiert erfolgt. Die Interaktion des Wirbels und des Flammenkerns wird iiber die Dauer der che-
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Abbildung 4.26: Volumetrisch gemittelte Warmefreisetzungsrate (HR), zu verschiedenen Zeitpunk-
ten der Wirbel-Ziindkern-Interaktion, berechnet auf dem Referenz-Rechengitter mit
2048 x 1536 Knotenpunkten. Die weiflen Iso-Linien kennzeichnen die normierte
Wirbelstiarke w - (dp/sz) € {10, 20, 40, 80, 160}.
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Abbildung 4.27: Zeitlicher Verlauf der integralen Enstrophie £ und des integralen Hydroperoxyl-
Massenbruchs Yo, wihrend der Wirbel-Ziindkern-Interaktion, berechnet auf dem
Referenz-Rechengitter mit 2048 x 1536 Knotenpunkten.

mischen Zeitskale (6p/sr) = 0,48778 ms simuliert, wofiir in der Referenzsimulation ein Zeitschritt
von At = 0,05 us gewahlt wird.

Abbildung 4.26 zeigt die volumetrisch gemittelte Warmefreisetzungsrate ma der Wirbel-Ziindkern-
Interaktion, welche mit dem 2-exakten Verfahren berechnet wurde. Die weifen Iso-Linien kennzeich-
nen die Wirbelstarke w und dienen zur Darstellung des Wirbelpaares. Dieses trifft zu Beginn der
Simulation unmittelbar auf den Ziindkern und induziert eine starke Deformation der Flammenfront,
welche sich hufeisenférmig um das Wirbelpaar ausbreitet. Dabei 16st sich ein zweites Wirbelpaar
in entgegengesetzter Richtung ab, welches den unteren Bereich des Flammenkerns aufweitet. Das
zentrale Wirbelpaar verfiigt {iber einen ausreichend groften Impuls, um die Flammenfront lokal zu

verloschen und in zwei separate Ziindkerne zu zerteilen, was fir ¢t = 0.51 - (6p/sz) zu erkennen
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ist. Im Anschluss an die Verloschung werden heiffe Abgase wieder durch das zentrale Wirbelpaar
eingesogen und initiieren dann eine erneute Ziindung des Gemisches. Des Weiteren vereinen sich
die Flammenfronten der beiden getrennten Ziindkerne zu einem einzigen Flammenkern, was fiir den
Zeitpunkt t = 0.97 - (dp/sp) zu erkennen ist.

Abbildung 4.27 zeigt die zeitlichen Verliufe der integralen Mittelwerte der Enstrophie £ und
des Hydroperoxyl-Massenbruchs Ypo,, welche durch Integration iiber das gesamte Rechengebiet

berechnet werden:

Et) = \flzy // ) E)dV  und  Yyo,(t) = \512| ///Q Yho, (t) dV. (4.18)

Die Enstrophie £ = w? geht dabei aus dem Quadrat der Wirbelstéirke w hervor und dient fiir diesen
Testfall zur Charakterisierung des Stromungsfeldes. Das Hydroperoxyl-Radikal stellt hingegen eine
intermediére Reaktionsspezies dar, welche zur Abbildung des Reaktionsverlaufs im Rechengebiet
verwendet wird. Beide Kennlinien dienen im weiteren Verlauf zur Bewertung der Diskretisierungs-
schemata, wenn der Testfall auf groberen Rechengittern reproduziert wird. Beziiglich dem Verlauf
der Kurven ist zunéchst ein Anstieg der Enstrophie bis zum Zeitpunkt ¢ ~ 0,25 - (dp/sz) zu er-
kennen, welcher mit der hufeisenférmigen Deformation des Ziindkerns einhergeht. Anschliefsend fallt
die Enstrophie im Rechengebiet ab, was mit der Durchschreitung des Wirbels durch den Ziindkern
und der lokalen Verloschung der Flammenfront korreliert. Fiir den Zeitpunkt ¢ ~ 0,80 - (0p/sr)
steigt die Kurve der Enstrophie erneut an, was dem Zeitpunkt der erneuten Ziindung entspricht. Die
Kurve des Hydroperoxyl-Radials kennzeichnet sich im Gegensatz zur Enstrophie {iber den gesamten
Simulationsablauf durch einen monotonen Anstieg. Fiir die Ergebnisse der Referenzsimulationen in
Abbildung 4.27 lassen sich bis zum Zeitpunkt ¢ ~ 0,9-(0r/sr) nur marginale Abweichungen zwischen
den Kennlinien der drei Verfahren erkennen.

Eine bedeutendes Kriterium fiir das k-exakte Multi-Korrekturverfahren ist die parallele Skalier-
barkeit. Das Rechengitter der Referenzsimulationen umfasst unter Beriicksichtigung der dritten
Raumdimension 6,3 Millionen Knotenpunkte und bietet daher eine entsprechend hohe Anzahl an
Freiheitsgraden, um die parallelen Skalierungseigenschaften der k-exakten Verfahren im Vergleich
zum konventionellen Schema zu bestimmen. Dazu wurde fiir jedes der drei Schemata die mittlere
Iterationszeit 73y in Abhéngigkeit der Prozessoranzahl Np = {64,128, 256,512,1024, 2048} in fiinf
unabhéngigen Simulationsdurchldufen bestimmt. In jedem Durchlauf erfolgte die Berechnung von
jeweils zehn Zeitschritten des Testfalls. Zur Vergleichbarkeit wurde fiir das Krylov-Losungsverfahren
eine konstante Anzahl von fiinf Subiterationen festgelegt. Abbildung 4.28 zeigt die parallele Be-

schleunigung Ti(tggs) /Tit, welche im Englischen auch als Speedup bezeichnet wird. Diese setzt die

mittlere Iterationszeit Ti(t%gs) des CDS/QUDS-Verfahrens bei 64-Prozessoren ins Verhéaltnis zu den
mittleren Iterationszeiten 7y aller iibrigen Félle. Es ist zu erkennen, dass die Iterationszeiten aller
drei Verfahren linear mit der Anzahl der Prozessoren Np skalieren und sich der Speedup erst ab
Np = 1024 reduziert. Dies zeigt, dass sich mit dem Multi-Korrekturansatz eine Rekonstruktion ho-

herer Ordnung realisieren lasst, ohne dass die parallele Skalierbarkeit mafsgeblich beeinflusst wird.
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Abbildung 4.28: Parallele Beschleunigung der Diskretisierungsverfahren fiir den Testfall der Wirbel-
Ziindkern-Interaktion auf dem Referenz- Rechengitter mit 2048 x 1536 Knotenpunk-
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(a) 1024 x 768 Knotenpunkte.

Abbildung 4.29: Iso-Linien der Temperatur mit 7' = 11924 K fiir die Wirbel-Ziindkern-Interaktion
zum Zeitpunkt ¢t = 0,82 - (dr/sL).
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(b) 512 x 384 Knotenpunkte.

Analog zu den vorangegangenen Testfillen weisen beide k-exakten Verfahren hohere Rechenzeiten

als die konventionelle Methode auf. Fiir £ = 1 steigt die mittlere Iterationszeit im Durchschnitt um

circa 10 % und fiir £ = 2 um circa 40 % an. Der Anstieg ist bedeutend geringer als in den vorange-

gangenen nichtreaktiven Testfdllen, was der Berechnung des chemischen Quellterms geschuldet ist.

Dieser beansprucht zusétzliche Rechenzeit, wodurch der zeitliche Beitrag der k-exakten Korrekturen

in den Hintergrund riickt.

Abbildung 4.29a zeigt die Iso-Linien der Temperatur mit 7' = 1192,4 K, welche mit den drei Ver-

fahren auf einem groberen Gitter zum Zeitpunkt ¢ = 0,82 (dr/s,) berechnet wurden. Zum Vergleich
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Abbildung 4.30: Zeitlicher Verlauf der integralen Enstrophie £ fiir die Wirbel-Ziindkern-Interaktion

auf den groberen Rechengittern.
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(a) 1024 x 768 Knotenpunkte. (b) 512 x 384 Knotenpunkte.

Abbildung 4.31: Zeitlicher Verlauf des integralen Hydroperoxyl-Massenbruchs Yo, fiir die Wirbel-
Zindkern-Interaktion auf den groberen Rechengittern.

dient die graue, durchgezogene Iso-Linie, welche aus der 2-exakten Referenzsimulationen mit dem
feinen Rechengitter hervorgeht. Das Gitter besteht aus 1024 x 768 Knotenpunkten und verfiigt somit
iiber das halbe Auflésungsvermogen des Referenzgitters. Die Flammdicke §p wird hierbei mit 11,72
Knotenpunkten aufgelost. Trotz der geringeren Auflésung wird die Flammenform insbesondere mit
beiden k-exakten Verfahren akkurat vorhergesagt. Das CDS/QUDS-Schema weist hingegen grofere
Abweichungen in Bereichen auf, in denen die Flammenfront eine starke Kriimmung erfihrt. Diese
Fehler verstérken sich auf dem noch groberen Gitter mit 512 Knotenpunkten in Abbildung 4.29b,
auf dem auch mit dem 1-exakten Verfahren etwas grofiere Abweichungen zur Referenz auftreten. Mit

k = 2 wird hingegen auch auf diesem Gitter eine sehr gute Ubereinstimmung erreicht. Im Zentrum
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der Abbildung ist jedoch mit allen drei Verfahren eine zu frithe Vereinigung der beiden getrennten
Ziindkernregionen zu erkennen.

Abbildung 4.30a zeigt die Verldufe der Enstrophie unter dem Einfluss der gréoberen raumlichen
Auflésung. Die Kurven der Referenzsimulationen sind zum Vergleich in Form eines Konfidentsban-
des dargestellt. Mit beiden k-exakten Verfahren lasst sich der Verlauf der Referenzsimulationen bis
zum Zeitpunkt ¢ =~ 0,9(dr/sp) sehr gut reproduzieren, wohingegen das CDS/QUDS-Verfahren im
Bereich 0,4(dr/sr) <t < 0,7(0r/sr) von der Referenzkurve abweicht. Auf dem groberen Gitter in
Abbildung 4.30b zeigen alle drei Verfahren grofiere Abweichungen zur Referenz. Mit dem 1- und
2-exakten Verfahren wird die integrale Enstrophie zwar iberwiegend unterschétzt, dennoch wird der
Kurvenverlauf mit einer hoheren Genauigkeit reproduziert als mit dem konventionellen Verfahren.
Ein &hnliches Verhalten zeichnet sich auch fiir die integralen Kurven des Hydroperoxyl-Radikals in
Abbildung 4.31 ab.

4.2.4 Laminare Stromung um eine Kugel

Dieser Testfall dient zur Demonstration des k-exakten Multi-Korrekturverfahrens hinsichtlich der
Simulation dreidimensionaler, transienter Stromungen auf vollstadndig unstrukturierten Gittern. Es
wird eine Kugel mit Radius R = 1 mm betrachtet, welche von einem Fluid mit einer Reynoldszahl
Re = 300 umstromt wird. Wie beispielsweise in der Arbeit von Johnson und Patel [123] beschrie-
ben wird, bilden sich bei dieser Reynoldszahl im Nachlauf der Kugel periodische, haarnadelférmige
Wirbelstrukturen aus, die es fiir den Testfall vorherzusagen gilt. Die Simulation erfolgt in einem
Rechengebiet der Grofe 2 € 120 mm x 30 mm x 30 mm, welches durch eine Eintritts-, eine Austritts-
und vier Symmetrie-Randbedingungen begrenzt ist. Die Kugel wird 20 mm hinter der Eintritts-
Randbedingung plaziert und ihre Oberfliche wird durch eine Wand-Randbedingung abgebildet. Am
Eintritt des Rechengebiets wird eine konstante Geschwindigkeit von w; = 1,5m/s vorgegeben und
fiir die kinematische Viskositit des Fluids wird v = 107° Pa gewihlt.
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Abbildung 4.32: Rechengitter fiir die laminar umstromte Kugel mit 139589 Knotenpunkten.

Die Simulation des Testfalls erfolgt auf vier Rechengittern, welche sich hinsichtlich der Anzahl ihrer
Knotenpunkte Nx = {92381, 139589, 252101, 610159} unterscheiden. Die Gitter bestehen tiberwie-
gend aus Tetraeder-Elementen, deren mittlere Elementgrdfse im Nachlauf der Kugel zwischen 0,2 mm

und 0,5mm variiert. Die Grenzschicht der Kugel wird durch prismatische Elemente diskretisiert,

107



4. VERIFIKATION UND VALIDIERUNG

06707 ....ops —-k=1 —k=2 o ---CDS —-k=1 —k=2
n . . ~0,04 -
e N “005{ A\ A \
Q "\ . 3 2 / /\(‘\ /// a / ,’\\
O 0,660 / / S —0,06 A // AN // AW \ \)
~ \ / B ) // II' \ \ / Il \ \“ // ’l \
0,655 1 \/ / \\/ / \\/ /] " /0 \ \// \)t \
’ \\// \\./// \ // —0,08 - ‘\ I" \):‘\\ III \’ ‘\ \
0,650 . ; ~0,09 : :
0,00 0,01 0,02 0,03 0,00 0,01 0,02 0,03

tins

(a) Widerstandskoeffizient Cp.

(b) Lateralkraftkoeffizient C',.

tins

Abbildung 4.33: Zeitliche Koeffizientenverldufe der laminar umstromten Kugel, berechnet auf dem
feinsten Gitter mit 610159 Knotenpunkten.

deren wandnéhester Abstand zwischen 0,004 mm und 0,010 mm liegt. Die Elemente auf der Kuge-
loberflache werden aufserdem verfeinert, um raumliche Fehler infolge der Oberflaichenkriimmung zu
reduzieren. Abbildung 4.32 zeigt einen Schnitt durch das Rechengitter mit 139589 Knotenpunkten.
Zu Beginn der Simulationen wird das Geschwindigkeitsfeld mit u = 0 initialisiert und anschliefsend
erfolgt die Stromungsberechnung fiir eine Simulationszeit von 0,88 s. Der Zeitschritt wird in Abhén-
gigkeit des Rechengitters so gewéhlt, dass sich eine CF L-Zahl von ¢ = 0,2 einstellt. Zur Validierung
der Losung werden die zeitlichen Verlaufe des Widerstandskoeffizienten C'p und des Lateralkraftkoef-
fizienten Cf, berechnet, welche sich aus den entsprechenden Oberflichenkriften ergeben. Die laterale
Kraftkomponente wird hierbei senkrecht zur Symmetrieebene der Wirbelstrukturen im Nachlauf der
Kugel definiert. Die Giite der Simulationen lésst sich anhand der Mittelwerte und Amplituden der
beiden Koeffizienten bewerten, sowie durch die Strouhal-Zahl, welche sich aus der Frequenz der Wi-
derstandskraft berechnet. Betrachtet werden die beiden k-exakten Verfahren und das konventionelle
CDS-Verfahren. Da fiir das Stromungsfeld eine glatte Losung zu erwarten ist, wird keines der drei
Verfahren limitiert.

Abbildung 4.33 zeigt den zeitlichen Verlauf der Koeffizienten Cp und Cp, fiir ein ausgewihltes
Zeitfenster der Simulationen auf dem feinsten Rechengitter. Der Lateralkraftkoeffizient C'p, kenn-
zeichnet sich bei allen drei Diskretisierungsverfahren durch einen nahezu sinusférmigen Verlauf. Des
Weiteren ist in allen drei Fallen ein dhnlicher Phasenversatz gegeniiber dem Widerstandskoeffizien-
ten Cp zu erkennen. Diese Koeffizientenverlaufe stimmen sehr gut mit den Simulationsergebnissen
anderer Autoren iiberein, wie beispielsweise Gassner et al. [83] oder Johnson und Patel [123]. Aller-
dings unterscheiden sich die drei Schemata deutlich hinsichtlich der Mittelwerte beider Koeffizienten.
Ahnlich zum Testfall des laminar umstrémten Zylinders weisen die Kurvenverliufe der Verfahren

trotz gleicher Startlosung einen Phasenversatz zueinander auf.
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Abbildung 4.34: Wirbelstrukturen der laminar umstromten Kugel, dargestellt durch das Ao-
Wirbelkriterium fiir das Rechengitter mit 610159 Knotenpunkte.

In Abbildung 4.34 sind die haarnadelférmigen Wirbelstrukturen dargestellt, welche sich hinter
der Kugel ausbilden. Die Strukturen werden mit dem Ao-Kriterium nach Jeong und Hussain [121]
visualisiert, fiir welches ein Wert von Ay = —100 zur Darstellung der Iso-Konturen gewahlt wird. Des
Weiteren sind die Oberflachen der Iso-Konturen farblich durch den Betrag der Wirbelstarke codiert.
Die Ergebnisse entstammen den Simulationen mit den drei genannten Diskretisierungsmethoden
und dem feinsten Rechengitter. Es ist zu beobachten, dass die Strémung eine planare Symmetrie
um diejenige Ebene beibehélt, in welcher der Abloseprozess hinter der Kugel eingeleitet wird [237].

Insbesondere fiir das 2-exakte Verfahren stimmt die Form der Haarnadelwirbel sehr gut mit Ergeb-
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Abbildung 4.35: Kenngrofen und mittlere Iterationszeit der laminar umstromten Kugel in Abhén-
gigkeit der Knotenpunktanzahl Ng. Die gestrichelten Bereiche umfassen Referenz-
werte aus der Literatur [83, 123, 127, 237|.
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nissen aus der Literatur tiberein [103, 83, 123, 127, 237|. Mit dem 1-exakten Verfahren lassen sich
die Strukturen dhnlich detailliert auflésen und ihre Form bleibt iiber eine weite Distanzen erhalten.
Dies ist nicht der Fall fiir das konventionelle CDS-Schema, fiir welches aus dem Aa-Kriterium sehr
undeutliche und inkohérente Wirbelstrukturen hervorgehen.

Abbildung 4.35 zeigt die Mittelwerte und Amplituden der Koeffizienten C'p und C7,, sowie die
Strouhal-Zahl St, welche mit den drei Diskretisierungsverfahren und den vier Rechengittern berech-
net werden. Die gestrichelten Bereiche kennzeichnen den Bereich, innerhalb dem die Referenzwerte
aus der Literatur bestimmt wurden [83, 123, 127, 237] und dienen zur Bewertung der Simulati-
onsergebnisse. Sie sollen aufzeigen, wie stark die jeweiligen Kenngréfsen in der Literatur iiber den
entsprechenden Wertebereich streuen. Die beste Ubereinstimmung wird mit dem 2-exakten Ver-
fahren auf dem feinsten Gitter erzielt. Doch auch mit den deutlich groberen Gittern lassen sich
insbesondere die Strouhal-Zahl und die Amplituden Cp gmp und Cr, gmp mit einer hohen Genauig-
keit reproduzieren. Ahnliche Ergebnisse stellen sich auch mit dem l-exakten Verfahren ein, bei dem
jedoch etwas hohere Abweichungen in den Mittelwerten des Lateralkraftkoeffizienten Cy, ,,, auftreten.
Mit dem konventionellen CDS-Verfahren lassen sich mit allen vier Gittern die Mittelwerte mit einer
dghnlichen Genauigkeit berechnen, wie mit den beiden k-exakten Verfahren. Auf den beiden gréberen
Gittern werden die Amplituden und die Strouhal-Zahl jedoch deutlich unterschétzt. Im Gegensatz
dazu lassen sich die Amplituden und die Strouhal-Zahl mit den beiden k-exakten Verfahren auf dem
Gitter mit 252101 Knotenpunkten bereits genauer berechnen, als mit dem CDS-Verfahren auf dem
feinsten Gitter. In Abbildung 4.35f ist die mittlere Iterationszeit 73 der drei Verfahren dargestellt,

welche sich auf den vier verschiedenen Gittern einstellt. Die Daten sind mit der mittleren Iterations-
.. _(CDS)
zelt T

it,min des CDS-Verfahrens und dem grobsten Gitter normiert. Die mittleren Iterationszeiten
wurden durch separate Simulationsdurchldufe mit sechs Prozessoren bestimmt und aus den Iterati-
onszeiten von 100 Zeitschritten berechnet. Gegeniiber dem konventionellen Schema steigt 73, unter
Beibehaltung der Knotenpunktzahl und je nach Gitter fir & = 1 um 50-55% und fiir £ = 2 um
40-80 % an. Mit beiden k-exakten Verfahren lasst sich mit dem Gitter mit Nx = 252101 jedoch
eine mindestens gleichwertige Giite der Kenngrofsen berechnen, wie mit dem CDS-Schema auf dem
feinsten Gitter. Dementsprechend kann unter Verwendung des groberen Gitters die mittlere Iterati-
onszeit mit beiden Verfahren um circa 45 % reduziert werden. Unter Beriicksichtigung des groferen
Zeitschrittes des groberen Gitters, ldsst die Gesamtrechenzeit mit beiden Verfahren um circa 60 %

reduzieren.

4.3 Turbulente Testfalle

In diesem Abschnitt werden drei turbulente Stromungsprobleme zur Validierung des k-exakten Multi-
Korrekturverfahrens untersucht. Dies erfolgt zunéchst durch zwei nichtreaktive Testfille, in denen
eine turbulente Rohrstromung und ein turbulenter Freistrahl untersucht werden. Abschliefsend erfolgt
die Simulation einer turbulenten Hs-Luft-Freistrahlflamme auf einem vollstdndig unstrukturierten

Gitter. Alle Simulationen erfolgen unter Anwendung des in Kapitel 2.2 dargestellten LES-Ansatzes
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und mit dem WALE-Modell, um den Einfluss der Feinstrukturen zu modellieren, wobei fiir alle

Simulationen die Modellkonstante Cyy = 0,5 verwendet wurde.

4.3.1 Turbulente Rohrstromung

Fiir diesen Testfall werden LES Rechnungen einer turbulenten Rohrstromung durchgefiihrt, welche
sich durch die Reynoldszahl Re; = u,R/v = 180, den Rohrradius R = 50 cm und die Schubspan-
nungsgeschwindigkeit u, = 3,6 m/s kennzeichnet. Die niedrige Reynoldszahl birgt die Schwierigkeit,
dass sich in dem Testfall eine unphysikalische Relaminarisierung der Stromung einstellen kann, wenn
die Simulation durch ein Diskretisierungsverfahren mit einer zu hohen numerischen Dissipation er-
folgt [51, 161]. Daher eignet sich dieses Stromungsproblem hervorragend zu Validierung des Multi-
Korrekturverfahrens hinsichtlich dem Einfluss der adaptiven numerischen Dissipation. Die Léange
des betrachteten Rohres wird mit L = 10R vorgegeben und an beiden Enden werden periodische
Randbedingungen aufgepragt. Die {ibrige Berandung wird durch eine Wand-Randbedingung model-
liert und den Impulsgleichungen wird ein konstanter axialer Druckgradient dpq/0z1 = 518,4 Pa/m
aufgeprégt, der den Reibungsverlusten entgegenwirkt und eine mittlere Stromungsgeschwindigkeit
induziert. Eine detaillierte Beschreibung des Testfalls ist in den Arbeiten von Eggels et al. [66] und
Fukagata und Kasagi [82| zu finden. Des Weiteren werden DNS Ergebnisse von Fukagata und Kasagi
fiir die Bewertung der Simulationsergebnisse herangezogen.

Die Simulationen erfolgen mit drei Rechengittern unterschiedlicher Auflésung und mit den beiden
k-exakten Multi-Korrekturverfahren zunichst ohne Limitierung der Rekonstruktionspolynome. Der
Einfluss der Limitierung wird im spéteren Verlauf dieses Kapitels gesondert betrachtet. Zum Ver-
gleich wird der Testfall mit dem unlimitierten CDS-Verfahren berechnet. Zu Beginn jeder Simulation
wird das Geschwindigkeitsfeld mit einer voll ausgebildeten turbulenten Rohrstromung initialisiert.
Anschliefsend erfolgt die Strémungsberechnung fiir 30 Durchlaufzeiten, um Einfliisse der Startlosung
zu eliminieren. Danach werden zeitliche Strémungsfeldstatistiken fiir einen Zeitraum von 250 Durch-
flusszeiten erfasst. Diese umfassen das zeitlich gemittelte axiale Geschwindigkeitsfeld (u,x) und die
gemittelten Geschwindigkeitsfluktuationen (uj ul,), (ul,qul,q) und (uf,,ui.,). Es hat sich gezeigt,
dass sich bei einer statistischen Mittelung der volumetrischen Mittelwerte insbesondere in Wandné-

he Abweichungen zu den DNS Ergebnissen ergeben. Aus diesem Grund erfolgt die Berechnung der

Abbildung 4.36: Rechengitter mit 54665 Knotenpunkten zur Simulation der turbulenten Rohrstro-
mung.

112



4.3 Turbulente Testfalle

Tabelle 4.3: Eigenschaften der Rechengitter fiir den Testfall der turbulenten Rohrstromung. Mit V;
wird die Knotenpunktanzahl in axialer, radialer und tangentialer Richtung gekennzeich-
net und hf stellen dimensionslose Schrittweiten der wandndhesten Elemente dar.

Nk Nrai Nign Naw Blog Mo Iy

54665 21 48 64 245 2354 2813
200984 33 76 96 1,56 14,88 18,75
496521 45 104 128 1,13 10,88 14,06

Referenz DNS [82] 96 128 256 0,46 8,54 6,79

NN NN
5™ (u) 5™ (u)
(I T 4*“ (I . 4**
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04

Uge in m/s Uge In m/8

(a) 54665 Knotenpunkte (b) 496512 Knotenpunkte

Abbildung 4.37: Kontrollparameter OéNN) und instantanes axiales Geschwindigkeitsfeld der turbu-

lenten Rohrstrémung, berechnet mit dem 2-exakten Verfahren.

Stromungsfeldstatistiken mit den rekonstruierten Punktwerten der entsprechenden Feldgrofen. Die
verwendeten Rechengitter bestehen aus hexaedrischen Elementen, welche im Wandbereich erhoh-
te Hohen-Seiten-Verhéltnisse aufweisen, um eine bessere Auflosung der Grenzschicht zu realisieren.
Das grobste Rechengitter mit 54665 Knotenpunkten ist exemplarisch in Abbildung 4.36 gezeigt. Die
spezifischen Eigenschaften aller drei Rechengitter sind in Tabelle 4.3 dargestellt, zusammen mit den
Eigenschaften des DNS-Rechengitters aus der Arbeit von Fukagata und Kasagi [82].

Abbildung 4.37 zeigt den Kontrollparameter HE)NN), welcher in Abhéngigkeit des instantanen Ge-
schwindigkeitsfeldes mit dem neuronalen Netzwerkmodell des 2-exakten Schemas auf verschiedenen
Gittern berechnet wird. Aufgrund der hoheren Stromungsgeschwindigkeiten wird eine hohere nu-
merische Dissipation in der Kernstromung des Rohrs durch das Netzwerkmodell eingebracht. Im
Gegensatz dazu, wird die Dissipation im wandnahen Bereich deutlich reduziert, da dort das Ver-
fahren infolge der héheren viskosen Krifte inhérent eine héhere numerische Stabilitdt aufweist. Der
Vergleich beider Rechengitter zeigt, dass infolge der reduzierten Auflésung auf dem groberen Gitter
hohere Werte fiir QéNN) aus dem Netzwerkmodell hervorgehen. Dies ist insbesondere im Kernbereich

der Stromung zu erkennen.
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Abbildung 4.38: Normiertes Profil der gemittelten axialen Geschwindigkeit u™ = (uax)/u, iiber
der dimensionslosen Wandkoordinate y* = yu, /v fiir den Testfall der turbulenten
Rohrstromung. Die gestrichelten Linien kennzeichnen das universelle Wandgesetz
ut = y* und das logarithmischen Wandgesetz u* = 5,5 +In (y*)/0,41. Das DNS-
Profil entstammt der Arbeit von Fukagata und Kasagi [82].

Abbildung 4.38 zeigt die normierten Profile der mittleren axialen Geschwindigkeit u™ = (uax)/ur
fiir die drei Rechengitter und die drei Diskretisierungsverfahren. Die Profile sind iiber der dimen-
sionslosen Wandkoordinate y™ = yu, /v aufgetragen, wobei y dem Abstand zur Wand entspricht.
Die gestrichelten Linien kennzeichnen das universelle Wandgesetz in der viskosen Unterschicht fiir
yT < 5 und das logarithmische Wandgesetz fiir y* > 30. Beide Bereiche werden von der Uber-
gangsschicht (5 < y* < 30) getrennt [198, 216]. Mit dem CDS-Verfahren wird die Geschwindigkeit
in der Ubergangsschicht und in der Region des logarithmischen Wandgesetzes im Vergleich zu den
DNS Ergebnissen deutlich {iberschétzt. Auch auf dem feinsten Rechengitter lésst sich das DNS-
Profil mit diesem Verfahren nicht vollstdndig reproduzieren. Mit den beiden k-exakten Verfahren
wird im Gegensatz dazu bereits auf dem Gitter mit 200984 Knotenpunkten eine direkte Uberein-
stimmung zu den DNS-Ergebnissen erreicht. Beide k-exakten Verfahren erzielen zudem auf dem
grobsten Gitter eine dhnlich gute Ubereinstimmung zur Referenz, wie das konventionellen Verfahren
auf dem feinsten Gitter. In Abbildung 4.39 sind die Stromungsprofile der gemittelten Fluktuationen
(Ut (Ul qui.q) und (ug,,ui,,) dargestellt. Alle drei DNS-Profile lassen sich mit den k-exakten
Verfahren auf dem feinsten Gitter mit einer sehr hohen Ubereinstimmung reproduzieren. Die axialen
Fluktuationen zeigen sogar bereits auf dem grobsten Gitter sehr geringe Abweichungen zu den Re-
ferenzdaten. Mit dem konventionellen Verfahren lassen sich lediglich die axialen Fluktuationen auf
dem feinsten Gitter ausreichend genau berechnen, wohingegen die radialen und tangentialen Fluk-
tuationen auf allen Gittern Unterschiede zu den DNS-Profilen aufweisen. Die Profile, die mit beiden
k-exakten Verfahren auf dem Gitter mit Ng = 200984 hervorgehen haben auferdem eine dhnliche
Ubereinstimmung mit den DNS-Daten, wie die Profile des CDS-Verfahrens auf dem feinsten Gitter.

Um die drei Verfahren hinsichtlich ihrer Performance zu bewerten wird die Abweichung der Profile
auf den unterschiedlichen Gittern in Abbildung 4.38 und 4.39 zu den jeweiligen DNS-Profilen be-

stimmt und als L?-Fehlernorm iiber der mittleren Iterationszeit 7;; dargestellt. Die Ergebnisse sind in
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Abbildung 4.39: Normierte Profile der axialen, radialen und tangentialen Fluktuationen (u} ul.),
(Ul qul.q) und (ui,, ut,,) fiir den Testfall der turbulenten Rohrstrémung. Die DNS-

Profile entstammen der Arbeit von Fukagata und Kasagi [82].
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Abbildung 4.40: L2-Fehlernorm der Stréomungsprofile der turbulenten Rohrstromung auf den unter-
schiedlichen Gittern im Bezug auf die DNS-Referenzprofile. Die Fehler sind aufge-
tragen tiber der normierten mittleren Iterationszeit 7y / Ti(tcngf ).

Abbildung 4.40 gezeigt. Die gemittelten [terationszeiten gehen aus separaten Simulationsdurchldu-

fen mit zwei Prozessoren hervor und werden aus 100 Iterationszeiten berechnet. Die Iterationszeiten

.. _(CDS)
werden mit 75, .-

Gitter entspricht. Da die Iterationszeiten direkt mit der Knotenpunktanzahl in Verbindung stehen,

normiert, was der mittleren Iterationszeit des CDS-Verfahrens auf dem grobsten

lassen sich aus Abbildung 4.40 ebenfalls die drei Rechengitter zu den L2-Fehlernormen zuordnen.
Mit dem 1-exakten Verfahren betrdgt der durchschnittliche Anstieg der mittleren Iterationszeit im
Vergleich zum konventionellen Schema circa 30 % und mit dem 2-exakten Verfahren circa 65 %. Es
zeigt sich jedoch, dass sich mit beiden k-exakten Verfahren auf dem gréobsten Gitter dhnliche oder
sogar geringere Fehlernormen berechnen lassen als mit dem CDS-Schema und dem feinsten Gitter.
Um eine gleichwertige oder sogar bessere Losung zu erzielen als mit dem CDS-Verfahren, lésst sich
dadurch die Rechenzeit mit k = 2 um 86 % und mit £ = 1 um 89 % reduzieren. Wird beriicksichtigt,
dass sich unter Beibehaltung der CFL-Zahl der Zeitschritt auf diesem Gitter um den Faktor zwei

116



4.3 Turbulente Testfalle

1073 1073 5
j {----CDS —-k=1 — k=2
-4 ] -4 ]
y 10 . 10 \ /“
1075 5 1075 4 \3&/’ G
= = -
S~ ] S~ ]
ERURE = 107 5
& ] & ]
1077 5 1077 5
1078- T 10*8- T T T
1072 107! 10° 10! 1072 107! 10° 10!
fR/U. fR/U.
(a) 54665 Knotenpunkte. (b) 496521 Knotenpunkte.

Abbildung 4.41: Eindimensionale Energiespektren Fq1(f) der axialen Geschwindigkeit fiir den Test-
fall der turbulenten Rohrstrémung.

vergrofern lasst, so kann mit dem 1l-exakten Verfahren ein Rechenzeitersparnis von 95 % und mit
dem 2-exakten Verfahren 93 % erzielt werden.

Abbildung 4.41 zeigt eindimensionale Energiespektren der axialen Geschwindigkeit F11(f), welche
definiert sind durch [198]

o0
Eu(f) =~ / (ur(t)uus (¢ + 7)) exp (~2nT f7) dr. (4.19)
—o0
Die Spektren werden durch die zeitlichen Signale von w,x berechnet, die im Zentrum des Rohrs an
der axialen Position x1 = 5 R aufgenommen werden. Die Werte werden mit der gemittelten axialen
Geschwindigkeit auf der Hauptachse U, normalisiert. Abbildung 4.41a zeigt die Spektren, welche
auf dem groben Gitter mit Nx = 54665 berechnet werden. Alle drei Schemata weisen einen ausge-
pragten Abfall mit einer Steigung von —5/3 auf. Dies entspricht dem Inertialbereich des Spektrums,
welcher durch einen konstanten Energietransfer von grofsen zu kleinen turbulenten Skalen charakte-
risiert ist [198]. Mit dem CDS-Verfahren erstreckt sich der Inertialbereich auf dem groben Gitter bis
zu einer Grenzfrequenz f - (R/U.) =~ 0,8, wohingegen die beiden k-exakten Verfahren den Bereich
bis zur Grenzfrequenz f - (R/U.) ~ 1,5 auflésen. Das Verhéltnis dieser beiden Grenzfrequenzen ent-
spricht etwa dem Wert zwei, was konsistent zu dem Verhéltnis der jeweiligen Grenzfrequenzen wj .
in Abbildung 3.7 ist. Ein Unterschied zwischen dem 1- und 2-exakten Verfahren hinsichtlich dieses
Auflésungsvermogens lésst sich nicht erkennen. Es sei zu erwdhnen, dass die Auflésung des Inerti-
albereichs mit den k-exakten Verfahren stark durch den Kontrollparameter 6 beeinflusst wird. Zu
hohe Werte bewirken eine Verringerung der Grenzfrequenz infolge der héheren Dissipation. Eine zu
geringe Dissipation fiihrt hingegen dazu, dass sich Fehlerartefakte im Spektrum einstellen. Letzteres
tritt beispielsweise ein, wenn fiir die Bestimmung der Netzwerk-Koeflizienten auf den zusétzlichen
SGD-Trainingsschritt verzichtet wird [223]. Abbildung 4.41b zeigt die Spektren, die auf dem feinsten
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Abbildung 4.42: Normierte Profile der gemittelten axialen Geschwindigkeit u™ =

(Uax)/ur und der

axialen Fluktuationen (uaxuax) fiir den Testfall der turbulenten Rohrstrémung, be-
rechnet mit dem limitierten 2-exakten Verfahren. Die DNS-Profile entstammen der
Arbeit von Fukagata und Kasagi [82].
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Abbildung 4.43: Eindimensionale Energiespektren E11(f) der axialen Geschwindigkeit fiir den Test-
fall der turbulenten Rohrstromung fiir das limitierte 2-exakte Verfahren.
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4.3 Turbulente Testfalle

Gitter berechnet werden. Der Inertialbereich des Spektrums wird mit allen drei Verfahren zu hohe-
ren Grenzfrequenzen hin aufgelost, wobei sich dhnliche Verhéltnisse der Grenzfrequenzen zwischen
CDS und k-exakten Verfahren einstellen, wie auf dem groben Gitter. Es ist auferdem zu erkennen,
dass das CDS-Verfahren auf dem feinen Gitter eine dhnliche Grenzfrequenz aufweist, wie die beiden
k-exakten Verfahren auf dem groben Gitter.

Abschliefsend wird untersucht, wie sich die Limitierung der k-exakten Rekonstruktionspolynome
auf die Giite der Losung auswirkt. Die Ergebnisse werden im Folgenden nur fiir das 2-exakte Sche-
ma dargestellt, da sie sich nur geringfiigig vom 1-exakten Verfahren unterscheiden. Abbildung 4.42
zeigt die Profile der mittleren axialen Geschwindigkeit und der gemittelten axialen Fluktuationen.
Auf dem grébsten Gitter werden beide Grofen durch das limitierte Verfahren im Kernbereich der
Stromung stéarker {iberschétzt als ohne Limitierung. Unter Verfeinerung des Gitters nimmt dieser
Effekt deutlich ab, sodass sich die DNS Ergebnisse auf dem feinsten Rechengitter mit sehr hoher
Ubereinstimmung reproduzieren lassen. Die Abweichungen auf den gréberen Gittern lassen sich da-
durch erkldren, dass der Kontrollparameter GéNN) im limitierten Verfahren neben den Parametern
o und 1/Rey auch durch die Limitervariablen ¥, und ¥, berechnet wird. Fiir den Fall, dass die
Limitierung aktiviert wird, beispielsweise infolge von wandnahen, unteraufgelosten Gradienten, wird
durch das Netzwerkmodell zusétzliche numerische Dissipation zur Stabilisierung eingebracht. Auf
dem feinste Gitter ist die Auflésung ausreichend fein, sodass hier die Limitierung nicht aktiviert
wird. Die Limitierung schldgt sich auch zu einem gewissen Maft im Energiespektrum nieder, was in
Abbildung 4.43 dargestellt ist. Auf dem groben Gitter wird der Inertialbereich des Spektrum in der
limitierten Simulation bis zu einer etwas geringeren Grenzfrequenz aufgelost, was auf dem feineren
Gitter jedoch nicht der Fall ist.

4.3.2 Turbulenter Freistrahl

Fiir diesen Testfall wird die Stromung eines turbulenten Freistrahls mittels LES berechnet. Zur
Demonstration des Multi-Korrekturverfahrens erfolgen die Simulationen auf vollstdndig unstruktu-
rierten Gittern. Der betrachtete Strahl stromt durch eine Diise mit Durchmesser D mit einer Ge-
schwindigkeit Usiran in das Rechengebiet und wird von einem Mantelstrom mit der Geschwindigkeit
UbMantel umgeben. Hierfiir wird das folgende Geschwindigkeitsprofil am Eintritt des Rechengebiets
vorgegeben (23]

ra, D -2
w(r) = Untantel + US; hl {1 + tanh ( 5 Tﬂ , (4.20)

wobei 6, = D/20 die Impulsverlustdicke darstellt. Die Parameter des Testfalls werden so gewéhlt,
dass sich eine Reynoldszahl Re = 10000 einstellt, welche mit dem Durchmesser D = 4,3 mm und der
Geschwindigkeitsdifferenz AU = 35m/s zwischen Uggran und Uppanter gebildet wird. Auferdem wird
das Verhéltnis AU/(Ustrant + Untantel) = 0,99 zwischen der Strahl- und Mantelstromgeschwindigkeit
vorgegeben. Zur Validierung der Simulation stehen detaillierte experimentelle Daten von Wygnan-

ski und Fiedler [264] oder Panchapakesan und Lumley [185] zur Verfiigung. Des Weiteren sind in
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P 200D

Abbildung 4.44: Rechennetz fiir den Testfall des turbulenten Freistrahls mit 147811 Knotenpunkten
(links) und entsprechende Abmessungen des Rechengebiets (rechts).

der Literatur zahlreiche Arbeiten zu finden, in denen ebenfalls der Freistrahl bei der genannten
Reynoldszahl betrachtet wird [23, 91, 126, 144, 183].

Eine Besonderheit des Testfalls stellt die Transition des vorgegebenen Geschwindigkeitsfeldes in
den selbstdhnlichen Bereich dar. Dieser kennzeichnet sich durch ein Gleichgewicht zwischen der von
der Hauptstromung erzeugten turbulenten kinetischen Energie und der viskosen Dissipation der
kleinsten Skalen [91, 112]. Die Stromungsprofile des Freistrahls lassen sich infolgedessen auf einer

einzigen Kurve iiber der Ahnlichkeitsvariable 7 darstellen [198], welche definiert ist durch

n= - ixt mit r= /2% + 3. (4.21)

Der Punkt z; stellt den virtuellen Ursprung des selbstéhnlichen Bereichs dar [198]|. Die Region,

innerhalb der die Transition in die Selbstihnlichkeit erfolgt, wird als Ubergangsbereich bezeichnet
und findet sich stromabwirts der Einstromdiise bei 0 < z1/D < 25 [198]. Ein umfassender Uberblick
iiber die Theorie zur Selbstéhnlichkeit turbulenter Freistrahlen ist beispielsweise in den Arbeiten von
Lipari und Standsby [142] oder Pope [198] zu finden.

Abbildung 4.44 zeigt das betrachtete Rechengebiet des Testfalls sowie ein dafiir generiertes Re-
chengitter mit 147811 Knotenpunkten. Insgesamt werden die LES auf vier Rechengittern unter-
schiedlicher Aufldsungen durchgefiihrt. Die Selbstéhnlichkeit der Stromung wird zur Abschétzung
der Schrittweite h beriicksichtigt, sodass die Elemente mit zunehmendem Abstand zum Einlass und
zur Hauptachse des Strahls anwachsen. Zu diesem Zweck werden die longitudinalen und lateralen
integralen Langenskalen Lj;; und Loo im selbstdhnlichen Bereich zu Li; ~ 0,038x; + 0,035r und
Los = 0,016x1 + 0,015r approximiert. Diese Relationen wurden aus experimentellen Daten von Wy-
gnanski und Fiedler [264] bestimmt. In der Nihe der Diise und im Ubergangsbereich der Stromung
wird die Elementgrofse in Abhéngigkeit des Eintrittsdurchmessers D bestimmt. Tabelle 4.4 zeigt fiir
alle vier Gitter die entsprechenden Verhiltnisse von D/h im Ubergangsbereich und die Verhltnis-
se von Ljj/h und Lgg/h in der selbstédhnlichen Region. Jede Simulation wird mit der Losung des
vollstdndig ausgebildeten Freistrahls initialisiert und fiir 10 Durchlaufzeiten simuliert, um sdmtliche

Einfliisse der Startlésung vernachléssigen zu kénnen. Anschliefsend erfolgt eine zeitliche Mittelung
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4.3 Turbulente Testfalle

Tabelle 4.4: Eigenschaften der Rechengitter fiir den Testfall des turbulenten Freistrahls.

Bezeichnung Knotenpunkte Tetraeder Ubergangszone  Selbstédhnlicher Bereich

D/h L1 /h Lao/h
150k 147811 874125 35 1.8 0,8
260k 257744 1528089 4,4 2.3 1,0
450k 453878 2696141 5,5 2.8 1,2
800k 816944 4858854 6,9 3,5 1,5

Ua/ AU U /AU
4 -0,1 01 03 05 0,7 09 11 / -001 01 03 05 0,7 09 11
# \ \ \ \ | \ \ | \ | | d
(a) Adaptives 2-exaktes Verfahren. (b) 2-exaktes Verfahren mit § = 0.2.

Abbildung 4.45: Einfluss des Kontrollparameters 6 auf die LES des turbulenten Freistrahls. Dar-
gestellt sind Iso-Konturen der skalierten Wirbelstérke mit |w| (z;/AU) = 2, wel-
che farblich durch die normierte instantane Axialgeschwindigkeit u,x/AU codiert
sind. Die Ergebnisse gehen aus dem 2-exakten Verfahren und dem Rechengitter mit
816944 Knotenpunkten hervor.

des Stromungsfeldes fiir weitere 40 Durchlaufzeiten des Freistrahls, um somit die zeitlichen Stati-
stiken der Stromungsgréfen zu berechnen. Die Zeitschritte werden auf den jeweiligen Gittern so
gewihlt, dass sich stets eine CFL-Zahl von o = 0,3 einstellt. Fiir die beiden k-exakten Verfahren
wird in diesem Testfall keine Limitierung der Rekonstruktionspolynome unternommen.

Abbildung 4.45 zeigt die Iso-Konturen der skalierten Wirbelstirke |w| - (z1AU) = 2. Das Er-
gebnis auf der linken Seite geht aus der Simulation mit dem feinsten Gitter und dem 2-exakten
Verfahren mit der adaptiven Berechnung des Kontrollparameters 6 hervor. Der Ubergangsbereich in
die Selbstahnlichkeit ist anhand der kohdrenten Strukturen im Bereich des Eintritts zu beobachten.
Mit zunehmendem Abstand zum Eintritt bildet sich die selbstdhnliche Region aus, was anhand der
gefalteten, turbulenten Strukturen zu erkennen ist. Ahnliche Verliufe der skalierten Wirbelstéirke
sind auch fiir das 1-exakte Schema mit adaptiver Berechnung von 6 sowie fiir das konventionelle
CDS-Verfahren zu erkennen, welche nicht dargestellt sind. Dementsprechend verfiigen die genannten
Verfahren iiber eine ausreichend geringe numerische Dissipation, sodass sich der Entstehungspro-
zess turbulenter Strukturen akkurat abbilden lédsst. In Abbildung 4.45b ist hingegen der Einfluss
einer zu hohen numerischen Dissipation dargestellt. Dieses Ergebnis wird ebenfalls mit dem fein-
sten Gitter und dem 2-exakten Verfahren generiert, jedoch mit einem konstanten Kontrollparameter
von 6 = 0,2 im gesamten Rechengebiet. Die daraus resultierende hohe Dissipation fiihrt zu einer

starken Dampfung der turbulenten Fluktuationen im Ubergangsbereich des Strahls. Dadurch bildet
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Abbildung 4.46: Profile der inversen Hauptachsengeschwindigkeit AU/u. des turbulenten Frei-
strahls, berechnet auf zwei verschiedenen Rechengittern. Zum Vergleich dienen ex-
perimentellen Daten von Panchapakesan und Lumley [185].

sich die turbulente Strémung erst viel weiter stromabwarts und nur in sehr groben und kohérenten
Strukturen aus. Dies zeigt deutlich den Vorteil des adaptiven Ansatzes, fiir welchen die numeri-
sche Dissipation in ausreichendem Mafe und automatisch reduziert wird, so dass sich turbulente
Strukturen physikalisch ausbilden konnen.

Abbildung 4.46 zeigt die normierte inverse Geschwindigkeit AU /u. auf der Hauptachse des Frei-
strahls, berechnet mit dem grébsten und dem feinsten Rechengitter. Zur Validierung der Ergeb-
nisse dienen experimentelle Messdaten aus der Arbeit von Panchapakesan und Lumley [185] bei
Re = 11000, welche durch die quadratischen Symbole dargestellt sind. Die experimentellen Daten
sind zur besseren Vergleichbarkeit um 8D in axialer Richtung verschoben. Die Kurven kennzeichnen
sich durch einen anfinglich horizontalen Verlauf, welcher den Ubergangsbereich des Freistrahls dar-
stellt, sowie durch einen Bereich linearen Anstiegs, in welchem das selbstéhnliche Regime herrscht.
Die Geschwindigkeitsprofile beider k-exakten Verfahren zeigen auf dem groben Rechengitter eine
sehr gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Mit dem CDS-Verfahren wird im Ge-
gensatz dazu ein zu starker Abfall der Hauptachsengeschwindigkeit berechnet, was sich in einer
falschen Steigung des Profils duflert. Fiir alle drei Verfahren ist zu erkennen, das sich die Transition
in den selbstdhnlichen Bereich bei Verfeinerung des Gitters stromabwérts verlagert. Dieser Effekt
kann sich durch parasitiare Fehlermoden erklaren lassen, welche durch die unreguldre Gitterstruktur
im Bereich der hohen Geschwindigkeitsgradienten entstehen. Diese treten auf dem feineren Gitter
infolge der hoheren Auflésung in den Hintergrund, wodurch das initiale Profil des Freistrahls iiber
eine langere Distanz erhalten bleibt.

In Abbildung 4.47 sind Profile der gemittelten axialen und radialen Geschwindigkeit des Frei-
strahls dargestellt, welche iiber der Ahnlichkeitsvariable 1 aufgetragen sind. Zur Berechnung der
Daten werden die Profile von (uay)/u. und (uaq)/u dhnlich zu der Arbeit von Bogey et al. [23]
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Abbildung 4.47: Profile der gemittelten axialen und radialen Geschwindigkeit (uax)/u. und (Upaq)/ue
des turbulenten Freistrahls. Zum Vergleich dienen experimentellen Daten von Pan-
chapakesan und Lumley [185].

iiber den Bereich 50 < z1/D < 70 gemittelt. Die beiden k-exakten Verfahren zeigen auf dem groben
Gitter eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Messdaten. Mit dem konventionellen Schema lisst
sich eine Ubereinstimmung mit den Referenzdaten nur bei einer deutlich héheren Gitterauflosung
realisieren. Ahnliche Ergebnisse liegen fiir die Reynoldsspannungen (u} ul, ) und (ulul, ) vor, wel-
che in Abbildung 4.48 fiir das grobste und das feinste Rechengitter dargestellt sind. Selbst auf dem
groben Gitter wird eine hohe Ubereinstimmung zwischen Simulation und experimentellen Daten mit
beiden k-exakten Verfahren erzielt. Das CDS-Verfahren erfordert im Gegensatz dazu erheblich mehr
Elemente fiir eine akkurate Vorhersage der Fluktuationen. Diese Ergebnisse zeigen deutlich den Vor-
teil des Ansatzes der hoheren Ordnung im Vergleich zur konventionellen Diskretisierungsmethode.
Eine akkurate Losung léasst sich mit weniger Elementen realisieren, was zu erheblichen Einsparungen

an Speicher und Rechenzeit fithrt. Dariiber hinaus sind durch die adaptive Bestimmung von 6 keine
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Abbildung 4.48: Profile der Reynoldsspannungen (u), u}. ) und (uj .. ;) des turbulenten Freistrahls.
Zum Vergleich dienen experimentellen Daten von Panchapakesan und Lumley [185].

umfangreichen Testldufe notwendig, um das ideale Mafs an numerischer Dissipation zur Erhaltung
von Genauigkeit und Stabilitidt zu identifizieren.

Abbildung 4.49 zeigt die berechneten L?-Fehlernormen der drei Verfahren, welche aus den Abwei-
chungen der LES Profile zu den experimentellen Messdaten von Panchapakesan und Lumley [185]
berechnet werden. Die Fehlernormen sind iiber der jeweiligen mittleren Iterationszeit 74 der Verfah-
ren dargestellt. Letztere sind mit der maximalen mittleren Iterationszeit 7i¢ min normiert, die sich mit
dem CDS-Verfahren und dem grébsten Rechengitter einstellt. Alle Iterationszeiten wurden in sepa-
raten Simulationsdurchlédufen aus 100 Zeitschritten und auf vier Prozessoren berechnet. Die geringe
Anzahl der experimentellen Datenpunkten hat zur Folge, dass die berechneten Fehlernormen ab ei-
nem gewissen Grad an Aussagekraft iiber die Giite der Losung verlieren. Zur besseren Einschédtzung
der Losungsgiite sind daher die diinnen Linien in Abbildung 4.49 dargestellt, welche 5% der jeweili-

gen Profilmaxima darstellen. Es ist zu erkennen, dass die Ergebnisse der beiden k-exakten Verfahren

124



4.3 Turbulente Testfalle

0,10 0,010
-A- ODS -2-- CODS
0,08 , o= k=1 0,008 o= k=1
- \ -0 k = i -0 ]{j =
S ' 3 A
= 0,069 4 =S 0,0064
g A 3 \
= K 3 A
E 0,04 Y ? 0,004 '
o N //o . Lr? ‘\‘
0,024 N . o R BN ——
°\O//’° A Tt —
0,00 T T T T T 0,000 T T T T T
1,00 4,25 7,50 10,25 14,00 1,00 4,25 7,50 10,25 14,00
Tit/ Ti(t(,:;fii) Tit/ Ti(t?w?ii)
0,05 0,05
-2-- CODS -2- CDS
5 0,047 o k=1 S 0,04 1 - k=1
< —o— k=2 =~ —o— k=2
=
0,03 1 ~& 0,03
-8 A g
3 Y = A
< 0,029 a SR VS
= . o R .
S 001 g — = S 001 -
VI op A==o0n _— ,01 T
tw\n——n:)'{ ~
\o___o___ —N\\D
0,00 T T T T T 0,00 T T T T T
1,00 425 750 10,25 14,00 1,00 425 7,50 10,25 14,00
(CDS) (CDS)
Tit /Tit,mz’n Tit/Tit,min

Abbildung 4.49: L2-Fehlernorm zwischen den LES Ergebnissen und den experimentellen Profilen des
turbulenten Freistrahls von Panchapakesan und Lumley [185], dargestellt iiber der

normierten mittleren Iterationszeit 7y / Ti(fnﬁf ).

diese Giite grofitenteils bereits auf dem grobsten Rechengitter erreichen. Mit dem konventionellen
Verfahren ist im Gegensatz dazu circa die dreifache Menge an Knotenpunkten notwendig. Infolgedes-
sen kann die durchschnittliche Iterationszeit mit dem 2-exakten Verfahren um circa 50 % reduziert
werden, um eine Losung mit der Qualitdt CDS-Verfahrens und dem Gitter mit 453878 Knotenpunk-
ten zu erzielen. Mit dem 1-exakten Verfahren wird fiir diesen Fall die mittlere Iterationszeit um
circa 60 % reduziert. Unter Betrachtung der Gesamtrechenzeit ist die Ersparnis durch die k-exakten
Verfahren noch deutlicher. Auf den groberen Rechengittern lasst sich das geforderte CFL-Kriterium
mit groferen Zeitschritten erfiillen, so dass die Simulationszeit zur Berechnung der Statistiken des
Geschwindigkeitsfeldes mit weniger Zeitschritten erfolgen kann. Angenommen, es soll eine statistisch
stationére Losung von dhnlicher Qualitdt wie mit dem CDS-Verfahren und dem Gitter mit 453878
Knotenpunkten berechnet werden. Dies lasst sich mit dem 2-exakten Verfahren auf dem grobsten
Gitter und einem 1,56-fachen Zeitschritt realisieren, so sich dass circa 65 % der Rechenzeit einsparen

lasst. Mit dem 1-exakten Verfahren lassen sich in diesem Fall circa 75 % einsparen. Beziiglich der
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Gitterschrittweite konnen aufserdem mit beiden k-exakten Verfahren etwa 1,5 mal grofere Elemente

verwendet werden als fiir das CDS-Verfahren.

4.3.3 H3-Flamme

Die H3-Flamme wurde im Rahmen des Second International Workshop on Measurement and Com-
putation of Turbulent Non-Premized Flames |7] vorgestellt und stellt einen Standardtestfall fiir
die Modellierung von nicht-vorgemischten Flammen dar, welcher bereits in zahlreichen Arbeiten
durch numerische Simulationen untersucht wurde [60, 74, 75, 77, 78, 150, 186, 194]. In dieser Arbeit
soll er dazu dienen, die Anwendbarkeit des k-exakten Multi-Korrekturverfahrens fiir die Simulati-
on von turbulenten reaktiven Stromungen zu demonstrieren. Der Brenner der H3-Flamme besteht
aus einer Brennstoffdiise mit einem Innendurchmesser von D = 8 mm, aus welcher ein verdiinntes
Hy /No-Gemisch mit einer mittleren Geschwindigkeit von U = 34,8 m/s stromt. Die Brennstoffdii-
se ist von einem koaxialen Injektor mit einem Durchmesser von 140 mm umgeben, aus dem ein
Luft-Mantelstrom mit 0,2m/s stromt. Der Brennstoffstrahl und der Luft-Mantelstrom werden je-
weils mit einer Temperatur von 300 K und unter atmosphérischen Druck in die Verbrennungszone
eingebracht. Der Testfall wurde in mehreren Arbeiten durch optische Messverfahren untersucht und
bietet somit entsprechende Datensétze fiir die Validierung der Simulationsergebnisse. In der Ar-
beit von Meier et al. [156] wurden Konzentrationsmessungen von Sauerstoff, Wasserstoff, Stickstoff
und Wasser durch Raman-Messungen ermittelt. In der Arbeit von Neuber et al. [169] wurden au-
fserdem Stickoxid- und Hydroxyl-Radikal-Konzentrationen (OH) durch laserinduzierte Fluoreszenz
(LIF) und spontane Ramanspektroskopie bestimmt. Messungen des Stromungsfeldes wurden mittels
Laser-Doppler-Anemometrie (LDA) von Cheng et al. [35] durchgefiihrt.

Aufgrund der relativ simplen Geometrie des Testfalls wird das Rechengebiet in der Literatur héu-
fig durch eine strukturierte Vernetzung diskretisiert. In dieser Arbeit soll jedoch gezeigt werden, dass
sich mit dem k-exakten Multi-Korrekturverfahren akkurate LES Ergebnisse auch auf einem vollstan-
dig unstrukturierten Rechengitter erreichen lassen. Die primédre Reprasentation des Rechengebiets,
welche eine Lange von 155 Durchmessern aufweist, wird daher iiberwiegend durch Tetraederelemen-
te diskretisiert, wie es in Abbildung 4.50 dargestellt ist. Die mittlere Schrittweite h der Elemente
nimmt mit dem Abstand zur Brennstoffdiise und zur Brennerhauptachse zu, dhnlich zum Testfall
des turbulenten Freistrahls. Neben der Flammenzone erstreckt sich das Rechengebiet auch iiber fiinf
Durchmesser in den Mantelstrom-Injektor und iiber einen halben Durchmesser in die Brennstoffdii-
se. Die Einlaufstrecke des koaxialen Injektors ist aufgrund der niedrigen Stromungsgeschwindigkeit
ausreichend fiir die Ausbildung des laminaren Grenzschichtprofils des Mantelstroms. Das zeitlich
variierende turbulente Geschwindigkeitsprofil des Brennstoffstrahls wird im Gegensatz dazu aus den
LES Ergebnissen einer turbulenten Rohrstrémung extrahiert und an der Eintritts-Randbedingung
der Brennstoffdiise aufgeprigt. Fiir die Vorlaufer-Simulation der Brennstoff-Rohrstrémung wird ein
Rechengitter und ein Simulationsaufbau in Anlehnung an den Testfall aus Abschnitt 4.3.1 verwen-
det. Um eine erhohte Auflésung der Wandgrenzschicht um die Brennstoffdiise zu realisieren wird

dort das Rechengitter durch prismatische Elemente diskretisiert, was ebenfalls in Abbildung 4.50
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Abbildung 4.50: Grobes Rechengitter mit einer Million Knotenpunkten fiir den Testfall der H3-
Flamme, mit der entdimensionierten Schrittweite h/D in der z1-z2-Ebene des Git-
ters.

dargestellt ist. Fiir den Testfall werden zwei Rechengitter mit unterschiedlichem Aufldsungsvermo-
gen untersucht. Das grobe Rechengitter, dessen mittlere Schrittweite h ebenfalls in Abbildung 4.50
dargestellt ist, umfasst 1056108 Knotenpunkte und 6145732 Elemente. Fiir die Generierung des
feinen Gitters, welches aus 2416412 Knotenpunkten und 14253216 Elementen besteht, werden die
dargestellten Element-Schrittweiten um durchschnittlich 25 % reduziert. An der oberen Berandung
des Rechengebiets wird eine Austritts-Randbedingung verwendet, wohingegen den konischen Seiten-
flichen eine Eintritts-Randbedingung mit der Geschwindigkeit und der Fluid-Zusammensetzung des
Luft-Mantelstroms aufgepragt wird. Analog zum Testfall der laminaren Wirbel-Ziindkern-Interaktion
in Abschnitt 4.2.3 wird der Ha-Reaktionsmechanismus von O Connaire [179] mit acht Spezies und
19 Elementarreaktionen verwendet. Mit diesem Mechanismus lassen sich keine Stickoxidemissionen
modellieren, was zugunsten der reduzierten Rechenzeit in Kauf genommen wird. Die Turbulenz-
Chemie-Interaktion der unaufgeldsten Skalen erfolgt mit dem APDF-Modell. Des Weiteren wird
der Einfluss von Warmestrahlung iiber das in den Kapiteln 2.1.3 und 2.2.3 beschriebene Modell
beriicksichtigt. Fiir das dargestellte Rechengitter werden LES mit den beiden k-exakten Verfahren
durchgefiihrt. Hierbei erfolgt zunéchst lediglich eine Limitierung fiir die Enthalpie h und die chemi-
schen Spezies Y. Die Berechnung der iibrigen Feldgrofien erfolgt ohne eine Limitierung. Im Verlauf
des Kapitels wird dann der Einfluss der Limitierung anhand des 1-exakten Verfahrens im Detail un-
tersucht. Zum Vergleich der k-exakten Schemata werden die LES ebenfalls mit dem konventionellen
CDS/QUDS-Schema durchgefiihrt, fiir welches ebenfalls nur eine Limitierung der Enthalpie- und
Spezies-Transportgleichungen erfolgt. Jede Simulation wird mit der Startlésung einer vollstdndig

ausgebildeten Flamme initialisiert und anschlieffend fiir 0,035s berechnet, um Einfliisse durch den
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Abbildung 4.51: Parallele Beschleunigung (links) und parallele Effizienz (rechts) der drei Diskreti-
sierungsverfahren fiir den Testfall der H3-Flamme auf dem feinen Rechengitter mit
2,4 Millionen Knotenpunkten.

Wechsel der Diskretisierungseigenschaften im Bezug auf die Startlésung zu vermeiden. Anschlieftend
erfolgt eine zeitliche Mittelung fiir 0,965 s. Fiir alle Simulationen wird der Zeitschritt zu At = 1 us
gewahlt.

Ahnlich zu dem Testfall der laminaren Wirbel-Ziindkern-Interaktion wird zunéichst die parallele
Beschleunigung der betrachten Diskretisierungsverfahren im Bezug auf die mittlere Iterationszeit 7
untersucht. Diese wurde in Abhéngigkeit der Prozessoranzahl Np = {64,128, 256,512,1024} durch
fiinf unabhéngige Simulationsdurchlaufe auf dem feinen Gitter mit jeweils zehn Zeitschritten des
Testfalls berechnet, wobei die Losung der Transporgleichungen zur Vergleichbarkeit mit ausschlief-
lich fiinf Subiterationen des Krylov-Losungsverfahrens erfolgte. Aus den Ergebnissen lassen sich die
Kurven der parallelen Beschleunigung und der parallelen Effizienz in Abbildung 4.51 darstellen. Zur
Normierung der Daten dient die mittlere Iterationszeit Ti(t%fs) des konventionellen Verfahrens mit
Np = 64. Mit kK = 1 nimmt die mittlere Iterationszeit durchschnittlich um 12 % gegeniiber dem
konventionellen Verfahren zu, mit & = 2 Betrdgt der Anstieg durchschnittlich 50 %. Fiir alle drei
Verfahren ist ab Np = 256 eine konstante Verringerung der parallelen Effizienz zu erkennen. Das
l-exakte Verfahren weist dabei stets eine hohere Effizienz auf als das konventionelle Schema. Die
Ergebnisse lassen darauf schlieffen, dass die parallele Skalierbarkeit auf dem vollstdndig unstruk-
turierten Gitter unter Verwendung der Multi-Korrekturmethode im Vergleich zum konventionellen
Verfahren nicht beeintrachtigt wird.

Abbildung 4.52 zeigt instantane, Favre-gefilterte Temperaturfelder in der z1-z2-Ebene, welche mit
den verschiedenen Diskretisierungsverfahren und Rechengittern berechnet wurden. Die Ergebnisse
unterscheiden sich mafigeblich in den koharenten Wirbelstrukturen, welche auf dem feineren Gitter
durch kleinere Skalen aufgelost werden. Eine Besonderheit des Testfalls stellt der Bereich z1/D < 15
dar, in dem der unverbrannte Brennstoff auf den umgebenden Luftstrom trifft. In dieser Region ist die
Vermischung auch durch molekulare Diffusion getrieben [60, 192|. Ab der Position 15 < z1/D < 20
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Abbildung 4.52: Favre-gefiltertes, instantanes Temperaturfeld der H3-Flamme, berechnet mit ver-
schiedenen Rechengittern und Diskretisierungsverfahren.
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Abbildung 4.53: Zeitliche Mittelwerte des Favre-gefilterten Hydroxyl-Radikal-Massenbruchs (Yom)
der H3-Flamme, berechnet mit verschiedenen Rechengittern und Diskretisierungs-
verfahren.

tritt hingegen der turbulenter Transport in den Vordergrund [60, 156]. Diese Transition wird in allen
Simulationen wiedergegeben, wobei sich mit dem CDS/QUDS-Verfahren jedoch ab x1/D ~ 15 gro-
bere kohérente Strukturen ausbilden als mit den beiden k-exakten Verfahren. Zudem werden heifse
Temperaturbereiche durch die Schemata hoher Ordnung iiber eine weitere Strecke transportiert, was
sich durch héhere Temperaturen im Bereich z1/D > 40 dufert. Die Unterschiede im Flammenbild
sind noch deutlicher anhand des zeitlich gemittelten OH-Massenbruchs in Abbildung 4.53 zu er-

kennen. Die Ausdehnung der Reaktionszone ist hierbei durch die schwarze Iso-Linie hervorgehoben,
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Abbildung 4.54: Zeitlich gemittelte Profile ausgewéhlter Feldgrofsen entlang der Hauptachse der H3-
Flamme, berechnet mit einer Million Knotenpunkten. Zum Vergleich dienen expe-
rimentelle Messdaten von Cheng et al. [35] und Meier et al. [156].

welche einem zeitlich gemittelten Massenbruch von (Yop) = 0,0004 entspricht. Es ist zu erkennen,
dass sich auf beiden Rechengittern mit dem CDS/QUDS-Verfahren eine kiirzere und breitere Reak-
tionszone ausbildet, welche sich im Vergleich zu den k-exakten Verfahren durch héhere (Yom)-Werte
kennzeichnet. Auf beiden Rechengittern stellt sich aulerdem fiir k£ = 1 eine etwas ldngere Reaktions-
zone ein als fiir K = 2. Abgesehen von einer geringen Erhéhung der Flammenlénge ist mit allen drei
Verfahren fiir den zeitlich gemittelten OH-Massenbruch kein mafsgeblicher Unterschied zwischen den
beiden Rechengittern zu erkennen.

Im Folgenden werden die zeitlich gemittelten Simulationsergebnisse mit experimentellen Profil-
daten von Cheng et al. [35] und Meier et al. [156] verglichen. Da sich die berechneten Profile der

beiden Rechengitter nur marginal unterscheiden, sind lediglich die Ergebnisse des groben Gitters
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Abbildung 4.55: Zeitlich gemittelte Fluktuationen ausgewahlter Feldgrofen entlang der Hauptachse
der H3-Flamme, berechnet einer Million Knotenpunkten. Zum Vergleich dienen
experimentelle Messdaten von Cheng et al. [35] und Meier et al. [156].

gezeigt. Abbildungen 4.54 zeigt die Profile der axialen Geschwindigkeit (u1), der Temperatur (7T'),
sowie der Spezies-Massenbriiche (Yo,), (Yn,), (Yi,) und (You) entlang der Flammenhauptachse.
Die entsprechenden zeitlich gemittelten Fluktuationen sind in Abbildung 4.55 dargestellt. Alle Feld-
grofen stellen Favre-gefilterte Werte dar, auf deren gesonderte Kennzeichnung verzichtet wird. Beide
k-exakten Verfahren zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung zu den experimentellen Vergleichsda-
ten, wobei sich die Flamme des 2-exakten Verfahrns etwas weiter stromaufwérts positioniert als mit
k = 1. Dieser Unterschied liegt jedoch grofstenteils innerhalb der Fehlertoleranz der Messdaten. Le-
diglich fiir das gemittelte Hydroxyl-Radikals (Yop) wird durch beide Verfahren das Maximum bei
x1/D =~ 40 deutlich unterschétzt. Die axiale Position des Maximums wird hingegen durch beide

Schemata akkurat vorhergesagt. Die gemittelten Fluktuationen weisen eine #hnlich gute Uberein-
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Abbildung 4.56: Zeitlich gemittelte radiale Stromungsprofile fiir ausgewédhlte Feldgréfen der H3-
Flamme, berechnet mit einer Million Knotenpunkten. Zum Vergleich dienen expe-
rimentelle Messdaten von Cheng et al. [35] und Meier et al. [156].
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stimmung zu dem experimentellen Daten auf. Insbesondere der Verlauf von /(T"T"), /(Y Y{),)

und  /(Y{y, Yyy,) wird mit einer sehr hohen Genauigkeit berechnet. Dabei sei zu erwéihnen, dass die
dargestellten Profile der Temperatur- und Speziesfluktuationen lediglich aus den aufgelosten Antei-
len der Feldgrofen extrahiert wurden und keine modellierten Anteile des APDF-Modells umfassen.
Eine ebenfalls gute Ubereinstimmung resultiert fiir die axiale Turbulenzintensitit \/{uju})/(u1),
welche jedoch die experimentellen Intensitatsniveaus am Eintritt um circa 5% unterschatzt. Der
berechnete Wert von circa 5 % an der Position z1/D = 0 deckt sich jedoch sehr gut mit den Simula-
tionsergebnissen anderer Arbeiten |78, 186]. Grofere Abweichungen in den Profilen der gemittelten
Fluktuationen sind hingegen fiir den Ng-Massenbruch ab x;/D > 25 und fiir das Maximum des
OH-Massenbruchs zu erkennen. Im Vergleich zu den beiden k-exakten Verfahren liegen fiir das kon-
ventionelle CDS/QUDS-Schema grofere Abweichungen zu den experimentellen Profilen vor, welche
die Verschiebung der Reaktionszone in Abbildung 4.53 wiederspiegeln. Beispielsweise fillt die gemit-
telte axiale Geschwindigkeit in Abbildung 4.54 mit einer hoheren Rate ab als in den Experimenten.
Gleichzeitig positionieren sich die Maxima der Temperatur und des OH-Massenbruchs circa 5D zu
weit stromaufwarts. Auch fiir die Massenbriiche von O und Hs ist eine Verschiebung stromauf-
warts zu erkennen. Fiir das gemittelte OH-Profil stellt sich ein héheres Maximum ein als mit den
k-exakten Verfahren. Weitere Unterschiede zeigen sich in den gemittelten Fluktuationen in Abbil-
dung 4.55. Mit dem konventionellen Verfahren wird die axiale Turbulenzintensitét \/W /{u1) im
Bereich 10 < z1/D < 20 um circa 5 % {iberschétzt. Fiir die Fluktuationen von Oy und Hy liegt ab der
Position z1/D = 25 ein zu frither Abfall der Profile vor, welcher gegeniiber den Experimenten circa
5D zu weit stromaufwérts positioniert ist. Zur Bewertung der Simulationsergebnisse stehen ebenfalls
experimentelle Stromungsprofile in radialer Richtung an verschiedenen Hohenpositionen zur Verfii-
gung. Diese sind in Abbildung 4.56 fiir die FeldgréRen (u1), /(uju])/(u1), (T) und \/(T'T") gezeigt.
Auch hier lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den k-exakten Simulationsergebnissen
und den Messdaten feststellen, wohingegen mit dem konventionellen Verfahren stellenweise gréfere
Abweichungen vorliegen.

In Abbildung 4.57 ist auf der linken Seite das Feld der aufgelosten turbulenten kinetischen Ener-
gie (ufu})/2 dargestellt, welches mit den drei Diskretisierungsschemata auf dem groben Rechengitter
berechnet wird. Die gestrichelten Iso-Linien zeigen ausgewéhlte Bereiche der lokalen Gitterschritt-
weite. Im Gegensatz zur modellierten turbulenten kinetischen Energie (v2)/(Cw A)?, welche in allen
Simulationsergebnissen dhnliche Werte annimmt, ist die aufgeloste Energie mit dem CDS/QUDS-
Verfahren viel hoher als in den k-exakten Simulationen. Das Maximum von (uju})/2 tritt aukerdem
an der Position x1/D = 10 in Erscheinung, wo sich das Rechengitter von h/D = 0,10 auf h/D = 0,15
vergrobert. Ein dhnliches Bild stellt sich auch auf dem feinen Rechengitter trotz der hoheren Auf-
16sung ein, da sich auch hier die Schrittweite an der gleichen Position &ndert. Die Iso-Linien der
skalierten Wirbelstérke |w| - (1 /U) auf der rechten Seite von Abbildung 4.57 zeigen, dass mit dem
konventionellen Verfahren ab der Position x1/D > 20 weniger Wirbelstrukturen vorliegen als mit
den k-exakten Verfahren. In der Gesamtheit deuten die Ergebnisse darauf hin, dass beide Rechen-

gitter eine zu geringe Auflosung fiir das CDS/QUDS-Verfahren aufweisen. Dies ist mitunter auf die
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Abbildung 4.57: Aufgeloste turbulente kinetische Energie (u)u})/2 mit tiberlagerten Iso-Linien der
Gitterschrittweite h/D = {0,10,0,15} (links) und Favre-gefiltertes, instantanes
axiales Geschwindigkeitsfeld, mit iiberlagerten Iso-Linien der skalierten Wirbelstéar-
ke |w| - (z1/U) = 15 (rechts). Die Ergebnisse gehen aus dem groben Rechengitter
mit einer Million Knotenpunkten hervor.

anisotrope Ausrichtung der Elemente zuriickzufithren, wodurch eine hohere numerische Diffusion
eingebracht wird. Diese bewirkt eine zu frithe Dissipation feinskaliger Strukturen und begiinstigt die
Durchmischung von Brennstoff und Oxidator, was wiederum zu der verdnderten Form und Position
der Flamme fiihrt. Diese Effekte werden insbesondere durch die abrupten Spriinge in der Gitter-
schrittweite verstiarkt. Im Gegensatz dazu werden feinskalige Strukturen mit den beiden Verfahren
hoher Ordnung infolge der k-exakten Korrekturen iiber weitere Strecken transportiert und fithren
somit zu einer akkuraten Ausbildung der Flammenfront.

Abschlieftend soll der Einfluss der Limitierung auf die k-exakten Simulationsergebnisse im De-
tail untersucht werden. Hierzu wurde die Simulation mit dem 1-exakten Verfahren auf dem groben
Rechengitter wiederholt, wobei in einem Fall auf die Limitierung der Feldgrofen verzichtet und in
einem anderen Fall die Rekonstruktionspolynome aller Feldgréften u, A und Y limitiert wurden. Im
unlimitierten Fall musste der Kontrollparameter 6 der thermochemischen Feldgréfsen allerdings im
gesamten Rechengebiet auf einen unteren Schwellwert von 0,5 gesetzt werden, um eine stabile Simu-
lation zu erreichen. Abbildung 4.58 zeigt links den zeitlich gemittelten OH-Massenbruch, der sich
fiir die beiden Konfigurationen des 1-exakten Verfahrens in der x1-zo-Ebene einstellt. Zum Vergleich
ist ebenfalls das Feld fiir den Fall dargestellt, fiir den lediglich die Limitierung der thermochemi-
schen Feldgrofsen h und Y erfolgt. Die vollstdndig limitierte Flamme kennzeichnet sich durch eine
circa 20 % geringere Lénge, was anhand der schwarzen Iso-Linien ersichtlich ist. Das Simulations-
ergebnis weist somit Ahnlichkeiten zu den Ergebnissen des konventionellen CDS/QUDS-Verfahrens
auf, wobei sich mit dem k-exakten Verfahren geringere Maximalwerte von (You) einstellen. Auf der
rechten Seite in Abbildung 4.58 ist auflerdem zu erkennen, dass in der limitierten Konfiguration

deutlich weniger Wirbelstrukturen stromab der Position z1/D = 20 vorliegen. Die Limitierung des
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Abbildung 4.58: Einfluss der Limitierung des 1-exakten Verfahrens auf die zeitlichen Mittelwerte des
Favre-gefilterten Hydroxyl-Radikal-Massenbruchs (Yop) (links) und auf das instan-
tane axiale Geschwindigkeitsfeld (rechts). Letzteres ist zusammen mit Iso-Linien
der skalierten Wirbelstarke |w| - (z1/U) = 15 dargestellt. Die Ergebnisse gehen aus
dem groben Rechengitter mit einer Million Knotenpunkten hervor.

Geschwindigkeitsfeldes scheint somit &hnliche Fehlereffekte hervorzurufen, wie das konventionelle
CDS/QUDS-Verfahren. Ein vollstandiger Verzicht auf die Limitierung wirkt sich ebenfalls auf das
Flammenbild aus und fithrt zu einer langeren Flamme und héheren (Yop)-Maximalwerten. Anhand
der gemittelten Stromungsprofile in Hauptachsenrichtung in Abbildung 4.59 zeigt sich jedoch, dass
sich infolge einer fehlenden Limitierung ein zu hohes Temperaturmaximum einstellt. Zudem ist mit
diesem Verfahren zu erkennen, dass der zeitlich gemittelte Ho-Massenbruch hinter der Brennstoffdiise
zunichst in unphysikalischer Weise ansteigt. Dieser Anstieg ist auf Uberschwinger in der Losung von
Yn, zuriickzufiihren, die im unlimitierten Fall infolge der hohen Gradienten an der Brennstoffdiise
resultieren und sich in der zeitlichen Mittelung als ein Maximum manifestieren. Andererseits bewirkt
der Verzicht auf die Limitierung auch, dass sich fiir das Maximum des gemittelten Hydroxyl-Radikal-
Massenbruchs (Yop) eine geringere Abweichung zu den Messdaten einstellt. Mit dem vollstandig
limitierten Verfahren ergeben sich hingegen &hnliche axiale Profile wie mit dem konventionellen
CDS/QUDS-Verfahren, was sich in einer axialen Verschiebung der Profile um circa 5D stromauf-
warts dufsert. Insgesamt legen die Ergebnisse nahe, dass eine Limitierung der Spezies-Massenbriiche
essentiell fiir ein physikalisches Simulationsergebnis ist. Eine Limitierung der Geschwindigkeiten be-
wirkt hingegen eine zu starke Verfilschung des Stromungsfeldes aufgrund der damit verbundenen
hohen numerischen Dissipation und fiihrt dadurch zu einer fehlerhaften Vorhersage des Flammen-
bildes.
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Abbildung 4.59: Einfluss der Limitierung des 1-exakten Verfahrens auf die zeitlich gemittelten axia-
len Profile ausgewéhlter Feldgrofsen der H3-Flamme, berechnet auf dem Rechengit-
ter mit einer Million Knotenpunkten. Zum Vergleich dienen experimentelle Messda-

ten von Cheng et al. [35] und Meier et al. [156].
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde der DLR Stromungsléser ThetaCOM um ein rdumliches Diskretisierungsver-
fahren hoher Ordnung zur Simulation von turbulenten Verbrennungsvorgéngen auf unstrukturierten
Rechengittern erweitert. Die Methode ermoglicht auch auf stark verzerrten Gittern den konvekti-
ve Transport mit einer dritten und den diffusiven Transport mit einer zweiten rdumlichen Fehler-
ordnung und reduziert das eingebrachte Maff an numerischer Dissipation auf ein Minimum. Die
mafgeblichen Bestandteile der Arbeit, welche bereits in Teilen in Veroffentlichungen préasentiert
wurden [221, 222, 223, 224], lassen sich folgendermafen gliedern:

1. k-exakte Rekonstruktion
Die Rekonstruktion der Losung mit einer hoheren raumlichen Genauigkeit erfolgt mit dem
k-exakten Multi-Korrekturverfahren, welches auf einer Rekonstruktion von Taylorpolynomen
k-ten Grades basiert. Deren Koeffizienten werden in Relation zu Green-Gauss Gradienten der
Feldgrofien gesetzt, welche iiber sukzessive Korrekturschritte mit héheren Genauigkeitsnive-
aus approximiert werden. Hierdurch ldsst sich die rdumliche Genauigkeit eines bestehenden
Finite-Volumen-Stromungslosers mit moderaten Implementierungsaufwand erhéhen, ohne des-
sen parallelen Skalierungseigenschaften mafsgeblich zu beeinflussen. Die urspriinglich von Pont
et al. [197] beschriebene Methode wurde im Rahmen dieser Arbeit zur Anwendung auf kno-

tenzentrierten Rechengittern mit kK = 1 und k& = 2 erweitert.

2. Flussberechnung
Die Berechnung der konvektiven und diffusiven Fliisse wurde mit dem Ansatz der k-exakten
Rekonstruktion in Einklang gebracht. Hierbei wurde eine Methode zur Ein-Punkt-Integration
der Flussintegrale vorgestellt, mit der sich die héhere raumliche Genauigkeitsordnung erhalten
lasst. Fiir die konvektiven Fliisse wurde ein zentraler Diskretisierungsansatz mit numerischer
Dissipation und ein Ansatz zur Gradientenlimitierung implementiert. Die Berechnung der dif-
fusiven Fliisse erfolgt mit dem Diskretisierungschema von Mathur und Murthy [153]. In beiden
Féllen wurden entsprechende k-exakte Korrekturterme hergeleitet, mit denen sich eine hohere

rdumliche Genauigkeit auch auf stark verzerrten Gittern erhalten l&sst.

3. Losung des Transportgleichungssystems
Zur Losung der Transportgleichungen reaktiver Fluide im Bereich niedriger Mach-Zahlen wurde
ein iteratives Projektionsverfahren implementiert, mit dem sich eine rdumlich und zeitlich
kollokierte Anordnung der Feldgrofen und ein zeitlicher Fehler zweiter Ordnung realisieren

lasst. Des Weiteren wurden entsprechende k-exakte Korrekturterme hergeleitet, mit denen
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5. ZUSAMMENFASSUNG

sich die rdumliche Genauigkeit der Rekonstruktion erhalten lésst. Fiir eine effiziente implizite

Behandlung der k-exakten Fliisse wurde die Methode der verzogerten Korrektur eingesetzt.

4. Adaptive Bestimmung der numerischen Dissipation
Zur adaptiven Bestimmung der numerischen Dissipation in der konvektiven Flussberechnung
wurde ein Stabilitdtskriterium auf Basis einer Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse fiir eine eindi-
mensionale lineare Advektions-Diffusions-Gleichung hergeleitet. Die Stabilitdtsgleichung wird
zur Reduzierung der Rechenzeit indirekt durch ein Verbund aus kompakten neuronalen Netz-
werkmodellen tabelliert und dient dazu, die numerische Dissipation zur Stabilisierung des
Verfahrens in Abhéngigkeit der lokalen Strémungsbedingungen zu bestimmen und auf ein Mi-

nimum reduzieren.

Durch zahlreiche Testfille wurde die Fehlerordnung des implementierten Verfahrens mit £ = 1 und
k = 2 verifiziert und validiert. Dabei wurde gezeigt, dass die hohe rdumliche Genauigkeit auch auf
stark verzerrten Rechengittern erhalten bleibt. Der Einfluss der adaptiven numerischen Dissipation
wurde insbesondere anhand turbulenter, inkompressibler Strémungsprobleme beleuchtet. Fiir den
Testfall eines turbulenten Freistrahls hat eine konstante, zu hohe numerische Dissipation beispiels-
weise zu einer massiven Verfalschung des Simulationsergebnisses gefiihrt. Im Gegensatz dazu lief sich
das Simulationsergebnis durch die adaptive Aufpridgung der numerischen Dissipation iiber den Ver-
bund neuronaler Netzwerkmodelle deutlich verbessern, sodass sich eine sehr gute Ubereinstimmung
zu experimentellen Messdaten erzielen liefs. Dies demonstrierte das Potential des adaptiven Ansat-
zes, da somit eine aufwéndige, empirische Bestimmung des Kontrollparameters durch den Nutzer
entfillt.

Im Vergleich zu einem konventionellen rdumlichen Diskretisierungsschema liefsen sich alle Testfal-
le mit den implementierten k-exakten Verfahren auf deutlich groberen Rechengittern und mit einer
wesentlich geringeren Abhéngigkeit von der Giite der Rechenelemente berechnen. Auflerdem lief sich
zeigen, dass die Rekonstruktion hoherer Ordnung im Vergleich zur konventionellen Methode keine
mafigeblichen Einbufie im Bezug auf die parallele Skalierbarkeit von ThetaCOM verursacht. Es
wurde auch die theoretische Rechenzeitersparnis der k-exakten Verfahren untersucht, welche in Ab-
bildung 5.1 zusammen mit der entsprechenden Ersparnis der Freiheitsgrade fiir ausgewéhlte Testfélle
dargestellt ist. Die Zahl der notwendigen Freiheitsgrade, um die Zielgrofsen der jeweiligen Testfélle
mit einer hohen Ubereinstimmung zu Referenzdaten aus der Literatur vorherzusagen, lieR sich mit
den k-exakten Schemata gegeniiber dem konventionellen Verfahren um mindestens 50 % reduzieren.
Infolgedessen wiirde sich auch die Rechenzeit fiir die Berechnung gleichwertiger Ergebnisse um min-
destens 45 % reduzieren lassen. Die Rechenzeitersparnisse ergeben sich einerseits durch die geringere
Anzahl an Freiheitsgraden, als auch durch eine potentielle Erh6hung des numerischen Zeitschritts
infolge der groberen Gitterschrittweiten. Durch letzteres liefse sich insbesondere die Rechenzeit bei
den turbulenten Stromungsproblemen zur Ermittlung von zeitlich gemittelten Feldgrofen reduzieren.

Der Einfluss des k-exakten Multi-Korrekturverfahrens auf die Simulation von reaktiven Stréomun-
gen wurde durch die Testfille einer laminaren Wirbel-Ziindkern-Interaktion und einer turbulenten

Ho-Luft-Diffusionsflamme beleuchtet. Im Gegensatz zum konventionellen Schema liefs sich der zeit-
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Abbildung 5.1: Theoretische Ersparnis von Freiheitsgraden und Rechenzeit , die sich mit den im-
plementierten k-exakten Diskretisierungsverfahren bei der Berechnung ausgewahl-
ter Testfdlle mit einer geforderten Giite im Vergleich zum konventionellen CDS-
Verfahren ergaben. Die offenen Symbole kennzeichnen das 1-exakte Verfahren, die
gestrichelten Symbole kennzeichnen das 2-exakte Verfahren.

liche Verlauf der Wirbel-Ziindkern-Interaktion mit beiden k-exakten Verfahren auch mit einer re-
duzierten Gitterauflésung vorhersagen. Anhand der turbulenten Hs-Luft-Diffusionsflamme wurde
aukerdem die Anwendbarkeit der k-exakten Verfahren zur Simulation von reaktiven, turbulenten
Stromungen auf vollstdndig unstrukturierten Rechengittern demonstriert. Infolge der verschiede-
nen k-exakten Korrekurterme reagieren beiden Verfahren deutlich weniger sensitiv auf anisotrope
Anderungen in der Gitterstruktur als das konventionelle Schema, wodurch sich sehr gute Uberein-
stimmungen zu experimentellen Messdaten erzielen lieften.

Unter Betrachtung aller durchgefiihrten Testfdlle hat sich herausgestellt, dass sich der Genau-
igkeitsvorteil einer 2-exakten Rekonstruktion gegeniiber dem 1-exakten Verfahren mit wachsender
Komplexitat des Stromungsproblems reduziert. Insbesondere fiir die turbulenten Testfélle haben sich
zwischen beiden Verfahren nur marginale Unterschiede in den Simulationsergebnissen eingestellt -
trotz des hoheren Rechenaufwandes, der mit dem 2-exakten Verfahren einhergeht. Dies ldsst darauf
schliefsen, dass gewisse Fehlerquellen unter diesen Stréomungsbedingungen in den Vordergrund treten,
welche die Genauigkeitseffekte der 2-exakten Korrekturterme gegeniiber dem 1-exakten Verfahren
vermindern. Eine potentielle Fehlerquelle konnte die rdumliche Genauigkeit der diffusiven Flussbe-
rechnung sein, welche fiir kK = 2 inhérent auf eine zweite Ordnung begrenzt ist. Doch auch die Um-
rechnung von Kkonservativen zu primitiven volumetrischen Mittelwerten geht mit einem rédumlichen
Fehler zweiter Ordnung einher, welcher in Kapitel 3.2.3 beleuchtet wurde. Dies kénnte insbesondere
in reaktiven Stromungsproblemen bei der Berechnung des chemischen Quellterms einen dominieren-
den Fehlerterm induzieren, welcher eine hohere Genauigkeit von k = 2 gegeniiber £ = 1 mindert.

Potentielle Fehlerquellen wie diese sollten daher in weiteren Arbeiten untersucht werden.
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A Asymptotisches Verhalten der
kompressiblen Transportgleichungen bei
niedrigen Mach-Zahlen

Der Zustand einer reaktiven Stromung lasst sich durch die Transportgleichungen von Masse, Impuls
und Energie, sowie durch weitere Transportgleichungen der an der chemischen Reaktion beteiligten

Komponentenmassen in kompressibler Formulierung beschreiben:

op 0

% + o7, (pu;) =0, (A.1a)
%(Pui) + 883:] (pujuj) = g;lj - 6851 + pgi, (A.1b)
oY) o (Y = = (A10)

% (ph) + 31- (pu;h) = —gzz + %]Z + Tijg;j;; + puigi + Grad, (A.1d)

mit der Dichte p, der Geschwindigkeit u;, dem Druck p, den Spezies-Massenbriichen Y; und der
Enthalpie h. Fiir technische Verbrennungssysteme, wie beispielsweise Brennkammern in Flugzeug-
triebwerken, ist die Losung der kompressiblen Transportgleichungen mittels numerischer Verfahren
allerdings nur bedingt zielfithrend. Die starke Warmefreisetzung in Flammennéhe fiihrt lokal zu ho-
hen Temperaturen und damit zu hohen Dichtegradienten. Dies hat zur Folge, dass sich akustische
Wellen um Grofsenordnungen schneller ausbreiten als die konvektiven Wellenanteile in der Stréomung.
Zeitgenaue numerische Losungsverfahren sind dadurch auf sehr kleine Zeitschritte begrenzt, um die
Ausbreitung der akustischen Wellen akkurat auflésen zu kénnen. Zusétzlich fithren die grofen Ge-
schwindigkeitsunterschiede in der Wellenausbreitung zu einer starken Disparitét der Eigenwerte des
zugrunde liegenden Gleichungssystems [263]. Dies geht mit einem schlechteren Konvergenzverhal-
ten von konventionellen, kompressiblen Losungsverfahren einher, bis hin zu einer Singularitét des
Gleichungssystems bei verschwindender Mach-Zahl [195, 263]. Eine Moglichkeit zur Vermeidung der
genannten Probleme stellt die Vernachlassigung von Kompressibilitatseffekten dar, also Dichteén-
derungen die aus Druckschwankungen resultieren [86]. Durch die Untersuchung des asymptotischen
Verhaltens der kompressiblen Transportgleichungen bei niedrigen Mach-Zahlen lassen sich entspre-
chende Terme fiir diese Vernachlissigung identifizieren [18, 45, 139, 148, 164|, was im Folgenden
dargestellt wird. Zunéchst werden die kompressiblen Transportgleichungen in eine dimensionslose

Form tiberfiihrt [45, 139, 164|, wofiir die folgenden dimensionslosen Gréfen mit dem Referenzzu-
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stand ¢, definiert werden:

i = 2/ Loo, t = tUso/ Loo, ;= ui/Uso,
z?zp/poo, p=p/pPoc T =T/Tx, (A.2)
h=h/(RooT), Tij = TijLoo/(Uschioo), @i = GiLoo/(TocAoo),

Jiw = JisLoo/ (pseDoo), és = $5Loo/ (psoUso), Grad = GraaLe/ (Moo Too)-

Weiterhin wird die Variable €5, = ’yooMago definiert, wobei mit v, der Isentropenexponent des Gases
im Referenzzustand bezeichnet wird. Durch die Referenzzustdnde ¢ lassen sich die kompressiblen

Transportgleichungen in entdimensionierter Form darstellen:

9 9

5i T ag, i) =0, (A.32)

b g (L) B (D)2 (i)s o
o (010) + o () = = () S s (A0
885 (oh) + a(z:i (pich) = - (70302 1) (Reoolproo> gz + DD? (A.3d)

600 N 6'&/1 600 ~ A
+ (Reoo> Tigg; T <Fri,oo> Pt
Yoo 1 2
+ <’yoo — 1) (ReooProo> Grad:

Mit dieser Darstellung kénnen diejenigen Terme in den Transportgleichungen bestimmt werden, die

bei kleinen Mach-Zahlen Mas, — 0 zu vernachldssigen sind. Hierzu zahlt die viskose Reibungsarbeit
7;j0U;/0%; und der Energiebeitrag der Gravitationskraft in der Enthalpiegleichung, welche jeweils
mit der Variable e, skalieren. Es wird zudem deutlich, dass bei verschwindender Mach-Zahl eine
Singularitdt in den Impulsgleichungen (A.3b) auftritt. Dieser Grenzfall lisst sich untersuchen, indem

die dimensionslosen Feldgrofen durch eine Potenzreihe von e, ausgedriickt werden [45, 148, 164]:

p*p()—i-e p(1)+ego +
i =10 + eootl + 20 + (A4)

Das Einsetzen der Potenzreihe in den Term des rdumlichen Druckgradienten der Impulsgleichun-
gen (A.3b) ldsst darauf schlieken, dass der Anteil (90 des Drucks unabhéngig von raumlichen Va-

riationen sein muss (9p(?)/92; = 0), um eine Singularitét fiir €5, — 0 auszuschlieken

1\ op 1\ ap®  apM) 952
<6> p—( >p + P L o(l). (A.5)

A~ — |\ — < - €00 ax
ox; €so ) OT; 0; o0;
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A. ASYMPTOTISCHES VERHALTEN DER KOMPRESSIBLEN
TRANSPORTGLEICHUNGEN BEI NIEDRIGEN MACH-ZAHLEN

Wird die Potenzreihe in die substantiellen Ableitung des Drucks in der Enthalpiegleichung (A.3d)
eingesetzt, so zeigt sich, dass lediglich der Anteil p(?) zeitlich variiert, wohingegen der Anteil p(!) fiir

ausreichend kleine €5, verschwindet:

D# 5(1) 5(2)
lim 22— i 2 (ﬁ(o) + eoop® + €2 p® +) v e +e§oapA o
€co—0 Dt €co—0 Ot o0x; o0x;
(A.6)
aop®)
ot

Die Potenzreihenzerlegung veranschaulicht, dass der Druck fiir niedrige Mach-Zahlen in zwei Anteile
O und p(V aufzuteilen ist und dass hohere Anteile vernachlissigt werden kénnen. Dabei ist es iiblich,
den rdumlich konstanten Anteil als thermodynamischen Druck py und den rdumlich variablen Anteil

als dynamischen Druck pg zu bezeichnen [45]:
p =9 + eccp) + O () = fo + pa. (A7)

Der thermodynamische Druckanteil pg = f(t) ist dann also lediglich eine Funktion der Zeit, wohin-
gegen der dynamische Druckanteil pq = f(x) nur ortsabhéngig ist. Fiir die Herleitung der Transport-
gleichungen (2.1) werden schlieklich alle Terme vernachléssigt, welche mit dem Faktor €., skalieren.
Zudem wird der singulére Term des Druckgradienten in der Impulserhaltungsgleichung (A.3b) durch
den Gradienten des dynamischen Drucks 0pq/0%; ersetzt. Aus Gleichung (A.7) ergibt sich auch, dass
das ideale Gasgesetz fiir kleine Mach-Zahlen nur abhéngig vom thermodynamischen Druckanteil ist,
wie es auch in Gleichung (2.3) dargestellt ist. Im Falle eines offen durchstromten Systems, in dem
keine signifikanten zeitlichen Druckinderungen auftreten [86], kénnen auRerdem die zeitlichen An-

derungen des thermodynamischen Druckanteils 9pg /0t vernachlissigt werden.
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B Konstruktion des Dualgitters

Im Folgenden wird auf die Konstruktion der median-dualen Reprasentation des Primargitters einge-
gangen. Eine umfassende Einfithrung zu den entsprechenden Algorithmen und Datenstrukturen fiir
den Umgang mit unstrukturierten Gittern ist in der Arbeit von Barth [12] gegeben. Ein duales Kon-
trollvolumen Q, wird stets um einen Knotenpunkt x, des Primérgitters P(2) konstruiert. Hierbei
werden um jede Primargitter-Kante zwischen zwei Knotenpunkten x, und xg die Oberflichendrei-
ecke T = (xr,x), X,;) aufgespannt, wie es in Abbildung B.1 dargestellt ist. Diese Oberflachendreiecke
verbinden den entsprechenden Kanten-Mittelpunkt xp = (x5 +X4)/2 mit dem Mittelpunkt x einer
an die Kante angrenzenden Primérgitter-Fliache, sowie dem Mittelpunkt x, des zur Flache zugeho-
rigen Primérgitter-Elements. Eine Schleife iiber alle Primérgitter-Elemente und eine weitere Schleife
iiber alle lokalen Elementkanten ermoglicht eine effiziente Konstruktion aller Oberflachendreiecke
der Dualgitter-Kontrollvolumina. Mit Hilfe dieser Oberflichendreiecke lasst sich dann jedes Element
Q, in eine Menge an Tetraedern o7 € {Q,} mit o7 = (xp,X), X, Xq) aufteilen, sofern die Oberfla-
chendreiecke 7 stets in gleicher Weise um den Knotenpunkt x, orientiert sind. Die Aufteilung des
Elements kann spéter fiir eine effiziente Berechnung der Gittereigenschaften, wie beispielsweise das
Elementvolumen, ausgenutzt werden. Aus den angrenzenden Oberflichendreiecken 7 einer Primér-
gitterkante lésst sich zudem die median-duale Fliche A,3 zweier benachbarter Elemente €, und
15 bilden. Fiir die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen mittels der Finite-Volumen Methode
werden lediglich gewisse Metriken des Dualgitters bendtigt, wie beispielsweise das Elementvolumen
oder die Oberflichennormalen. Diese Grofien lassen sich in einer allgemeinen Form als geometrische
Momente zusammenfassen, wobei in dieser Arbeit zwischen Fliachen- und Volumenmomenten unter-
schieden wird. Diese Momente bieten die Moglichkeit, Gréfke und Form der Dualgitterelemente in
Form von Tensoren verschiedener Range abzubilden. Volumenmomente werden an Knotenpunkten
X, gespeichert, wohingegen Flachenmomente den jeweiligen Dualgitter-Oberflachen (beziehungswei-
se Kanten des Priméargitters) zugeordnet werden. Im Folgenden wird néher auf die Definition und

Berechnung der in dieser Arbeit verwendeten Momente eingegangen.

B.1 Geometrische Volumenmomente

Die Berechnung der Momente M
Momente M.,

1112...1R,0OT

ivin..ip.o €i0es Dualgitter-Kontrollvolumens €1, lasst sich durch die

der orientierten Tetraeder o7 ausdriicken, welche von den Oberflaichendrei-
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B. KONSTRUKTION DES DUALGITTERS

Abbildung B.1: Definition eines Oberflichen-Dreiecks T zwischen benachbarten Elementen ), und
Q. T dient der Konstruktion eines Dualgitter-Elements (2, bestehend aus Tetra-
edern o7 und definiert die median-dual Oberfliche A,g3.

ecken 7 und dem Knotenpunkt x, des Kontrollvolumens aufgespannt werden

1
M’ilig...’iRpé = ’Qa’ Z Milig...iR,UT‘ (Bl)

o7€Q0

Diese Tetraeder-Momente M

1112...1R,0OT
Arbeit von Pozo et al. [199] gezeigt ist. In dieser Arbeit werden geometrische Momente bis Rang

lassen sich analytisch berechnen, wie es beispielsweise in der

zwel verwendet, welche fiir ein Tetraeder-Volumen berechnet werden kénnen durch:

M, = %my (mﬁaf) + Ag; (N Ami(““)> (B.2)

o7 T

ij,oT =

1

%‘07‘| <2A$i(aF)Aa:j(ar) + 282N Az (0N 4 2 Az (@) Ay (@r)
+Az; O Az @ 1 Ag; (0T Az, (@9 4 Ag; (0N Age;(@F) (B.3)
+A£Ci(a)‘)ij (') + Al’i(aﬁ)ij(ar) + Axi(om)ij (a)\))

mit den lokalen Distanzvektoren des orientierten Tetraeders

AX(aF) = X1 — X, AX(OC/\) =X\ — Xa AX(OCK?) = Xy — Xq- (B4)
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B.2 Geometrische Flachenmomente

Das Tetraedervolumen |o7| ldsst sich tiber die Determinante der Distanzvektor-Eintrage bestimmen
Axl(aF) Axl(o“\) Al‘l(a'{)

1
‘O’T| = 6 AxQ(aF) A:L'Q(a/\) A.%'Q(Om) . (B5)
A.%'g(ar) Al‘g(a)‘) A.’L‘g(an)

B.2 Geometrische Flachenmomente

Zur Berechnung des Fliachenmoments werden alle Dreiecke 7 € {A,5} mit 7 = (Xr, Xy, X,;) verwen-
det, die an einer Primérgitter-Kante um den Mittelpunkt xr aufgespannt sind. Haben alle Dreiecke

die gleiche Orientierung, so kann das Flachenmoment S; (@) " qurch die Momente der Teilflichen

(7_ ) Z.]l]? ]R
S; i ivjair dusgedriickt werden:
(BT)  _ (T.7) :
Sivjle---jk - Z Si7j1j2---jk mit zymz Jk // T fleQ JR X XF) dA. (B~6)
Te{Anp}

Zur Uberschaubarkeit wird hierbei die Funktion f},j, j,(x;Xr) eingefiihrt:

fivjagrn(X3%r) = (25, — 2j, 1) (Tjo — Tjor) - - - (Tjr — Tjpr) - (B.7)

Es gilt nun, die Fliachenintegrale der Dreiecke 7 in Abhéngigkeit ihrer Eckpunkte zu bestim-
men. Hierfiir wird eine Parametrisierung m(&,n) in Abhéngigkeit der lokalen Dreieckskoordinaten
&,n € [0, 1] gewihlt, welche definiert ist durch

m(&,n) = (1 - &nAxT™ + ey AxT) 4 xr, (B.8)

mit den lokalen Abstandsvektoren Ax(I) = x A\ — Xpr und AxT%) = x, — xp. Durch die Parametri-

sierung kann das Flachenmoment in Gleichung (B.6) ausgedriickt werden durch [48]
T.r am 8m
Si(ujlj2)---jk = / / Jiija.. JR m(&,n)) | 5= X | d¢dn. (B.9)

Hierbei stellt nl(-T) den i-Anteil des normierten Normalenvektors des Dreiecks 7 dar, welcher iiber
den gesamten Parameterbereich von £ und n konstant ist. Es kann gezeigt werden, dass der Betrag
des Kreuzproduktes zwischen den Ableitungen der Parametrisierung m der Parallelogramm-Fliche
entspricht, welches von den Vektoren AxT™ und Ax(™) aufgespannt wird. Dementsprechend lésst

es sich durch die Flache des Dreiecks |7| ausdriicken

X —|=n ‘AX(F’\) X (AX(F”) - AX(F’\))‘ =2n|T|. (B.10)

om Om
o0& on
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B. KONSTRUKTION DES DUALGITTERS

Somit reduziert sich die Berechnung des Flachenmoments auf den Ausdruck

SZ(ZJFZ) g = 2TIn T)/ / N firjz..jr (m(&,n)) d€dn, (B.11)

der sich fiir 7 analytisch berechnet ldsst. Die Momente mit Rang null stellen den Normalenvektor
SZ-(T) dar, dessen Lénge |A,g| entspricht. Die Teil-Flichenmomente mit Rang eins und zwei lassen

sich jeweils berechnen durch

2¥)

ST _ ITI ( Az, ¢ Ag;j“”)) : (B.12)

ST = = L™ (2Ag;j<m> Aze™ 4 Ag; ) Az, W)

(B.13)
—I—AJ:]-(F“)A:E;C(D‘) + 2A:Uj(F“)A:ck(F”)) .

B.3 Rotation geometrischer Momente

Fiir rotatorische periodische Randbedingungen ist es notwendig geometrische Momente mit einer
Rotationsmatrix R zu transformieren. Diese Operation ist trivial fiir Volumenmomente mit Rang
eins und zwei. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie eine solche Rotation fiir Flachenmomente S Z( ¥ k:)
mit Rang zwei definiert ist. Die Fléche A,p soll an der Rotationsachse a = [a1, as, a3] mit einem

Winkel ¢ rotiert werden. Die Rotationsmatrix R lautet [43]

cos (¢) + a? (1 — cos (¢)) aras (1 —cos(¢)) —agsin () aras (1 — cos(¢)) + azsin (¢)
R = |ajas (1 — cos(p)) + azsin (p) cos () + a3 (1 — cos (¢)) agas (1 — cos (¢)) — aq sin (p)

aras (1 — cos () — azsin (¢) agas (1 —cos(p)) +aicos(p)  cos(p) + a3 (1 —cos(yp))
(B.14)

Alle Punkte auf der Flache werden nun mittels R transformiert
x' = Rx, (B.15)

wobei der Strich die Koordinate eines rotierten Punktes x markiert. Es gilt nun eine Berechnungs-
vorschrift fiir das Moment der um a rotierte Fliache zu finden. Hierfiir wird die Rotationsoperation

auf die Parametrisierungsfunktion m(&,n) angewandt

m'(€m) = (1 - OnAx" e ax' ™ 4 xg, (B.16)

mit den transformierten Distanzvektoren Ax'™™ = x)\ — xp und Ax’ (Tr) — ! — x. Es kann nun
gezeigt werden, dass sich fj; (m’(£,n)) in Form einer linearen Abbildung mit den Rotationsmatrizen

aus seiner urspriinglichen Form darstellen lasst

Fire (' (&) = (mj — 2 p) (M — 2h.r) = (RjgRir) for (m(&,m)) (B.17)
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B.3 Rotation geometrischer Momente

)

Mit der rotierten Flichennormalen n’ = Rn lisst sich damit das rotierte Flichenmoment Sz(cjf =

mit Rang drei darstellen durch

7F «
S/z(',ajg ) _ (RipRjq Riy) S;ggé)' (B.18)

Analog lassen sich die folgenden Beziehungen fiir rotierte Momente mit geringerem Rang herleiten:
SN = (RyyRj) SV, und 8 = RS, (B.19)

i,j P.q

Die gezeigten Rotationsregeln lassen sich ebenfalls auf geometrische Volumenmomente anwenden.
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C Zeitlicher Diskretisierungsfehler der

Projektionsmethode

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie sich die Anzahl der Subiteration N;; der in Kapitel 3.4 dar-
gestellten Projektionsmethode auf den zeitlichen Diskretisierungsfehler auswirkt. Die Losung der
Transportgleichungen (3.98) und (3.102) erfolgt durch ein Crank-Nicolson-Schema, durch welches
ein zeitlicher Fehler zweiter Ordnung O(At?) eingebracht wird. Dies ist beispielsweise anhand Ab-
bildung C.1 zu erkennen, welche die Fehlerkonvergenz fiir den Testfall des konvektiven Transport
einer Feldgrofe ¢(z,t) aus Kapitel 4.1.4 mit einer kontinuierlichen Startlésung und einer sukzessiven

Verfeinerung des Zeitschrittes darstellt. Die Startlosung ist dabei definiert durch

(x — x0)2

¢(z,0) = A exp 7

, (C.1)

mit A = 1,0, zg = 0,25L und R = 0,05L. Der Fehler zweiter Ordnung lasst sich fiir diesen Testfall
aufgrund der konstanten Hintergrundgeschwindigkeit U mit nur einer Iteration (N = 1) realisieren.
Wenn dies nicht erfiillt ist oder die Dichte im Strémungsfeld variiert, muss der Projektionsschritt
mit mindestens zwei Subiterationen (N;; = 2) durchgefithrt werden, um eine zweite zeitliche Feh-
lerordnung zu erhalten. Dies ist in Abbildung C.2 anhand der zeitlichen Fehlerkonvergenz fiir den

Testfall des pseudoisentropen Wirbels aus Kapitel 4.1.5 dargestellt. Fiir die Ergebnisse werden die

Er2(9)

Abbildung C.1: Konvergenz der L?-Fehlernorm fiir die Konvektion einer Feldgréfe ¢ unter sukzes-
siver Verfeinerung des Zeitschritts.
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Abbildung C.2: Konvergenz der L?-Fehlernorm fiir den konvektiven Transport eines pseudoisentro-
pen Wirbels unter sukzessiver Verfeinerung des Zeitschritts.

gleichen Parameter wie in Kapitel 4.1.5 gewahlt. Lediglich die Hintergrundgeschwindigkeit wird auf
Uoo = 25m/s reduziert, um den zeitlichen Fehler gegeniiber dem rdumlichen Fehler in den Vor-
dergrund treten zu lassen. Fiir die beiden k-exakten Verfahren ist zu erkennen, dass sich fiir den
Projektionsschritt mit nur einer Iteration ein zeitlicher Fehler erster Ordnung O(At) manifestiert.
Dieser entstammt der sequentiellen Behandlung der Transportgleichungen mit variabler Dichte. Ab
N = 2 stellt sich hingegen eine zweite Ordnung ein. Eine weitere Erhohung von N;; hat hinge-
gen keinen wesentlichen Einfluss auf die Genauigkeit der beiden Verfahren. Dieses Verhalten wird
auch in den Arbeit von Pierce [190] und Shunn et al. [226] beschrieben. Dort wird auferdem dar-
auf hingewiesen, dass sich mehr Iterationen bei hohen Dichteverhéltnissen stabilisierend auf das
Losungsverfahren auswirken. In Abbildung C.2 ist zu erkennen, dass das 2-exakte Verfahren iiber
einen groferen zeitlichen Fehler verfiigt als das 1-exakte Verfahren. Dies konnte mit dem Ansatz der

verzogerten Korrektur in Zusammenhang stehen.
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D Flussberechnung mit konventionellen

Diskretisierungsverfahren

In diesem Abschnitt werden die in ThetaCOM implementierten konventionellen Verfahren zur Dis-
kretisierung der konvektiven Fliisse vorgestellt. Alle Methoden haben gemeinsam, dass der konvektive

Fluss auf einer Fliche A,s einer transportierten Feldgrofe ¢ approximiert wird durch

Xr

// (puip) nidA ~ m g | (D.1)
Aaﬂ

Im Gegensatz zu den k-exakten Verfahren wird das Oberflichenintegral der Flussfunktion ohne
hohere Oberflichenmomente approximiert. Der Massenfluss m(*?) {iber der Oberfliche Aqp lésst

sich dadurch vereinfacht berechnen durch

. (o 1, _ _
m( B — 5 (pauiya + pﬂuiwg) Si(a,B)‘ (DQ)

Diese Formulierung entspricht einer 0-exakten Rekonstruktion und verursacht auf verzerrten Rechen-
gittern einen rdumlichen Fehler der Ordnung O(h). Dieser Fehler tritt in den Hintergrund, wenn die
raumliche Variation von u; und p klein gegeniiber der transportierten Grofie ¢ ist und der konvektive
Fluss somit nur eine geringe Nichtlinearitdt aufweist. Die Approximation des Wertes ¢|xF an der

Elementoberfliche A,z erfolgt iiber die folgende parametrisierte Gleichung:

(0) (0)
gj | (@ia— Tiw) +e 00

Xu

6] =Bt ol [ (a=5.) +b

X

(-Ti,d — ZL‘Lu)] . (D3)

Die Grofe @ZJSLVK) stellt die Limiterfunktion nach Venkatakrishnan [245] dar, welche im Element
auf der Aufwindseite berechnet wird. Ihre Berechnung erfolgt analog zum Limitierungsverfahren
nach Barth und Jespersen in Gleichung (3.50), wobei eine veranderte Minimumsfunktion H/EI/I(L Y)

verwendet wird. Diese ist definiert durch

y? +2y

—_ D4
vP+y+2 (D-4)

min(1,y) =
und stellt somit im Vergleich zu Gleichung (3.51) eine differenzierbare Funktion dar. Letzteres wurde
von Venkatakrishnan als Mittel zur Konvergenzbeschleunigung von iterativen Losern bei stationédren
Probleme identifiziert [178, 245]. Mit Gleichung (D.3) lassen sich iiber die drei Parameter a, b und

c verschiedene Diskretisierungsverfahren realisieren, welche in Tabelle D.1 dargestellt sind.

150



Tabelle D.1: Parameter fiir die Approximation von gb]xF in Gleichung (D.3) mit verschiedenen kon-
ventionellen Diskretisierungsschemata.

Schema «a b c
UDS 0 0 0
CDS 1 0 0

0

LUDS 0 1
QUDS 1/2 1/2 0

LD2 1 9/25 —9/25
ATH 1 1/3 -1/3

Das Upwind Discretization Scheme (UDS) ist ein Verfahren erster Ordnung. Es kennzeichnet sich
durch eine hohe Stabilitét, weist allerdings auch eine sehr hohe numerische Dissipation auf [247].
Fiir das CDS geht der Oberflichenwert @[, . als arithmetisches Mittel aus den Mittelwerten der bei-
den anliegenden Elemente hervor. Dies fiihrt auf einem kartesischen Rechengitter zu einer zweiten
rdumlichen Fehlerordnung. Das Verfahren neigt allerdings zu unphysikalischen Oszillationen, wenn
Gradienten der Losung nicht ausreichend aufgelost werden. Des Weiteren verfiigt das Verfahren iiber
keinerlei numerische Dissipation [81] und neigt daher zur instabilen Approximation des Transports
chemischer Spezies, welche sich in Flammenndhe durch sehr grofse Gradienten kennzeichnen. Das Li-
near Upwind Discretization Scheme (LUDS) [201] wird auch als Aufwindverfahren zweiter Ordnung
bezeichnet [149]. Es hat seine Urspriinge in der Diskretisierung auf strukturierten Rechengittern, wo-
bei der Wert an der Oberfléche linear aus den beiden stromaufwirts gelegen Elementen rekonstruiert
wird. Das QUDS-Verfahren! geht zuriick auf die Arbeit von Leonard [138]. Hierbei erfolgt eine qua-
dratische Rekonstruktion durch zwei stromaufwérts und ein stromabwirts gelegenes Element. Mit
dem QUDS-Verfahren lasst sich der Wert auf der Oberfliche theoretisch auf einem kartesischen
Gitter mit einer dritten Ordnung rekonstruieren. Allerdings nur, wenn dafir die Punktwerte an den
Mittelpunkten der Elemente verwendet werden und nicht die volumetrischen Mittelwerte wie in Glei-
chung (D.3) [175]. Tabelle D.1 fiihrt auferdem noch die beiden weiteren Verfahren LD2 und 4TH
auf, welche in der Arbeit von Lowe et al. [146] beschrieben werden. Das 4TH-Schema rekonstruiert
den Oberflichenwert so, dass ein linearer konvektiver Operator auf einem kartesischen Gitter mit
einer zentralen vierten Ordnung approximiert wird. Dies wird durch eine Richardson Extrapolati-
on bewerkstelligt, was urspriinglich in der Arbeit von Kok [130] auf strukturierten Gittern gezeigt
wurde. Das LD2-Verfahren steht fiir Low-Dispersion-Low-Dissipation Scheme. Hierbei wurden die
Koefhizienten b und ¢ des 4TH-Verfahrens von Lowe et al. so angepasst, dass der dispersive Fehler
des Verfahrens minimiert wird. Dadurch reduziert sich allerdings die rdumliche Genauigkeit des kon-
vektiven Operators auf eine zweite Ordnung. Ein &hnlicher Ansatz wurde beispielsweise auch von
Tam und Webb [232] fiir das Dispersion-Relation-Preserving Finite-Differenzen-Schema verwendet,

um eine Methode vierter Ordnung mit sehr guten dispersiven Eigenschaften zu realisieren.

'Dieses Verfahren wird in der Literatur auch mit dem Namen Quadratic Upwind Interpolation for Convection Kine-
matics (QUICK) bezeichnet.
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E Herleitung zum Testfall des konvektiven

Transports eines pseudoisentropen Wirbels

Der Testfall des konvektiven Transports eines isentropen Wirbels wurde erstmals in der Arbeit von
Shu [225] dargestellt und wird haufig eingesetzt, um die Genauigkeit des konvektiven Operators
von Diskretisierungsverfahren hoher Ordnung zu verifizieren [110, 229, 258, 266]. Da er jedoch fiir
die kompressiblen Euler-Gleichungen® und entsprechend hohe Mach-Zahlen formuliert wurde, ist er
nicht unmittelbar zur Verifikation eines Stromungslosers fiir den Bereich niedriger Mach-Zahlen ge-
eignet. Im Folgenden soll jedoch dargestellt werden, wie sich der Testfall fiir die Beschreibung eines
pseudoisentropen Wirbels verdndern lasst, um somit auch den den Grenzfall niedriger Mach-Zahlen
abzubilden. Diese Herleitung ist beispielsweise auch in der Arbeit von Gendre et al. [84] aufgefiihrt.
Ein umfangreicher Uberblick zur Herleitung und zu Fallstricken des kompressiblen Testfalls ist au-
fslerdem in der Arbeit von Spiegel et al. [229] zu finden. Startpunkt stellt die analytische Losung der
Euler-Gleichungen fiir einen isentropen Wirbel dar. Jede Feldgrofe ¢ wird dazu in einen konstanten
und einen dynamischen Anteil zerlegt, welche in Anlehnung an die in Abschnitt A beschriebene Auf-
teilung des Druckes mit ¢g und ¢4 bezeichnet werden. Die Losung des isentropen Wirbels lasst sich
mit dem jeweils dynamischen Anteil des Geschwindigkeitsfeldes uq(x) und der Temperatur T4(x)

darstellen zu

ura(x) = —ag (%) P(x), (E.1a)
us.a(x) = ag (%) P(x), (E.1b)
Ta(x) = —3 Toly — DP2(x). (E10)

Hierbei stellt 72 = 2? + 23 die radiale Koordinate und R die GroRenskale des Wirbels dar. Die
Grofen ag und Ty bezeichnen die Schallgeschwindigkeit und die Temperatur der uniformen Hinter-

grundstromung. Die Storfunktion P(x) wird durch eine Gaufssche Funktion der Form

2

P(x) = rexp <—;R2> (E.2)

definiert, wobei der Parameter x das Maf der Stérung und somit die Wirbelstarke vorgibt. Das

Fluid wird als perfektes Gas behandelt. Somit lasst sich der thermodynamische Zustand durch

!Die Euler-Gleichungen stellen einen Spezialfall der in Gleichung (A.1) beschriebenen kompressiblen Erhaltungsglei-
chungen fiir ein reibungsfreies Fluid dar [73].
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das allgemeine Gasgesetz p = R, pT /M beschreiben und es gilt die Relation R,/M = ¢, — ¢,.
Das allgemeine Gasgesetz ist ebenfalls fiir die konstanten Anteile pg = Ry,poTo/M giiltig. Unter
der Annahme eines isentropen Wirbels lassen sich Zustandsdnderungen in der Strémung durch die

folgenden adiabatischen Beziehungen beschreiben

B @ e

Hierbei stellt v = ¢, /¢, den Isentropenexponent und p die Dichte dar. Mit diesen Relationen lassen
sich Druck und Dichte darstellen durch

7.\ /(1) 7\ Y01
p=po<1+Td> : p=po<1+Td> : (E.4)
0 0

Uber die Gleichungen (E.1) und (E.4) ldsst sich die analytische Losung des Problems als eine trans-
lation des Wirbels in Richtung des konstanten Geschwindigkeitsanteils ug darstellen. Wie in Ab-
schnitt A bereits dargestellt wurde, kann der dynamische Druckanteil fiir kleine Mach-Zahlen im

idealen Gasgesetz vernachléssigt werden:

pR,T
T

Po = (E.5)
Durch Einsetzen der Dichte p = pg + pq und der Temperatur T' = Ty + T4 in diese Gleichung wird
offensichtlich, dass diese Relation zunehmend den thermodynamischen Zustand falsch beschreibt,

wenn die dynamischen Anteile ansteigen

Ru

i (poTo + paTo + poTa + paTla) - (E.6)

pbo =

Es gilt daher eine Losung fiir p, T und p zu finden, durch welche die Relation (E.5) erhalten bleibt und
mit welcher gleichzeitig der Fehler in den Euler-Gleichungen minimiert wird. Hierfiir wird eine Taylor-
Entwicklung der Feldgrofen p und p durchgefiihrt, wobei das Temperaturverhéltnis © := (Ty4/Tp)
als Variable agiert. Die Taylor-Entwicklung des Drucks p léasst sich damit ausdriicken durch

Jp

_ 1 232}9
b= p|9:0+®8®

+-02 L
oo 2 007

Lot 0O (I{Qkpo) . (E.7)
0=0
Der Term O(k%¥pg) kennzeichnet den Fehler in den Euler-Gleichungen bei der Vernachlissigung
des k-ten Glieds in der Taylorreihe des dynamischen Druckanteils. Er resultiert aus der Beziehung
©% o k% welche sich aus der Definition der Temperatur-Pertubation in Gleichung (E.1) ergibt. Fiir
den Druck und die Dichte lassen sich die Koeffizienten der Taylorreihe durch Ableiten der Gleichun-
gen (E.4) und Auswerten am Punkt © = 0 bestimmen. Fiir den Testfall in dieser Arbeit werden

die Taylorreihen beider Gréfsen nach dem dritten Glied abgebrochen, sodass folgende Koeffizienten
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E. HERLEITUNG ZUM TESTFALL DES KONVEKTIVEN TRANSPORTS EINES

PSEUDOISENTROPEN WIRBELS

berticksichtigt werden:

Plo—g = Po Ple—o = ro
Op op 1
%6:027_1}70, %9:027_1007
&p 7 &p =2
90 |o_y  (v—1?" 90|y (- 1)
Pl 1(r-2) Ppl (=2 (27 -3
0oy (-1 0oy (1)

(E.8)

Die Koeflizienten in Gleichung (E.8) und das Temperaturverhéltnis © werden schlieflich in die

Taylor-Polynome des Drucks und der Dichte eingesetzt. Zusammen mit dem Geschwindigkeitsfeld aus

Gleichung (E.1) ergeben sich dadurch folgende Startbedingung fiir den Testfall des pseudoisentropen

Wirbeltransports:
x
ul(x) =U1,0 — aog (EQ) P(X),
x
uz(x) = uz0 + ag (El) P(x),
1 9 1, 1 6
p(x) =po = 5p0 | P7(x) = 1 PH(x) — o (v = 2) PP(x) |,

2 24

pl) = = 5o [P0+ (7 = D P+ g (7= 2) (20 3) PG
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