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Zusammenfassung

Eines der relevanten physikalischen Phénomene bei der Planung von bewegten Fliissigkeitstanks ist das Tank-
schwappen - ein komplexes dreidimensionales und instationéres Phinomen, welches nicht durch vereinfachte
Methoden abgebildet werden kann. Daher werden Mehrphasenstrémungssimulationen zur Modellierung her-
angezogen. Im Rahmen des am DLR durchgefiihrten Impulsprojekts HYTAZER kommen hochskalierbare
Discontinuous-Galerkin-Methoden als neuartige aber erfolgversprechende Alternative zu etablierten numeri-
schen Losungsstrategien zum Einsatz. Der Forschungsauftrag ist die Konstruktion, Analyse und hochskalierbare
Implementierung entropie-stabiler adaptiver Discontinuous-Galerkin Verfahren hoher Ordnung [1] fiir schwach-
kompressible Zweiphasenstromungen an diffusen Grenzflichen [2] im Open-Source Code Trixi.jl [3]. Hierbei
operiert der neuartige numerische Loser auf dynamisch-adaptiven baumbasierten Gittern die von der Open-
Source Softwarebiblitothek t8code [4] bereitgestellt werden. Neben der mathematisch beweisbaren Entropiesta-
bilitét sind weitere Stabilisierungsmethoden [5] zur prézisen Darstellung der Grenzsschicht zwischen Fliissigkeits-
und Gasphase notwendig. Das Projekt hat zum Ziel ein vollwertiges Open-Source Simulationsframework zur
dreidimensionalen Modellierung von Schwapphénomenen auf modernsten CPU- und GPU-basierten, verteilten
Hardwareplattformen der bevorstehenden Exascale-Ara bereitzustellen.

In diesem erweiterten Abstract werden die theoretischen Vorarbeiten in aller Kiirze dargestellt. Im Vortrag
werden die entwickelten Komponenten detailierter vorgestellt und aktuelle Ergebnisse préasentiert.
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1. ZWEIPHASENMODELL Das System wird mit einer barotropischen Zustands-

gleichung [7] vervollsténdigt:

(3) p(p) = ko ((p’;)7 - 1) .

Die Zustandsgleichung (3) kann als ideales Gas,
das unter hohem Druck steht, interpretiert werden.
Durch diese Versteifung des Systems erhélt man
ein schwachkompressibles Niherungsmodell einer

1.1. Balancegleichungen

Zum Einsatz kommt das nicht-konservative Dreiglei-
chungsmodell [2] erweitert mit einem Gravitations-
term, das eine Vereinfachung der aus sieben Glei-
chungen bestehenden Baer-Nunziato-Gleichungen [6]
darstellt. Das System lautet

Ot(ap) +V - (ap?d) =0

(1) O(ap®)+V-a(pi®v+pl)=—apVd
O +1UVa=0
0P =0

mit den konservativen Variablen
(2) u=(ap, apt, a, ®)T.

Hierbei sind p > 0 die Dichte, ' die Geschwindigkeit,
a € (0, 1] der Volumenanteil der Fliissigphase sowie ®
das Gravitationspotential. Die triviale Evolutionsglei-
chung fiir das Gravitationspotential dient lediglich der
Vereinheitlichung der mathematische Notation.

eigentlich inkompressiblen Fliissigkeit. Das Kompres-
sionmodul ky und 7 sowie die Referenzdichte py sind
heuristische Werte aus experimentellen Daten. Fiir
Wasser bei 20°C, beispielsweise, lauten die Parameter

po = 1000kg/m?,
ko = 3,2 x 108 Pa,
v=T.

Obige Werte ergeben eine Schallgeschwindigkeit von
c= % =1500 m/s.

Durch Annahme eines barotropischen Modells (3), wo-
bei der Druck ausschliefslich von der Dichte abhéngt,

besteht folgender Zusammenhang zwischen Dichte p,



Druck p und spezifischer innerer Energie e:

de p
4 p— =—.
(4) i

Durch Integration obiger Gleichung erhélt man fiir e:

o = (L (2) ). o

1.2. Entropie

Ein Hauptziel dieser Forschungsarbeit ist die Herlei-
tung eines entropie-stabilen numerischen Verfahrens.
Eine adéquate Entropie S fiir das System (1) ist die
spezifische Gesamtenergie, die sich aus interner Ener-
gie, kinetischer Energie und potentieller Energie zu-
sammensetzt:

(7) S:ape+%v2+ap<1).

Fiir isentrope bzw. reversible Prozesse wandelt sich
eine Energieform in einer der anderen Energieformen
um. Die Gesamtenergiebilanz bleibt konstant. Irrever-
sible Prozesse, z.Bsp. Stofe oder Dissipation, fithren
zu einer Abhnahme der Gesamtenergie bzw. Entropie.
In diesem Text wird die mathematische Entropie ver-
wendet, die per Definition eine abnehmende Grofse ist.
Entropie-stabile numerische Verfahren sind so konstru-
iert, dass sie die Entropieerhaltung bzw. -abnahme bis
auf Rundungsfehler abbilden kénnen.

1.3. Hydrostatisches Gleichgewicht

Befindet sich das System in Ruhe, d.h. ¥ = 6, so hat
sich ein hydrostatisches Gleichgewicht zwischen Druck
und Gravitation herausgebildet:

(8) Vp=—-apVa.

Die hydrostatische Lésung der Dichteverteilung fiir ein
gegebenes Gravitationspotential ®(z) erhdlt man mit
(3) und durch Integration von (8):

9) 1

() = <W (@ (o) — @(x))) P

bzw.
(10) ple) = po exp (12 (B(a0) - 2(2)) ) 7 = 1.

Auch hier besteht die Anforderung an das numerische
Verfahren das hydrostatische Gleichgewicht md&glichst
prazise abbilden zu koénnen. Diese geforderte Eigen-
schaft unterdriickt die Aufprdgung numerischer Arte-
fakte auf die Losung im Falle stationdrer oder sehr
langsam flieflender Stromungen.

2. NUMERISCHES VERFAHREN

2.1. DGSEM in Fluktuationsform

Als numerisches Verfahren wird eine Discontinous-
Galerkin-Spectral-Element-Methode (DGSEM) mit
integriertem Shock-Capturing [8] verwendet. Das
Shock-Capturing regularisiert die Losung an den
mitunter unteraufgelosten diffusen Grenzschichten
und unterdriickt ungewollte Oszillationen. Eine spe-
zielle Umformulierung der DGSEM in die sogenannte
Fluktuationsform [9] erlaubt den Einsatz entropie-
erhaltender numerischer Fliisse fiir nicht-konservative
Systeme wie (1) ohne dabei die Konvergenzordnung
oder die Datenlokalitdt des Verfahrens zu beeintrach-
tigen. Eine umfassende und zugingliche Einfiihrung
in entropie-stabile DGSEM ist beispielsweise in [1] zu
finden.

2.2. Entropie-erhaltende Fliisse

In Anlehnung an die Notation in [10] lauten die
entropie-konservativen numerischen Flisse fiir das
System (1) wie folgt:
(1)

Hat ot o} -7
ol ({oh, €N (TR - 7) + o) 7)

h(u™,u") = )
0
und
(12)
0 0
di(uf,unzﬁ;;ﬂ Uﬁﬁ +H<;J {{a}}{({)p}m
0 0

Hierbei ist 77 der Normalenvektor an der Schnittstelle
zwischen den Zustinden u~ und u™. Die speziellen
Durchschnitts- und Sprungoperatoren sind wie folgt
definiert:

1 gp=LEO0 -t -0

und

(14) o}, = Tordl]

Durch die Fliisse (11) und (12) erhélt man ein
entropie-erhaltendes Verfahren. In der Regel sind
solche Verfahren fiir Langzeitsimulationen allerdings
nicht stabil. Zur Stabilisierung des Verfahrens werden
adédquate Dissipationsterme den numerischen Oberfla-
chenfliissen (Fliisse zwischen Gitterelementrandern)
beigefiigt, die eine stetige Abnahme der Entropie
zur Folge haben. Die Formulierung ausgekliigelter
Dissipationsterme und damit die prézise Kontrolle



iiber das Entropieabnahmeverhalten ist Gegenstand
aktueller Forschung.

Eine weitere wichtige Eigenschaft, die die Fliisse (11)
und (12) eleganterweise gleich mitbringen, ist die Wah-
rung des hydrostatischen Gleichgewichts (8).

Zur Zeitintegration werden explizite Runge-Kutta-
Verfahren verwendet. Die Parameter in (3) werden so
gewahlt, dass eine Balance zwischen Modelltreue und
vertretbare Zeitschrittgrofe besteht.

2.3. Implementierung

Die Implementierung des Verfahrens erfolgt im Stro-
mungssimulationsframework Trixi.jl [3], das die we-
sentlichen Bestandteile des numerischen Verfahrens in
modularisierter Form bereithélt. DGSEMs mit den ge-
wiinschen Eigenschaften konnen dhnlich einem Bauka-
stensystem zusammengefiigt und direkt genutzt wer-
den. Dem Anwender obliegt es nur noch die Fliisse (11)
und (12) zu implementieren um Trixi.jl das System (1)
bekannt zu machen.

3. AUSBLICK

Dieser erweiterte Abstract fasst die theoretischen Vor-
arbeiten stark gekiirzt zusammen. Im Vortrag wer-
den die technischen Details des physikalischen Modells
sowie des numerischen Verfahrens detaillierter darge-
stellt. Des Weiteren wird auf die Implementierung in
Trixi.jl eingegangen und numerische Ergebnisse pra-
sentiert.
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