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1 Einleitung

Infektionskrankheiten stellen seit langer Zeit eine groye Herausforderung fir die Ge-
sundheit und das Wohlergehen der Gesellschaft dar. Es wird angenommen, dass die
Pockenkrankheit schon im Jahr6000vor Christus in den ersten Siedlungen auftrat [43,
Kapitel 2.6]. In den Jahren 1918bis 1919forderte die spanische Grippe etwab0 Millionen
Todesopfer [11, S. 3]. Trotz verbesserter sanitérer Standards und medizinischer Erfolge
wie Impfungen und Medikamente sind neu auftretende Infektionskrankheiten auch heute
noch von Bedeutung [43, S. 599]. Ein aktuelles Beispiel dafir ist die Krankheit COVID19,
die durch das Coronavirus SARS-CoV2 ausgeldst wird. Seit den ersten Ansteckungen im
Jahr 2019gab es weltweit bereits mehr als760Millionen bestatigte Falle und 6:9 Millionen
Todesfalle [96]. Die Krankheit hat in den vergangenen Jahren nahezu alle Aspekte des ge-
sellschaftlichen Zusammenlebens, der 6 entlichen Gesundheit und der globalen Wirtschaft
beein usst, vergleiche [43, 44, 68]. Obgleich di&Vorld Health Organization (WHO) die
Krankheit seit Mai 2023 nicht l&anger als public health emergency of international concern
ansieht [98], ist die Analyse der Krankheit nach wie vor von Relevanz. Wenn wir die
Dynamik der Ausbreitung von SARS-CoV-2 verstehen, kénnen wir das Wissen zukinftig
bei neu auftretenden oder wiederkehrenden Erregern anwenden. Andere Ubertragbare
Krankheiten wie eine Infektion mit dem Human immunode ciency virus (HIV) oder
Tuberkulose sind vor allem in Entwicklungslandern eine der Hauptursachen fir Todesfalle
und hemmen die soziale und wirtschaftliche Entwicklung [43, 97].

Diese Herausforderungen veranschaulichen, wie bedeutend es ist, die Dynamik der
Ausbreitung von Infektionskrankheiten zu verstehen und mégliche Gegenmaynahmen zu
analysieren. Mathematische Modelle haben sich in diesem Gebiet zu einem entscheidenden
Werkzeug entwickelt [70, 89]. Die Verwendung von Modellen erméglicht die Vorhersage
von Trends in der Ausbreitung einer Krankheit. Ein wesentlicher Anwendungsbereich
liegt in der Planung der Einddmmung und Kontrolle der Ausbreitung. Mathematische
Modelle dienen der Einschatzung der Auswirkungen von Impfstrategien oder geplanten
Interventionsmaynahmen [70, S. 2069]. Mittels Simulationen soll die bestmdgliche Kombi-
nation verschiedener Maynahmen und der Einsatzzeitraum bestimmt werden, vergleiche
[56, S. 22]. Weiterhin bieten Modelle die Mdglichkeit, epidemiologische Parameter der
betrachteten Infektionskrankheit zu schatzen [70, 93]. Auf diese Weise kdnnen politi-
sche Akteuré' dabei unterstiitzt werden, angemessen auf ibertragbare Krankheiten zu
reagieren.

Es existiert eine Vielzahl methodischer Zugange zur Prognose der Verbreitung von
Infektionskrankheiten mittels mathematischer Modelle. Unter den Ansatzen gehdren Mo-
delle basierend auf gewdhnlichen Di erentialgleichungen zu den weitverbreitetsten in der
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1 Einleitung

Wissenschatft [45, 46]. Diese Modelle zeichnen sich durch ihre einfache Formulierung sowie
ihre vergleichsweise unkomplizierte mathematische Analyse und Umsetzung in Software
aus [45, 46]. Allerdings gibt es bedeutende Kritik an dem Ansatz. Die Modelle beruhen auf
der indirekten Annahme, dass die Verweildauer eines Individuums in einem Krankheits-
stadium exponentialverteilt ist. Diese Annahme impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit, in
den nachsten Krankheitszustand Uberzugehen, unabhéngig von der Zeit seit dem Eintritt
in das aktuelle Stadium ist [22, 63]. Aus epidemiologischer Sicht ist die Modellannahme
unrealistisch [22, 93]. Dies stellt die Anwendbarkeit von Modellen basierend auf gewodhnli-
chen Di erentialgleichungen in der Epidemiologie infrage. Der Modellansatz wird in einer
Arbeit von Kermack und McKendrick [53] aus dem Jahr 1927 eingeflhrt [28, S. 95 .]. Fir
solche Modelle wird die Vero entlichung hau g zitiert, obwohl der Ansatz in der Arbeit

nur als Spezialfall eines allgemeineren Modells vorgestellt wird. Dieses verallgemeinerte
Modell basiert auf Integro-Di erentialgleichungen und erlaubt eine exible Wahl der
Verteilung der Aufenthaltszeit in den Krankheitszustédnden [28, S. 96f.]. Somit beseitigt
das Modell den primaren Kritikpunkt des Modellansatzes basierend auf gewohnlichen
Di erentialgleichungen. Allerdings sind Integro-Di erentialgleichungen mathematisch
anspruchsvoller zu analysieren, zu formulieren und in Software umzusetzen [45, S. 1833].

Um die Komplexitat der Integro-Di erentialgleichungen zu umgehen, richten einige
Forschungen zu epidemiologischen Modellen mit nicht-exponentialverteilter Aufenthalts-
zeit den Fokus auf eine bestimmte Art von realistischen Verteilungen [58, Supplementary
material]. Wenn die Aufenthaltszeit Erlang-verteilt gewéhlt wird, kann das Modell ebenso
durch ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem ausgedriickt werden. Dieses Konzept
wird Linear Chain Trick genannt, da eine Kette von Zustanden mit linearen Ubergangs-
raten verwendet wird, um eine Erlang-verteilte Verweildauer zu erzielen [45, 66]. Dabei
wird ausgenutzt, dass die Erlang-Verteilung als Summe von Exponentialverteilungen
darstellbar ist. Die Erlang-Verteilung repréasentiert einen Spezialfall der Gamma-Vertei-
lung, wobei der Formparameter als natirliche Zahl gewahlt wird [58, Supplementary
material]. Die resultierenden gewdhnlichen Di erentialgleichungssysteme weisen zwar
eine hohere Dimension auf als die Systeme unter der Annahme von exponentialverteilten
Aufenthaltszeiten, sind aber leichter zu handhaben als Integro-Di erentialgleichungen [35,
S. 17].

Das vorrangige Ziel dieser Arbeit besteht in der Herleitung der Modelle, die auf dem
Linear Chain Trick basieren, sowie in der Analyse ihrer Eigenschaften. Dazu orientieren
wir uns vor allem an den Ausarbeitungen zum Linear Chain Trick von Hurtado et al. [44,
45] und Feng et al. [31, 32]. Im Vordergrund steht zudem die Frage, ob die Modelle als
Kompromiss zwischen den unkomplizierten, jedoch unrealistischen Modellen auf der Basis
von gewohnlichen Di erentialgleichungen und den komplexen, jedoch exiblen Modellen
basierend auf Integro-Di erentialgleichungen fungieren kénnen. Zur Beantwortung dieser
Frage stellen wir die Modelle basierend auf dem Linear Chain Trick den anderen beiden
Modellklassen gegeniber und analysieren Vor- und Nachteile. Die theoretische Einleitung
und Untersuchung erfolgt anhand von Modellen, welche die Ausbreitung einer Krankheit
durch die Verwendung von lediglich drei Kompartimenten darstellen. Dieser Ansatz
ermdglicht eine klare Darstellung der Konzepte anhand von einfachen Beispielen. In der
praktischen Anwendung wird Ublicherweise eine groyere Anzahl von Kompartimenten



verwendet und eine feinere Unterteilung der Bevolkerung nach dem Krankheitszustand
de niert, um die verschiedenen Aspekte der Erkrankung genauer zu erfassen. Zur Bewer-
tung der Modelle in Ubereinstimmung mit praxisnahen Bedingungen fiihren wir fur die
drei Klassen Modelle mit einer gréyeren Anzahl von Kompartimenten ein. Dariiber hinaus
prifen wir das Verhalten in Simulationen, indem wir alle Modellarten in der Form mit
mehr Kompartimenten implementieren. Zur Simulation verwenden wir Charakteristiken
der Erkrankung COVID- 19, um die Modelle unter realitditsnahen Rahmenbedingungen
Zu erproben.

Der folgende Teil der vorliegenden Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel 2 wird
ein Modell auf der Basis gewohnlicher Di erentialgleichungen sowie eines basierend
auf Integro-Di erentialgleichungen eingefiihrt. Im Anschluss erfolgt in Kapitel 3 eine
umfangreiche Herleitung und Analyse eines Modells, das den Linear Chain Trick verwendet.
Ein besonderes Augenmerk liegt dabei auf dem Zusammenhang und dem Vergleich mit
den in Kapitel 2 betrachteten Modellen. In Kapitel 4 wird eine praxisnahe Erweiterung der
drei vorangestellten Modellarten auf acht Kompartimente vorgenommen. Des Weiteren
untersuchen wir numerische Lésungsansatze fir die Gleichungssysteme der Modelle und
besprechen die Wahl der Anfangsbedingungen. Zudem wird eine Implementierung des
Modells mit dem Linear Chain Trick prasentiert. Im anschlieyenden Kapitel 5 fuhren
wir numerische Experimente fur verschiedene ktive und reale Szenarien durch und
vergleichen die Modelle anhand der Simulationen. Zum Abschluss wird in Kapitel 6 ein
Fazit gezogen und ein Ausblick auf mdgliche weiterfilhrende Arbeiten gegeben.






2 SIR-Modelle basierend auf gewdhnlichen
und Integro-Di erentialgleichungen

In diesem Kapitel stellen wir zwei Modellansétze zur Ausbreitung von Infektionskrankhei-
ten vor. Hierbei beschranken wir uns auf Modelle mit lediglich drei Kompartimenten, um

die Konzepte in einer simplen Form zu verdeutlichen. Zuerst fihren wir die Modellierung
auf der Grundlage von gewodhnlichen Di erentialgleichungen ein. Diese Kategorie von
Modellen ist mit Abstand die am h&u gsten verwendete [38, S. 1]. Im Anschluss wenden
wir uns einem Modell basierend auf Integro-Di erentialgleichungen zu. Die Ausfiihrungen
zielen darauf ab, eine Basis fur den Vergleich mit dem Modell, das den Linear Chain Trick
nutzt, zu scha en. Letzteres wird ausfihrlich im anschlieyenden Kapitel 3 hergeleitet und

untersucht.

Das Modell auf der Basis gewohnlicher Di erentialgleichungen beruht auf der Annahme,
dass die Austrittsrate aus einem Krankheitszustand unabh&angig von der bereits im
Zustand verbrachten Zeit ist. Diese Annahme ist zwar mathematisch vorteilhaft, impliziert
jedoch, dass die Aufenthaltszeit im Krankheitszustand exponentialverteilt ist. Dies wird
aus epidemiologischer Perspektive als unrealistisch angesehen [93, S. 0622]. Im Gegensatz
dazu erlaubt das Modell auf der Grundlage von Integro-Di erentialgleichungen den Einsatz
vielfaltiger Verteilungsfunktionen fir die Aufenthaltszeit, wodurch es breite Mdglichkeiten
zur Modellierung realistischer Annahmen bietet [28, S. 96f.]. Beide Modelltypen werden in
einer Arbeit von Kermack und McKendrick [53] aus dem Jahr1927 vorgestellt. Dennoch
zitieren die meisten Forscher die Publikation meist im Kontext des Modells auf der
Grundlage gewohnlicher Di erentialgleichungen, obgleich dieses Modell dort lediglich
als spezieller Fall des Modells basierend auf Integro-Di erentialgleichungen aufgeftihrt
wird [28, S. 96f.]. Obwohl einige Ver6 entlichungen die weniger bekannten Modelle
behandeln und zur Anwendung der Modelle basierend auf Integro-Di erentialgleichungen
raten, wie zum Beispiel [12, 28, 93], werden diese nach wie vor vergleichsweise selten fir
Simulationen genutzt.

Die beiden hier besprochenen Modelle werden in [72] ausfihrlich hergeleitet und
verglichen. Siehe auch [11, Kapitel 2.1 & 2.4] fur das Modell basierend auf gewothnlichen
Di erentialgleichungen und [11, Kapitel 4.4 & 4.5] fur das Modell basierend auf Integro-
Di erentialgleichungen sowie die anderen in [72, Kapitel 2] referenzierten Quellen. Vor
diesem Hintergrund legen wir beide Modelle ohne erneute Herleitung dar. Wir untersuchen
einige zusatzliche Eigenschaften der Modelle, die im Vergleich zu den Modellen, die den
Linear Chain Trick ausnutzen, von Relevanz sind. Vorab ist es notwendig, einige zentrale
Begri e und Notationen zu klaren sowie den Untersuchungsumfang abzugrenzen.



2 SIR-Modelle basierend auf gewohnlichen und Integro-Di erentialgleichungen

2.1 Rahmenbedingungen und Problemabgrenzung

Im Folgenden verfeinern wir unsere Problemstellung durch ihre Einbettung in einen
Bezugsrahmen. In diesem Zusammenhang identi zieren wir Einschrnkungen beziglich
der Anwendbarkeit der Modelle. Die Ausfihrungen nden auf samtliche nachfolgende
Modellarten Anwendung. Wir klaren ausgewahite Begri e und Notationen, wodurch
eine Basis fur die bevorstehenden Erérterungen gescha en wird. Hierbei erfolgt die
Prézisierung bereits zuvor verwendeter Terminologie.

Die Epidemiologie ist laut [54, S. 36] als Lehre von der Untersuchung der Verteilung von
Krankheiten, physiologischen Variablen und sozialen Krankheitsfolgen in menschlichen
Bevdlkerungsgruppen sowie der Faktoren, die diese Verteilung beein ussen zu verstehen.
Bei der Planung der Steuerung der Krankheitsdynamik spielen mathematische Modelle
eine wichtige Rolle [11, S. 4]. Wir fokussieren uns auf Infektionskrankheiten, also jene
Erkrankungen, die durch lbertragbare Erreger beim Menschen hervorgerufen werden und
bewegen uns somit auf dem Teilgebiet der mathematischen Infektionsepidemiologie [54,
S.67.].

Die hier betrachteten Modelle teilen die Bevolkerung in disjunkte Gruppen, sogenannte
Kompartimente, entsprechend dem jeweiligen Krankheitszustand eines Individuums. In
der einfachsten Form, die in den Kapiteln 2 und 3 behandelt wird, wird jede Person
einem der drei Kompartimente S, | und R zugeordnet, vergleiche hierfur [11, S. 23].
Dabei sind im Kompartiment S (engl. Susceptible} Individuen, die noch nicht in ziert
wurden und daher anféllig fur die betrachtete Krankheit sind. In der Gruppe | (engl.
Infectives, Infected oder Infectious) be nden sich Personen, die in ziert sind und andere
Individuen anstecken kdnnen. Genesene Individuen oder solche, die an der betrachteten
Krankheit gestorben sind, werden dem KompartimentR (engl. Recoveredoder Removed
zugeordnet. Wir gehen davon aus, dass Personen nach der Genesung von der Krankheit
immun sind und sich nicht erneut in zieren kdnnen. Die Anzahlen der Personen zu
einem Zeitpunkt t im jeweiligen Kompartiment bezeichnen wir mit S(t), | (t) sowie
R(t). Als Zeiteinheit verwenden wir Tage, sodass 2 R die Anzahl der vergangenen
Tage seit einem festgelegten Startzeitpunkt beschreibt. Im weiteren Verlauf beschranken
wir uns auf Krankheiten, die von Mensch zu Mensch bei einem Kontakt Ubertragen
werden kénnen, siehe [11, S. 22 .]. Die Ubertragung der Krankheit kann daher durch
das Kontaktgeschehen zwischen infektiosen Individuen und jenen im Kompartiment
S modelliert werden. Ebenfalls beschéftigen wir uns mit Modellen fir Epidemien, bei
welchen das vermehrte Auftreten einer Krankheit ein zeitlich und raumlich begrenzter
Prozess ist [54, S. 34]. Im Gegensatz dazu stehen Endemien, wo ein zeitlich unbegrenztes
Vorkommen der Krankheit angenommen wird [54, S. 32]. Der Hauptunterschied in der
Modellierung liegt darin, dass bei Endemien ein Wachstum der GruppeS berticksichtigt
wird, beispielsweise durch Geburten oder Immigration. Sterbeprozesse, die von der
betrachteten Krankheit unabhangig sind, werden ebenso inkludiert. Bei Epidemien
verlauft die Welle der Ansteckungen so rasch, dass solche Prozesse vernachlassigt werden
kénnen [11, S. 21f.]. Genau genommen ware es angemessener, ein endemisches Modell
zur Simulation der aktuellen Ausbreitungssituation von COVID- 19 zu verwenden [49,

S. 5379]. Da diese Krankheit lediglich als Beispiel in den Simulationen dient, beschranken
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wir uns dort auf die epidemische Phase. Die Konzepte der epidemischen Modellierung
kdnnen in zukunftigen Arbeiten zu endemischen Modellen erweitert werden.

Sofern ein Modell mit den drei GruppensS, | und R betrachtet wird, klirzen wir es
mit dem Namen SIR-Modell ab. Der Bezeichnung kann ein Pra x fir die verwendete
Modellklasse vorangestellt werden. Die Gesamtbevilkerungszahl im betrachteten Gebiet
zum Zeitpunkt t bezeichnen wir alsN (t). Da jede Person zu einem betrachteten Zeitpunkt
genau einer Gruppe angehdart, gilt die BeziehundN (t) = S(t) + | (t) + R(t). Wie soeben
konkretisiert, betrachten wir epidemische Modelle, sodass wir Geburten und Sterbefalle,
die nicht durch die betrachtete Krankheit verursacht wurden, vernachlassigen. Hieraus
folgt, dass die Bevolkerungszahl Uber den betrachteten Zeitraum konstant ist, das heiyt
N (t) = N. In der Bevolkerungszahl werden die durch die betrachtete Krankheit verur-
sachten Todesopfer mitgezahlt, da wir in der GruppeR nicht zwischen den Genesenen
und den Verstorbenen unterscheiden. Fir die Personen, die an den Folgen der Krankheit
gestorben sind, kdnnte eine eigene Gruppe eingefuhrt und von der Bevoélkerungszahl
abgezogen werden, sodass die Bevolkerungszahl von der Zeit abhangig wird.

2.2 SIR-Modell auf der Basis von gewohnlichen
Di erentialgleichungen

Unter Beriuicksichtigung der Rahmenbedingungen aus dem vorigen Abschnitt stellen wir
nun ein SIR-Modell vor, das auf gewdhnlichen Di erentialgleichungen basiert. Dabei sei
fur die Herleitung der hier prasentierten Ergebnisse auf [72, Kapitel 2.2] verwiesen. Seit
der Ver6 entlichung von Kermack und McKendrick [53] hat sich das Modell zu einem
etablierten Konzept in der Modellierung der Ausbreitung von Infektionskrankheiten
entwickelt und ist auf verschiedene Arten erweitert worden, siehe [28, S. 95f.] oder [12,
S. 103f.].

Das SIR-Modell basierend auf gewohnlichen Di erentialgleichungen ergibt sich als
nicht-lineares gewdhnliches Di erentialgleichungssystem

sth= O ©10

= 0 0105
R =1 (1)

fir t 0. Der Parameter (t) 2 [0; 1] bezeichnet hier die Wahrscheinlichkeit der Ubertra-
gung der Krankheit bei einem Kontakt zwischen einem Infektidsen aus dem Zustand
und einer Person der GruppeS zum Zeitpunkt t. Durch (t) 0 ist die durchschnittliche
Anzahl an Kontakten eines Individuums pro Tag de niert. Beide Parameter sind von
der Zeit t abhangig, da Virusvarianten oder nicht-pharmazeutische Maynahmen, wie
Schulschlieyungen, eine Maskenp icht oder Quarantane- und Isolationsregelungen, die
Werte der Parameter veréandern kénnen. Im Modell wird angenommen, dass In zierte die
Gruppe | mit einer Rate | verlassen, wobei > 0 ein konstanter Parameter ist. Wir
de nieren T, 0 als die erwartete Dauer der infektidsen Periode, das heiyt die erwartete
im Kompartiment | verbrachte Zeit bevor ein Individuum nach R Ubergeht. Die infektiose

L (2.1)
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Periode bezeichnet den Zeitraum, in welchem ein Individuum andere Individuen anstecken
kann [54, S. 75]. Fur den Parameter gilt der Zusammenhang = T, !, das heiyt hat
im epidemiologischen Kontext die Bedeutung der inversen infektiosen Periode. In der
Modellgleichung stecken weitere Annahmen, beispielsweise bezliglich der Transmission der
Krankheit. Siehe [11, S. 21 .] und [72, Kapitel 2.1 & 2.2] fir ndhere Ausfuhrungen. Wie
bereits erwahnt, gehen wir davon aus, dass sich Individuen nach tGberstandener Krankheit
nicht erneut in ziert kdnnen. Demnach sind durch die Modellgleichungen nur Ubergange
von der Gruppe S nach | und von | nach R vorgesehen. Gelegentlich wird die Gleichung
fur das Kompartiment S durch

S(t) _

sty= ) OIO"= " OSO

umgeschrieben, wobel (t) = (t) (t)I(t)N ! den sogenannten Infektionsdruck (engl.
force of infection) darstellt, vergleiche [44, S. 7]. Dieser beschreibt das Risiko einer Person
aus der GruppeS mit dem Erreger in ziert zu werden. Siehe dazu die Quelle [54, S. 68],
aus welcher ebenfalls die deutsche Ubersetzung tibernommen wird.

Zusammen mit den Anfangswerten

S(0)= Sii 1(0) = Iy, und R(0) = Ry, (2.2)

ergibt das Di erentialgleichungssystem (2.1) ein Anfangswertproblem. Dabei setzen wir
im Folgenden stets den Anfangszeitpunkity als Zeitpunkt Null fest, sodassty = 0 gilt.

In Anlehnung an die englische Ubersetzung von gewohnliche Di erentialgleichung als
ordinary di erential equation (ODE) benennen wir dieses Modell im weiteren Verlauf als
ODE-SIR-Modell . Sofern eindeutig ersichtlich ist, welche Kompartimente im Modell
betrachtet werden, kiirzen wir die Benennungen gelegentlich ab und schreiben nur ODE-
Modell . Als Nachstes fuhren wir die fir praktische Anwendungen relevanten Reproduk-
tionszahlen ein und leiten eine Formel basierend auf den Parametern des ODE-Modells
her.

Bemerkung 2.1 (Einflhrung der Reproduktionszahl). Reproduktionszahlen sind ein
bedeutsames Konzept auf dem Gebiet der mathematischen Infektionsepidemiologie. Die
BasisreproduktionszahlR g ist fir den Anfang der Ausbreitung einer Infektionskrankheit

de niert und beschreibt die Anzahl der Individuen, die ein einzelner In zierter im Verlauf
seiner Infektion im Durchschnitt ansteckt, falls die Bevolkerung ansonsten vollstandig
fur die Krankheit anfallig ist [11, S. 6]. Dies entspricht der Annahme, dass alle anderen
Personen in der GruppeS sind. Die Basisreproduktionszahl wird hau g betrachtet, da
sie fur deterministische Modelle als Schwellenwert fungiert. FalliRg > 1 gilt, steckt
ein In zierter im Durchschnitt mehr als ein weiteres Individuum an. Dementsprechend
tritt eine epidemische Ausbreitung der Krankheit auf. WennR < 1 gilt, geht die Anzahl
der Neuansteckungen zuriick, siehe [20, S. 261] und [11, S. 7f.]. Wir verfolgen hier nur
eine naive Vorgehensweise und leiten eine Formel fir die Basisreproduktionszahl aus
den Bedeutungen der Parameter des ODE-SIR-Modells her. Die Reproduktionszahl kann
auch Uber andere Verfahren bestimmt werden. Beispielsweise wird in [93, S. 0623] ein
Vorgehen Uber Eigenwerte und die Rate eines exponentiellen Wachstums verwendet. Be-
sonders in detaillierteren Modellen ist die korrekte Berechnung der Basisreproduktionszahl
herausfordernder [11, S. 28].
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Seien " und ~ die Kontaktrate beziehungsweise die Transmissionswahrscheinlichkeit zu
Beginn der Ausbreitung der betrachteten Krankheit. Der In zierte hat gemay dem ODE-
Modell durchschnittlich "~ Kontakte innerhalb eines Tages, die zu einer Ansteckung fihren,
falls sie mit einem Individuum der Gruppe S statt nden. Die Basisreproduktionszahl ist
unter der Annahme de niert, dass die Bevolkerung ansonsten vollstandig anfallig ist,
sodass jeder dieser Kontakte zu einer neuen Infektion fihrt. Innerhalb der erwarteten
Dauer der infektiosen PeriodeT, Ubertragt der In zierte die Infektionskrankheit somit
im Durchschnitt an

R(): AAT| = AA}

Individuen. Vergleiche fur die Erklarung [11, S. 28] mit [72, S. 9f.].

Im weiteren Verlauf der Verbreitung der betrachteten Krankheit lasst sich die Ausbrei-
tungsdynamik besser anhand der e ektiven Reproduktionszalite (t) zum Zeitpunkt t
beschreiben. Diese inkludiert eine sinkende Anfalligkeit in der Bevolkerung und kann Ver-
anderungen in der Kontaktrate und der Transmissionswahrscheinlichkeit beriicksichtigen,
vergleiche [20, S. 262] und [27, S. 320]. Die e ektive Reproduktionszahl kann fiir einen
Zeitpunkt t durch

s(t) _ (®) (1) S
N N

Re ()= (1) (OT

de niert werden. Zu einem fortgeschritteneren Zeitpunkt Gbernimmt R¢ (t) die Rolle als
Schwellenwert fir deterministische Modelle. Falls zu einem Zeitpunkt die Beziehung
Re (1) > 1 qilt, wird sich die Krankheit weiter ausbreiten, wenn und unverandert
bleiben. FallsRe (t) < 1 gilt, gehen die Fallzahlen bei gleichbleibenden Parameternund

zurlck. Nicht-pharmazeutische Maynahmen zur Eindammung von Infektionskrankheiten
sollten demnach darauf abzielen, die e ektive Reproduktionszahl unter eins abzusenken.
Siehe hierfir [20, S. 262] und [72, S. 9 .].

2.3 SIR-Modell auf der Basis von Integro-
Di erentialgleichungen

Im folgenden Abschnitt préasentieren wir ein SIR-Modell, das auf Integro-Di erentialglei-
chungen basiert. Flr eine Herleitung verweisen wir erneut auf [72, Kapitel 2.3.1 & 2.3.2].
Im Vergleich zu seinem ODE-basierten Gegenstick aus Kapitel 2.2 erfahrt das Modell
eine wesentlich geringere Popularitat [28, S. 96f.]. Das Modell wird im weiteren Verlauf als
IDE-SIR-Modell bezeichnet, wobei IDE die Abkiirzung fir die englische Ubersetzung
von Integro-Di erentialgleichung , integro di erential equation , ist. Eine Integro-Di e-
rentialgleichung bezeichnet ein System, in dem die Ableitung einer gesuchten Funktion
vorkommt, sowie ein Integral, bei welchem die gesuchte Funktion Teil des Integranden
ist [90, S. 15f.].
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Die Modellgleichungen des IDE-SIR-Modells ergeben sich durch

VA
sqt) = % ft (tt x) (Gt x) R x)S%Ax)dx
Z
I(t) = t|R(t x) SYx) dx (2.3)
th
R(t) = . 1 Rt x) sYx)dx

fur t 0. Zur Lésung des Integro-Di erentialgleichungssystems seien passende Anfangs-
bedingungen

S(t) = Sp(t); 1(t) = lo(t) und R(t) = Ro(t) furallet O (2.4)
bekannt. Diese Anfangsfunktionen seien stetig di erenzierbar. Mit Sqt) = ' (t)S(t)
folgt, dass der Infektionsdruck in diesem Modell durch
14t
NOEN . Gt x) (Gt x) R x)SYx)dx

gegeben ist. Zur Formulierung des IDE-SIR-Modells sind zusétzlich zu den bereits
bekannten Bezeichnungen weitere Parameter notwendig. Die Groyé mit 1 < T <0
verweist auf einen Zeitpunkt, zu dem noch keine Individuen mit der betrachteten Krankheit
in ziert sind. Dementsprechend gelten die GleichheitenS(T) = N und I (f) = R(T)=0.
Ein solcher Zeitpunkt wird als bekannt angenommen. Analog zur Spezi kation im ODE-
Modell bezeichnet (t; ) die Wahrscheinlichkeit der Krankheitsiibertragung bei einem
Kontakt, wahrend (t; ) die durchschnittliche Anzahl der Kontakte eines Individuums
pro Tag kennzeichnet. Jedoch sind die Parameter nun zusatzlich von der vergangenen
Zeit seit der Infektion abhangig. Beispielsweise beschreibt(t; ) die durchschnittliche
Ubertragungswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t von Individuen, die sich seit Tagen
im Kompartiment | be nden. Die Infektiositat und das Kontaktverhalten von Individuen
kann sich nun im Verlauf der infektibsen Periode verandern.

Eine wesentliche Parametrisierung des IDE-Modells ist die Funktion ,R 'Ry ! [0;1].
Die SchreibweiseR* steht in dieser Arbeit fir die positiven reellen Zahlen ohne die Null
und R§ inkludiert die Null. Im IDE-Modell reprasentiert  R( ) den erwarteten Anteil
der Individuen, die Tage nach dem Eintritt in das Kompartiment | noch infektios
sind und nicht in das Kompartiment R Ubergegangen sind. Die Funktion wird als stetig
di erenzierbar und monoton fallend angenommen, das heiyt

R2CYRE)und RY) ofir o

Es wird vorausgesetzt, dass alle Individuen zum Zeitpunkt der Infektion im Kompartiment
| sind, was bedeutet, dass R(0) = 1 gilt [31, S. 1518]. Das Verstandnis der Funktion R
erweist sich als fundamental fir unsere anschlieyenden Ausfiihrungen, da sich die von
uns behandelten Modelle insbesondere in der Flexibilitat der Auswahl dieser Funktion
unterscheiden.

Zur Ermittlung der angemessensten Modellannahme fiir die Funktion R eignet sich ei-
ne stochastische Interpretation, wofir wir auf Begri e aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
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zuriickgreifen. Es ist jedoch zu beachten, dass wir ausschlieylich mit deterministischen
Modellen arbeiten, das heiyt mit nicht-stochastischen Modellen. Die Terminologie der
Wahrscheinlichkeitstheorie verwenden wir lediglich zur Interpretation der Modelle, verglei-
che [32, S. 91]. Gemay [67, S. 8] sind die gesuchten Variablen in einem deterministischen
Modell eindeutig durch die Modellparameter und die Anfangsbedingungen festgelegt. Im
Gegensatz dazu zeichnen sich stochastische Modelle durch Zufalligkeit aus. In unseren
Modellen spielt Zufall bei der Bestimmung der Gréye der Modellvariablen keine Rolle.
Hurtado et al. [44, 45] verwenden ein stochastisches Modell beziehungsweise stochasti-
sche Grundprinzipien, um aus diesen Annahmen das deterministische IDE-Modell als
Approximation herzuleiten. Auch in [3] wird ein stochastisches Modell aufgestellt und
ein deterministisches als Approximation abgeleitet, wobei direkt eine Verteilung der
infektiosen Periode wie im Modell aus Kapitel 3 angenommen wird. Die deterministi-
schen Modelle erfassen stets ein Durchschnittsverhalten beziehungsweise ein erwartetes
Verhalten der stochastischen Modelle. Die Grundannahme hinter den deterministischen
Approximationen ist, dass die Anzahl der Individuen, die am zu modellierenden Prozess
beteiligt sind, groy genug ist [27, S. 27 29]. Die gesamte Herleitung des IDE-Modells
aus stochastischen Annahmen ist in [44, Kapitel 3.5.1] zu nden und wird aufgrund
der Zielrichtung der vorliegenden Arbeit nicht umfassend ausgefuhrt. Der Abschnitt [45,
Anhang A] befasst sich mit einer analogen Herleitung in einem anderen biologischen
Kontext.

Nun wenden wir uns der zu analysierenden Funktion R zu und verleihen ihr eine
Interpretation im stochastischen Kontext. In [72, Beweis zu Gleichung (2.13)] wird der
Zusammenhang der Funktion R( ) zur Verteilung der infektiésen Periode beziehungsweise
der Aufenthaltszeit im Kompartiment | aufgezeigt. Diesen Zusammenhang wollen wir hier
in einem hoheren Detaillierungsgrad ausfuhren. Sei dazX eine Zufallsvariable, die einem
In zierten die Dauer der infektibsen Periode zuordnet, das heiyt die Zeit vom Eintritt in
das Kompartiment | bis zum Austritt. Nach De nition gibt () den erwarteten Anteil
der Personen an, die sich Tage nach dem Eintritt in | noch in dieser Gruppe be nden.
Demnach ist die infektiése Periode fir diesen Anteil der Personen langer als Tage. Durch
eine stochastische Interpretation erhalten wir das Ergebnis, dass die Wahrscheinlichkeit,
eine infektiose Periode langer als Tage zu haben, genau |R( ) betragt. Dies ergibt den
ZusammenhangP(X > )= R( ) und fir die Verteilungsfunktion Fx von X

Fx()=PX )=1 PX> )=1 }() (2.5)

fur 0. Dieser Zusammenhang wird in [72, Bemerkung 3] festgestellt. Hier sei nochmals
darauf aufmerksam gemacht, dass wir die Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie nur zum
besseren Verstandnis der Modellgréyen verwenden. In den deterministischen IDE-Modellen
ist kein Zufall inkludiert. Die erwahnten Wahrscheinlichkeiten sind als erwarteter Anteil
der Individuen zu verstehen, die noch im Kompartiment sind, siehe dazu [44, S. 62].
Aufgrund des Zusammenhangs |R( ) = P(X > ) wird die Funktion von Hurtado et
al. in [44, 45] auch Uberlebensfunktion (englsurvival function) genannt. Da die Dauer
der infektibsen Periode stets nicht-negativ ist, istX eine nicht-negative Zufallsvariable.
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Somit folgt fur die erwartete Dauer der infektiosen Periode
Z, Z, Z,
E(X) = P(X )yd = P(X> )d = R()yd; (2.6)
0 0 0

siehe [34, S. 125 & 390]. Demnach ist die zusatzliche Anforderung aus [31, S. 1518],
Z,
R(y)yd < 1 (2.7)

an die Funktion ,R sinnvoll, da wir erwarten, dass ein Individuum in endlicher Zeit
wieder gesundet. Wenn die Parametei;, und so de niert sind wie fiir das ODE-SIR-
Modell in Kapitel 2.2, gilt auyerdem die Beziehung
Zy
=T = f()d:
0

Die wichtigsten Aspekte des IDE-SIR-Modells haben wir hiermit besprochen. Das Modell
ist in der Literatur unter anderen Namen bekannt, was in der folgenden Bemerkung
festgehalten wird.

Bemerkung 2.2 (Alternative Bezeichnungen des IDE-Modells) In der Fachliteratur sind
ahnliche Modelle wie das prasentierte IDE-SIR-Modell unter verschiedenen Bezeichnun-
gen zu nden. Zur besseren Ubersicht stellen wir einige dieser Bezeichnungen nachfolgend
vor. Dariiber hinaus kénnen einige Benennungen zum Versténdnis des Modells beitragen.
In [11, Kapitel 4.5] wird ein Modell desselben Modelltyps mit dem Terminus Age of
Infection Model versehen. In [77, Challenge 4] ndet sich der ahnliche Name time-
since-infection model . Diese Begri e beziehen sich auf die Abhangigkeit der Modellpa-
rameter vom Infektionsalter , mit welchem die Zeit seit der Infektion gemeint ist.
Eine allgemeinere Bezeichnung als Stage-Age Structured Model wird in [84, Kapitel 20]
verwendet, angelehnt an die bereits verbrachte Zeit in einer Stage beziehungsweise
in einer Krankheitsphase. In allgemeinen biologischen Kontexten wird auch von einem
distributed delay model gesprochen, siehe [8, S. 289] oder [49, S. 5379]. Durch die
Schreibweise
Zy Zy
I(t) = 4 Rt x)S)dx = . FO)SYt )d

ergibt sich, dass die Funktion R als Gewichtung von Verzégerungstermerst )
interpretiert werden kann, siehe dazu [80, S. 9].

2.4 Verbindung der beiden Modelle und Eigenschaft der
Gedachtnislosigkeit

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen dem ODE-SIR-Model{2.1) und dem
IDE-SIR-Modell (2.3). Der folgende Satz wird in [72, Kapitel 2.4] bewiesen.
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Satz 2.3 (Zusammenhang von ODE- und IDE-Modell). Das IDE-SIR-Modell reduziert
sich unter der Verwendung von (t; )= (t) und (t; )= (t) sowie ()= e

far 0 auf das ODE-SIR-Modell. Diese Form fir R bedeutet, dass die Dauer der
infektidsen Periode beziehungsweise die eingeflihrte Zufallsvarialeim ODE-SIR-Modell
exponentialverteilt mit dem Parameter ist.

Aus diesem Satz 2.3 folgt die Einschrankung des ODE-SIR-Modells, dass es nur ex-
ponentialverteilte infektiose Perioden mit dem Parameter zul&sst. Dies ist einer der
Hauptkritikpunkte an ODE-basierten Modellen, da die Annahme einer exponentialverteil-
ten infektiosen Periode fir die meisten Infektionskrankheiten als unrealistisch angesehen
wird, siehe [22, 31, 32, 47, 58, 63, 91, 93]. Dies konnte laut [32, S. 103] und [91, S. 2152]
vor allem an der Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit (englmemoryles9 der Exponenti-
alverteilung beziehungsweise des ODE-Modells liegen. Die Bedeutung dieses Konzepts
beleuchten wir im Folgenden ndher. Wie in [48, Kapitel 4.8.1] erlautert wird, ist in diesem
Zusammenhang die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der exponentialverteilten Zu-
fallsvariable X von Bedeutung. Fur die zuvor eingefihrte ZufallsvariableX gilt im ODE-
SIR-Modell P(X > )= e . Fur die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuums O
weitere Tage im Kompartiment | verweilt, unter der Bedingung, dass die Aufenthaltszeit
bereits 0 Tage betragt, folgt demnach

_PX>s+ ) _ e 6T)

P(X> ) e (2.8)
—e ") -—e S=PX>s):
Die Notation im ersten Ausdruck ist als bedingte Wahrscheinlichkeit zu verstehen. Ent-
sprechend ist die Wahrscheinlichkeit,s weitere Tage im Kompartiment zu verbringen,

unabhéngig von der bereits inl verbrachten Zeit . Die Eigenschaft der Gedachtnislosig-
keit ist durch den Zusammenhang

PX>s + jX> )

PX>s + jX> )= P(X>s)fluralle s; 0 (2.9)

passend zu der Interpretation de niert, dass die Vergangenheit vergessen wird, verglei-

che [48, S. 121 & Kapitel 4.8.1]. Fur unser Modell bedeutet dies, dass die zuklnftige
Entwicklung der Modellgréyen nur von den derzeitigen Groyen und nicht von den Ent-

wicklungen in der Vergangenheit abhangt [44, S. 50].

Mit dieser Eigenschaft ist die Gréye der erwarteten restlichen Aufenthaltszeit im
Kompartiment | eng verbunden, siehe [31, S. 1521f.] oder [11, S. 99]. Die erwartete
verbleibende Aufenthaltszeit M | ( ) im Kompartiment | eines Individuums mit dem
Infektionsalter konnen wir fur allgemeine nicht-negative ZufallsvariablenX durch

Z, Z,
_ . _ P(X>s + )
Mi()= . P(X>s + jX> )ds= PX> ) ds (2.10)
de nieren. Dabei gleicht M | (0) der erwarteten infektiésen Periode, da
zZ, Z,
M Q)=  P(X>s +0jX> 0)ds= X >8) 4o
A . o P(X> 0)
1 1
= F)()(71>3)ds: P(X >s)ds & E(X)
0 0
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gilt. Nehmen wir nun wieder an, dass die infektiose Periode beziehungsweise die Zu-
fallsvariable X exponentialverteilt ist, wie in dem Fall, in dem sich das IDE-Modell auf
das ODE-Modell reduziert. Die Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung impliziert
fur die erwartete restliche Aufenthaltszeit im Kompartiment | eines Individuums des
Infektionsalters

(2._10)21 PX>s + ) (2_.8)21

PX> ) ds

Mi() P(X >s)ds= E(X):
Die erwartete verbleibende Aufenthaltszeit im Kompartiment | ist flr unsere exponenti-
alverteilt gewahlte infektibse Periode unabhéngig von der bereits il verbrachten Zeit.

Wir haben in diesem Kapitel sowohl das ODE-SIR-Modell als auch das IDE-SIR-
Modell eingefuhrt. Dabei haben wir bemerkt, dass das ODE-Modell einen Spezialfall
des IDE-Modells darstellt. Nutzen wir das IDE-Modell zur Simulation der Ausbreitung
einer Infektionskrankheit, lasst es im Vergleich zur Nutzung des ODE-Modells somit stets
eine groyere Flexibilitdt zu. Wollen wir die Ergebnisse des ODE-Modells erzielen, kénnen
wir die Parameter fur das IDE-Modell so wahlen, dass sich das Modell auf das ODE-
Modell reduziert. Dafiir wird das IDE-Modell allerdings durch ein Integro-Di erentialglei-
chungssystem formuliert, was es erschwert, das Modell zu verstehen. Wir haben hiermit
die Basis daflr gescha en, das Modell, welches wir im folgenden Kapitel 3 beleuchten
werden, ausfuhrlich mit dem ODE-SIR- und dem IDE-SIR-Modell zu vergleichen.
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear
Chain Tricks

In diesem Kapitel leiten wir ein Modell her, das auf dem sogenannten Linear Chain Trick
basiert. Im Abschnitt 2.4 wurden einige Quellen angegeben, welche die Aussage tre en,
dass die Annahme des ODE-SIR-Modells einer exponentialverteilten infektidsen Periode im
epidemiologischen Kontext unrealistisch ist. Eine fur die meisten Krankheiten realistischere
Annahme ware die Beriicksichtigung einer Gamma-verteilten Aufenthaltszeit [93, S. 0622].
Fur das Modell basierend auf dem Linear Chain Trick wird sich herausstellen, dass die
Aufenthaltszeit im Kompartiment | einer Erlang-Verteilung folgt. Erlang-Verteilungen
sind Spezialfalle von Gamma-Verteilungen mit einer spezi schen Parameterwahl. Durch
Einsetzen der Erlang-Verteilung in das IDE-Modell wird dieses auf ein gewdhnliches
Di erentialgleichungssystem reduziert, wobei die Dimension des Systems hoher ist als
die des ODE-Modells [35, S. 17]. Die Inklusion einer angemesseneren Annahme als im
ODE-Modell ohne die Verwendung von komplexen Integro-Di erentialgleichungssystemen
motiviert die Untersuchung des Linear Chain Tricks. Wir erlangen in diesem Kapitel
erste Erkenntnisse beziglich der zentralen Frage, ob das Modell basierend auf dem Linear
Chain Trick das Potential hat, die Vorteile der ODE- und IDE-Modelle zu vereinen.

Das Kapitel ist in folgender Weise strukturiert, um sich der Beantwortung dieser
Fragestellung zu néhern. Die Ableitung des Linear Chain Trick-Modells in Kapitel 3.2
aus dem IDE-SIR-Modell erfordert eine fundierte mathematische Grundlage beziiglich
der Erlang-Verteilung. Diese Grundlagen fuhren wir zunachst ein. Die Modellableitung
basiert auf Arbeiten von Feng et al. [32] und Hurtado et al. [45]. Die mathematischen
Voraussetzungen werden daher unter Bertcksichtigung dieser Literatur ausgewahlt. Fir
das Modell gelten ebenfalls die in Kapitel 2.1 aufgefihrten Rahmenbedingungen. Erneut
konzentrieren wir uns zu Anschauungszwecken auf ein Modell, das auf den drei Gruppen
S, | und R basiert. Nach der Herleitung schlieyt sich in Kapitel 3.3 ein Literaturiberblick
an, der alternative Beweisansatze prasentiert und einen umfassenden Einblick in die
Quellen bietet, die sich mit dem Thema des Linear Chain Tricks beschaftigen. Um ein
besseres Verstandnis fir das Verhalten des Modells zu erlangen, werden in Kapitel 3.4
verschiedene Eigenschaften des Modells untersucht. Als Ausblick flr spatere Arbeiten
stellen wir in Abschnitt 3.5 einige sinnvolle Erweiterungsmadglichkeiten zur Modellierung
vor. Abschlieyend fuhren wir in Kapitel 3.6 die untersuchten Aspekte zur Bewertung
der Modelle mit Argumenten aus der Literatur zusammen. Diese Erlauterung bildet die
Grundlage fur die Untersuchungsschwerpunkte der nachfolgenden Kapitel. Dort werden
die Aussagen Uberprift, indem die Modelle um praxisrelevante Uberlegungen erweitert
und mittels Simulationen verglichen werden.
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

3.1 Mathematische Grundlagen der Erlang-Verteilung

Fur das Linear Chain Trick-Modell wird die Modellannahme einer Erlang-verteilten
infektiosen Periode eine zentrale Rolle spielen. Zur Scha ung einer Basis fur die Herleitung
und Untersuchung der Eigenschaften des Modells sowie der Verbindung zu den zuvor
behandelten Modellklassen, werden in diesem Kapitel diverse De nitionen und Ergebnisse
in Bezug auf diese Verteilung erortert. Die Erklarungen zur Erlang-Verteilung orientieren
sich an den Darlegungen in [41], sofern nicht anders angegeben. Da die Erlang-Verteilung
eine Unterklasse der Gamma-Verteilung darstellt, erfolgt zunéchst eine De nition der
letzteren Verteilung.

De nition 3.1  (Gamma-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit den Parametern 2 R*
und 2 R* ist durch die Dichtefunktion

8
<S—x te X furx>0
f.o (x)=. )
-0 furx O
beschrieben. Hierbei stellt( ) die Gammafunktion
Z,
()= eYy ‘dy

0

dar [78, Kapitel 5.6.1]. Der Parameter bestimmt die Gestalt der Verteilung [42, S. 308],
weshalb er Formparameter genannt wird, siehe [34, S. 47] oder [45, S. 1836]. Der
Parameter bewirkt eine Skalendnderung [42, S. 308], weshalb er im Folgenden wie
in [45, S. 1836] als Ratenparameter bezeichnet wird.

Wird der Formparameter einer Gamma-Verteilung als nattrliche Zahl gewéhlt, das
bedeutet 2 N, heiyt die Verteilung Erlang-Verteilung [45, S. 1837]. In der vorliegenden
Masterarbeit meint N stets die natlrlichen Zahlen exklusive der Null. Die Gamma-
funktion erflllt fur natirliche Zahlen 2 N die Beziehung ( ) = ( 1)!, wobei
die Notation ! den Fakultatsoperator reprasentiert [42, S. 308]. An dieser Stelle sei
daran erinnert, dass die GleichheitO! = 1 besteht [33, S. 6]. Eine Erlang-Verteilung mit
Ratenparameter 2 R* und einer nattrlichen Zahl als Formparameter, 2 N, wird

durch die Dichtefunktion
8

< 1 X o
f;(x)z.mx e firx O

fir x< O

charakterisiert. Die zugehorige Verteilungsfunktion ergibt sich firx 0 durch

ZX ZX
F. (x)= y f. (t)dt= . ( 1)!t le tdt (3.1)
1 i X 1

ma et (Mg oy o 0T (X) (3.2)

i=0 | 0 =0 IR

X (x) *_ X 1 .
= : = Zf o (X); 3.3
' o (D! ! o ) 53
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3.1 Mathematische Grundlagen der Erlang-Verteilung

wobei wir die Gleichheit von (3.1) und (3.2) durch die Di erentiation

0 1
1 i 1 i 1
E tX('[)JA: c X)) ethJtJl
dt i=0 ) j=0 ) j=1 I
1 i 1 1
=e ! mt e X0t (3.4)
j! (G
j=0 j=1
1 2 i
= e t X j+l t e t X j+1 E: t t ! - (t)
I il 1)
i=0 ] i=0 ! ¢ 1

fur t O einsehen konnen. Siehe dazu neben [34, S. 47] auch [45, S. 1837].

Anstatt als Spezialfall der Gamma-Verteilung kann die Erlang-Verteilung alternativ
Uiber Faltungen von Dichtefunktionen der Exponentialverteilung hergeleitet werden. Siehe
fur die folgende Behauptung [45, S. 1835]. Fir den Beweis werden die Ideen aus [41,
S. 12f.] konkretisiert.

Satz 3.2 (Erlang-Verteilung als Summe von Exponentialverteilungen) Angenommen,
die Zufallsvariable X stellt eine Summe vonn 2 N unabhangigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X dar. Es gelte demnach

Die Zufallsvariablen X seien exponentialverteilt mit dem Parameter > 0, das heiyt,

dass sie die Dichte o
<e X firx O
f(x)= 3.5
(x) ‘0 fur x< 0O (3.5)

besitzen, vergleiche [78, Kapitel 5.5]. Dann istX Erlang-verteilt mit dem Ratenparameter
und dem Formparametern.

Beweis. Wir beweisen den Satz per Induktion Ubern.

Induktionsanfang: Fir n = 1 erhalten wir X = X4, das heiyt X hat genau die Dichte
einer Exponentialverteilung. Fur die Dichte der Erlang-Verteilung mit Ratenparameter
und Formparameter = n =1 ergibt sichfirx O

1

f.oq(x)= axoe X = e X (3.6)

wobei die Gleichheit 0! = 1 ausgenutzt wird. Diese Dichtefunktion entspricht der Dichte
der Exponentialverteilung (3.5). Somit folgt die Behauptung fir n = 1.
Induktionsschritt "]37! n + 1: Die Behauptung sei fur einn 2 N erfillt, das heiyt, die

Zufallsvariable X = j; X; sei Erlang-verteilt mit den behaupteten Parametern. Zu
zeigen ist nun, dass die Zufallsvariable
51
X = Xj =X+ Xnu1

j=1
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

Erlang-verteilt mit Ratenparameter  und Formparameter n + 1 ist, wobei die Zufalls-

Nach [34, S. 81f.] entspricht die Dichte der Summe von zwei unabhéangigen Zufallsvariablen
der Faltung der Wahrscheinlichkeitsdichten der beiden Zufallsvariablen. Die Faltung von
zwei Dichtefunktionen f1 und f5 ist de niert durch

4

(f1 f2)(x) = Rfl()fz(X )d:

Die Variable X wird durch die Summe aus der ZufallsvariablenX , die nach Voraussetzung
geméay der Dichtef ., verteilt ist, und der Zufallsvariablen X1 gebildet. Dabei ist
Xn+1 exponentialverteilt gemay der Dichte f . 4, siehe hierfur den Induktionsanfang. Wir
erhalten durch Anwendung der Faltungsformel, dass® gemay der Dichte

z Z,
(fn f.0(x)= fon ()F;a(x )d = fon ()F;a(x )d
R 0
z X n 1 ( ) n+1 z X 1
—_ n X —_ X n
"o (m 13 ¢ ¢ d=e " m D, d
n+l XN on n+l
— X ~ Y= n X — fF
- (n l)!( non)T T xe Fin 1 (X)
verteilt ist. Damit ergibt sich die Behauptung. O

Der Induktionsanfang des Beweises verdeutlicht, dass die Erlang-Verteilung nicht
lediglich als Spezialfall der Gamma-Verteilung betrachtet werden kann, sondern ebenfalls
eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung darstellt. Da diese Eigenschaft fir den
Vergleich der Modelle relevant ist, halten wir sie in einem Korollar fest. Der Beweis folgt
aus Gleichung (3.6). Vergleiche fur die Behauptung [78, S. 216].

Korollar 3.3 (Zusammenhang von Exponentialverteilung und Erlang-Verteilung). Eine
Erlang-Verteilung mit dem Formparameter = 1 und dem Ratenparameter 2 R*
entspricht einer Exponentialverteilung mit dem Parameter .

Far die Evaluierung einer geeigneten Kombination von Parametern fiir eine spezi sche
Infektionskrankheit sind die ersten beiden Momente der Erlang-Verteilung von Bedeutung.

Bemerkung 3.4 (Erwartungswert und Varianz der Erlang-Verteilung) . Ist X eine
Erlang-verteilte Zufallsvariable mit den Parametern 2 R* und 2 N, ergeben sich der
Erwartungswert und die Varianz von X als

E(X)= — wund Var(X)= —:
Das Ergebnis ist mittels der in Satz 3.2 besprochenen Beziehung einer Erlang-verteilten
Zufallsvariable zu einer Summe von unabhangigen exponentialverteilten Zufallsvariablen
leicht einzusehen. Daflr missen die Momente fir die Exponentialverteilung bekannt
sein und Rechenregeln fur Erwartungswert und Varianz fir die Summe von unabhan-
gigen Zufallsvariablen ausgenutzt werden. Ein vollstandiger Beweis ndet sich in [48,
Kapitel 4.9].
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3.2 Herleitung des Linear Chain Trick-Modells aus dem IDE-SIR-Modell

Wir beweisen nun einen Satz, der die Basis der Herleitung des Linear Chain Trick-
Modells bilden wird. Vergleiche fur die Behauptung [45, S. 1837]. Der Beweis wird eigen-
standig gefuhrt. Das Resultat kann auch so interpretiert werden, dass die Dichtefunktion
der Erlang-Verteilung das Anfangswertproblem, das durch die Gleichunger3.7) und (3.8)
de niert ist, 16st [80, S. 123f.].

Satz 3.5 (Dichte der Erlang-Verteilung als Losung eines Anfangswertproblems) Die
Dichtefunktion der Erlang-Verteilung f . mit den Parametern 2 R* und 2 N erfillt
fur x 0 die Zusammenhénge

fo.0= .1 mit f . 1(0) = (3.7)
und O ()= (Ff. 1(x) f. (x)) mit f. (0)=0 fur 2. (3.8)

Beweis. Beweisen wir zunachst die Gleichheit(3.7), indem wir die Dichte f . 1(x) fur
X 0 nachx ableiten, das heiyt

a
dx

X 2 X

o) = = e X = f 1)

Dabei konnen wir fir f . 1(x) wegen der in Korollar 3.3 festgehaltenen Eigenschaft direkt
die Dichte einer Exponentialverteilung einsetzen. Zuséatzlich gilt

f.10=¢e °=:
Beweisen wir nun den Zusammenhang in Gleichung (3.8). Fir 2 N mit 2 qgilt
d
0 - 1 X — 2 X 1 X
f2 (x) x 1) X e ( i ( |1) X ‘e X e
1 !
— 2 X 1 X
= ( 21 X ‘e ( i X -~e
= (f; a0, (x)
und
- 1, 0—
f. (0)= ( i 0 e =0
Dies schlieyt den Beweis ab. O

3.2 Herleitung des Linear Chain Trick-Modells aus dem IDE-
SIR-Modell

Im folgenden Kapitel nutzen wir die mathematischen Eigenschaften aus dem vorigen
Abschnitt, um ein neues Modell basierend auf dem Linear Chain Trick einzufiihren. Wir
orientieren uns bei der Herleitung an der mathematischen Vorgehensweise von Feng et al.
in [32, Anhang B]. Zusétzlich ergdnzen wir Aspekte von Hurtado et al. [45, Kapitel 3.2],
da das dort beschriebene Modell besser zu dem hier vorgeschlagenen Modell passt. Die
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

Herleitung erfolgt durch den Beweis, dass das IDE-SIR-Modell mit einer Erlang-verteilten
infektiosen Periode zu einem System gewdhnlicher Di erentialgleichungen vereinfacht
werden kann. Im folgenden Satz fassen wir die Entwicklung des Linear Chain Trick-
Modells aus dem IDE-SIR-Modell zusammen.

Satz 3.6 (Zusammenhang von LCT- und IDE-Modell). Das IDE-SIR-Modell (2.3)
reduziert sich unter den Parameterwahlen (t; ) = (t) sowie (t; )= (t) und der
Uberlebensfunktion

w(n)jljlen _i)@
n

R =
0= T iy

fng () (3.9)

mit einem beliebigenn 2 N und 2 R* auf das gewohnliche Di erentialgleichungssystem

sth= © Osm '

I (t)

120= O OSSO~ n 1)
1M=n1; 1) nljt)y farj2f2:::;ng (3.10)
RYt)=n 1 a(t)
X
fur t O mit I(t) = I (t):

i=1

In einem spéteren Kapitel zeigen wir, dass der Parameter dieselbe Bedeutung wie
im ODE-Modell hat. Dies wird gemeinsam damit demonstriert, dass die behauptete
Uberlebensfunktion (3.9) mit einer Erlang-verteilten infektiosen Periode einhergeht. Die
Kernaussage des Satzes 3.6 ist, dass wir anstatt eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit im
Kompartiment | in das IDE-Modell einzusetzen, ein Modell bestehend aus einem gewdhn-
lichen Di erentialgleichungssystem mit einer Kette von n hintereinander geschalteten

somit in Untergruppen beziehungsweise Subkompartimente aufgeteilt. Die Analyse des
Di erentialgleichungssystems zeigt, dass zwei Kettengliedet; stets durch lineare Terme
verbunden sind. Dieser Trick , eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit durch eine Kette
von Zustanden mit linearen Ubergéangen zu ersetzen, wird Linear Chain Trick genannt.
Manchmal ndet sich anstelle dieser Bezeichnung der Name Gamma Chain Trick , da
die Erlang-Verteilung, wie in Kapitel 3.1 gesehen, einen Spezialfall der Gamma-Verteilung
darstellt. Wir bezeichnen das SIR-Modell (3.10), das denLinear Chain T rick verwendet,
als LCT-SIR-Modell . Gelegentlich kiirzen wir auch den Terminus Linear Chain Trick
durch LCT ab. Diese Kurzform folgt ebenso [45]. Aus der Modellgleichung (3.10) ist
ersichtlich, dass Individuen gemay dem LCT-Modell vom ZustandS nach 11, von I; nach
lj+1 furj 2f1;:::;n  1gund von I, nach R tbergehen konnen. Dies ist schematisch
in Abbildung 3.1 dargestellt. Um mdgliche Verwechslungen auszuschlieyen, sei darauf
hingewiesen, dass die Notatiorlj in der Literatur manchmal auch verwendet wird, um
das Kompartiment | in Altersgruppen zu unterteilen. Dies wird beispielsweise in [60]
umgesetzt. In der vorliegenden Arbeit ist mit der Notation stets die Aufteilung eines
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3.2 Herleitung des Linear Chain Trick-Modells aus dem IDE-SIR-Modell

Abbildung 3.1: Aufbau des LCT-SIR-Modells. Schematische Darstellung der mog-
lichen Ubergange zwischen Kompartimenten und Subkompartimenten gemay dem
LCT-SIR-Modell. Die zugehoérigen Modellgleichungen sind in Gleichung(3.10) zu
nden. Die Gra k ist an [99, Fig. 10.13] angelehnt. Rot hervorgehoben sind die
n 2 N Subkompartimente von I, in denen Individuen infektiés sind und Personen
aus dem Kompartiment S anstecken kénnen.

Krankheitszustands in eine Kette von Subkompartimenten gemeint. Die Idee des Linear
Chain Tricks bewirkt, dass das SIR-Modell basierend auf Integro-Di erentialgleichungen
unter einer bestimmten Parametrisierung in ein gewdhnliches Di erentialgleichungssystem
einer hoheren Dimension als die des ODE-Modells transformiert wird [35, S. 17]. Das
LCT-Modell wird zwar ebenso wie das ODE-Modell(2.1) durch ein gewohnliches Di e-
rentialgleichungssystem formuliert, jedoch ist mit Modell basierend auf gewdhnlichen
Di erentialgleichungen oder einer &hnlichen Formulierung das ODE-Modell gemeint.
FUr das LCT-Modell wird entsprechend Modell basierend auf dem Linear Chain Trick
verwendet. Beweisen wir nun den Satz 3.6.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die vorgeschlagene Parameterwahl fiur das IDE-SIR-

Modell zuléssig ist. Vergleiche Kapitel 2.3 fiir die Anforderungen an die Parameter. Die

Wahlen (t; )= (t) und (t; )= (t) sind bei einer sinnvollen Wahl von (t) und
(t) zulassig und bedurfen keiner weiteren Untersuchung. Der ParameterlR muss einige

Eigenschaften erflillen. Zunéchst ist die Funktion(3.9) als Summe und Komposition stetig

di erenzierbarer Funktionen o ensichtlich selbst stetig di erenzierbar. Unter Verwendung

von Satz 3.5 erhalten wir zudem

X0
|R(0)= . nifn:j (0)= nifn;l(O): L:l:

=1 :
Fur die Wahl von |R aus Gleichung (3.9) fur 0 kann die Gleichheit
F()=1 Fan() (3.11)

beobachtet werden, wobeiF,, ., die Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung aus den
Gleichungen(3.1) (3.3)mit = n und = n darstellt. Wegen dieses Zusammenhangs zu
einer Verteilungsfunktion ist IR 'Ry ! [0; 1] erfullt. Da Verteilungsfunktionen monoton
steigend sind [34, S. 24], ist die Funktion fur R wie gewiinscht monoton fallend. Auch
die in Gleichung (2.7) spezi zierte Anforderung an R ist erfiillt, da mit einer Erlang-
verteilten Zufallsvariable X mit Ratenparameter n und Formparameter n folgt, dass
Z4 Z, Z,
f()d = 1 Fan()d = PX> )d
0 (3.12)

| o

Bemerkung 3:4

n
Y Ex) =<1
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

gilt. Der Zusammenhang( ) gilt fir Erwartungswerte von allgemeinen nicht-negativen
Zufallsvariablen [34, S. 125 & 390] und die letzte Ungleichung folgt, da nach De nition
> 0 erflllt ist. Die Parametrisierung ist damit zulassig fir das IDE-SIR-Modell.

Wir zeigen nun, dass sich das IDE-SIR-Modell unter der Parameterwahl auf das
gewohnliche Di erentialgleichungssystem(3.10) reduziert. Betrachten wir dazu zunachst
die Gleichung fur das Kompartiment S des IDE-SIR-Modells (2.3). Mit (t; )= (t) und

(t; )= (1) folgt unmittelbar, dass die Gleichung des IDE-Modells die Gleichung flrS
aus (3.10) ergibt:

Z
sqt) = % t (bt x) (5t x) R x)SYx)dx
s) Tz ' (3.13)
=5 © O 5 Ft x)Stx)dx = (1) (1) S() 7

wobei bei der letzten Gleichheit die Formel furl des IDE-Modells (2.3) eingesetzt wird.
Untersuchen wir als Nachstes die Gleichung fut des IDE-SIR-Modells. Wenn wir die
Parameterwahl fur R aus Gleichung(3.9) in die Modellgleichung fiir | einsetzen, erhalten
wir

Z, z

t 1
I(t) = . Rt x)SYx)dx =

X

g (t x)SYx)dx
j=1

X Z 1

= —fhi (t X)SX)dx :

e i ) STx)

Die letzte Gleichung gilt aufgrund der Linearitat von Integralen. Wir benennen denj -ten

Summanden der Summe durch (t), das heiyt, es gelte
z

t
i (t) = fnlfn;,- (t %) Sqx)dx (3.14)
furj 2f1;:::;ng und
X
=" 1;(:

j=1
Nun leiten wir die Formulierung far 1;(t) ab, um zu prifen, ob sich die Gleichungen auf
die des Di erentialgleichungssystems(3.10) reduzieren. Mittels Di erentiation nach t

der Gleichung (3.14), erhalten wir fir j = 1 unter Verwendung der Leibniz-Regel fir
Parameterintegrale [57, Satz 4.29]

d Zt g 1

[ = —_ 0, —_ .

dtll(t) - fO. .(t  x)SYx)dx - fn:1(0) SYt)
e@n-t1

—n f,.1(t x)SY%)dx nin S qt)

Z fn
_ ftfn;l(t x) Sqx)dx  SqY)
G nm st
G2+ @ (t)S(t)l,ETt)i
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3.2 Herleitung des Linear Chain Trick-Modells aus dem IDE-SIR-Modell

Dies ergibt die Gleichung fur 11 in (3.10). Hier wird der zentrale Satz 3.5 verwendet,
der besagt, dass die Dichte der Erlang-Verteilung die Eigenschaf{3.7) erfullt. Fur

j 2f2;:::;ng erhalten wir durch ein analoges Vorgehen die Gleichheit
Zi1 o, 1
a|j(t): — 9 (t x)SYx)dx n—fn;j (0) Sqt)
t
(38) ) nin foi 2t X) fay (8 x) SYx)dx

Zt Zt
= Tjn;,- 1t x)Sqx)dx + 1Afn;,- (t  x)S%x)dx

C 10 no);

wobei abermals der Satz 3.5 mit der Eigenschaft3.8) von Bedeutung ist. Die Berechnung
liefert die behaupteten Gleichungen fiirl; mit j 2 f 2;:::;ng aus(3.10). Beschaftigen wir

uns zuletzt mit der Gleichung flr das Kompartiment R. Es gilt laut den Modellgleichungen
des IDE-Modells (2.3)

Zy

R(t) = 1 Rt x) sYx)dx
th z

= fSO(x)dx+ 1: Rt x)SYx)dx = S(t)+ S(T)  1(t)

und somit

RAt)y= s 19): (3.15)

Die Modellgleichungen firS und | des IDE-Modells reduzieren sich, wie bereits gezeigt,
auf die Formeln aus(3.10). Wenn wir | {t) mittels dieser Formeln berechnen, ergibt sich

1qt)

(3.10)

ORI CRGE R O+ N 0

=1 j=2

X
® S(t)'“) a0

J':2 j=1

(t) (t)S(t)'“) n i n 1 m= © CECES

n 1 n(t):
j=1 j=1

Zusammen mit Gleichung (3.15) erhalten wir die folgende Formel fUrR im IDE-Modell
unter der spezi zierten Parameterwahl

RID= ST 110= ST ©SO 201w

G2 Sqty+ SAY+n 1) = n 1 a):

Damit vereinfacht sich auch die Modellgleichung fur das KompartimentR vom IDE-SIR-
Modell auf die aus Gleichung (3.10). Dies schlieyt den Beweis ab. O
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

Zur vollstandigen Spezi zierung des LCT-SIR-Modells bendétigen wir Anfangswerte
zum Zeitpunkt to = 0. Diese sollten passend zu den Anfangsbedingungen des IDE-Modells
gewahlt werden, damit sich auch die Anfangsbedingungen des IDE-Modells unter den
Annahmen aus Satz 3.6 auf die des LCT-Modells reduzieren. Unter Verwendung der fir
das IDE-Modell spezi zierten Anfangshistorien Sp(t), Io(t) und Ro(t) in (2.4) setzen wir
deshalb fir S und R

Sto = SO(O) und Rto = RO(O)

Z, . 1
|J§to = $ SO(X) rfn i ( x)dx: (3.16)

Hurtado et al. [45, S. 1836] wéahlen die Anfangswerte abweichend von der hier angegebenen
Vorgehensweise. Fiur das IDE-Modell wird keine Anfangshistorie fit 0 vorausgesetzt,
sondern nur ein einzelner Anfangswert (0) = I,. Das IDE-Modell ist in der Publikation

fir diese Gegebenheit angepasst formuliert. Zudem wird angenommen, dass sich dljg In-
dividuen im LCT-Modell zu Beginn im ersten Subkompartiment I, be nden. Demnach

wird angemerkt, dass dies eine vereinfachende Annahme ist. Einer der Vorteile des IDE-
Modells und auch des LCT-Modells durch die Verwendung der Subkompartimente ist
es, dass eine gewisse Zeit der Infektionsdynamik vor dem betrachteten Zeitraum in die
Modellierung ein ieyen kann. Deshalb haben wir in der vorangegangenen Erlauterung
direkt eine nicht-vereinfachte Form der Anfangsbedingungen fur alle Modelle gewahlt.
Ein &hnliches Verfahren wird in [80, Kapitel 7.1.2] verwendet. Die Auswirkungen verschie-
dener Ansétze zur Bestimmung der Anfangswerte werden wir in Kapitel 5.2.1 anhand
von Simulationen untersuchen.

3.3 Alternative Herleitungen und Literaturtiberblick

Bei der Herleitung des LCT-Modells aus dem IDE-Modell gibt es Herangehensweisen,
die von der in Kapitel 3.2 gewahlten abweichen. Dariiber geben wir im Folgenden einen
Uberblick und fiihren Quellen auf, in welchen N&dheres zu den Ansitzen zu nden ist. Im
Anschluss betrachten wir die Historie des Linear Chain Tricks und flhren einige Autoren
auf, die sich intensiv mit der Thematik beschéaftigen. Bei den Erlauterungen wird kein
Anspruch auf Vollstandigkeit erhoben, da es eine umfangreiche Literatur zum LCT gibt,
wenn auch in anderen biologischen Kontexten.

In unserer Herleitung sind wir vom IDE-Modell mit einer bestimmten Parameterwahl
ausgegangen. Durch Benennung von Summanden und Di erentiation haben wir daraus
das gewdhnliche Di erentialgleichungssystem(3.10) hergeleitet. Wie bereits erwahnt,
ist diese Vorgehensweise in einer Publikation von Feng et al. [32, Anhang B] zu nden.
Auch Greenhalgh et al. [37, Kapitel 2.3] wahlen dieselbe Herangehensweise. Hurtado et
al. [45, Kapitel 3.2] verfolgen einen vergleichbaren Ansatz, jedoch wird das LCT-Modell
dort auf eine weniger anschauliche Weise entwickelt. In der Publikation wird zuerst eine
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3.3 Alternative Herleitungen und Literaturtberblick

Integralform fiir 1; behauptet, die der Form in Gleichung (3.14) ahnelt. Fur diese wird
gezeigt, dass die Formel fird im IDE-Modell einer Summe der | entspricht und dass
die Ableitung der Integralform das LCT-Modell (3.10) liefert. Die Integralform fiir die
Subkompartimente | ergibt sich hier somit nicht im Verlauf des Beweises, sondern der
Beweis wird von ihr ausgehend gefuihrt. Eine &hnliche Vorgehensweise verwendet Smith
in [80, Kapitel 7.1.2]. Hier unterscheidet sich das untersuchte Modell allerdings, sodass
auch der Beweis verschieden ist. Ein anderer Beweisansatz wird von Brauer et al. [11,
Kapitel 4.6] und von Champredon et al. [17, Kapitel 2.1 2.4] vorgestellt. Hier wird erst
das LCT-Modell (3.10) behauptet und nachfolgend R so bestimmt, dass das IDE-Modell
mit dieser Wahl aquivalent zum LCT-Modell ist. Dafiir wird ein Zwischenschritt Gber
zusatzliche Variablen gegangen, die den Anteil der in zierten Individuen mit dem Infekti-
onsalter im j-ten Subkompartiment angeben. Der in Kapitel 3.2 vorgestellte Beweis
wurde ausgewahlt, da sich das neue Modell auf natlrliche Weise unter einer bestimm-
ten Parameterwahl aus dem IDE-Modell ergibt. Zudem ist die passende Festlegung der
Anfangsbedingungen klar. Au allig ist die Tatsache, dass die sechs angefuhrten Quellen
vergleichsweise aktuell sind. Obwohl der Linear Chain Trick schon Jahrzehnte bekannt
ist [47, S. 253], stammt die alteste Beweisquelle von Smith aus dem Jal2011[80]. Dies
bemerken auch Feng et al. in [32, S. 90 & 103]. Eines ihrer Haupterkenntnisse sei der
Beweis, dass sich ein IDE-Modell unter der Annahme einer Erlang-Verteilung auf ein
gewohnliches Di erentialgleichungssystem reduziert, wobei ahnliche Argumente zuvor
nur von Smith in [80] formuliert wurden.

Nachfolgend stellen wir den Ursprung und die Verwendung des Linear Chain Tricks in
der Literatur dar. Die franzosischsprachigen Arbeiten von Vogel aus den Jahrerl961[87]
und 1965[88] und die Publikation von Fargue [29] aus dem Jahrl974beschaftigen sich
bereits mit Bedingungen, unter welchen eine allgemeine Integro-Di erentialgleichung auf
ein gewodhnliches Di erentialgleichungssystem reduziert werden kann, siehe dazu [5, 7,
15, 45]. In der englischsprachigen Literatur hat MacDonald mit einer Vero entlichung
aus dem Jahr1987 [66] die Technik, ein Integro-Di erentialgleichungssystem mit der
Annahme einer Erlang-Verteilung in ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem zu
Uberfuhren, bekannt gemacht, siehe [15, S. 5435]. Er fuhrt den Ublichen Begri Linear
Chain Trick ein. MacDonald lasst die Thematik der Epidemiologie explizit aus und
konzentriert sich stattdessen auf andere biologische Kontexte. Allgemein ist der Linear
Chain Trick nicht auf die Epidemiologie beschrankt, sondern kann in einem breiten
Anwendungsspektrum eingesetzt werden. Beispielsweise wird die Methodik in der Phar-
makologie zur Modellierung der Wirkung von Arzneimitteln verwendet [15, S. 5436] oder
zur Modellierung von anderen biologischen Problemstellungen, wie die Untersuchung
von Populationsdynamiken, siehe dazu [8] oder SlII aus [66]. MacDonald [66, S. 3]
beschreibt, dass Vogel [88] zwar die Technik hervorhebt, eine Integro-Di erentialgleichung
unter bestimmten Bedingungen auf ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem zu
reduzieren, jedoch habe die Vorgehensweise bereits eine lange Vorgeschichte im Kontext
von Elastizitatsproblemen aus der Physik. Diese Quellen beweisen den Zusammenhang
eines IDE-Modells und eines LCT-Modells nie explizit. Stattdessen beschéftigen sie sich
mit der Reduzierbarkeit einer allgemeinen Integro-Di erentialgleichung auf ein gewohnli-
ches Di erentialgleichungssystem oder postulieren ein LCT-Modell ohne Herleitung oder
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

Beweis. Dennoch sind diese Arbeiten der Ursprung des Linear Chain Tricks.

In der Literatur sind weitere Autoren zu identi zieren, die sich mit LCT-Modellen
auseinandersetzen. Im Folgenden werden einige dieser Autoren aufgefiihrt und alternative
Benennungen des LCT-Modells vorgestellt. Diese Ausfihrungen kénnen als Grundlage
fur eine Uber diese Masterarbeit hinausgehende Forschung dienen. Hurtado et al. beschaf-
tigen sich neben den Grundlagen des Linear Chain Tricks in [44] vor allem mit einem
sogenanntenGeneralized Linear Chain Trick [45, 46, 47], wovon wir einige Aspekte noch
in Kapitel 3.5 betrachten werden. Feng et al. konzentrieren sich auf die Auswirkung der
Verteilungsannahmen [31] und auf die Untersuchung von unterschiedlichen Annahmen
bezuglich der Kompartimente unter Nutzung des LCTs [32]. Den Ein uss der Verwendung
eines ODE-Modells anstatt eines LCT-Modells stellen Wearing et al. [93] heraus. Llyod ist
ebenso ein bedeutsamer Autor im Kontext des LCTs, der Eigenschaften des LCT-Modells
untersucht, siehe [62, 63, 64]. Der Linear Chain Trick wird hier als method of stages
bezeichnet [62, 64], siehe auch [5, S. 5060]. In [18, 35] werden LCT-Modelle boxcar
models genannt, was als Giterwagen-Modell Ubersetzt werden kann. Dies kénnte
eine Verbildlichung der Darstellung in Abbildung 3.1 mit den Subkompartimenten als
Gilterwagen sein. Diesen Terminus fuhrt Goudriaan in [36] fir seine Methode ein, wobei
ihm o enbar die friiheren Arbeiten zu dieser Thematik nicht bekannt waren [50, S. 331].
Wie bereits in Kapitel 2.3 erwahnt, leiten Anderson und Watson [3] das deterministische
LCT-Modell als Approximation eines stochastischen Modells her. Cassidy et al. [14, 15, 16]
beschéftigen sich mit theoretischen Aspekten und Erweiterungen der LCT-Modelle. Als
weitere Autoren seien noch Champredon [17, 18], Krylova und Earn [58] und im Kontext
der Populationsbiologie Diekmann [25, 26] aufgefuhrt. Der Linear Chain Trick wird auch
zur Modellierung verschiedener Aspekte der COVID19 Pandemie verwendet. In [71,
Kapitel 2.3] sowie in [49] werden Modelle betrachtet, bei welchen ein Immunitatsverlust
nach einer Impfung oder nach der Gesundung maglich ist. Dieser Prozess wird mittels
des Linear Chain Tricks modelliert. In [79] wird die Aufenthaltszeit im Kompartiment |
mittels des LCTs als Erlang-verteilt gewéahlt, um nicht-pharmazeutische Interventionen zu
beurteilen. Contento et al. [21] prasentieren ein Modell zur Modellierung von COVID49,
das zahlreiche Krankheitszustdnde umfasst und fur viele davon Erlang-verteilte Aufent-
haltszeiten berilicksichtigt. Wie zuvor erwahnt, stellt die Zusammenstellung der Autoren,
die sich mit dem Linear Chain Trick auseinandersetzen, keine vollstandige Aufzahlung
dar. Die angeflihrten Quellen sowie deren Verweise bieten jedoch einen umfassenden
Einblick in die behandelte Thematik.

3.4 Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir einige Besonderheiten und die Funktionsweise des
LCT-SIR-Modells. Damit wird eine Grundlage zur Bewertung der Methode gescha en und
die Entscheidungs ndung bei der Auswahl eines geeigneten Modells fiir eine betrachtete
Infektionskrankheit erleichtert. Anfangs stellen wir einen expliziten Bezug zwischen der
Erlang-Verteilung und dem vorgestellten LCT-Modell her. Hierbei wird ein alternativer
Blickwinkel auf den Linear Chain Trick hervorgehoben, der auf der Darstellung einer
Erlang-Verteilung durch die Summe von Exponentialverteilungen basiert, siehe auch
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3.4 Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells

Satz 3.2. In Abschnitt 3.4.2 analysieren wir den Ein uss der Parameterwahl auf die
Funktionsweise des LCT-Modells. Hierbei konzentrieren wir uns vornehmlich auf die
Bedeutung der Anzahl der Subkompartimenten. Zudem untersuchen wir fir den Linear
Chain Trick beziehungsweise flr die Erlang-Verteilung die Eigenschaft der Gedachtnis-
losigkeit, die fur das ODE-Modell in Kapitel 2.4 analysiert wurde, und betrachten die
Groye der erwarteten restlichen Aufenthaltszeit. Durch Nutzung der Erkenntnisse dieses
Kapitels kdbnnen wir eine Zusammenfassung der Beziehung des LCT-Modells zu den
beiden in Kapitel 2 eingeflihrten Modellen prasentieren. Obgleich das LCT-Modell bereits
im Abschnitt 3.2 aus dem IDE-Modell abgeleitet wurde, ist ein gemeinsamer Vergleich
aller drei Modelle gewinnbringend.

3.4.1 Bezug zur Erlang-Verteilung

Wir sehen zunachst ein, dass aus der Parametrisierung in Satz 3.6, wie bereits mehrfach
behauptet, eine Erlang-verteilte infektiose Periode folgt. Dazu seX die Zufallsvariable
aus Kapitel 2.3, welche die Dauer der infektidsen Periode von Individuen beschreibt.
In der Gleichung (2.5) haben wir fur das IDE-SIR-Modell festgestellt, dass fir die
Verteilungsfunktion Fy von X flr 0

Fx()=PX )=1 PX> )=1 }()

gilt. Das LCT-SIR-Modell ist nach Satz 3.6 aquivalent zum IDE-SIR-Modell unter der
Wahl (t; )= (t), (t )= (t) und

IR()zl Fnoan (0 )s

wie in Gleichung (3.11) festgestellt wurde. Wenden wir den Zusammenhang2.5) auf das
LCT-Modell beziehungsweise auf die spezi sche Wahl von R an, erhalten wir

25 3.11
AxO) 1 RO®EYT 1 Fan () = Fam ()

Die Zufallsvariable, welche die Dauer der infektiosen Periode fur das LCT-Modell be-

schreibt, ist damit Erlang-verteilt mit dem Ratenparameter = n und dem Formpara-

meter = n.

Nach [5, S. 5060] basiert der Linear Chain Trick darauf, dass die Erlang-Verteilung
eine Summe von unabhéngigen Exponentialverteilungen ist. Die Eigenschaft der Erlang-
Verteilung haben wir in Satz 3.2 besprochen. Diese Behauptung betrachten wir ausfihr-
lich. Durch das Versténdnis der Herangehensweise wird deutlich, wieso eine Kette von
identischen linearen Subkompartimenten stets eine Erlang-verteilte Gesamtaufenthaltszeit
ergibt. Wir kdbnnen den Beweis der Erlang-verteilten Aufenthaltszeit folglich ohne einen
expliziten Zusammenhang zu einem IDE-basierten Modell fuhren. Dies erleichtert die
Erweiterung von allgemeinen ODE-Modellen, beispielsweise mit zusatzlichen Krankheits-
zustanden, um Erlang-verteilte Aufenthaltszeiten. Zunéchst zeigen wir, dass die linearen
Ubergange zwischen den Subkompartimenten im LCT-SIR-Modell jeweils exponentialver-
teilte Aufenthaltszeiten in den einzelnen Subkompartimentenl; implizieren. Dieses Ziel
formalisieren wir in Form eines Satzes. Der Beweis orientiert sich grob an [72, S. 31 38].
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

Satz 3.7 (Verteilung der Aufenthaltszeit in einem Subkompartiment). Seien X; fir

j 2f1;:::;ng die Zufallsvariablen, die jeweils die Aufenthaltszeit im Subkompartiment
I beschrelben Diese ZufallsvariableiX; sind fur alle j 2 f 1;:::; ng exponentialverteilt
mit dem Parameter n .

Beweis. Sei (t) fur j 2f1;:::;ng die Anzahl der Individuen, die zum Zeitpunkt t in
das Subkompartiment|; eintreten. Dann gilt nach den Formeln des LCT-Modells (3.10),
dass

W= s C= st

und iM=n 1 ((t)farj 2f2:::;ng:

Setzen wir diese De nition in die Gleichungen furl; aus(3.10) ein, ergibt sich flr alle

1= jt) n1j): (3.17)

Fur die Subkompartimente |; formulieren wir unter Verwendung der Gréyen (t) eine
Integralgleichung, um aus dieser die Exponentialverteilung der Aufenthaltszeiten abzu-
leiten. Interpretieren wir I'J_j*l ()= P(Xj > ) analog zu R als Anteil der Individuen,
die 0 Tage nach dem Eintritt in 1; noch im Subkompartiment verweilen und nicht
nach lj+; Ubergegangen sind. Zur einfacheren Notation setzen wir,+; = R. Aufgrund

desselben Zusammenhangs zu einer Verteilung der Aufenthaltszeit erfUII(—:{j"+1 dieselben

Anforderungen wie die an R aus Kapitel 2.3. Dann entspricht I'“l( ) j(t ) fr
Oundj 2f1;:::;ng der Anzahl der Individuen, die sich zum Zeltpunktt noch im
Subkompartiment IJ be nden und genau vor Tagen in |; eingetreten sind. Fur die
Gesamtzahl der Personen, die zum Zeitpunkt in I; sind, betrachten wir alle potentiellen
Eintrittspunkte t , sodass sich
Z, Z,

M= I'J_iﬂ( )it d = 'l*l(t X) j(x)dx (3.18)
ergibt. Hier wird die Substitution x =t  durchgefiihrt und die De nition vom Zeitpunkt
T eingesetzt. Wir bestimmen ,'“1 so, dass diese Formulierung zu Gleichung3.17)
aquivalent ist, um die Vertellungsfunktlon der X; daraus zu entwickeln. Wenn wir die
Formulierung (3.18) ableiten, erhalten wir unter Verwendung der Leibniz-Regel flr
Parameterintegrale [57, Satz 4.29]

Z
0= 0 00k )
j 0 i ¥ i\
Aus der Bedingung I'j“l (0) = 1 folgt, dass diese Gleichung der in(3.17) entspricht, falls
die Funktion das Anfangswertproblem

b= 0t fr o
und )" (0)=1
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3.4 Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells

|0st. Unter dieser Voraussetzung gilt
Z, Z

o= ,'ji+1°(t X) [()dx+ [(0) j()= n ) D X)) 0dx+ (1)
(3.18)

=7 5® n1j();

sodass sich die gewiinschte Modellgleichung.17) fur alle j 2 f 1;:::;ng ergibt. Man
kann zeigen, dass die eindeutige Losung des Anfangswertproblems durch
lj+
Ijj 1( ): e n
fur alle j 2 f1;:::;ng gegeben ist, vergleiche dazu [72, S. 23f.]. Entsprechend gilt
PXX;> )=e " fur das LCT-Modell mit den passend de nierten Zufallsvariablen
aus der Behauptung. Diese Form bedeutet, dass diX; exponentialverteilt mit dem
Parameter n  sind, was in ahnlicher Weise im Kontext des ODE-SIR-Modells in Satz 2.3
festgestellt wurde. O

Der Satz 3.7 impliziert, dass die zuvor beschriebene Zufallsvariabl¥ fir die gesamte
Aufenthaltszeit in der Menge der Subkompartimente von| Erlang-verteilt mit den
Parametern = n und = nist. Nach Fglen De nitionen entspricht X der Summe
der Zufallsvariablen Xj, das heiyt X = = j_; Xj. Wie wir im Satz 3.7 festgestellt
haben, sind die X; exponentialverteilt mit dem Parameter n . Die Zufallsvariablen
Xj mit j 2f1;:::;ng sind auyerdem unabhangig. Laut Satz 3. 2 istX folglich Erlang-
verteilt mit Ratenparameter n und Formparameter n. Wir haben damit die Verteilung
der infektiésen Periode im LCT-Modell (3.10) hergeleitet, ohne explizit die IDE-SIR-
Formulierung (2.3) zu bendétigen. Dafiir mussten wir einsehen, dass die Ubergange, die
durch lineare Terme beschrieben werden, mit exponentialverteilten Aufenthaltszeiten in
den Subkompartimenten einhergehen. Auf diese Art ist erkennbar, dass der Fakt aus
Satz 3.2, dass die Erlang-Verteilung als Summe von exponentialverteilten Zufallsvariablen
mit identischen Parametern dargestellt werden kann, eng mit dem Linear Chain Trick
zusammenhangt.

In [64, S. 848] und [65, S. 684] ndet sich die Behauptung, dass die Subkompartimentg
mit j 2 f 1;:::;ng nur mathematische Mittel sind, um eine Erlang-verteilte infektiose
Periode zu errelchen. Den Subkompartimenten misse keine biologische Bedeutung zuge-
sprochen werden kénnen. In komplexeren Modellen kénnten einzelne Subkompartimente
oder eine Gruppe von Subkompartimenten aber eine biologische Rolle Glbernehmen, wie
zum Beispiel die Simulation einer Latenzzeit, in der Individuen in ziert, aber noch nicht
infektios sind, siehe [63, S. 60] mit [54, S. 85]. Die Beschreibung der Subkompartimente als
rein mathematisches Mittel kann kritisch betrachtet werden, wie die folgende Ausfiihrung
verdeutlicht. Bestimmen wir die erwartete verbleibende Aufenthaltszeit im Krankheitszu-
stand | fir ein beliebiges Individuum aus dem Subkompartimentl; mit j 2f 1;:::;ng.
Nach Satz 3.7 sind die Aufenthaltszeiten in den Subkompartimenten jeweils exponen—
tialverteilt mit dem Parameter n . Die erwartete Aufenthaltszeit in einem beliebigen
Subkompartiment entspricht demnach (n ) 1, was sich aus dem Erwartungswert einer
Exponentialverteilung mit dem passenden Parameter ergibt, vergleiche Bemerkung 3.4
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

fur den Spezialfall = 1. Aufgrund der Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit der Expo-
nentialverteilung gleicht die restliche erwartete Aufenthaltszeit in Ij, unabhéngig von
der bereits in | verbrachten Zeit, dem Erwartungswert (n ) 1 siehe dazu Kapitel 2.4.
Die erwartete restliche Aufenthaltszeit im Zustand | eines Individuums aus der Gruppe
Ij entspricht der Summe aus der erwarteten restlichen Aufenthaltszeit inlj und den
erwarteten Aufenthaltszeiten in den Gbrigen Subkompartimentenl;.; bis I,. Demnach
ergibt sich diese erwartete verbleibende Aufenthaltszeit durch

i + X i = ( n J + 1) i:

n m=j+1 n
Die verbleibende Dauer der infektibsen Periode ist flr verschiedene Subkompartimente
unterschiedlich, da das Ergebnis vorj abhangt. Den Subkompartimenten kann in dem
Sinne eine biologische Bedeutung zugesprochen werden, dass die erwartete restliche
Aufenthaltszeit im Krankheitszustand | fur steigendesj sinkt.

3.4.2 Ein uss der Parameterwahl

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir, wie die Wahl der Parametern und die
Funktionsweise des LCT-Modells beziehungsweise die Annahme bezuglich der Verteilung
der infektiosen Periode beein usst. Wir wollen die Bedeutung der Parameter besser
verstehen, um eine fundierte Parameterwahl bei der Simulation der Ausbreitung einer
Infektionskrankheit tre en zu kénnen. Sei X die Erlang-verteilte Zufallsvariable mit
Ratenparametern und Formparameter n fur die infektiose Periode im LCT-Modell. Mit
der allgemeinen Formel flr Erwartungswerte von Erlang-verteilten Zufallsvariablen aus
Bemerkung 3.4 ergibt sich fur die erwartete infektiése Periode unter der Parameterwahl
des LCT-Modells

E(X)= — = nl = L (3.19)

Entsprechend stimmt die Bedeutung von im LCT-Modell mit der De nition von in
Kapitel 2.2 fir das ODE-SIR-Modell Giberein. Die erwartete infektidse Periode ist von der
Wahl der Anzahl n der Subkompartimente von| unabhangig. Die Varianz der infektiésen
Periode ergibt sich abermals mittels Bemerkung 3.4 durch

Var(X) = — n !

R e (3.20)

Die Anzahl der Subkompartimente n ist irrelevant fur die erwartete infektiose Periode,
beein usst aber die Varianz der Verteilung. Die Varianz steigt zudem mit einer zuneh-
menden Aufenthaltszeit T, in | . Verandern wir  nicht, bleibt die erwartete infektidose
Periode konstant und wir kdnnen die Varianz durch den Parametern steuern, siehe [92,
S. 546]. Im Folgenden betrachten wir diesen Ein uss des Parameters auf das Modell
beziehungsweise auf die Verteilung der infektiésen Periode und halten den Erwartungswert
und den Parameter konstant.

In Abbildung 3.2 ist die Dichte der Erlang-Verteilung f,.n ( ) flr verschiedenen
dargestellt, um die Rolle der Wahl der Anzahl der Subkompartimente zu veranschaulichen.
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3.4 Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells

Abbildung 3.2:  Dichte und Uberlebensfunktion der Erlang-Verteilung. Darstel-
lung der Dichtefunktion f .5 () der Erlang-Verteilung (links) und der zugehdorigen
Uberlebensfunktion1 Fp., () (rechts) fir verschiedenen Wahlen des Parameters
n. FOr alle Funktionen ist = % gesetzt. Ahnliche Abbildungen nden sich
beispielsweise in [11, Fig. 3.6] oder in [31, Fig. 3] und [93, Figure 1 A].

Auyerdem ist der zugehorige Verlauf der Uberlebensfunktion R( ) =1 Fpun ()
dargestellt. Uber diese Funktion beein usstn im LCT-Modell als Spezialfall des IDE-
Modells die Verteilung der infektiosen Periode. In den Abbildungen kénnen wir beobachten,
dass die Verteilung mit steigendemn immer naher um den Erwartungswert konzentriert
ist, vergleiche [63, S. 60]. Dies bestatigt die Gleichung3.20) fur die Varianz. Die Varianz
wird flr groyere Werte von n immer kleiner. In unserer Anwendung bedeutet dies, dass
die Varianz der infektiosen Periode mit steigender Anzahl an Subkompartimenten im
LCT-Modell sinkt. Somit konzentrieren sich die Aufenthaltszeiten der Individuen im
Kompartiment | fir steigenden mehr und mehr um den Mittelwert, siehe [5, S. 5060].
Die Form der Dichtefunktion wird zudem fiir wachsendesn immer symmetrischer [41,
S. 24]. Fur hinreichend groye Werte vonn néhert sich die gewahlte Verteilung einer
Normalverteilung, siehe [3, S. 191] oder [85, S. 11]. Dies ist eine relevante Eigenschaft, da
eine normalverteilte infektiose Periode beispielsweise flir Masern realistisch ist [51, S. 65]
und wir diese somit durch eine Erlang-Verteilung mit hohemn approximieren kénnten.
Wir betrachten die beiden Extremfallen =1 und n!1 genauer. In Korollar 3.3
haben wir festgestellt, dass die Erlang-Verteilung mit dem Formparameter = 1 die
Exponentialverteilung ergibt. Mit n = =1 erhalten wir folglich eine exponentialverteilte
infektiose Periode mit dem Parameter . Fir die Wahl von R im IDE-Modell, die
aquivalent zu nur einem Subkompartiment im LCT-Modell ist, ergibt sich nach Satz 3.6

Xy
o G D)

i 1.1

F()=

=€

In Satz 2.3 haben wir festgehalten, dass sich das IDE-SIR-Modell mit genau dieser
Wahl von R sowie (t; )= (t)und (t )= (t) auf das ODE-SIR-Modell reduziert.
Demnach ist das LCT-Modell mit n = 1 dasselbe wie das ODE-Modell. Dies ergibt sich
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

auch durch die Betrachtung der Modellgleichungen (3.10). Mitn = 1 erhalten wir

L(t) = 141(t)
und

sth= O Osm

12ty = 19t) = (t) (t)S(t)
RYt) =1 14(t)= I (t);

()
N

I (t)

~ = ® OSSO I (1)

was den ODE-SIR-Modellgleichungen(2.1) entspricht. Fir n!1 gilt fir die Varianz
der Zufallsvariablen X , welche die Aufenthaltszeit im Kompartiment | bestimmt,

, : 1

nI!llm Var(X) = rI]||r11 2 =0:
Nach wie vor wird der Erwartungswert konstant bei einem Wert von E(X)= 1= T,
gehalten. Dabei seiT; wie in Kapitel 2.2 durch T, = L als erwartete Dauer der

infektiosen Periode de niert. Demnach entspricht die Erlang-Verteilung fir n!'1  der
Einpunkt-Verteilung beziehungsweise der Dirac-Verteilung (vergleiche dazu [34, S. 14]) im
Punkt T,. Die Konvergenz ist ebenfalls in Abbildung 3.2 zu beobachten. Die zugehdrige

Dichtefunktion ist
8
<1 fur =T
fx ()=, ) |
-0 fur 6 T,

und die Verteilungsfunktion ergibt sich als
8
<O fir <T

F =
x() - 1; far T :

Vergleiche fir die vorangegangenen Erlauterungen [41, S. 25]. Wenn wir die Dirac-
Verteilung beziehungsweise die zugehérige UberlebensfunktioR( )=1 Fx( ) in das
IDE-SIR-Modell (2.3) einsetzen, erhalten wir
z t VA t
I(t) = . 1 Fx(t x) SYx)dx = - SYx) dx
|

= S{t) S(t T):

Individuen bleiben somit eine feste Zeit vonT, Tagen im Kompartiment |. Hier liegt
eine diskrete Verzdogerung (engl. discrete delay) beschrieben durch einediscrete delay
di erential equation vor, siehe [44, Kapitel 3.5.4] oder [80, S. 120]. Im Gegensatz dazu
steht der Terminus distributed delay model aus Bemerkung 2.2 fir das IDE-Modell. In
der Gleichung fur | wird im Fall n!1  somit eine diskrete Verzogerung anstatt einer
Gewichtung von Verzdgerungstermen verwendet, vergleiche [80, S. 9].
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Der zu der betrachteten Infektionskrankheit passende Wert firn sollte anhand von
epidemiologischen Daten bestimmt werden. Dies gilt selbstverstandlich auch fur andere
Parameter, wie beispielsweisd, . FUr einige Krankheiten ist eine Erlang-verteilte infek-
tiose Periode mit einem Parametern > 1 eine gute Wahl und fiir andere ist eventuell
eine Exponentialverteilung beziehungsweise das ODE-Modell eine ausreichende Appro-
ximation. Zur Beurteilung bendtigen wir ein gutes Verstandnis der Vor- und Nachteile
der vorgestellten Modelle, wozu die vorliegende Masterarbeit einen Beitrag leisten soll.
Zusammen mit ausreichendem Wissen uber die betrachtete Krankheit kbnnen dann ein
geeignetes Modell und die entsprechenden Parameter bestimmt werden. Siehe dazu [31,
S. 1535]. Wenn der Erwartungswert und die Varianz der infektiosen Periode aus epide-
miologischen Daten bekannt sind, kénnen wir die passenden Parameterund des LCT-
SIR-Modells berechnen. Dafur formen wir die Formeln fir den Erwartungswert(3.19)
und die Varianz (3.20) um, was die Zusammenhéange

E(X) © Var(X)

ergibt. Zusatzlich muss gesichert sein, dass = n 2 N gilt, damit die Verteilung eine
Erlang-Verteilung ist. Daftir kann der obige Ausdruck fiir n auf die nachste natirliche Zahl
gerundet werden, sodass die aus epidemiologischen Daten bestimmte Varianz eventuell
nur approximativ erreicht werden kann. Siehe dazu [45, S. 1837]. In [93, Table 1] ndet
sich eine Zusammenstellung von Schatzungen auf der Basis von epidemiologischen Daten
des Parametersn fur die infektiose Periode von vier verschiedenen Infektionskrankheiten.
Die dortigen Ausfiihrungen berticksichtigen zusatzlich eine Latenzzeit (siehe zur De nition

S. 29). Die Schatzungen der Anzahl der Subkompartimente fiir die Gruppé reichen von

3 fur SARS bis hin zu etwa 20 bei Masern.

3.4.3 Untersuchung der Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit

Von Brauer et al. [11, S. 99] wird behauptet, dass sich Simulationen mit Modellen mit
Exponentialverteilungen und mit Erlang-Verteilungen vor allem aufgrund der Eigenschaft
der Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung voneinander unterscheiden. Dieses
Merkmal haben wir flir das ODE-Modell in Kapitel 2.4 besprochen. Eine direkte Folgerung
aus der Gedachtnislosigkeit ist, dass die erwartete restliche Aufenthaltszeit von der bereits
in | verbrachten Zeit 0 unabhangig ist. Die erwartete restliche Aufenthaltszeit ist

durch
Zl
M ()= P(X>s + jX> )ds
0

beschrieben, siehe Gleichung2.10). Hierbei ist X die in Kapitel 2.3 eingeflhrte Zufalls-
variable. Wir verdeutlichen den Unterschied des ODE- und des LCT-Modells, indem wir
die Groye der erwarteten restlichen Aufenthaltszeit inl fir das LCT-Modell genauer
untersuchen. Dazu zeigen wir, das#M | ( ) im LCT-SIR-Modell fir eine Anzahl von

n 2 Subkompartimenten streng monoton fallend ist. Diese Behauptung halten wir in
Form eines Satzes fest, wobei wir fir den Beweis die Aussagen aus [31, S. 1529] und [11,
S. 99] zeigen. Da die erwartete verbleibende Aufenthaltszei | ( ) damit nicht von

33



3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

unabhangig ist, folgt damit insbesondere, dass die Erlang-Verteilung fim 2 nicht
gedachtnislos ist.

Satz 3.8 (Erwartete restliche Aufenthaltszeit in 1 im LCT-Modell) . Die Funktion M | ( )
ist unter der Annahme einer Erlang-verteilten infektiosen Periode mit = n und = n
mit n 2 streng monoton fallend, das heiyt, es giltV ( ) < O fir 0.

Beweis. Sei X die Zufallsvariable, welche die Erlang-verteilte Dauer der infektidsen
Periode im LCT-Modell mit den vorausgesetzten Parametern beschreibt. Zunachst setzen
wir diese Annahme der Erlang-Verteilung in die De nition von M |( ) ein und formen
die resultierende Gleichung um:

Z, z
P(X>s + ) 1 1
M = S22 7 Jds= ———  P(X>s +
() PX> ) BT pxs ) , TX>s+ )ds
Z
) 1 1 (2.5)&(3.9) 1 11 X
= oy -  PX>x)dx "= o—— —  fny (x)dx
P(X> ) P(X> ) N,
z
1 1 X
= — frni (X)dx
PX> )n n
2 _ 3
@y 1 1, X x)T
PX> )n o M
0 0 . 1 . 1
= ! i)@@Ilm@enx MA.l.en (n )" :
P(X> )n X m=o M m=o M

wobei bei Gleichung( ) die Substitution x = s+ durchgefihrt wird. Mit den Regeln
von de I'Hospital [33, Satz 10 (2)] lasst sich folgern, dass der betrachtete Grenzwert gegen
null konvergiert. Infolgedessen ergibt sich weiter

- P. P, m
1 1
ML ()= 1 1 X o X5 (n )" 2saEey 1 e "1 heo )
T PX> )n | m! T on Tn_ ()T jaign
j=1 m=0 =t g o ' e
1 P, 1Pj (n )m
— =0 =0  m!
o Fn1( )

Leiten wir diese Formel fir die erwartete restliche AufenthaltsdauerM |( ) nach ab,
ergibt sich

0 1
1 d PniPi ) m
MO )= — L @ 150 m=0 mi_ A
! n d P )
j=0 T
_ 1 1 XIX (n)m o, Xy
- P . . 2 T Ny ~
n jr‘:ol(”j!)JJ j=0 m=1 (m  1)! =g
, !
XIX ()™ o Xty -,
j=0 m=0 m! —1( 1)!
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3.4 Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells

Zur Di erentiation wird die Quotientenregel [33, S. 170] angewendet. Wir de nieren den
Vorfaktor als

Q= 1 1 1 1
~—nh P 27 6 2
n 1 J n 1 j
]n=0 (nj |) j 1+ Jl'l:1 (l'lJ ') j
Fur den Vorfaktor gilt fur 0 die Ungleichunga > 0, da gemé&y De nition n und

jeweils groyer als null sind. Wenn wir die obige Formel fur die Ableitung weiter umformen,
erhalten wir

XIX X1 (n yme XIX X1 (n ym+

_ o .-
M|0( )=a - \:OW m 1 . \:lm m 1
4 K 1% rxl(n ymes m 1o (M \\)
j=0 m=1 =1 m! "1 |
+'X1)4 (n )M XIX1 (n ) .
j=om=1 (M L) 0 C D) |
C 4 EDY IXl(n e m m ) X2X1 (n) !
j=1 m=1 "=1 mt ! 0°=j+1 ¢
Furn 2und 0 gilt
X2ZXL (n) . ,_X*X' () ‘1+"<1(n)‘ .
j=0 —j+1( 1)! j=1 =41 ¢ . C 1! ;

da nach De nition > 0 gilt. Die Summen ergeben stets nicht-negative Werte, da sich
auch die Fakultéaten stets zu positiven Werten evaluieren. Gemeinsam mit der Feststellung
a > 0 folgt

K1x X1 . S(m )
M?( )<a (n )m+ m 1+ —
j=1 m=1 =1 C
1\ i ~ 1y 1 s
- a I)( >Q >Q (n )m+‘ m 1+° (m ) + I)( >Q I)( (n )m+‘ m 1+° (m )
j=1 m=1"=1 mi! | j=1 m=1"=j+1 mi
1 i . !
XX X m+- m 1+ (m )
a (I'I ) m!’! !
j=1 m=1"=1 o

wobei der zweite Summenausdruck nicht-positiv ist, da stetsm < ° gilt und somit
m < O folgt. Die Ubrigen Faktoren sind unter den Voraussetzungen des Satzes nicht-
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

negativ. Weiter erhalten wir

0 1
X 1X X . . :
MIO( )<a@ (n )m+ m 1+ (m )A
) m! !
j=1 m=1"=1 |
~ X1IX X e m o1es M X1X X e m o 1s '
=a (n) mic1 (n) M
j=1 m=1"=1 : j=1 m=1"=1 I
_ o XIXX met m e M XXX TORSTR I
-a (n) m! 1 (n) iTk!
j=1 m=1"=1 R E NS o
=0:
Damit folgt die Behauptung. O

Aus dem bewiesenen Satz folgt, dass die erwartete restliche Aufenthaltszeit in fur
das LCT-Modell mit n 2 Subkompartimenten mit lAngerer bereits im Kompartiment
| verbrachten Zeit stets kleiner wird. Fir Infektionskrankheiten ist es plausibel, dass
die erwartete verbleibende infektibse Periode mit voranschreitender Infektion abnimmt.
Fur die Annahme einer exponentialverteilten Aufenthaltszeit beziehungsweisen = 1 qilt
M ( )= T, wie in Kapitel 2.4 gezeigt wurde. Wir erhalten fur die Erlang-verteilte infek-
tiose Periode mitn 2 folglich ein realistischeres Verhalten als fur die exponentialverteilte
Aufenthaltszeit in |, vergleiche [11, S. 99] und [31, S. 1529].

3.4.4 Uberblick uber die Beziehung der drei SIR-Modelle

An verschiedenen Stellen haben wir bereits den Zusammenhang der drei behandelten
Modelle betrachtet, das heiyt des ODE-, IDE- und des LCT-SIR-Modells. Da die Verbin-
dungen essentiell fir den Vergleich und die Auswahl eines Modells zur Simulation sind,
halten wir die bisherigen Ergebnisse in Form einer zentralen Bemerkung fest.

Bemerkung 3.9 (Zusammenfassung der Beziehung der Modelle)Das IDE-SIR-Mo-
dell (2.3) ermdglicht von den drei Vorgestellten die exibelsten Mdglichkeiten zur Anpas-
sung. Die Parameter missen wenige Eigenschaften erflllen, die fast keine Einschrankun-
gen fur epidemiologisch sinnvolle Parameter bedeuten.

Nach Satz 3.6 ist das LCT-SIR-Modell(3.10) ein Spezialfall des IDE-Modells mit den
Parameterwahlen (t; )= (t) sowie (t; )= (t) und |R( )=1 Fp.n (). Das LCT-
Modell bietet insofern weniger Freiheiten in der Parametrisierung in dem Sinne, dass
und nicht von der Zeit seit der Infektion abhé&ngen dirfen und die infektiose Periode
Erlang-verteilt angenommen wird.

In Satz 2.3 haben wir festgehalten, dass sich das ODE-SIR-Modg[2.1) ebenfalls aus
dem IDE-Modell unter bestimmten Einschrankungen ergibt. Das IDE-Modell reduziert
sich unter den Wahlen (t; )= (t) sowie (t; )= (t)und R()=e auf das ODE-
Modell. Fir dieses Modell ist nur eine exponentialverteilte infektiése Periode zulassig. In
Abschnitt 3.4.2 wurde deutlich, dass das ODE-Modell auch ein besonderer Fall des LCT-
Modells ist. Das ODE-Modell entsteht durch die Wahin = 1.
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3.5 Varianten und Erweiterungsmoglichkeiten des LCT-SIR-Modells

Zusammenfassend haben wir festgestellt, dass das ODE-Modell einen Spezialfall des
LCT-Modells darstellt, welches wiederum eine besondere Form des IDE-Modells ist. In
dieser Reihenfolge betrachtet, bieten die Modelle einen aufsteigenden Grad an Flexibilitéat.

In diesem Kapitel haben wir verschiedene Eigenschaften des Linear Chain Trick-Modells
analysiert. Wir haben zunachst untersucht, wie die Erlang-verteilte Aufenthaltszeit ohne
Kenntnis des IDE-Modells abgeleitet werden kann. Daraufhin wurde die Bedeutung der
Parameter fir das Modell behandelt, wobei wir uns vor allem auf den Parametemn
der Anzahl der Subkompartimente konzentriert haben. Anschlieyend haben wir gezeigt,
dass die erwartete restliche Aufenthaltszeit inl fir das LCT-Modell mit n 2 fir

0 streng monoton fallend ist. Der Zusammenhang der Modelle, den wir in diesem
Abschnitt festgehalten haben, stellt die Ausgangslage fir den Vergleich der Modellarten
dar. Auf der Grundlage der untersuchten Eigenschaften und Zusammenhange kénnen
erste Bewertungen der Modelle vorgenommen werden. Vorher besprechen wir einige
mdgliche Erweiterungen fir das LCT-SIR-Modell. Hierdurch wird das Potential der LCT-
Modelle fir die Modellierung deutlich.

3.5 Varianten und Erweiterungsmoglichkeiten des LCT-SIR-
Modells

Das vorgestellte SIR-Modell basierend auf dem Linear Chain Trick kann auf verschiedene
Arten erweitert werden, um eine realistischere Abbildung der Infektionsdynamik zu
erreichen. Einige Erweiterungen fuhren wir im Folgenden ein. Des Weiteren geben wir
Ideen, wie das Modell dartiber hinaus verbessert werden kdnnte. Dies ist als Ausblick auf
Maoglichkeiten fur weiterfihrende Arbeiten gedacht.

Eine Moglichkeit zur Erweiterung besteht darin, weitere Kompartimente mit unter-
schiedlicher epidemiologischer Bedeutung einzuflihren. Diese Zustande kdnnen jeweils
eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit annehmen, sodass wir das resultierende Modell
durch Subkompartimente und ein zugehériges gewdhnliches Di erentialgleichungssystem
darstellen kénnen. Diese Idee wird in Kapitel 4.1.3 realisiert. Eine Erweiterung, die in
diesem Zuge in das LCT-Modell eingebaut werden kénnte, um die Realitat besser abzu-
bilden, ist die Einfuhrung eines Erlang-verteilten Immunitatsverlusts. Dies wurde bereits
in Abschnitt 3.3 erwahnt und wird von [49, 71] angewendet. Sinnvoll ware auyerdem
die Betrachtung von einer 6rtlichen Au 6sung wie beim ODE-Modell in [60] sowie eine
Teilung der Kompartimente nach dem Alter oder anderen Merkmalen der Bevélkerung,
was fir ein LCT-Modell zum Beispiel in [79] umgesetzt wird. Im LCT-SIR-Modell ist es
leicht zu inkludieren, dass In zierte in verschiedenen Subkompartimenten unterschiedlich
infektios sind oder verschiedene Anzahlen an durchschnittlichen Kontakten pro Tag haben.
Dazu wird die Summe der Anzahlen der Individuen in den Subkompartimenten in der
Gleichung fir den Infektionsdruck des LCT-Modells, das heiyt in

= om=E o0 o0 1L
N N o
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

durch eine gewichtete Summe mit den Gewichten(t) ;(t) ersetzt. Vergleiche dazu [62,
S. 986] in Verbindung mit [65, Kapitel 3 5]. Anstatt der Gleichung fiir Sqt) aus (3.10)
erhalten wir dann die Gleichung

X
s= 27 0 050 (3.21)

=1

Auf diese Weise kann eine Latenzzeit simuliert werden, in der Individuen in ziert, aber
noch nicht infektids sind, siehe [54, S. 85]. Dies erreichen wir, indem wirj (t) fur die
erstenm n Subkompartimente auf null setzen [64, S. 848]. Zudem kdnnen wir einen
Spezialfall des ODE-SEIR-Modells

sth= O ©10

EW= () 1)
1) = E (1) I (1)
RYt)= 1 (t)

durch das LCT-SIR-Modell mit der Gleichung (3.21) fir S ausdriicken. Siehe dazu [86,
S. 3] und fir das ODE-SEIR-Modell [72, Kapitel 3] oder [11, Kapitel 4.3.1]. Im SEIR-
Modell figen wir das zusatzliche KompartimentE (engl. Exposed hinzu, in dem sich die
Individuen in der Latenzzeit be nden. Individuen verlassen die Gruppe E mit der Rate
E , wobei > O konstant ist. Dabei entspricht 1 der erwarteten Aufenthaltszeit in E
beziehungsweise der erwarteten Latenzzeit. Betrachten wir nun den Spezialfall im ODE-
SEIR-Modell, dass die erwarteten Aufenthaltszeiten in den KompartimentenE und |
identisch sind, das heiyt = . Diesen Fall kbnnen wir durch Umbenennung der Variablen
des LCT-SIR-Modells mit n = 2 Subkompartimenten und unterschiedlich wahlbaren
Infektiositaten simulieren. Daflr ersetzen wir |1 durch E, wahlen 1(t) =0 und benennen
lo=1, »(t)= (t) sowie »(t) = (t). Wir mussen zur Inklusion einer Latenzzeit somit
nicht zwingend das zusatzliche KompartimentE explizit einfihren, sondern kbnnen das
LCT-SIR-Modell mit der vorgestellten Modi kation nutzen.

Neben der Erlang-Verteilung existieren weitere Verteilungen, unter welchen sich das
IDE-Modell auf ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem reduziert. Wenn solch
eine Verteilung die Erlang-Verteilung als Spezialfall inkludiert, kann das resultierende
Modell als Erweiterung des LCT-Modells angesehen werden. Vergleiche flr die folgende
Erlauterung [25, S. 1442f.] und [66, S. 15]. Mit Bedingungen, unter welchen sich ein
allgemeines Integro-Di erentialgleichungssystem der Form

z t
xqt) = . K(t )x()d

E ()

auf ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem reduziert, beschéaftigen sich [88] und [29],
siehe auch Kapitel 3.3. Das Integro-Di erentialgleichungssystem heiyt dann ODE-redu-
zierbar . Dabei ist x die gesuchte Funktion undK eine Funktion, welche die Parame-
trisierung darstellt. Das obige System ist ODE-reduzierbar, falls die FunktionK eine
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3.6 Vor- und Nachteile der Modelle

lineare gewdhnliche Di erentialgleichung der Form

@K (L )+
G

@()

j(t) + ag(t) K(t; )=0

fur alle  16st. Dabei kannk 2 N beliebig sein unda; (t) fur j 2f0;:::;k  1g seien von
der Zeit abhangige Funktionen. Fiirj 2 f 1;:::;kg stellt 2K dlej -te partlelle Ableitung
von K nacht dar. Es kénnte nun untersucht werden, wie dleses Ergebnis auf unser Modell
anwendbar ist, um eine allgemeinere Klasse von Verteilungen zu de nieren, unter der
sich das IDE-Modell auf ein Modell basierend auf gew6hnlichen Di erentialgleichungen
reduziert. In [37] wird ein gewdhnliches Di erentialgleichungssystem verwendet, um eine
Pearson-verteilte Aufenthaltszeit zu erreichen. Hurtado et al. fihren in [45] als Erweite-
rung des LCTs einenGeneralized Linear Chain Trick ein. Hier wird die ldee umgesetzt,
um allgemeinere Aufenthaltszeitverteilungen als die Erlang-Verteilung, sogenannte Pha-
senverteilungen, mittels eines gewohnlichen Di erentialgleichungssystems darzustellen.
Eine Phasenverteilung wird durch eine Dichtefunktion

f(x)= Te&A( Al

fur x 2 R* beschrieben, wobei die beiden Parameter 2 R" und A 2 R" " verwendet
werden. In der Funktion steht 1 2 R" fur den Vektor bestehend aus Einsen, T fiir die
Transposition des Vektors und

exA — * (XA)j

j=o !

fur das Matrixexponential. Vergleiche hierzu [46, S. 413] in Verbindung mit [6, S. 147]
und [74, S. 2]. Die Klasse der Phasenverteilungen umfasst andere Verteilungen, wie
die Exponentialverteilung, Hyper- und Hypoexponential-Verteilungen und die Coxian-
Verteilung sowie auch die Erlang-Verteilung, siehe [47, S. 265]. Demnach stellt das
Verfahren des Generalized Linear Chain Tricks eine Erweiterung des LCTs dar. Vorteilhaft
kénnte sein, dass sich Phasenverteilungen gut dazu eignen, andere Verteilungen zu
approximieren oder sie an Daten anzupassen [47, S. 265f.]. Entsprechend kdnnte es sinnvoll
sein, den Generalized Linear Chain Trick in weiteren Arbeiten néher zu betrachten.

3.6 Vor- und Nachteile der Modelle

An dieser Stelle haben wir die Prinzipien der ODE-, IDE- und LCT-Modelle umfassend
eingefuhrt, sodass wir Vor- und Nachteile der Modellarten aus der Literatur verstehen
kénnen. Im Folgenden wird ein detaillierter Uberblick tber die Argumente aus ver-
schiedenen Quellen sowie aus den bisherigen Kapiteln gegeben. Einige Aspekte wurden
beispielsweise bereits in der Einleitung als Motivation angefihrt. Nun haben wir die
notwendige Basis, um die Punkte nachzuvollziehen und ausfuhrlicher zu behandeln. Die
Zusammenstellung dient als Grundlage fiir die Setzung der Untersuchungsschwerpunkte
in den folgenden Kapiteln. Die angefuihrten Starken und Schwachen aus der Literatur
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

werden wir untersuchen und validieren oder gegebenenfalls falsi zieren oder relativieren.
In diesem Zusammenhang kdnnen wir erste Tendenzen bezlglich der Frage gewinnen, ob
das LCT-Modell die Vorteile des IDE- und ODE-Modells vereinen kann und somit als
eine Art Kompromiss dienen koénnte.

Vorab ist zu hinterfragen, welche Merkmale sich dazu eignen, die Modelle zu bewer-
ten und hinsichtlich ihrer Eignung zur Durchfiihrung von Simulationen zu vergleichen.
Laut [19, S. 119] und [91, S. 2150] stellt es eine Herausforderung bei der Auswahl ma-
thematischer Modelle dar, ein angemessenes May an Modellkomplexitat zu nden. Bei
der Entwicklung und Anwendung von Modellen bedarf es stets einer Abwagung zwischen
der Anpassungsfahigkeit und der Anwendbarkeit des Modells. Einerseits missen Modelle
hinreichend komplex sein, um die zugrundeliegenden Prozesse realistisch abzubilden.
Andererseits sollten sie ausreichend einfach sein, um verstandlich, analysierbar und leicht
implementierbar zu bleiben. Fuhren wir die Vor- und Nachteile aus der Literatur und
aus den letzten Kapiteln fir die drei Modelle vor dem Hintergrund dieser beiden Aspekte
zusammen.

Bewertung anhand der Flexibilitdt der Modelle

Stellen wir die drei Modellierungsansatze zunachst hinsichtlich der Flexibilitdt bezie-
hungsweise Anpassungsfahigkeit gegenuber. In Bemerkung 3.9 haben wir festgehalten,
dass das ODE-Modell einen Spezialfall des LCT-Modells darstellt und dieses wiederum
eine spezielle Form des IDE-Modells ist. Entsprechend ist die gebotene Flexibilitat in
dieser Reihenfolge aufsteigend. Fraglich ist jedoch, welches May an Anpassungsfahigkeit
fur die Modellierung der Ausbreitung einer Infektionskrankheit notwendig ist.

In Kapitel 2.4 wurde festgestellt, dass das ODE-SIR-Modell die implizite Annahme
einer exponentialverteilten Aufenthaltszeit im Kompartiment | nutzt. Eine Vielzahl an
Quellen betiteln diese Annahme als fiir die meisten Infektionskrankheiten unrealistisch
oder als Hauptkritikpunkt am Modell [22, 31, 32, 58, 63, 91, 93]. Nach [63, S. 60] und [22,
S. 182] ist die Wahrscheinlichkeit nachR lberzugehen in der Realitdt unmittelbar nach
der Infektion klein und steigt erst im Verlauf der Infektion an. Eine realistische Verteilung
der infektiosen Periode hat eine relativ kleine Varianz, sodass die Abweichung vom
Mittelwert gering ist. Unter der Annahme einer Exponentialverteilung wird die Anzahl
der Individuen Uberschatzt, deren infektiose Periode bedeutend langer oder klrzer als
der Mittelwert ist. Die Flexibilitat des ODE-Modells scheint demnach nicht ausreichend
zu sein, um realistische Annahmen in das Modell zu inkludieren.

Eine realistischere Wabhl fur die Verteilung der infektiosen Periode ist laut [31, 63, 91, 93,
99] die Erlang-Verteilung. Die beschriebene Form der Verteilung der infektidsen Periode
kann mit einer Erlang-Verteilung besser getro en werden, was auch durch die Form der
Dichten in Abbildung 3.2 fir n =1 versusn > 1 ersichtlich ist. Somit lasst das LCT-Modell
realistischere Verteilungen als das ODE-Modell zu. Die Eigenschaft der Ged&chtnislosigkeit
konnte maygeblich dafiir sein, dass die Annahme der exponentialverteilten infektiosen
Periode unrealistisch ist, sieche Kapitel 2.4 sowie [32, S. 103] und [91, S. 2152]. Fur die
Erlang-Verteilung mit n 2 ist die erwartete restliche Aufenthaltszeit streng monoton
fallend, wie in Kapitel 3.4.3 gezeigt wurde. Die kinftige Entwicklung des Modells kann
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3.6 Vor- und Nachteile der Modelle

neben den aktuellen Modellgroyen auch von der Vergangenheit abhéngen. Die Annahme
der Erlang-Verteilung ist hinsichtlich dieser Merkmale folglich realistischer [31, S. 1529].

Aus den Ausflihrungen ergibt sich, dass die infektiose Periode flir die meisten In-
fektionskrankheiten nicht exponentialverteilt ist. Eine realistischere Wahl kénnte eine
Erlang-Verteilung sein. Unklar ist nun, inwiefern die Wahl die Modellierung beein usst
und ob es vertretbar ist, eine weniger realistische Verteilung zugunsten anderer Vorteile
zu verwenden. Laut [4, S. 1073] weisen die Modellvorhersagen eine hohe Sensitivitét
bezlglich der Annahme der Verteilung der infektiosen Periode von der betrachteten
Krankheit auf. Die Annahme einer Exponentialverteilung kann nach [93, S. 0626] und [32,
S. 90] zu fehlerbehafteten Beurteilungen der E ektivitat von Maynahmen fihren, die
zur Einddmmung der Ausbreitung der Infektionskrankheit in Betracht gezogen werden.
Die Auswahl einer geeigneten Verteilung der Aufenthaltszeit inl kénnte demnach von
signi kanter Bedeutung sein. Demnach sollte der Vergleich der Modelle hinsichtlich der
Flexibilitat eines der Hauptargumente bei der Auswahl eines der Modelle bilden, falls
verlassliche Ergebnisse und nicht nur Approximationen erzielt werden sollen.

Den Vorteil des LCT-Modells gegentuber dem ODE-Modell relativiert eine Ausfiihrung
von Cassidy et al. in [16]. Laut der Quelle gébe es keinen Grund, warum die infektitése
Periode einer Erlang-Verteilung anstatt einer Gamma-Verteilung mit allgemeinem Form-
parameter 2 R* folgen sollte [16, S. 1046]. Wird eine Erlang-Verteilung verwendet, um
eine Gamma-verteilte infektise Periode zu approximieren, kann es zu groyen Approxima-
tionsfehlern kommen und das qualitative Verhalten kann sich unterscheiden [16, S. 1072].
Dies relativiert den Vorteil des LCT-Modells zwar, jedoch ist die Annahme einer Erlang-
verteilten infektiosen Periode noch immer eine bessere Approximation fir viele Verteilun-
gen als die Annahme einer Exponentialverteilung [7, S. 17]. Das LCT-Modell ist nicht die
vollstéandige Antwort auf die Probleme des ODE-Modells, da die Aufenthaltszeiten in je-
dem der Subkompartimente nach wie vor exponentialverteilt sind [31, S. 1534], siehe dazu
auch Satz 3.7. Das LCT-Modell kann demnach keine allgemeinen Verteilungen simulieren,
was zu potenziellen Fehlern fuhren kann. Aufgrund seiner hoheren Anpassungsfahigkeit
konnte es jedoch eine bessere Option sein als das ODE-Modell.

Wenn wir allgemeine Verteilungen zulassen wollen, ist das IDE-Modell die richtige Wahl.
Hier kann die Verteilung der infektidsen Perioden mit nur wenigen Einschrankungen an
die aus epidemiologischen Daten bestimmte Verteilung angepasst werden. Zur Simulation
einer allgemeinen Gamma-Verteilung wéare gegebenenfalls ein IDE-Modell notwendig.
Zudem lasst das IDE-Modell von der Zeit seit der Infektion abhéngige Parameter

und zu, was ebenfalls einen Zuwachs der Anpassungsfahigkeit bedeutet. Laut [69,
S. 239] sind IDE-basierte Modelle von steigender Beliebtheit, da die Infektionsdynamik
der Vergangenheit in das Modell ein ieyen kann. Hiermit wird auf die Eigenschaft der
Gedachtnislosigkeit verwiesen, die allerdings auch auf die LCT-Modelle nicht anzuwenden
ist.

Abschlieyend ist festzuhalten, dass die begrenzte Flexibilitdét des ODE-Modells aus
epidemiologischer Perspektive problematisch sein konnte. Die Annahme der infektiosen
Periode hat eine groye Auswirkung auf Simulationsergebnisse, sodass sich mit dem ODE-
Modell lediglich Approximationen und Trends prognostizieren lassen. Insbesondere die
Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit macht das Modell unrealistisch. Soll die Vorhersage
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

als Grundlage fur politische Entscheidungen dienen, werden mdglichst genaue quantitative
Ergebnisse bendétigt [10, S. 117]. Das LCT-Modell l&sst eine breitere Auswahl an Verteilun-
gen zu. Die tatsachliche Verteilung der Aufenthaltszeit kann besser approximiert werden.
Dennoch bleibt die Einschréankung bestehen, dass die reale Verteilung der infektibsen
Periode im LCT-Modell nicht direkt verwendet werden kann. Hierfir ist ein IDE-Modell
notwendig, das die hoéchste Anpassungsfahigkeit bietet. Den Unterschied der Modell-
vorhersagen unter verschiedenen Verteilungsannahmen werden wir in Kapitel 5 genauer
untersuchen. Anhand eines Vergleichs mit realen Daten werden wir beurteilen, welches
May an Flexibilitat der Modellannahmen notwendig ist, um realitatsnahe Prognosen zu
erstellen.

Bewertung anhand der Praktikabilitat der Modelle

Nun vergleichen wir die Modelle im Kontext der Praktikabilitat und Anwendbarkeit. Dazu
betrachten wir zundchst das ODE-Modell. Aufgrund der vereinfachenden Annahmen
sind Modelle basierend auf gewdhnlichen Di erentialgleichungen vergleichsweise leicht
zu formulieren. Zusatzlich sind mathematische Techniken zur Analyse unkompliziert
anwendbar [44, S. 2]. Dies kénnten Hauptgriinde dafir sein, dass der ODE-Modellansatz
in der Literatur verbreitet ist [46, S. 412]. Durch die Einfachheit sind Modelle basierend
auf gewohnlichen Di erentialgleichungen fir ein breites Spektrum von Wissenschaftlern
zugéanglich [45, S. 1873]. In mathematischer Software sind vorimplementierte numerische
Methoden zur Losung von gewdhnlichen Di erentialgleichungssystemen Standard [44,
S. 20f.]. ODE-Modelle sind daher leicht in Computersimulationen umsetzbar und die
numerische Losung ist e zient berechenbar [93, S. 0622].

Das LCT-Modell wird ebenfalls durch ein gewothnliches Di erentialgleichungssystem
beschrieben. Daher verfigt das Modell Gber die genannten Vorteile einer vergleichsweise
einfachen Analyse und Implementierung. Der Linear Chain Trick kann ohne einen Umweg
Uber Integro-Di erentialgleichungen oder Integralgleichungen angewendet und analysiert
werden, wie in Kapitel 3.4.1 gezeigt wurde. Eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit kann
stets durch eine Kette von Subkompartimenten mit linearen Ubergangen erreicht wer-
den. Somit lassen sich LCT-Modelle unkompliziert konstruieren, siehe [45, S. 1873]. Die
vorherigen Ausfuhrungen zeigen allerdings, dass die infektiose Periode in der Realitét
nah um den Mittelwert verteilt ist und keine groye Standardabweichung aufweist. Eine
kleine Varianz wird im LCT-Modell bei festem Mittelwert durch die Erhéhung der Anzahl
der Subkompartimente n erzeugt, vergleiche Abschnitt 3.4.2. Je kleiner die gewlinschte
Varianz ist, desto gréyer wird folglich die Dimension des resultierenden gewohnlichen
Di erentialgleichungssystems. Dieser Anstieg der Systemgréye konnte zu Herausforderun-
gen bei der Analyse und der Umsetzung in Computercode filhren. Vergleiche dazu [45,
S. 1874] mit [66, S. 15] und [37, S. 1089]. Geméay [7, S. 17] ist die Annahme einer Erlang-
verteilten infektisen Periode selbst mit kleinemn eine bessere Approximation fir viele
realistische Verteilungen als die Annahme einer Exponentialverteilung. Allerdings bleibt
das LCT-Modell auch fir kleine n > 1 schwerer mathematisch zu analysieren als das
ODE-Modell [91, S. 2152].

Rickblickend auf die Inhalte von Kapitel 2.3 I&sst sich feststellen, dass die Formulierung
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von Modellen basierend auf Integro-Di erentialgleichungen vergleichsweise komplex ist, sie-
he [45, S. 1833f.]. Die Quellen [58, Supplementary material] und [22, S. 182] betonen, dass
die mathematische Analyse von Modellen basierend auf Integro-Di erentialgleichungen
herausfordernd ist. Die Implementierung und Lésung dieses Di erentialgleichungssystems
gestaltet sich in der Regel als anspruchsvoller. Fiir Modelle basierend auf Integro-Di e-
rentialgleichungen sind im Gegensatz zu den beiden Modellen basierend auf gewohnlichen
Di erentialgleichungen tiefere mathematische Kenntnisse erforderlich. Ein Schritt zur
umfassenden Verwendung von IDE-Modellen ware die Entwicklung von besseren Me-
thoden zur Handhabung der Modelle, sowohl in theoretischer als auch in numerischer
Hinsicht [77, S. 51].

Die Aspekte der Komplexitat der Formulierung, der Implementierbarkeit und der
E zienz der Simulation werden wir in den Kapiteln 4 und 5 fir die Modellklassen
vergleichen. Dennoch lasst sich mittels der Uberlegungen fiir die SIR-Modelle bereits
festhalten, dass sich ODE-Modelle als anwendungsfreundlich erweisen. LCT-Modelle sind
unwesentlich komplexer zu formulieren und zu analysieren. Wie ODE-Modelle sind LCT-
Modelle fur ein breites Spektrum von Wissenschaftlern zugénglich und im Vergleich zu
den IDE-Modellen verstandlicher, da die Modellgleichungen ein gewohnliches Di erential-
gleichungssystem bilden. IDE-Modelle sind erheblich komplexer in ihrer Anwendung und
der mathematischen Untersuchung.

Ein weiterer bedeutender Faktor in Bezug auf die Anwendbarkeit der Modelle ist
die Verfugbarkeit von epidemiologischen Daten. Das IDE-Modell benétigt umfangreiche
Informationen tUber Parameter wie die Verteilung der infektiésen Periode. Die Erhebung
dieser Daten ist anspruchsvoller als beispielsweise die Erfassung der mittleren Aufenthalts-
dauer, die fir das ODE-Modell bendtigt wird [30, S. 803]. Aufgrund der eingeschrankten
Flexibilitat erfordert auch das LCT-Modell im Vergleich zum IDE-Modell weniger Infor-
mationen. Fir das LCT-SIR-Modell muss lediglich der Parametern zusatzlich zu denen
des ODE-SIR-Modells bestimmt werden. Krylova et al. [58, S. 7] bemerken, dass ein LCT-
Modell mit Erlang-verteilter Latenzzeit und infektiéser Periode (mit einem Formpara-
meter groyer als eins) auch dann die Realitat besser abbildet als ein ODE-SEIR-Modell,
wenn lediglich die Erwartungswerte der Aufenthaltszeiten geschétzt werden kénnen. Die
Verfugbarkeit der epidemiologischen Parameter scheint unterschiedlich praktikabel zu
sein. Dies werden wir in Kapitel 5.1 Uberprifen. Zusatzlich kénnte die realistische Setzung
der passenden Anfangsbedingungen je nach verwendeter Methode einen unterschiedlichen
Schwierigkeitsgrad aufweisen. Fir das IDE-Modell sind Anfangsfunktionen gefordert,
siehe Gleichung(2.4) und fur das ODE-Modell einzelne Werte, siehe Gleichung2.2).
Den Anfangsbedingungen werden wir uns in Kapitel 4.3 zuwenden.

In dieser Argumentation haben wir verschiedene Aspekte in Bezug auf die Flexibilitat
und die Anwendbarkeit der Modelle aus der Literatur und den bisherigen Kapiteln ange-
fuhrt. Es scheint, dass das IDE-Modell in Bereichen Vorteile bietet, in denen das ODE-
Modell Nachteile aufweist und umgekehrt. Die Ausfihrungen legen nahe, dass das LCT-
Modell immer zwischen dem ODE- und dem IDE-Modell steht. Insofern kénnte das LCT-
Modell die Vorteile beider Modellanséatze vereinen. Allerdings wurden auch einige Bemer-
kungen angebracht, die diese Aussage einschranken. In der Analyse haben wir Argumente
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3 SIR-Modell unter Ausnutzung des Linear Chain Tricks

aus verschiedenen Quellen vorgebracht, die in den folgenden Kapiteln n&her untersucht
und veri ziert werden. Mit dieser Besprechung haben wir eine Grundlage fir unsere

weiteren Untersuchungen gelegt und einen Uberblick erhalten. Auf der Basis von den
Ausfiihrungen in den folgenden Kapiteln kann dann abschlieyend die Hauptfragestellung

der Arbeit beantwortet werden.
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

In diesem Kapitel stellen wir Uberlegungen an, die fiir die Umsetzung der Modellarten in
praktische Simulationen relevant sind. Ziel dieses Abschnitts ist es, sémtliche theoretische
Grundlagen zur Verwendung der Modelle in praxisrelevanter Software zu klaren und eine
Implementierung zu beschreiben. Wir legen hiermit die Basis fir Simulationen anhand
einer beispielhaften Infektionskrankheit, fur die im anschlieyenden Kapitel 5 verschiedene
Szenarien de niert und deren Ergebnisse beschrieben werden. Daneben tberprifen wir
einige Argumente aus dem Vergleich der Modellarten aus Abschnitt 3.6, wobei sich die
Aspekte dieses Kapitels vornehmlich zur Beurteilung der Anwendbarkeit der Modelle
eignen. Die Bewertung der Flexibilitat fihren wir spater anhand der Simulationen durch.
Die Grundlagen in diesem Kapitel sind im Allgemeinen fur jede Infektionskrankheit
anwendbar. Fiir Besonderheiten einer untersuchten Krankheit konnten geringfiigige An-
derungen notwendig sein. Mit der Software MEmilio [61] von Kihn et al. existiert
bereits eine Implementierung eines detaillierten ODE-Modells unter Berticksichtigung
von mehr als drei Kompartimenten und mit einer Altersstruktur sowie einer ortlichen
Au 6sung. Ein IDE-Modell mit acht Kompartimenten ist dort ebenfalls implementiert.
Zur Entwicklung wird die Programmiersprache C++ verwendet. Wir orientieren uns
hier an bestimmten Aspekten der Software und der Publikation [60], um eine bessere
Vergleichbarkeit und Wiederverwendbarkeit von bereits vorhandenen Implementierungen
und Parametern zu erreichen. Vor diesem Hintergrund fihren wir zunachst fur die drei
vorgestellten Modellansétze aus den Kapiteln 2 und 3 Erweiterungen durch mehr Kompar-
timente ein. Im Anschluss besprechen wir in Abschnitt 4.2 numerische Lésungsmethoden,
die zur Umsetzung in eine praktische Implementierung verwendet werden kénnen. In
Kapitel 4.3 wenden wir uns der Festsetzung der Anfangsbedingungen zu. Abschlieyend
stellen wir eine Implementierung des LCT-Modells eingebettet in die bestehende Software
MEmilio vor. Daraufhin haben wir die Voraussetzungen daflir gescha en, die Modelle
zur Simulation der Ausbreitung von konkreten Erregern anzuwenden.

4.1 Erweiterung der Modelle durch zusatzliche Kompartimente

Um die Simulation der Ausbreitung einer betrachteten Infektionskrankheit besser an die
Realitdt anpassen zu kbnnen, ist es géangige Praxis, in die Modelle mehr Kompartimente
einzufuigen, siehe zum Beispiel [9, 32]. Dadurch kdnnen zusétzliche Aspekte der Ausbrei-
tung prognostiziert werden, beispielsweise eine Belegung der Intensivbetten aufgrund der
betrachteten Krankheit oder die Anzahl der Todesfalle. Im Folgenden erweitern wir unsere
drei vorgestellten SIR-Modelle aus den Kapiteln 2 und 3 um weitere Kompartimente.
Wir orientieren uns bei der Anzahl und der Bedeutung der Gruppen sowie bei den
moglichen Ubergdngen zwischen den Kompartimenten an dem ODE-basierten Modell
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

Abbildung 4.1:  Aufbau der SECIR-Modelle. Schematische Darstellung der Kom-
partimente und der méglichen Ubergange zwischen den Kompartimenten in den
SECIR-Modellen. Die Darstellung ist an [60, Fig. 1] angelehnt. Die Zustande, in
denen Individuen infektiés sind und Personen aus dem KompartimensS anstecken
kénnen, sind in Rot hervorgehoben.

von Kuhn et al. [60] beziehungsweise der Implementierung in der Software MEmilio [61].
Auf andere dort betrachtete Erweiterungen, wie die Altersau 6sung oder die 6rtliche
Au 0sung, verzichten wir hier. Auf die Herleitungen der Modellgleichungen legen wir
keinen besonderen Fokus, da die Ideen aus den SIR-Modellen bekannt sind.

Wir beschreiben zunéchst die acht Kompartimente, die in der Publikation [60] betrachtet
werden. Die Bezeichnungen und Bedeutungen nden im Anschluss auf alle drei Modelle
Anwendung. Siehe fir die folgenden Erlauterungen entsprechend [60]. Im Kompartiment
S (engl. Susceptiblé be nden sich wie in den vorangegangenen Kapiteln die Individuen,
die noch nicht mit der betrachteten Krankheit in ziert wurden und somit noch angesteckt
werden koénnen. Wurde eine Person angesteckt, wechselt sie nun zunachst in den Zustand
E (Exposed, den wir bereits in Kapitel 3.5 eingefuhrt haben. In diesem Zustand ist ein
Individuum zwar in ziert, aber selbst noch nicht ansteckend. Die Person be ndet sich
demnach in der Latenzzeit (siehe zur De nition S. 29). Ein Individuum geht nach der
Latenzzeit in das Kompartiment C (Carrier ) Gber, in dem Personen ansteckend sind,
aber keine Symptome zeigen. Im Modell kénnen Individuen entweder spater Symptome
entwickeln oder einen asymptomatischen Verlauf haben und vorC direkt in die bereits
bekannte Gruppe R wechseln. Der Buchstabd (Infected) steht fiir die Personen, die
ansteckend sind und Symptome zeigen. Die De nition unterscheidet sich von der De nition
des Kompartiments | in den SIR-Modellen der vorangegangenen Kapitel und umfasst
nun einen spezi scheren Teil der In zierten. Individuen im Zustand H (Hospitalized)
be nden sich im Krankenhaus und im Zustand U (In Intensive Care Unit) auf der
Intensivstation. An der Krankheit verstorbene Personen werden im Kompartiment D
(Dead) beriicksichtigt. Individuen, die von der betrachteten Krankheit genesen und somit
immun sind, werden dem ZustandR (Recovered zugeordnet.

46
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Die Menge der Krankheitszustande bezeichnen wir alZ = fS, E, C,1,H, U, R, Dg.
Fur ein Kompartiment z 2 Z schreiben wir flr die Anzahl der Individuen in diesem
Kompartiment zum Zeitpunkt t wie zuvor z(t), beispielsweiseS(t). Die mdglichen Uber-
gange zwischen den Kompartimenten in einem Krankheitsverlauf sind in Abbildung 4.1
dargestellt. Die Ubergange implizieren einige Modellannahmen, wie zum Beispiel, dass
Individuen nur an der Infektionskrankheit sterben kdnnen, wenn sie sich zuvor auf einer
Intensivstation befunden haben. Diese Annahmen werden anhand der Abbildung und den
Di erentialgleichungssystemen deutlich. Die Modelle bezeichnen wir anstatt des nahelie-
genden Namens SECIHURD-Modell abkurzend als SECIR-Modell . Wir wahlen diese
Buchstaben, da die zugehorigen Kompartimente fiir die Simulation der Infektionsdynamik
am relevantesten sind. Die restlichen Gruppen liefern zusatzliche Informationen, wie die
Anzahl der Todesfélle, die durch die Infektionskrankheit verursacht werden. Als Pra x
fugen wir den Modelltyp hinzu, sodass wir in diesem Kapitel das ODE-SECIR-Modell,
das IDE-SECIR-Modell sowie das LCT-SECIR-Modell einfiihren.

4.1.1 Das ODE-SECIR-Modell

Zunachst erweitern wir das ODE-SIR-Modell zu einem Modell mit den beschriebenen
Kompartimenten. Das Modell basierend auf gewohnlichen Di erentialgleichungen wird

in [60] eingeflhrt. Dort wird zusétzlich eine Altersau 6sung sowie eine ortliche Au 6sung
betrachtet, die wir der Einfachheit halber weglassen. Bei der Wahl der Gréyen der
Parameter fur die Simulationen kénnen wir auf die Publikation zurtckgreifen. Die Notation
passen wir an einigen Stellen an und nehmen wenige Anderungen an den Modellgleichungen
und Parametern vor.

Fir die Konkretisierung der Modellgleichungen sind zuvor Parameterde nitionen erfor-
derlich. Wir nutzen die Notation , > O fir die Parameter, welche die Rate des Austritts
aus dem Kompartiment z 2 Z beschreiben undT, fur die erwartete Aufenthaltszeit. Ein
Individuum bleibt durchschnittlich T, = , ! Tage im Zustand z. Dabei seien , und
T, nur fur Kompartimente z de niert, fur die eine erwartete Aufenthaltszeit sinnvoll ist.
Fir S wird der Ubergang durch Kontakte zu Infektidsen beschrieben und vorR und D
kann nicht in einen anderen Zustand gewechselt werden. Von einigen Gruppen aus sind
verschiedene Ubergange zu anderen Zustanden maglich, wie in Abbildung 4.1 ersichtlich
ist. Beispielsweise kénnen Individuen vonC nach | oder direkt nach R Gbergehen. Zur
Umsetzung der verschiedenen mdglichen Krankheitsverlaufe benétigen wir den Parameter

222 [0;1] fur z3;22 2 Z mit z; 6 z,. Dieser gibt den erwarteten Anteil der Individuen
an, die von Kompartiment z; aus im Verlauf ihrer Krankheit nach z, tGibergehen. Im Sinne
der stochastischen Interpretation, die in Kapitel 2.3 erlautert wurde, kann der Parameter

2 als die Wahrscheinlichkeit angesehen werden, dass ein einzelnes Individuum von
z; nach z, wechselt. Wenn kein Zustandsiibergang vorz; nach z, mdglich ist, setzen
wir 22 =0. Beispielsweise entspricht - der Wahrscheinlichkeit, dass eine Person vom
Kompartiment C aus nachl tbergeht, und B =1 L der Wahrscheinlichkeit, dass sie
zum Zustand R wechselt. Ein Individuum muss nach dem Aufenthalt im Kompartiment
z1 2 Z in eine der anderen Gruppen wechseln. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten von
z; aus in eines der anderen Kompartimente Uberzugehen, muss demnach eins ergeben,

47



4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

das bedeutet

X
1= Z.

Z1"
222Znf 219

In [60] werden abweichend von unserer De nition der AufenthaltszeitenT, die Parameter
T2 eingefihrt. Die Groye T;? beschreibt die erwartete Aufenthaltszeit in der Gruppe z3,
bevor ein Individuum nach z, wechselt. Wir lassen den oberen Index in unserer Ausfiihrung
weg, da der Parameter 72 sonst nicht als die de nierte Wahrscheinlichkeit interpretierbar
ist. Wenn vom Zustand z; 2 Z aus die beiden Ubergénge naclz; 2 Z und z3 2 Z
mdglich sind, setzen wirT;2 = T73 = T,,. Zum Beispiel wird die erwartete Aufenthaltszeit
in C als unabhangig davon angenommen, ob ein Individuum einen asymptomatischen
Krankheitsverlauf hat und sofort nach R wechselt, oder ob die Krankheit symptomatisch
verlauft und das Individuum nach | Ubergeht.

Nun betrachten wir die tibrigen Parameter, die den Ubergang vorS nachE spezi zieren.
Analog zu Kapitel 2.2 beschreibt (t) die Transmissionswahrscheinlichkeit bei einem
Kontakt und (t) die durchschnittliche Anzahl an Kontakten eines Individuums pro Tag.
In den SECIR-Modellen wird angenommen, dass Personen in den Kompartimente@
und | ansteckend sind. Wir spezi zieren den Anteil der Individuen im Kompartiment
z 2fC, |g, die sich nicht isolieren oder in Quarantdne be nden, durch , : R! [0;1],
wie es in [56] und [59] umgesetzt wird. Genauer beschreibic den Anteil der Personen in
C, die nicht detektiert wurden und sich nicht in Quarantdne be nden und | den Anteil
der symptomatisch Infektiosen ausl in Isolation oder Quarantane. In den Parametern

c und | kénnen politische Entscheidungen wie die Teststrategie bericksichtigt werden,
beispielsweise wenn vornehmlich symptomatische Individuen getestet werden. Zusatzlich
kdnnte eingeschlossen werden, dass symptomatische Personen im Verhaltnis zu Individuen
des ZustandsC infektioser sind. Eigentlich hdngt , nicht nur von der Zeit ab, sondern
ebenfalls von Groyen wieC(t) oder Ahnlichem. Je weniger neue Infektionen auftreten,
desto mehr Kontakte kdnnen vom Gesundheitsamt detektiert werden, sodass sich potentiell
ein groyerer Anteil in Quarantane be ndet. Der Einfachheit halber ignorieren wir diese
Abhéangigkeit und simulieren nur die Abhangigkeit von der Zeit t. Unter Verwendung der
De nitionen der Parameter lasst sich schlieyen, dass es

M @O c@®CO+ (O

kumulierte Kontakte von Infektiosen zum Zeitpunkt t gibt, die zu einer neuen Ansteckung
fuhren, falls sie mit einem Individuum der Gruppe S statt nden. Der Anteil dieser

Kontakte mit Personen, die noch mit der Krankheit angesteckt werden kénnen, ist
wie im ODE-SIR-Modell durch ,ﬁ(—(tt)) beschrieben. Hieraus ergibt sich die Anzahl an
Neuansteckungen und die Gleichung fliS des Modells. Anders als im ODE-SIR-Modell,
nehmen wir die Bevolkerungszahl nicht als konstant an, da wir die Todesfélle in einem
eigenen Kompartiment zahlen. Wir beschreiben die Anzahl der lebenden Individuen im
betrachteten Gebiet durchN (t) = Ng D (t). Dabei gibt Ng die aktuelle Bevélkerungszahl
zum Zeitpunkt to = 0 an, zuzlglich der Individuen, die zum Startzeitpunkt bereits an

der Krankheit gestorben sind. Somit ist gesichert, dass die GleichheiN (0) = Ng D(0)
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zur De nition von N (t) passt. Es sollte fur allet 2 R

No D(t)= N(t)= X z(t) (4.1)
z2Znf Dg

gelten, da jede Person stets genau einem Krankheitszustand zugeordnet werden kann. In
der Gleichung fur S teilen wir durch N (t), um den Anteil der anfélligen Individuen an
der lebenden Bevoélkerung zu erhalten und das Verhaltnis nicht durch die Todesfélle zu
verzerren. In [56] ist dies ebenfalls umgesetzt.

Wir verwenden alle vorgestellten Parameter zur Formulierung des gewohnlichen Di e-
rentialgleichungssystems, welches das ODE-SECIR-Modell beschreibt, und erhalten

S(t)

st= Jo © © cOCO* (1
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fur t 0. Das Konzept der Ubergange zwischen den Kompartimenten folgt dem Schema
in Abbildung 4.1. Zusammen mit Anfangswertenz(0) = z, fur jedes der Kompartimente
Z 2 Z haben wir ein Anfangswertproblem gegeben.

4.1.2 Das IDE-SECIR-Modell

Analog zum ODE-SECIR-Modell de nieren wir ein IDE-SECIR-Modell als Erweiterung
des IDE-SIR-Modells (2.3) auf die acht vorgestellten Kompartimente. Das Modell wird
in [95] publiziert werden. Es gibt nur wenige Quellen, die eine allgemeine Verteilung der
Aufenthaltszeit fir mehr als zwei Kompartimente zulassen, vergleiche [83, S. 76]. Die
Entwicklung eines solchen Modells ist vergleichsweise unerforscht.

Zur Formulierung des Modells benétigen wir Parameter, die Uber die De nitionen aus
dem ODE-SECIR-Modell hinausgehen. Die Groyef sei wie in Kapitel 2.3 fir das IDE-
SIR-Modell (2.3) de niert. Im Folgenden verwenden wir die Notationen z, z; und z»
stets fir Kompartimente aus der MengeZ . Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum
zum Zustand z, wechselt, wenn es sich aktuell inz; be ndet, bezeichnen wir wie im
ODE-SECIR-Modell als %2. Die moglichen Ubergange zwischen Kompartimenten folgen
abermals Abbildung 4.1. Fur diese Paare von Zustanden kann 32 6 0 gelten. Wenn ein
Wechsel vonz; nach z, moglich ist, beschreiben wir die Anzahl der Individuen, die zum
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

Zeitpunkt t 2 R von der Gruppe z; nach z; wechseln, mit 72(t). Die Ableitung zqt) der

Anzahl der Individuen im Kompartiment z zum Zeitpunkt t muss stets der Anzahl der
Individuen entsprechen, die zum Zeitpunktt nach z wechseln, abziglich der Anzahl aller
Individuen, die zum Zeitpunkt t aus dem Kompartiment hinaus wechseln. Zum Beispiel
bedeutet dies geméay Abbildung 4.1, dass fir das KompartimenC die Beziehung

Caty= @)  c® & (4.3)

gelten muss. Durch 2( ) mit 22 : Ry ! [0;1] sei der erwartete Anteil der Personen
gegeben, die sich Tage nach dem Eintritt in das Kompartiment z; noch in diesem
be nden und im spéateren Krankheitsverlauf nach z, tibergehen werden. In diesem Modell
kann die Verteilung der Aufenthaltszeit in C folglich abhé&ngig davon gewahlt werden,
ob Individuen nachfolgend direkt nach R wechseln oder Symptome entwickeln und nach
| Ubergehen. Die erwartete Aufenthaltszeit ist von zwei Kompartimenten abhangig,
sodass wir sie mitT;2 notieren. Fur dieses Modell ist die Gréye im Gegensatz zum ODE-
SECIR-Modell unproblematisch, da die Modellgleichungen fir die Kompartimente mit
den Ubergangen 22(t) formuliert werden. Die Bedeutung der Parameter 72 entspricht
der von |R im IDE-SIR-Modell (2.3). Die Funktionen missen dieselben Eigenschaften
erfullen. Somit muss gelten, dass die Funktionen 72 stetig di erenzierbar und monoton
fallend sind sowie 72(0) = 1. Zudem sollte
Zy
= E(Qd <1

erfullt sein, vergleiche Gleichung (2.7).

Die Modellgleichungen erarbeiten wir anhand von ausgewahlten Kompartimenten
genauer, da sie im Vergleich zum ODE-Modell schwieriger zu formulieren sind. Wir
werden die Gleichung des KompartimentsE besprechen, um das Prinzip des Modells
deutlich zu machen. Zuséatzlich untersuchen wir den ZustandC, von dem mehrere
Ubergange moglich sind, sowieD und S. Wir beginnen mit dem Kompartiment E. Die
Gleichung unterscheidet sich von der Form her nicht von der fir die Gruppel im IDE-
SIR-Modell. Zum Zeitpunkt t sind S(t x) E(x) der Individuen, die zum Zeitpunkt
x tin den Zustand E gewechselt sind, noch nicht nachC Ubergegangen. Wenn alle
moglichen Eintrittszeitpunkte x t in E betrachtet werden, ergibt sich die Gesamtzahl
der Personen inE als

z t
E@M)=  Et x) §00dx

Im IDE-SECIR-Modell miissen wir auch Formeln fiir die Ubergange 72(t) nden, damit
die Modellgleichungen vollstandig beschrieben sind. In das KompartimenkE treten zum
Zeitpunkt t alle Individuen ein, die aus der GruppeS austreten, sodass wir

Emy= s

erhalten. Zur Beschreibung von & benétigen wir die Ableitung von der hergeleiteten
Gleichung fur E. Leiten wir die Formulierung ab, ergibt sich mittels der Leibniz-Regel
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fur Parameterintegrale [57, Satz 4.29]

Zt
e = €% %) §podx+ £0) 5
Z
= ; €% x) §pgdx+ Eq):

Wegen des Zusammenhangs der Ubergéngéf zur Ableitung der Kompartimente gilt
fur die Gruppe E

Eq) = EM+ §(1):

Vergleichen wir die beiden Formeln, ergibt sich, dass die Anzahl der Personen, die zum
Zeitpunkt t von E nach C ubergehen, durch

Z, 0

EM=  E( %) se0dx

beschrieben wird. Wir fahren nun mit der Gleichung fir das Kompartiment C fort. Nach
der De nition von |, werden genau [ E£(x) der Individuen, die zum Zeitpunkt x
in die Gruppe C gewechselt sind, in ihrem Krankheitsverlauf nachl Ubergehen und
(1 L) E(x) direkt nach R. Nach den De nitionen von { und & sind zum Zeitpunkt t

ct x) ¢ g+ &t x) 1 ¢ EX

Individuen von denen, die zum Zeitpunkt x  t in C eingetreten sind, noch in diesem
Kompartiment. Betrachten wir sdmtliche potentielle Eintrittszeitpunkte, erhalten wir die
Formel
z t
C(t) = 4 ct x) ¢ g+ &t )1 ¢ Eg(X)dx

= et x) £+ &t )1 ¢ Exdx

Fur die Gleichungen der Ubergéange vorC aus, bendétigen wir wieder die Ableitung der
hergeleiteten Gleichung furC, das heiyt

Z

cty= , b0 ke Bl b g
+ ¢0 ¢+ SO 1 ¢ EW®
Zt Zt

= Lt %) b E(dx+ ) B o 1 b Emodx+ E(b:

In Anbetracht von Gleichung (4.3) und unter Bericksichtigung der Bedeutung der
Parameter ist ersichtlich, dass

() = Lt %) b Se0dx
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den Ubergang vonC nach | beschreibt und
Z t
0

B(t) = . et x) 1 ¢ gM)dx

den Ubergang vonC nach R. Die Gleichungen fiir die Kompartimente I, H und U sowie
die Ubergange aus den Kompartimenten ergeben sich auf die gleiche Art wie fiir den
Zustand C. Nun leiten wir die Gleichung fur die Gruppe D der Verstorbenen her. Aus
diesem Kompartiment ist kein Wechsel in eines der anderen Kompartimente maoglich.
Somit gleicht die Anzahl der Todesfélle der Summe aller Individuen, die je vorlJ nach
D ubergegangen sind. Unter Beruicksichtigung der Gréye D sowie aller vergangenen
Zeitpunkte erhalten wir
Z
D(t) = ft b (x)dx:

Die Modellgleichung fur das Kompartiment R ist &hnlich zu der des ZustandsD . Fir die
Gruppe S gehen wir von der Gleichung furS des ODE-SECIR-Modells(4.2) aus und
erweitern sie um Aspekte des IDE-Modells. Wenn wir die hergeleitete Formel flC sowie

die Gleichung
Zt
I(t) = 4 Fe x) '+ ft x) 1 [ p(x)dx

des IDE-SECIR-Modells in die Gleichung firS des ODE-Modells(4.2) einsetzen, erhalten
wir

S(t)
N (1)
S(t)
N (1)

sqt) = ) ) c®CH+ (I

Z
() (1) c(t)ft ct x) &+ &t x) 1 ¢ E(x)dx
T IR R I I N L

Wir fligen fir die Parameter ¢ und | zusatzlich zur Abhangigkeit von der Zeitt eine
Abhangigkeit von der Zeit seit dem Eintritt in das jeweilige Kompartiment  ein. Hier
betrachten wir (t) und (t) als maximale Anzahl der Kontakte beziehungsweise die
maximale Transmissionswahrscheinlichkeit im Verlauf der Krankheit. Eine reduzierte
Kontaktzahl sowie eine geringere Infektiositat in Abhangigkeit von kann individuell
far die beiden Kompartimente in den Parametern ¢(t; ) 2 [0;1]und | (t; ) 2 [0;1]
berucksichtigt werden, anstatt durch und . Beim IDE-SIR-Modell haben wir flr
und die Abhangigkeit von zugelassen, weil wir dadurch eine Reduktion der Kontakte
durch Isolation oder Quarantane oder eine sich &ndernde Infektidsitat im Verlauf der
Infektion simulieren wollten. Im SECIR-Modell steuern wir dies nun durch die zusétzlichen
Parameter ¢ und | angepasst fur die KompartimenteC und | . Inkludieren wir diese
Abhangigkeit, erhalten wir die Formel

s(t) z

t
St= Jo ® @, ctt 0 et ¥ e+ &t N1 ¢ EX

+at o x) xR o x) 1 e(x) dx
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fur S im IDE-SECIR-Modell. Der Infektionsdruck ' (t) sei hier wie in Kapitel 2.3 so
de niert, dass Sqt) = S(t)' (t) gelte. Wir haben damit alle Parameter fir das IDE-
SECIR-Modell de niert und einige Formeln beispielhaft hergeleitet. Die Modellgleichungen
des IDE-SECIR-Modells ergeben sich insgesamt durch

§m=zsm'm (4.4)
E(t) = tg(t x) E(x)dx (4.5)
th
cw= ct ox) e+ Bt x) 1 ¢ E(x)dx (4.6)
Z
0= Fe o0 fe Re 01 1 Loax @.7)
Z
HO= e 0 e Be 01 8 Moo (4.9)
Z
VM= B 0 B+ B 01 B Hedx (4.9)
Z
R(t) = 1: B+ R+ B+ §x) dx (4.10)
Z
D(t) = ft 5 (x) dx (4.11)
far t O mit
(M) (1)~
M= N Gt X et X e S N1 o EX

(4.12)
+at x) e o) T+ R o)1 gx) dx

In den Gleichungen kommen die Ubergéngegf flr einige z1; zo 2 Z vor. Zur vollstandigen
Modellformulierung benétigen wir Formeln fir diese Ubergéange furt  0:

s(t) = gf’t(t):S(t)'(t) (4.13)
En= £l % §odx (4.14)
L= Z; Lt 0 b Edx (4.15)
R(t) = th Bt ) 1 b Edx (4.16)
(6) = th H% %0 1L dx (@.17)
R(t) = th Rt x) 1 ' L(xdx (4.18)
Yo = Z; W %) ¥ Mo dx (4.19)
HOE Z; R0 1 8 Pdx (4.20)
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Z

3= 8% 0 B Heoax (4.21)
Z

o= 8% 01 8 Hwax (4.22)

Zusammen mit passenden Anfangsbedingungen formuliert dieses Integro-Di erentialglei-
chungssystem(4.4) (4.22) die Modellgleichungen des IDE-SECIR-Modells. Als Anfangs-
bedingungen bendtigen wir fiir die in(4.13) (4.22) spezi zierten Ubergéange Werte fiir
T t 0 dasheiyt 2(t) furalle Tt 0 fur sinnvolle Paare (z1;22) 2Z Z
Anfangswerte z(0) fur die Kompartimente z 2 Z nf Sg ergeben sich aus den Anfangs-
bedingungen fiir die Ubergéange mit den Gleichungerg4.5) (4.11). Fur S ist nur eine
Gleichheit fir die Ableitung gegeben. Der Wert S(0) kdnnte mit der Gleichung (4.1)
durch

X
S(0) = No z(0)
z2Znf Sg

berechnet werden. Wie bereits erwahnt, kbnnen wir ebenso Gleichungen formulieren,
welche die Ableitungen der Kompartimentez 2 Z mit den Ubergangen verbinden, siehe
zum Beispiel Gleichung (4.3). Dies ergibt das System

sty= §

Eq)= s E®

CI= g c® B
M= ct) M RO
HI= M) HO J©
U= H@®  Sm 5
R= &M+ Rm+ Fm+ 5
DY) = J():

Man kann Gberpriufen, dass die Formeln(4.4) (4.12) zu diesem Gleichungssysteni4.23)
konsistent sind, wenn man die Gleichungen fiir die Ubergangé4.13) (4.22) einsetzt.
Tauschen wir die Formeln (4.4) (4.11) durch das System(4.23) aus, erhalten wir eine
ebenso valide Modellformulierung und Gleichungen fir alle vorkommenden unbekann-
ten Funktionen. Eventuell wéaren dann zusatzliche Anfangswerte im Zeitpunktty = 0
fur z 2 Z notwendig, wenn wir diese nicht mithilfe der Formeln (4.5) (4.11) aus den
Anfangsbedingungen fiir die Ubergange berechnen wollen.

Insgesamt ist das IDE-SECIR-Modell im Vergleich zum ODE-Modell wesentlich kom-
plizierter zu formulieren und zu verstehen. Diese Feststellung wurde bereits in Kapitel 3.6
behauptet. Um die Komplexitat zu reduzieren, kbnnte eine Idee von [32, S. 92] Gibernom-
men und einige Aufenthaltszeiten wie im ODE-Modell als exponentialverteilt angenommen
werden. Dadurch wirden sich die Gleichungen fir diese Kompartimente auf &hnliche wie
im ODE-Modell vereinfachen. Zum Beispiel kdnnte flr die Kompartimente eine beliebige
Verteilung der Aufenthaltszeit zugelassen werden, die fiir die Anzahl der Neuansteckungen
bedeutsam sind, das heiyt furE, C und |, nicht aber fir H und U.

(4.23)
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4.1.3 Das LCT-SECIR-Modell

Als letztes Modell erweitern wir das LCT-SIR-Modell um neue Kompartimente. Da wir die
Funktionsweise des Linear Chain Tricks in Kapitel 3 grindlich untersucht haben, kénnen
wir das ODE-SECIR-Modell leicht auf Erlang-verteilte Aufenthaltszeiten verallgemeinern.
Wir mussen zur Formulierung der Modellgleichungen nicht unbedingt das IDE-SECIR-
Modell kennen. Aus Kapitel 3 wissen wir, dass eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit
mit Formparameter n 2 N und Ratenparametern mit > 0 durch eine Kette von n
identischen Subkompartimenten erreicht werden kann. Die Subkompartimente sollten
jeweils eine exponentialverteilte Aufenthaltszeit mit dem Parametern aufweisen. Dies
lasst sich durch die Annahme erreichen, dass die Ubergange durch einen linearen Term
mit dem Faktor n beschrieben werden. Die Erkenntnis nutzen wir dazu, eine Erlang-
verteilte Aufenthaltszeit fur alle Zustande zu inkludieren, fur die es sinnvoll ist. Sinnvoll
konnte dies fur die Menge aus KompartimentenA = fE, C, 1, H, Ug Z sein. FirR
und D ist keine Verteilung der Aufenthaltszeit notig, da aus diesen Gruppen nicht in
andere Zustande gewechselt werden kann. Beim Kompartimens ist der Ubergang durch
einen nicht-linearen Term beschrieben.

Zur De nition des Modells bendétigen wir zusatzliche Notation. Fir ein Kompartiment
z 2 A wollen wir eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit mit dem Formparameter n; 2 N
und Ratenparameter n, , modellieren. Hierbei entspricht , = T, 1>, analog zum
ODE-SECIR-Modell, der inversen erwarteten Aufenthaltszeit im Kompartiment z. Wie in
Kapitel 3.4.2 besprochen, bestimmt die Anzahl der Subkompartimenten, die Varianz der
Verteilung der Aufenthaltszeit. Die Bedeutung der restlichen Parameter bleibt dieselbe
wie fur das ODE-SECIR-Modell. Betrachten wir das ODE-SECIR-Modell (4.2) und
wenden den Linear Chain Trick fir alle Kompartimente in A analog zur Vorgehensweise
in Kapitel 3 fir | an, erhalten wir das gewoéhnliche Di erentialgleichungssystem

S(t)

sqt) = N M (M) c®CE+ ((O)I() (4.24)
END= N O O c®CO+ (10 ne eEx®) (4.25)
EXt)=ne eE 1(t) ne eEj(t) furj 2f2:::;ngg  (4.26)
CAt)=ne EEn: () nc cCat) (4.27)
CAt)=nc cC 1(t) nc cCi(t) firj 2f2;:::;ncg  (4.28)
1= tnc cCac(t) M o la(t) (4.29)
10 =n 1 at) no 1) furj 2f2::::ng (4.30)
HXO = ' il () naow Ha() (4.31)
HX = nu wH) 2(t) nu oW Hj(Y) furj 2f2;:::;npg (4.32)
UXD = Bnn wHa, () nu oy U(t) (4.33)
UA=ny v 1) ny oY) furj 2f2:::;nug (4.34)
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RI)= 1 L nc cCnc®+ 1 np y1n (1)
+ 1 H Ny H Hny, H+ 1 B Nu u Un, (1)
DYt)= T nu uUn, 1) (4.36)

(4.35)

P
furt O, wobeiz(t) = jngl zj (t) far alle z 2 A gelte. Gemeinsam mit Anfangswerten fur
die Subkompartimente sowie fur die tbrigen Kompartimente, das heiytz; (0) fur z2 A

Anfangswertproblem.

Je nach Fokussierung der Untersuchung kann wie beim IDE-Modell diskutiert werden,
ob es sinnvoll ist, fur alle Kompartimente in A gleichzeitig eine Erlang-verteilte Aufent-
haltszeit einzufuhren. In [32, S. 94] werden beispielsweideund H in Subkompartimente
unterteilt, wahrend die Aufenthaltszeit in E als exponentialverteilt angenommen wird.
Die beiden Kompartimente | und H werden im dortigen Modell als infektios angenommen
und der Schwerpunkt der Untersuchung liegt auf den Auswirkungen der Annahmen zu
den Verteilungen der Aufenthaltszeiten in diesen infektiosen Gruppen. In [58, Supple-
mentary material] werden in einem SEIR-Modell dagegen fir beide Grupperie und |
Subkompartimente eingefuhrt. Wearing et al. [93, S. 0624 .] betonen, dass die Annahme
einer Exponentialverteilung anstatt einer Erlang-Verteilung fur die Latenzzeit und die
infektibse Periode zu falschen Schatzungen fuhren kann. Um fir alle Kompartimente in
A die Mdglichkeit zu bieten, Erlang-verteilte Aufenthaltszeiten zu verwenden, haben wir
fur alle diese Kompartimente Subkompartimente eingefiihrt. Soll fir ein Kompartiment
z 2 A eine exponentialverteilte Aufenthaltszeit betrachtet werden, kannn, = 1 eingesetzt
werden.

In diesem Kapitel haben wir Modellgleichungen fir das ODE-SECIR-, das IDE-SECIR-
sowie das LCT-SECIR-Modell vorgestellt. Hierdurch konnten wir die Hypothese aus
Kapitel 3.6 bestéatigen, dass die Formulierung und das Verstandnis der IDE-Modelle deut-
lich herausfordernder ist als bei einem ODE-Modell. Dies lasst sich an den komplexeren
SECIR-Modellen noch deutlicher als an den SIR-Modellen erkennen. Die Betrachtung
des LCT-SECIR-Modells war zwar komplizierter als die des ODE-Modells, jedoch noch
bedeutend einfacher als die Herleitung des IDE-Modells.

4.2 Numerische Losungsverfahren

Im Folgenden stellen wir numerische Losungsverfahren fur die drei SECIR-Modelle
vor. Die prasentierten Methoden verwenden wir in der Implementierung. Wir betrach-
ten zunéchst einen Loser fur gewodhnliche Di erentialgleichungssysteme. Da sowohl die
Modellgleichungen des ODE-SECIR-Modells als auch die des LCT-SECIR-Modells ein ge-
wohnliches Di erentialgleichungssystem bilden, nutzen wir die Methode fur beide Modelle.
Im Anschluss stellen wir ein Verfahren fiir das IDE-SECIR-Modell vor.
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4.2.1 Loésungsverfahren fur die Modelle basierend auf gewohnlichen
Di erentialgleichungssystemen

Zur Lésung von gewdhnlichen Di erentialgleichungssystemen existieren einige bereits
implementierte Methoden aus Softwarepaketen. Die Nutzung dieser anstatt einer selbst
implementierten Methode hat den Vorteil, dass die Funktionen hau g gut getestet und

e zient implementiert sind. Auf diese Weise sind die Modelle leicht in Software umzuset-
zen [16, S. 1046]. Wir nutzen zur Losung von gewoéhnlichen Di erentialgleichungssystemen
die Runge-Kutta Cash-Karp 5(4) Methode, die aktuell ebenso in der Software MEmi-
lio [61] angewendet wird. Die Methode ist ein adaptives Verfahren, bei dem wir nicht
zwangslau g aquidistante Schrittweiten erhalten und uns a priori nicht damit beschaftigen
miussen, welche Schrittweite fiir den Loser ausreichend klein ist. Wir benutzen die bereits
implementierte Methode runge_kutta_cash_karp54 [2] aus dem Modul Odeint von
der C++ -Softwarebibliothek boost [23]. Diese Lésungsmethode wenden wir sowohl bei
dem ODE-SECIR- als auch bei dem LCT-SECIR-Modell an, weil beide Modellgleichungen
gewohnliche Di erentialgleichungssysteme sind. Da wir eine Methode aus einer Software-
bibliothek verwenden, gehen wir auf die genaue Funktionsweise der Runge-Kutta Cash-
Karp 5(4) Methode nicht ndher ein. Der Vollstéandigkeit halber ist das Butcher-Tableau
des Verfahrens jedoch in Tabelle 4.1 angegeben. Die explizite Runge-Kutta-Methode ist
von funfter Ordnung und der Fehler wird unter Verwendung einer Methode der Ordnung
Vier geschatzt [1]. Fir weitere Informationen zur Funktionsweise der Cash-Karp-Methode
vergleiche [73, Kapitel 16.2] in Verbindung mit [13] und der Implementierung in boost.

0
1 1
5 5
3 3 9
10 | 40 20
3 3 9 6
5 10 10 5
1 11 5 70 35
54 2 27 27
7 | 1631 175 575 44275 253
8 | 55296 5I» 13824 110592 4096
37 250 125 512
7w 0 &1 sa 0 47 Ordnung5
2825 18575 13525 277 1
37648 O 4384 a0 1433 4 ordnung 4

Tabelle 4.1. Erweitertes Butcher-Tableau des Runge-Kutta Cash-Karp 5(4)
Verfahrens. Das Tableau ist aus [13, S. 206] Ubernommen.

4.2.2 Losungsverfahren fur das IDE-SECIR-Modell

Softwarepakete fur die Losung von Integro-Di erentialgleichungen beziehungsweise Syste-
men wie das des IDE-SECIR-Modells sind selten und hau g auf bestimmte Spezialfélle
eingeschrankt [16, S. 1046]. Entsprechend ist in der Software MEmilio [61] ein Loser fur
die Modellgleichungen implementiert. Die Methode wird in [95] publiziert werden. Da
das numerische Losungsverfahren fur das IDE-SECIR-Modell vergleichsweise komplex ist
und die genaue Vorgehensweise noch unpubliziert ist, gehen wir auf die Methode genauer
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ein. Wir leiten die Verfahrensvorschrift nicht explizit her, geben aber jede Formel an, die
zur numerischen Lésung des IDE-SECIR-Modells verwendet wird. Die Methode orientiert
sich an einer Arbeit von Messina et al. [69]. Hier wird allerdings nur die Gleichung flr
S und die Formel fur den Infektionsdruck ' diskretisiert. Dabei wird ein SIR-Modell
orientiert an [11, Kapitel 4.5] betrachtet. Messina et al. erhalten fir ihr Verfahren eine
Konvergenz- und Konsistenzordnung von eins [69, S. 242f.].

Beginnen wir mit der Betrachtung des numerischen Losungsschemas fir die Modell-
gleichungen(4.4) (4.22) des IDE-SECIR-Modells. Dazu nehmen wir an, dass wir an der
Lésung der Modellgleichungen auf einem Intervall[0; Thax] interessiert sind. Mit der
Schrittweite t> O seidurcht, = m t mit m 2 Z ein aquidistantes Gitter gegeben. Die
Schrittweite und Tnax wahlen wir so, dassTm—atx 2 N gilt. Somit sind Approximationen
der Modellgroyen an den Gitterpunktenty, mit m 21 0;1;:::; Tm—ﬂ(g gesucht. Aus dem
Grund der Unterscheidbarkeit zur Notation der Subkompartimente beim LCT-Modell
verzichten wir darauf, wie sonst Ublich, den approximierten Wert einer Funktion durch
den Zeitindex zu kennzeichnen. Stattdessen seief(tm) fir z 2 Z sowie' (tm) und 32(tm)
mit z3;z, 2 Z die numerischen Approximationen am Gitterpunkt t,, beziehungsweise ein
vorausgesetzter Anfangswert. Messina et al. [69, S. 242] schlagen fir das Kompartiment
S die iterative Losungsmethode

_ S(tm)
S(tm+1) = m

vor. Die Methode basiert auf einem Di erenzenquotienten als Approximation der Ablei-
tung von S(t) und einer Approximation dieser Ableitung anhand von Gleichung (4.4):

S(tm+1) S(tm)
t

(4.37)

SAtms1)  Sltmsr)' (tm): (4.38)

Wenn wir diesen Zusammenhang geeignet umformen, erhalten wir die Berechnungsvor-
schrift (4.37). Zur Berechnung einer approximativen Losung vonS im Punkt tn .1 missen
die Werte fur ' und S im Gitterpunkt ty zuvor bestimmt worden sein. Wenden wir das
Vorgehen von [69, S. 242] auf die Gleichung4.12) fir den Infektionsdruck an, erhalten
wir die Verfahrensvorschrift

(tm+1) (tm+1)

"(t = t
( m+1) NO D(tm+1)
X0 . . | . | R . | Cy4.
c(tmeritm+r i) cltmszr i) ¢+ clmsr i) L ¢ E(tiv)
i=—a |
+ 1 (tmez;tm+r ) |H(tm+1 i) :_"" |R(tm+1 i) 1 :_' Ic(ti+1) ;

wobeia2 Z mit a< Ogelteundta = a t T ein Zeitpunkt sei, zu dem es noch kein
Infektionsgeschehen gab. Dieses numerische Losungsschema ist ein nicht-standardmayiges
Finite-Di erenzen-Verfahren (engl. non-standard nite di erence scheme), da zur nume-
rischen Quadratur fur die Approximation der Funktion auf einem Teilintervall fur die

Ubergange 72 der rechte Randpunkt verwendet wird und fur die Werte der Parameter
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4.2 Numerische Lésungsverfahren

der linke. Nicht-standardmayige Finite-Di erenzen-Verfahren wurden urspringlich fur
Di erentialgleichungen eingefuhrt und spater fir die Anwendung auf Problemstellungen
mit Integralen ausgeweitet [69, S. 242]. Eine ahnliche Vorgehensweise lasst sich bei dem
Verfahren zur Losung der Di erentialgleichung fur S in (4.37) beziehungsweise in(4.38)
erkennen. Aus dem Sachzusammenhang folgt, dass die Funktid®(t) nicht-negativ und
monoton fallend sein sollte. Messina et al. [69, Theorem 3.4] zeigen fir ihren Anwendungs-
fall, dass die mit der beschriebenen Diskretisierung berechnete approximative Lésung
diese beiden Eigenschaften fiir alle t 0 erfiillt. An einem Beispiel demonstrieren sie,
dass die naheliegende Methode der Trapezregel (vergleiche hierflir auch [40, S. 317]) diese
Eigenschaften nicht immer aufweist [69, S. 249]. Fur unseren Anwendungsfall miusste
das Verhalten validiert werden, jedoch spricht die Untersuchung fur die Verwendung der
nicht-standardmayigen Methode.

Bei der Durchfilhrung von Simulationen ersetzen wir die Variablen der Ubergange 22.
Hierbei seienz;;z, 2 Z zwei sinnvolle und zueinander passende Zustande. Wir de nieren

#2(tm) als die Anzahl der Individuen, die im Zeitintervall (tm 1;tm] von z; nach z;
wechseln. Es gilt folglich

Zy,
2(tm) = 2t
tm 1

Die Groye 22 lasst sich aus realen Daten leichter bestimmen als die Anzahl der Personen

72, die genau zu einem Zeitpunkt das Kompartiment wechseln. Wenn wir die Annahme
tre en, dass 32 auf den Intervallen (tm 1;tm] jeweils konstant ist, folgt 22(tm) =

t 22(tm). In der Praxis ist t in der Regel so klein, dass Anderungen im Intervall
(tm 1;tm] von Z2(t) nicht in den realen Daten registriert werden kénnen, zum Beispiel

t 1Tag. Ersetzenwir t 72(tm) in den Modellformulierungen durch  %2(ty), erhalten
wir fur den Infektionsdruck anstatt der zuvor formulierten Gleichung

(tm+1) (tm+1) x

"(tm+1) = cltmstitmer i) c(tme1 i) &

NO D(tm+1) i=a
+ g(tmﬂ i) 1 Ic C(tisr)+ 1 (tmetitmer i) (4.39)
Ptmer 1) T+ Rtmer ) 1 [ E(tian)

Fur die Berechnung von' (tyn+1) missen einige andere Gréyen zuvor bestimmt worden

sein, zum Beispiel ‘E3(ti+1) fur alle a i m. Fur die Verfahrensvorschriften der
Ubergange tbernehmen wir das nicht-standardmayige Verfahren. Unter Verwendung der
eingeflihrten Variablen % (tm) = t 72(tm) erhalten wir als Losungsmethode fir die
Gleichungen (4.13) (4.22) entsprechend
§S(tms1) = t' (tm) S(tm+1) (4.40)
XN o
Eltme) =t Eltme i) S(tis) (4.41)
i=a
| K C
cltms1)= t ¢ c (tm+1 i) E(tiva) (4.42)

i—a
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Sltm)= 1 ¢ Xn Eltmes 1) E(tin) (4.43)
H(tme) = t :_lX" |Ho(tm+1 ) c(tis) (4.44)
i=a
R(tma)=  t 1] . Rltmes 1) E(tin) (4.45)
i=a
Gm)= U w0 Pt) (4.46)
Altmsa)= €1 j Xn Rltme ) 1 (tinn) (4.47)
O(tme) =t B_Xn Bltmer ) H(tinn) (4.48)
O(tms1)=  t 1§ X Bltmer 1) B (tin): (4.49)

i=a

Die Gleichung flr g(tmﬂ) basiert auf dem Zusammenhang4.13) und der Herleitung
des numerischen Verfahrens furS in Gleichung (4.38). Bei den Ubrigen Gleichungen
wird zur numerischen Quadratur fur die Approximation des Integranden auf einem
Teilintervall fiir die Funktionen  22°jeweils der linke Randpunkt verwendet und fur 22
der rechte, sodass wir ein nicht-standardmayiges Verfahren erhalten. In den Formeln
nden sich Auswertungen der Ableitungen der Funktionen 22. Diese Ableitungen sind

nicht immer berechenbar, sodass wir sie numerisch approximieren. Dazu verwenden wir

einen Di erenzenquotienten, sodass wir die Approximation

Zy (t) Z2 (t )
)= A0S Bl
erhalten. Zuletzt benétigen wir eine Diskretisierung fur die Ubrigen Kompartimente. Wir
wenden die nicht-standardmayige Methode auf die Modellgleichungeid.5) (4.11) an
und erhalten

>3

E(tm+1) = i_a E(tms1 1) §(tiv) (4.50)
Cltm)= Cltmer i) o+ E(tmer 1) L & E(tian) (4.51)
I(tmﬂ):i_a Pltmea i) 7'+ Rltmea ) L 7 E(tien) (4.52)
H(tmﬂ):i_a Hltme ) B+ fltmea ) L 5 [(tie) (4.53)
Utmaa) = Gltma ) G+ Gltmea ) 1§ H(tia) (4.54)
R(tm+1)=ll?_(atlm)+ Rtmer)+ Rltms1)+ Bltmsa)+  S(tmer) (4.55)
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4.2 Numerische Lésungsverfahren

D(tm+1) =D(tm) + B(tm+1)1 (4.56)

Die behaupteten Gleichungen der GréyerR und D entsprechen nicht direkt den Ap-
proximationen der Integrale aus den Gleichungen(4.10) und (4.11). Dies wurde fur die
Gruppe R die Vorschrift

xn
Ritmsa) = &)+ Rts)*+ B(tia)+ §ltin) (4.57)

I=a

ergeben. Fur das obige Verfahrer(4.55) setzen wir in diese Gleichung furR(tm+1) die
Formulierung fur R(ty) ein, sodass die im vorigen Schritt berechnete Summe wieder-
verwendet wird. Fir D wenden wir ein analoges Vorgehen an. Zur Bestimmung von
R(tg) und D(tg) kénnte einmalig die Summe in(4.57) und die entsprechende furD
berechnet werden. Andere Berechnungen von Summen aus verschiedenen Zeitschritten
oder von den Ubergéngen 72 zu den Kompartimenten kénnen nicht wiederverwendet
werden, da sich die Summanden stets unterscheiden. Die Berechnungsvorschriftéh55)
und (4.56) entsprechen der Anwendung eines impliziten Euler-Verfahrens (siehe hierzu [40,
Kapitel 75]) auf die Gleichungen fir R und D aus dem Gleichungssysten{4.23). Die
direkte Verwendung der Formeln (4.23), ausgenommen der Formel frS, als Grundlage
zur Diskretisierung kdénnte Vorteile haben, da keine Summen approximiert werden missen
und weniger Berechnungen notwendig sind.

Damit haben wir fur alle vorkommenden Modellgréyen numerische Losungsverfah-
ren besprochen. Einige Ergebnisse hdngen von anderen Berechnungen aus demselben
Zeitschritt ab. Deshalb ist die richtige Reihenfolge der Berechnung essentiell. Der Uber-
sichtlichkeit halber halten wir die Vorgehensweise als Algorithmus mit Verweisen auf
die jeweilige Berechnungsformel fest. Die Implementierung des IDE-Modells werden wir
nicht naher beschreiben, sodass aus dem Algorithmus 1 die Funktionsweise und die
richtige Reihenfolge der Berechnung deutlich wird. Die Abh&ngigkeiten der Modellgréyen
innerhalb eines Zeitschritts konnten bei einer moéglichen spateren Parallelisierung zu
Problemen fuhren. Als Anfangsbedingungen bendtigen wir wie in Kapitel 4.1.2, Ubersetzt

in die Schreibweise dieses Kapitels, die Ubergangeﬁf(tm) furallea m 0. Zusatzlich

Algorithmus 1: Vorgehensweise zur numerischen Lésung der Modellgleichungen
des IDE-SECIR-Modells auf dem Intervall [O; Trax]-

Input: Verlauf der Ubergange 2(tm) fura m  0und sinnvolle z1;2, 2 Z ;
Z(tp) fur alle z 2 Z ; alle bendtigten Parameter; Schrittweite  t; Tmax
Berechne' (tg) mittels (4.39)
for m=0to ™= 1do
BerechneS(ty+1) mittels (4.37)
Berechne Z22(tm+1) mittels (4.40) (4.49) in der dortigen Reihenfolge
Berechnez(ty+1) fir z 2 Z nf Sg mittels (4.50) (4.56)
Berechne' (ty+1) mittels (4.39)
end for
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

seien die Anfangswertez(tp) fur alle Kompartimente z 2 Z vorausgesetzt. Wie wir diese
bestimmen kdnnen, werden wir im nachsten Abschnitt untersuchen.

Aus diesem Abschnitt geht hervor, dass nicht nur die Formulierung der Modellgleichun-
gen des IDE-Modells anspruchsvoller ist als die der Gibrigen Modelle. Auch die numerische
Ldsung stellt sich als erheblich aufwendiger heraus. Im Fall der beiden Modelle, deren
Modellgleichungen als gewodhnliche Di erentialgleichungssysteme formuliert sind, stehen
praktikable Methoden in Softwarebibliotheken zur Verfiigung und die Theorie der Loser
ist vergleichsweise gut erforscht.

4.3 Wahl der Anfangsbedingungen

In diesem Kapitel verscha en wir uns einen Uberblick iiber verschiedene Moglichkeiten zur
Initialisierung der drei SECIR-Modelle. Die Werte sind als Eingabe fiir die Simulationen
mittels der numerischen Losungsverfahren aus Kapitel 4.2 notwendig. Dabei wird auf
die Verflgbarkeit von realen Daten zur Bestimmung der Anfangswerte geachtet. Fir die
Simulationen in Kapitel 5 am Beispiel von COVID-19 kdnnen die Methoden angewendet
werden.

Initialisierung des ODE-SECIR-Modells nach Koslow et al.

Zunachst besprechen wir eine Mdglichkeit, das ODE-SECIR-Modell mittels realer Daten
zu initialisieren, die sich an der Umsetzung in der Software MEmilio [61] beziehungswei-
se an der Ausfuhrung in [56, S2 Appendix] orientiert. Fir SARS-CoV2 verd entlicht
das Robert Koch-Institut (RKI) tagliche Werte beziiglich der gesamten bestatigten
Falle sowie der Todesfalle [76]. Diese kbénnen mittels der Datgdycode/memilio-epida-
ta/memilio/epidata/getCaseData.py aus der Software MEmilio [61] heruntergeladen und
aufbereitet werden. Ahnliche Werte kénnten fiir andere Krankheiten, fir welche eine
Ausbreitung simuliert werden soll, von 6 entlichen Quellen bereitgestellt werden. Daher
ist die Methode zur Initialisierung nicht auf den Erreger SARS-CoV-2 beschrankt. Im
Folgenden besprechen wir die Initialisierung beispielhaft an der Krankheit COVID-19
und legen die verfligbaren gemeldeten Daten zugrunde. Wir berechnen fir die bestatigten
kumulierten Félle und fiir die Todesfélle einen gleitenden Durchschnitt unter Berick-
sichtigung von sieben Tagen. Entsprechend tbernehmen wir nicht direkt die gemeldeten
Werte, sondern ermitteln fir jeden Tag den Durchschnitt aus dem Tageswert sowie den
vorigen und den folgenden drei Tagen. Auf diese Weise kdnnten Verzerrungse ekte, wie
beispielsweise durch Wochenenden, geglattet werden. Wenn nicht alle Krankheitsfélle
gemeldet werden, wird die Anzahl der bestatigten Falle die tatsachliche Fallzahl unter-
schéatzen. Moéchten wir dies in unseren Simulationen bertcksichtigen, kénnen wir die
bestétigten taglichen Fallzahlen mit einem Faktor d > 1 skalieren. Weitere E ekte, wie
beispielsweise eine Verzdgerung bei den Fallmeldungen [21, S. 2], vernachlassigen wir.
Bezeichnen wir die extrapolierten Daten der kumulierten bestatigten Falle am Tagt mit
Fmar (1) und die Anzahl an Todesfallen mit Dyagr (t). Hierbei steht MAR flr moving
average reported sodass gekennzeichnet wird, dass wir einen gleitenden Durchschnitt
der gemeldeten Werte verwenden. Aus [56, S2 Appendix] Ubernehmen wir die Annahme,
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4.3 Wahl der Anfangsbedingungen

dass die bestétigten Falle die symptomatischen Individuen widerspiegeln. Das bedeutet,
dassFuar (t) der Gesamtzahl aller Individuen entspricht, die aktuell symptomatisch sind
oder in der Vergangenheit symptomatisch waren. Der Zeitpunkt des Symptombeginns
entspricht dem Zeitpunkt des positiven Tests und der Berlcksichtigung in der Statistik
des RKis.

Wir schatzen aus den beiden GréyerFyar (t) und Dyar (t) Anfangswerte z(tg) flr
alle z 2 Z . Daflir gehen wir davon aus, dass jedes Individuum exakt die durchschnittliche
Verweildauer von T, Tagen in einem Zustandz 2 Z verbleibt. Wir beginnen mit der
Gruppe |, da diese nach der vorigen Annahme direkt mitFyar zusammenhangt. Eine
Person, die vor dem Zeitpunkttyg T, positiv getestet wurde, ist zum Zeitpunkt ty nach
der durchschnittlichen Aufenthaltszeit bereits in das nachste Kompartiment gewechselt.
Individuen, die zwischen den Zeitpunktenty T, und to als bestatigte Falle registriert
wurden, be nden sich gemay der durchschnittlichen AufenthaltszeitT, noch im Komparti-
ment | . Entsprechend gleichtl (tg) der Anzahl der Félle, die in diesem Zeitraum bestatigt
wurden. Den Wert kdnnen wir berechnen, indem wir die bestatigten kumulierten Falle
zum Zeitpunkt to verwenden und die Falle abziehen, die bereits zum Zeitpunkty T,
bestétigt waren, das heiyt

I (to) = Fmar (to) Fmar (to Ti): (4.58)

Hospitalisierte Individuen wurden im Zeitraum zwischen tg T, Ty und tg T,
symptomatisch. Dabei wechselt ein Anteil von ' der symptomatischen Personen im
Krankheitsverlauf nach H, sodass wir den Wert

H(to))= ' Fmar(to T1) Fmar(to Ti Th)
als Anfangswert fur H erhalten. Analog ergibt sich der Anfangswert fiir U durch
Uto)= H | Fmar(to Ti Tuw) Fuar(to T T Tu) :

In [56, S2 Appendix] wird eine alternative Initialisierung der Anzahl der Intensivpatienten
Uber eine zusatzliche Datenquelle angegeben. Auf diese Mdglichkeit wird hier verzichtet.
Die bestatigten TodesfalleD yar (t) werden nicht mit dem Tag des Todesfalls, sondern
mit dem Symptombeginn des Verstorbenen verd entlicht. Entsprechend verschieben wir
die Todesfalle zeitlich und bekommen die Formel

D(to) = Dmar (to Ty Ty Tu): (4.59)

Die Anzahl R(tp) der genesenen Individuen entspricht den gesamten bestatigten Fallen
Fmar (to) abzuglich der Todesfalle und der Falle, die zum Zeitpunktty noch erkrankt
sind. Hieraus folgt der Anfangswert

R(to) = Fmar (to) 1(to) H(to) U(to) D(to): (4.60)

Vereinfachend berticksichtigen wir hier die Individuen mit einem asymptomatischen
Verlauf nicht, das heiyt die Personen, die direkt vonC nach R gewechselt sind. Individuen,
die sich gegenwartig im ZustandC be nden und im Verlauf ihrer Erkrankung nach |
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T T Tu T, ThH T, 0 Tc Tc + T

Abbildung 4.2: Schema zur Initialisierung des ODE-Modells nach Koslow et
al. Schaubild zur Bestimmung der Anfangswerte fur das ODE-SECIR-Modell fur
den Zeitpunkt to = 0. Die Klammern kennzeichnen, dass die Anzahl der in dem
Zeitintervall bestatigten Krankheitsfalle den Anfangswert in dem angegebenen
Kompartiment bestimmt. Die Abstande zwischen den Zeiten sind willkirlich gesetzt
und entsprechen nicht den spéter verwendeten Parametern. Diese Abbildung ist
angelehnt an [56, S2 Appendix].

Ubergehen, zeigen zwischen den Zeitpunktety und tg + T¢c Symptome. Dies deckt nur
einen Anteil von (. aller Personen inC ab, weshalb wir mit der passenden Skalierung
den Wert

C(to) = *l| Fmar (to+ Tc)  Fumar (to)
C
erhalten. An dieser Stelle sind DatenFyar (t) erforderlich, die zeitlich nach dem Start-
zeitpunkt to = 0 liegen. In unserem Anwendungsfall stellt dies kein Problem dar, da
wir Zeitraume in der Vergangenheit betrachten, um die Ergebnisse mit realen Daten
vergleichen zu kénnen. Die entsprechende Uberlegung firr die Anzahl der Individuen, die
sich in der Latenzzeit be nden, fihrt zu dem Ausdruck

1
E(to))= -+ Fmar(to+ Tc+ Te) Fumar (to+ Tc) (4.61)
C
Die jeweils relevanten Zeitintervalle fiir die Bestimmung des Anfangswerts eines Zustands
sind schematisch in Abbildung 4.2 dargestellt. Das KompartimentS mit Personen, die
sich noch mit der betrachteten Krankheit anstecken kénnen, initialisieren wir durch

X
S(to) = No z(to); (4.62)
z2Znf Sg

da die Gesamtzahl der Individuen aus allen Kompartimenten der BevolkerungszahiNg
entsprechen soll. Damit haben wir Formeln fur alle Anfangswerte fir das ODE-SECIR-
Modell auf der Grundlage der Daten des RKIs kennengelernt.

Initialisierung des LCT-Modells nach Hurtado et al.

Nun widmen wir uns einer Methodik zur Ermittlung einer Verteilung der Anfangswerte
auf die Subkompartimente des LCT-SECIR-Modells anhand der verfigbaren realen
Daten. Wie bereits in Kapitel 3.2 erlautert, wird von Hurtado et al. [45, S. 1836] eine
Initialisierung verwendet, bei welcher nur das erste Subkompartiment vonl einen Wert
zugewiesen bekommt. Die Ubrigen Subkompartimente werden mit null initialisiert. Fur
mehr Zustande mit Erlang-verteilten Aufenthaltszeiten ergibt sich aus [45, Corollary 1 mit
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Theorem 1], dass diese Methode fiir jeden Zustand angewendet wird. Fir alle Gruppen
kann jeweils das erste Subkompartiment mit einem Anfangswert initialisiert werden
und die Ubrigen erhalten den Wert Null. Wenden wir diese Initialisierung auf das LCT-
SECIR-Modell an, erhalten wir fur alle z 2 A, dassz;(to) = z(to) und z; (to) = 0 fir alle

Weise nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] berechnen. Die tUbrigen Anfangswerte fur
die Gruppenz 2 Z n A kénnen mit derselben Methode bestimmt werden. Feng et al.
verfolgen eine ahnliche Technik zur Initialisierung, siehe [32, S. 92f.]. In ihrem Modell
mit sechs Krankheitszustadnden werden nur die KompartimenteS, E und | mit Werten
groyer als null initialisiert. Der Einfachheit halber wird beispielsweise die Anzahl der
Hospitalisierten zum Startzeitpunkt als null angenommen. Fur den Zustandl wird in der
Publikation durch den Linear Chain Trick eine Erlang-verteilte Aufenthaltszeit erreicht.
Wie in [45] wird nur das erste Subkompartiment mit einem Anfangswert initialisiert und
die Ubrigen mit null. In Kapitel 3.2 wurde erwahnt, dass die Methode von Hurtado et
al. [45, S. 1874] als Vereinfachung bezeichnet wird. Entsprechend betrachten wir noch
andere Mdoglichkeiten zur Initialisierung des LCT-Modells.

Erweiterung der Methode nach Koslow et al. zur Initialisierung des LCT-
SECIR-Modells

Zu Beginn dieses Abschnitts haben wir eine Initialisierung des ODE-SECIR-Modells
diskutiert, wie sie in [56, S2 Appendix] auf der Grundlage realer RKI-Daten erfolgt. Die
Methode basiert auf erwarteten Aufenthaltszeiten in den Krankheitszustanden. Dieses
Verfahren tberfiihren wir unter Berticksichtigung der erwarteten Aufenthaltszeiten in den
Subkompartimenten auf das LCT-SECIR-Modell. Grundsatzlich verfolgen wir denselben
Ansatz wie zuvor. Wir teilen das fur den jeweiligen Krankheitszustand relevante Zeitin-
tervall jedoch zusétzlich in Teilintervalle fir die Subkompartimente auf. Betrachten wir
den Zustand| mit einer Unterteilung in n; 2 N Subkompartimente und der erwarteten
gesamten Aufenthaltszeit T, . Die erwartete Aufenthaltszeit in jedem der Subkompar-
timente entspricht I—: vergleiche Kapitel 3.4.1. Individuen aus dem Subkompartiment

I1 wurden erst kirzlich symptomatisch, sodass alle bestatigten Falle zwischety I—:
und to diesem Subkompartiment zugeordnet werden. Fallsy, 2 gilt, be nden sich im

Subkompartiment 1, entsprechend alle Individuen, die zwischen den Zeitpunkterg ZI—:
und to I—: symptomatisch wurden. Setzen wir dies fur die Gbrigen Subkompartimente

) T )
li(to) = Fmar to (j 1)# Fvar to | —

Die Anzahl der kumulierten bestatigten Falle wird vom RKI pro Tag angegeben. Das
bedeutet, dass wir die extrapolierten DatenFyar (t) fir t 2 Z kennen. Fur die angegebene
Formel fur die Subkompartimente von | bendétigen wir allerdings auch Werte Fyar (t)
mit t 2 Z. Diesen Fall haben wir in der Initialisierung des ODE-Modells ebenso, da die
erwarteten Aufenthaltszeiten T, nicht unbedingt ganzen Zahlen entsprechen missen. In
der Software MEmilio [61] wird das Problem geldst, indem der bendétigte Zeitwert auf
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U H I C E
Us U, Uy Hs Hx Hi I3 I, 17 C3 C C Ez Ex E4

T, T Tu T, T T, 0 Tc Tec + Te

Abbildung 4.3: Schema einer Initialisierung des LCT-Modells. Visualisierung
der Bestimmung der Anfangswerte fur das LCT-SECIR-Modell nach der Methode
von Koslow et al. fir den Zeitpunkt to = 0. Das Diagramm ist fur ein Modell
mit n, =3 Subkompartimenten fir alle z 2 A erstellt. Die Klammern geben an,
dass die Anzahl der in dem Zeitintervall bestétigten Falle den Anfangswert flr
das angegebene Kompartiment oder Subkompartiment bestimmt. Die Abstéande
zwischen den Zeiten sind willkirlich gesetzt und entsprechen nicht den spater
verwendeten Parametern. Diese Darstellung ist von [56, S2 Appendix] inspiriert.

die nachste ganze Zahl gerundet wird und damit der passende Wert in den Daten des
RKIls zu nden ist. Fir den Anwendungsfall des LCT-Modells ist dies keine Option, da
beispielsweiseg—: klein sein konnte und dann viele Subkompartimente vonl mit null
initialisiert werden wirden. Aus diesem Grund verwenden wir eine lineare Interpolation
zwischen den Tageswerten, vergleiche hierfir [73, S. 113f.]. Flr einen beliebigen Zeitpunkt
t 2 R nutzen wir somit die Formel

Fumar (1) = Fmar (btc) + (t b tc) Fuar (dte) Fmar (btc) :

Hier werden untere und obere Gauy-Klammern genutzt, wobeibtc die groyte ganze
Zahl mit btc t bezeichnet unddte die kleinste ganze Zahl mitt d te, vergleiche [33,
S. 32]. Die Verwendung von linear interpolierten Werten ist auch fir das ODE-Modell
die genauere Option, sodass wir die Berechnung auch fiir das Modell anwenden. Teilen
wir die Formeln fur die Anfangswerte der Kompartimente H und U des ODE-Modells
mittels derselben Uberlegungen wie fiil auf die Subkompartimente auf, erhalten wir fiir

) T .
Hitt)= " Fmar to Ti (G 1)— Fmar to T j—
NH Ny
und far j 2f1;:::;nyg
!
) T T
UMo)= H I Fuar to T Tu ( 1)% Fvar to Ti  Th J%

Fur die Zustédnde E und C sind wieder Datenpunkte Fyar (t) nach dem Startzeitpunkt
to notwendig. Personen in einem fortgeschrittenen Subkompartiment inC werden zuerst
Symptome entwickeln. In C,. be nden sich zum Startzeitpunkt to Individuen, die
zwischen dem Zeitpunktty und tg + I—g Symptome entwickeln oder gesunden, falls sie
einen asymptomatischen Verlauf haben. Giltnc 2, werden Personen inC,. 1 mit
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einem symptomatischen Verlauf zwischerig+ I—g und tp+2 I—g positiv getestet. Fortgesetzt

1 . T T
— Fmar tot+(nc j+1) £ Fwar to+(nc j)-—=
Nc Nc

C

Cj (to) =

Ein analoges Vorgehen fur den KrankheitszustanceE ergibt die Anfangswerte

1 . T T
Ej(to))= —— Fwmar to+ Tc +(ne J+1)n£ Fuar to+ Tc+(ng j)——
c E Ne

fur die Krankheitszustande auf die Subkompartimente schematisch dargestellt. Fir die
Gruppen, die sich nicht fiir die Einfiihrung von Subkompartimenten eignen, kdbnnen wir die
Initialisierung des ODE-Modells Gbernehmen. Entsprechend berechnen wib (tg); R(to)
und S(tg) nach den Formeln(4.59), (4.60) und (4.62). Damit haben wir das Verfahren
zur Initialisierung nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] fir das ODE-SECIR-Modell auf
das LCT-SECIR-Modell Ubertragen. Wenn wir in die Formeln die Wahl n, = 1 flr alle
z 2 A einsetzen, unter der sich das LCT-Modell auf das ODE-Modell reduziert, erhalten
wir die Methode nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] fur das ODE-Modell.

Initialisierung der Modelle mit gegebenen Werten fir die Ubergange 22

Z1

Als Nachstes besprechen wir eine Initialisierung fur das IDE-SECIR-Modell. Wir gehen
dazu davon aus, dass Werte fiir die Ubergénge 2(tm) furallea m  Ound fir alle
sinnvollen Paare(z1;22) 2Z Z bekannt sind, siehe fur die Notation auch Kapitel 4.2.2.
Hieraus leiten wir die benétigten Anfangswerte fir die Kompartimente z(tg) fir z2 Z
im IDE-Modell her. Diese missen als Eingabe fur den Algorithmus 1 gegeben sein.
Die Anfangswerte E (tg), C(to), I (to), H(tp) und U(tg) kdnnen aus den vorausgesetzten
Ubergangen mittels der Gleichungen(4.50) (4.54) bestimmt werden. Dafiir benotigen
wir Werte fur die Ubergange 2(tm) faralle m2 Z mit a m 0. Der Zeitpunkt t,
liegt potentiell weit in der Vergangenheit, sodass eine lange Zeitreihe notwendig ist. Auf
der Grundlage der Funktionen 72 kann der benétigte Zeitraum manchmal eingeschrankt
werden. Wahlen wir einen Gitterpunkt t,, sodass

b=inf i:i22Z;i 0und9(z1;2)2Z Z einsinnvolles Paar, sodass;?(t ) > 0

gilt. Zur Berechnung von E(tp), C(to), I(tg), H(tp) und U(ty) mittels (4.50) (4.54)
sowie zur Durchfiihrung von Algorithmus 1 geniigt es, wenn die 22(ty) fur alle b

m 0 bekannt sind. Betrachten wir alle Summen aus den Berechnungsvorschriften,
entspricht b dem kleinsten Summenindex, fur den der entsprechende Summand in einer
der Vorschriften ungleich null sein konnte. Dadurch kann die bendtigte Anzahl an
Anfangswerten eingeschrankt werden, falld; weiter in der Vergangenheit liegt alst. Dies
hangt von den Tragern der Funktionen 22 ab. Wenn wir R(to) mittels Gleichung (4.57)
bestimmen méchten, kdnnten wir den benétigten Zeitraum nicht einschranken, da in
dieser Formel keine Funktion 22 vorkommt. Dasselbe gilt fir das Kompartiment D.
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

Entsprechend tUbernehmen wir fiir diese beiden Anfangswerte die Uberlegungen fir
das ODE-Modell aus den Formeln(4.59) und (4.60). Wir initialisieren die Anzahl der
Todesfalle somit direkt aus den verschobenen und aufbereiteten Daten des RKIs. Der
Wert R(tg) wird unter Berticksichtigung der bestétigten Falle und der zuvor fur das IDE-
Modell berechneten Anfangswertd (to); H (to); U(to) und D (tg) gesetzt. Den Anfangswert
S(to) kdnnten wir mit Gleichung (4.40) fir m +1 =0 bestimmen, das heiyt mit

E(to)= t' (t 1) S(to);

unter Verwendung des bekannten Werts £ (to). Zuvor miisste' (t 1) berechnet werden,
wozu Gleichung (4.39) verwendet werden kann. Eventuell bendétigen wir hierzu zusatzlich
die Ubergange 2(tm) far m = b 1. Auyerdem mussD(t ;) mittels (4.56) sowie
D(to) und J(to) ermittelt werden. Diese Berechnungsweise fiihrt unter bestimmten
Umstanden zu einer Uberschiatzung vorS(tg), sodassS(tg)  Ng nicht eingehalten wird.
Entsprechend berechnen wir auchS(tg) wie im ODE-Modell mittels der Formel (4.62).
Damit haben wir eine mogliche Methode zur Bestimmung der Anfangswerte flr die
Kompartimente im IDE-SECIR-Modell aus vorgegebenen Ubergangen behandelt.

Wenn wir die Anfangswerte fiir das IDE-Modell aus den Werten fiir die Ubergange
ermitteln und die fur das ODE- und das LCT-Modell mittels der Methoden nach Koslow
et al. [56, S2 Appendix], sind die Wahlen der Anfangsbedingungen nicht unbedingt
konsistent. Die Anfangswertprobleme, die das ODE- und das LCT-Modell de nieren,
bilden dann jeweils nicht zwingend einen Spezialfall des IDE-Modells mit den dortigen
Anfangsbedingungen. Unter diesen Umstéanden sind die Simulationsergebnisse nicht direkt
miteinander vergleichbar. Betrachten wir deshalb, wie wir die Anfangsbedingungen fir
das LCT-SECIR-Modell auf eine zum IDE-Modell konsistente Weise bestimmen kbénnen.
Eine passende Wahl fur das ODE-SECIR-Modell entspricht dann schlicht der Annahme
n, =1 fur alle z 2 A im LCT-Modell. In Kapitel 3.2 haben wir fir das LCT-SIR-
Modell bereits zum IDE-SIR-Modell passende Anfangswerte de niert, sodass wir uns
daran orientieren kdnnen. Wir missen uns nur mit den Anfangswerterg(tp) fir z 2 A
beschéaftigen, da die Berechnung fur die Gbrigen Kompartimente fur das IDE-Modell
aus dem LCT- beziehungsweise ODE-Modell tbernommen wurde. Die zum IDE-Modell
passenden Anfangswerte i = 0 formulieren wir beispielhaft anhand des Kompartiments
C. FuUr die restlichen Zustande gehen wir analog vor. Um geeignete Anfangsbedingun-
gen zu formulieren, haben wir fir das LCT-SIR-Modell die Integraldarstellung fir die
Subkompartimente aus Satz 3.6 in Gleichung(3.14) verwendet. Um hier eine analoge
Vorgehensweise anzuwenden, ist es erforderlich, den Zusammenhang zwischen dem IDE-
SECIR- und dem LCT-SECIR-Modell zu erfassen. Ausgehend von der Gleichung ftr
C des IDE-Modells in (4.6) wahlen wir dazu die Parameter passend, sodass sich die
Gleichung auf die des LCT-Modells reduziert. Zuerst nehmen wir an, dass die Verteilung
der Aufenthaltszeit im Kompartiment C unabhangig davon ist, ob ein Individuum nach
| oder nachR wechseln wird. Es gilt demnach 'c( )= 5( ). Die Aufenthaltszeit soll
Erlang-verteilt sein mit dem Ratenparameter nc ¢ und dem Formparameternc. Aus
dem Satz 3.6 gemeinsam mit den Ausflhrungen in Kapitel 3.4.1 wissen wir, dass dies der
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4.3 Wahl der Anfangsbedingungen

Wabhl
1 X

c()= &)= fre ci()

Nc Ci=1

entspricht. Setzen wir die Funktionen in die Formel (4.6) des IDE-SECIR-Modells ein,
erhalten wir

Zt
co= . et x) ¢+ &t x) 1 ¢ E()dx
Zy o, %o

= + ne Cjzlfnc c;](t X) E(X)dx
e 2t 1

= + ne Cfnc c;i(t X) E(X)dx
i=1

Summanden wie im Beweis von Satz 3.6 durch

t o1
Cj(t)z fnc c;i(t X) E(X)dx
C C

+n
de niert werden. Analog zu diesem Beweis kann man zeigen, dass die Ableitungen der

in (4.28) des LCT-SECIR-Modells passen. Dazu missen wir ausnutzen, dasg%(t) =
Ne g Eng (t) fur das LCT-Modell gilt. Wenn wir auf die Integralgleichung dasselbe
numerische Lésungsschema wie fir das IDE-Modell in Kapitel 4.2.2 anwenden und den

X1
Cj(0) = L
i=max f a;bg
wobei b2 Z auf die Wahl der Uberlebensfunktionen 22, unter der sich das IDE-Modell
auf das LCT-Modell reduziert, angepasst sei. Hierbei ist t wie fir das IDE-Modell ein
konstanter Wert und die De nitionen von 72 und a werden fir die Initialisierung des
LCT-Modells aus dem numerischen Lésungsschema des IDE-Modells aus Kapitel 4.2.2
tibernommen. Fir die anderen Grupperez 2 A kann eine analoge Vorgehensweise angewen-
det werden. Fir die Subkompartimente dieser Zustande ergeben sich unter Anwendung

des numerischen Losungsschemas des IDE-Modells die Anfangswerte

fnc ci (t i) (E:(ti+l);

x1 1 .
E; (0) = - fre et 1) S(tien) furj 2fL:::;ngg
i=max f a;bg E
X1 1 .
1;(0) = nifn. i) B(tien) farj 2f1;:::;mQ
i=max f a;bg I
X1 1 .
H; (0) = nifn“ Gt D) T (i) furj 2f1:::;n4g
i=max f a;bg H H
x1 1 .
U; (0) = nifnU oi (6 i) H(tier) furj 2f1;:::;nygQ:
i=max f a;bg uu
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

Auf diese Weise konnen wir fir das LCT- und das ODE-SECIR-Modell zum IDE-Modell
konsistente Anfangswerte wahlen. Entsprechend sind die Ergebnisse von Simulationen,
die mit dieser Methode initialisiert werden, vergleichbar. Das Verfahren kénnte fir das
LCT- und das ODE-Modell auyerdem den Vorteil haben, dass nicht angenommen wird,
dass Individuen immer die erwartete Aufenthaltszeit in einem Kompartiment bleiben.
Allerdings hat die Methode basierend auf den Ubergéangen 72 einen erheblichen Nachteil.
Obgleich wir den Zeitraum, in welchem die Ubergange bekannt sein missen, bereits
eingeschrankt haben, kann die Anzahl der benétigten Werte erheblich groy werden.
Auyerdem haben wir ausgelassen, wie die Ubergé’mgeﬁf aus realen Daten bestimmt
werden konnten. Mit dieser Thematik wird sich die Publikation [95] befassen.

Da wir die Ubergange zwingend zur vollstandigen Initialisierung des IDE-Modells
bendtigen, werden wir das Modell bei Simulationen von realen Szenarien nicht verwenden.
Das ODE- sowie das LCT-Modell werden wir fur reale Simulationen mit den beschriebenen
Methoden nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] initialisieren. Zusatzlich fuhren wir in
Kapitel 5 Simulationen von ktiven Szenarien durch, bei denen die Anfangsbedingungen
synthetische Daten darstellen. Hier de nieren wir Anfangsbedingungen fiir die Ubergange

22 flr einen ausreichenden Zeitraum vor dem Startzeitpunktto und wenden die soeben
beschriebene Initialisierung auf der Basis der Ubergange auf die drei SECIR-Modelle
an. Alle in diesem Abschnitt beschriebenen Methoden werden an geeigneten Stellen flr
Simulationen verwendet.

Aus den Erlauterungen wird deutlich, dass sich die Initialisierung der verschiedenen
Modelle als unterschiedlich herausfordernd darstellt. Wir kénnen hiermit die Behauptung
aus Kapitel 3.6 validieren und erweitern. Die notwendigen Anfangsbedingungen flr das
IDE-Modell schranken die Anwendbarkeit so weit ein, dass wir es nicht mit realen Daten
initialisieren. Fur das ODE- und das LCT-Modell kénnen wir handhabbare Methoden
verwenden, wobei sich die Initialisierung des LCT-Modells je nach verwendetem Verfahren
als aufwendiger herausstellt.

4.4 Implementierung des LCT-SECIR-Modells

Nachdem wir die theoretischen Voraussetzungen zur Umsetzung der Modelle in Software
untersucht haben, klaren wir nun Aspekte der Implementierung. Das ODE-SECIR- und
das IDE-SECIR-Modell sind bereits in der Software MEmilio [61] bertcksichtigt. Das
ODE-Modell ist mit Erweiterungen wie einer Au dsung nach dem Alter oder nach Regio-
nen implementiert. Dabei ist das Modell so exibel aufgebaut, dass auch Simulationen
mit dem Modell aus Kapitel 4.1.1 mdglich sind. Das IDE-SECIR-Modell aus Kapitel 4.1.2
wurde ebenfalls in der Software programmiert und es missen nur kleine Erweiterungen
hinzugefligt werden, um die Simulationen in Kapitel 5 durchfihren zu kénnen. Beispiels-
weise missen die passenden Aufenthaltszeitverteilungen fir die Parameter in den Code
inkludiert werden. Da das Modell nicht im Fokus der vorliegenden Arbeit steht, gehen wir
hier nicht Gber die Formulierungen aus den vorherigen Abschnitten hinaus. Die Modelle
sind in der Programmiersprache C++ implementiert, in welcher wir auch das LCT-Mo-
dell umsetzen. Fir dieses Kapitel wird ein Vorwissen bezuglich der Programmiersprache
vorausgesetzt. Das Projekt verwendet aktuell den Standard C++17. Im folgenden Kapitel
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halten wir fest, wie das LCT-SECIR-Modell in den bestehenden Code eingebaut wird.
Zuvor wurde im Projekt noch kein LCT-Modell betrachtet, sodass die gesamte Umsetzung
des LCT-Modells Teil der vorliegenden Arbeit ist. Einige Konzepte und die Struktur des
implementierten ODE-Modells kénnen wir jedoch wiederverwenden. Entsprechend be-
schreiben wir zunachst, welche Voraussetzungen in der Software MEmilio [61] vorhanden
sind. Im Anschluss wird die Eigenleistung im Rahmen der vorliegenden Masterarbeit
besprochen.

4.4.1 Vorhandene Voraussetzungen in der Software MEmilio

Wir geben nun die wichtigsten Aspekte des Aufbaus des ODE-SECIR-Modells in der
Software MEmilio an, um die Konzepte spéater auf das LCT-Modell Gibertragen zu kénnen.
Dabei ist zu beachten, dass sich die beschriebenen Klassen zum Teil selbst noch in der
Entwicklung be nden. Die Beschreibung bezieht sich auf den Entwicklungsstand der
Software MEmilio [61] Anfang Oktober 2023 Der Rahmen der ODE-Modelle wurde erst
kirzlich umfangreich verallgemeinert. Die Neuerungen werden hier nicht besprochen. Der
Ausgangspunkt der Implementierung ist im Ordner cpp/models/ode_secir zu nden. Eini-
ge Umsetzungen erben von Basisklassen fiir Funktionalitdten von Modellen mit &hnlichen
Strukturen aus dem Ordner cpp/memilio/compartments . Dies ermdéglicht beispielsweise
das Wiederverwenden von Codekonzepten fir ein Modell mit anderen Kompartimenten,
wie fur die Berucksichtigung von Impfungen in [56]. Wir konzentrieren uns nur auf die
Aspekte des ODE-SECIR-Modells, die fur die Implementierung des LCT-SECIR-Modells
relevant sind.

Das ODE-SECIR-Modell ist in einer KlasseModel konkretisiert, die von einer Basisklas-
se Compartmentalmodel mit den Template-Parametern class Comp, class Pop und
class Params erbt. Fur die Klasse Model wird Compurch eine enum clasdnfection-
State spezi ziert. Hier werden die Namen der verwendeten Kompartimente aufgezahit
und durchnummeriert. Es gibt einen Enumerator mit dem Namen Count, der die Anzahl
der Kompartimente angibt. Uber den Template-Parameter Popwird eine Aufteilung in
Altersgruppen spezi ziert. Zudem werden Uber die Klasse die Anfangswerte de niert. Da
wir fir das LCT-Modell keine Altersau 6sung implementieren, 16sen wir diese Thematik
dort anders. Der Typ des Template-ParametersParamsder Klasse Compartmentalmodel
wird fir Model als die KlasseParameters de niert. Diese Klasse erbt wiederum von
der Klasse ParameterSet, die durch ein Template, das beliebig viele Argumente zul&sst,
alle benétigten Parameter des Modells umfasst. Dazu werden die Modellparameter, wie
beispielsweise die durchschnittlich verbrachte Zeit inl oder die Transmissionswahrschein-
lichkeit, jeweils in Form eines structs de niert. In dem struct wird der Typ spezi ziert,
eine Funktion fur die Abfrage eines default-Werts de niert und es kann der Name des Pa-
rameters abgerufen werden. Herauszustellen ist der Parameté&ZontactPatterns welcher
den Typ UncertainContactMatrix ~ verwendet. Mithilfe von dieser Klasse kdnnen Veran-
derungen in der Kontaktrate durch nicht-pharmazeutische Maynahmen beriicksichtigt
werden, sodass wir dies fur das LCT-Modell ibernehmen. Durch die Vererbung von der
Klasse ParameterSet kdnnen wir fur alle Parameter getter und setter verwenden und
die default-Werte aus den de nierten structs werden ohne explizite Aufrufe angewendet.
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template <class Model, class Sim = Simulation<Model>>
TimeSeries<ScalarType> simulate(double t0, double tmax, double dt, Model
const& model, std::shared_ptr<integratorCore> integrator = nullptr
"
model.check_constraints();
Sim sim(model, t0, dt);
if (integrator) {
sim.set_integrator(integrator);
}
sim.advance(tmax);
return sim.get_result();

}

Codeausschnitt 4.1: Code der Funktion simulate() aus der Datei cpp/memilio/-
compartments/simulation.h.

Die Klasse Parameters implementiert zusétzlich beispielsweise eine Funktion namens
check_constraints() , mit der notwendige Bedingungen lberprift werden kénnen, wie
beispielsweise, dass die Wahrscheinlichkeiten zwischen null und eins liegen. In der Basis-
klasse Compartmentalmodel mit den spezi zierten Template-Parametern fir Model gibt
es ebenfalls eine Funktioncheck _constraints() , die unter anderem die Funktion mit
demselben Namen der Klasse Parameters aufrufen kann und die gesamten Bedingungen
fir Model testet. Hier wird auch tUberprift, ob alle Anfangswerte fir die Kompartimente
nicht-negativ gesetzt wurden. Eine weitere wichtige Funktion von Compartmentalmodel
ist eval_right_hand_side() , welche die rechte Seite des gewdhnlichen Di erentialglei-
chungssystems des Modells in Abhangigkeit von der Zeit und einem Vektor y mit den
Anzahlen der Individuen in allen Kompartimenten zu dieser Zeit berechnet. Das Ergebnis
wird durch ein Update eines Vektorsdydt zuriickgegeben, welcher per Referenz an die
Funktion Ubergeben wird. Die Klasse Compartmentalmodel ruft hier nur eine virtuelle
Funktion get_ derivatives() auf, die in der KlasseModel dann auf das ODE-SECIR-
Modell mit den in InfectionState  spezi zierten Krankheitszustanden angepasst wird.
Dies sind die wichtigsten Aspekte der Implementierung des ODE-SECIR-Modells.
Wenn wir eine Simulation mit dem Modell ausfihren mdéchten, missen wir die Funktion
simulate() aufrufen. Der Aufruf wird an eine allgemeinere Funktion weitergeleitet,
deren Code im Codeausschnitt 4.1 dargelegt ist. Die Funktion ist ein Funktions-Tem-
plate und funktioniert fur verschiedene Modelle. Der verwendete Typ fiir den Template-
Parameter Model ist hier die de nierte Klasse Model des ODE-SECIR-Modells. An die
Funktion wird zusatzlich zum betrachteten Modell, mit den De nitionen der Parame-
ter, der Infektionszustande und weiteren Informationen, der Anfangszeitpunkt sowie
der Endzeitpunkt der Simulation Ubergeben. Zusatzlich erhélt die Funktion die initiale
Schrittweite, die vom Ldser verwendet werden soll. Auyerdem ist als Funktionspara-
meter ein Zeiger auf eine Instanz der KlasséntegratorCore angegeben. Diese Klasse
de niert die konkrete Ausgestaltung der verwendeten numerischen Methode zur L6-
sung des betrachteten gewohnlichen Gleichungssystems. Beispielsweise erbt eine Klasse
ControlledStepperWrapper von IntegratorCore , die Léser von der Softwarebibliothek
boost zulésst. Durch die Klasse kdnnen zusétzliche Aspekte de niert werden, wie zum
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Simulation(Model const& model, double tO = 0., double dt = 0.1)

: m_integratorCore(std::make_shared <mio::ControlledStepperWrapper <
boost::numeric::odeint::runge_kutta_cash_karp54 >>()),

m_model(std::make_unique <Model>(model)),

m_integrator([&model = *m_model](auto&& y, auto&& t, auto&& dydt) {
model.eval_right_hand_side(y, vy, t, dydt);}, t0O, m_model->
get_initial_values(), dt, m_integratorCore)

{

}

Codeausschnitt 4.2:  Konstruktor der Klasse Simulation aus der Datei cpp/memilio/-
compartments/simulation.h.

Beispiel eine minimale oder maximale Schrittweite oder Fehlertoleranzen fir adaptive
Verfahren. Uber eine Vererbung von der KlassdntegratorCore kdnnen ebenso eigene
Ldser zur Losung des gewdhnlichen Di erentialgleichungssystems verwendet werden.

Betrachten wir den Methodenrumpf der Funktion simulate() . Zunachst wird die
besprochene Funktioncheck constraints()  fur das Modell aufgerufen, sodass sicherge-
stellt ist, dass alle Bedingungen eingehalten und alle Spezi kationen des Modells sinnvoll
gesetzt worden sind. Die Simulation wird mit einer Instanz der KlasseSimulation
durchgefuhrt. Das ODE-SECIR-Modell hat eine eigene KlasseSimulation , die von
einer BasisklasseSimulation , mit der Spezi kation des Template-Parameters als die
Klasse Model des ODE-SECIR-Modells, erbt. Beide Klassen heiyerSimulation und
sind in verschiedenen namespaces de niert. Wenn man das ODE-SECIR-Modell ohne
eine drtliche Au 6sung anwendet, ist ausschlieylich die aufgerufene Funktionalitat der
Basisklasse relevant. Der Konstruktor dieser Basisklasse ist im Codeausschnitt 4.2 zu
nden, da anhand dieses Konstruktors die Funktionalitat der Klasse erdrtert werden kann.
Wir stellen fest, dass die KlasseSimulation ebenfalls einen Zeiger auf eine Instanz von
IntegratorCore  halt. Wenn spater kein andererIntegratorCore  gesetzt wird, wird zur
Simulation die Methode runge_kutta_cash_karp54 aus der Bibliothek boost verwendet,
wie in Kapitel 4.2.1 beschrieben wurde. Das zugrundeliegende Modell wird gespeichert.
Zusatzlich gibt es eine Klassenvariable der Klass©delntegrator , der sich die rechte
Seite des zu lésenden Systems merkt, hiexval_right_hand_side() , sowie die Anfangs-
werte des Anfangswertproblems, die aus der Instanz voModel Gbernommen werden.
Zusatzlich erhalt der Odelntegrator den Startzeitpunkt sowie die initiale Schrittweite
und den IntegratorCore . Er enthélt folglich alle fur die Losung des gewodhnlichen Dif-
ferentialgleichungssystems notwendigen Informationen. Die Funktionsimulate() ruft
die Funktion advance() der Instanz der KlasseSimulation auf. Diese I6st das gewdhnli-
che Di erentialgleichungssystem numerisch bis zum Zeitpunkttmax unter Verwendung
des spezi zierten Losers und mithilfe desOdelntegrator s. Hierbei wird die Funktion
eval_right_hand_side() = wiederholt aufgerufen. Weitere Details zur Funktionsweise der
Integratoren beziehungsweise des numerischen Ldsers lassen wir aus. Das Ergebnis der
Simulation wird als Instanz einer KlasseTimeSeries zurtickgegeben. Darin sind die meist
adaptiv gesetzten Zeitpunkte in Verbindung mit den erhaltenen approximativen Werten
fur alle Kompartimente gespeichert.
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Grundsatzlich umfasst die KlasseModel den reinen Aufbau des Modells und die Werte
der Modellparameter. Die KlasseSimulation beschaftigt sich mit der Simulation unter
der Verwendung eines solchen Modells und gestaltet die Methode zur Losung des zugrun-
deliegenden gewohnlichen Di erentialgleichungssystems. In der Funktiorsimulate()
wird das Zusammenspiel der Klasseninstanzen deutlich. Damit haben wir die Grundlagen
der Struktur des ODE-SECIR-Modells in der Software MEmilio dargelegt. Die Verer-
bungshierarchien und die Aufteilungen der Funktionalitdten kbnnen komplex wirken,
jedoch unterstitzen sie die Wiederverwendbarkeit von Codeteilen und die konsistente
Struktur verschiedener Modelle, die auf gewdhnlichen Di erentialgleichungen mit einer
festen Anzahl von Kompartimenten beruhen. In der Datei cpp/models/ode_secir/para-
meters_io.cpp sind noch Methoden implementiert, um mittels der Initialisierung nach
Koslow et al. [56, S2 Appendix] aus Kapitel 4.3 Anfangswerte fir das ODE-SECIR-Modell
aus realen Daten zu berechnen.

4.4.2 Einbindung des LCT-SECIR-Modells in die Software

Wir beschreiben nun, wie wir ein LCT-SECIR-Modell in die Software MEmilio einbauen.
Die neue Funktionalitat, die im Rahmen der vorliegenden Masterarbeit entwickelt wurde,
ist aktuell auf dem Branch 680-implement-Ict-model zu nden. Eine erste Idee, das
LCT-Modell in den Code einzufligen, ist leicht umzusetzen. In der Umsetzung des ODE-
Modells ist, wie zuvor beschrieben, die Flexibilitdt geboten, Uber Vererbung der Klasse
CompartmentalModel unkompliziert Modelle mit selbst de nierten Kompartimenten zu
erstellen und die rechte Seite des Di erentialgleichungssystems zu de nieren. Fir das
CompartmentalModel sollte als Template-Argument flr Pop eine abgeleitete Klasse von
Population gesetzt werden. Fur die KlassePopulation wird erwartet, dass die Krank-
heitszustande in einer enum class mit einem EnumeratoCount de niert sind, wie es
fur das ODE-SECIR-Modell gegeben ist. Fur das LCT-Modell ist die Vorgehensweise
problematisch, wenn wir verschiedene Anzahlen von Subkompartimenten ausprobieren
wollen und keine festen Anzahlen implementieren. Die VariableCount der Anzahl der
Kompartimente inklusive der Subkompartimente kénnte hier nicht durch eine constexpr
bestimmt werden, was fur die Vererbung vonCompartmentalModel notwendig ware.
Wirden wir beispielsweise immer mit zwei Subkompartimenten fir jedes der Kompar-
timente in A Simulationen durchfihren, wéare die genannte Mdéglichkeit die einfachste
Art der Umsetzung. In unserer Implementierung mochten wir allerdings die Moglichkeit
haben, die Anzahl der Subkompartimente inA variabel zu gestalten und die Anzahlen
unabhéngig voneinander zu setzen. Dies hat zur Folge, dass wir eine vollstandige eigene
Klasse fur die LCT-Modelle erstellen missen.

Bei der Implementierung des LCT-SECIR-Modells wird dennoch die Modellstruktur
sowie Benennungen von Variablen, Funktionen, Klassen und Ahnliches bestmdglich an die
Umsetzung des ODE-SECIR-Modells angepasst. Dies zielt darauf ab, bereits vorhandene
allgemeine Erweiterungen auf das LCT-Modell anwenden zu kénnen, wie beispielsweise
die drtliche Au 6sung. Zudem wird die Projektstruktur beibehalten. Auf den ersten Blick
macht dies die Umsetzung des LCT-Modells in die Software komplexer. Der zugeflgte

1Siehe https://github.com/SciCompMod/memilio/pull/771 (abgerufen am 04.12.2023).
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class Model{
public:
/I Constructor, getter, ...
bool check_constraints() const;
void eval_right_hand_side(Eigen::Ref<const Eigen::VectorXd> y, double
t,Eigen::Ref<Eigen::VectorXd> dydt) const;
Parameters parameters;
InfectionState InfectionStates;
private:
Eigen::VectorXd m_initial_values;
double m_NO;
k

Codeausschnitt 4.3:  Schematische Darstellung der KlasséModel aus der Dateicpp/-
models/Ict_secir/model.h .

Code umfasst insgesamt rund6 000 Zeilen (inklusive Tests, der Implementierung der
Simulationen aus Kapitel 5 und Ahnlichem), sodass wir nicht auf alle Details eingehen.
Wir beschranken uns auf die essentiellen Aspekte des Modells und betrachten nur die
wichtigste Funktionalitat. Fur das LCT-Modell de nieren wir die Klasse Model, die wie
beim ODE-Modell nur die Informationen des Modells und die Parameterwahlen beinhaltet.
Zusatzlich gibt es eine eigene Klass&imulation zur Simulation mittels dieser Modelle.
Auch diese Klasse schreiben wir neu und verwenden nicht die fir die ODE-Modelle. In
der zuvor beschriebenen Klass&imulation wird fur Model ein CompartmentalModel
erwartet und es wird eine Funktion aufgerufen, die dies Uberprifen soll. Die Klasse
Simulation und auch die Funktion simulate() werden hier nur so weit angepasst, dass
sie LCT-Modelle der KlasseModel zulassen. Entsprechend gehen wir nicht naher auf die
Implementierung ein. Die numerische Lésungsmethode fir das Modellgleichungssystem
des LCT-SECIR-Modells, das ebenfalls ein gewohnliches Di erentialgleichungssystem
ist, kann analog zum ODE-Modell verandert werden. Der Code des ODE- und des LCT-
Modells fur diese KlasseSimulation kénnte zusammengefihrt werden, jedoch misste
daftir der bestehende Code des ODE-Modells leicht ver&ndert werden, wovon hier zunachst
abgesehen wird.

Das Konzept der KlasseModel ist im Codeausschnitt 4.3 dargestellt. Die Klasse verzich-
tet auf Vererbungen und wird fir die festen acht Infektionszustande, wie in Kapitel 4.1
de niert, implementiert. Die Funktionalitéat bleibt ansonsten dieselbe wie fir das ODE-
SECIR-Modell fir Model beschrieben. In der Variableparameters sind alle méglichen
bendtigten Modellparameter beriicksichtigt, das heiyt beispielsweise die Aufenthaltszeiten
sowie die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Parameter, , ¢ und ;. Die Klasse
Parameters erbt daftir wieder von ParameterSet, sodass wir wie zuvor fir jeden Parame-
ter einen struct de nieren, in dem beispielsweise ein default-Wert gesetzt wird. Zuséatzlich
implementiert Parameters die Funktion check_constraints() . Auyerdem hat Model
eine Klassenvariable der KlassénfectionState . Diese Klasse ist im Codeausschnitt 4.4
schematisch dargestellt. Sie verwendet eine enum classfectionStateBase |, in welcher
die Kompartimente ohne Berlcksichtigung der Subkompartimente spezi ziert sind, das
heiyt hier die acht Zustande S, E, C, |, H, U, R und D. Die Klasse InfectionState
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class InfectionState{

public:
/I Constructors, setter and getter methods, ...
int get_number(InfectionStateBase infectionstatebase) const;
int get_firstindex(InfectionStateBase infectionstatebase) const;
bool check_constraints() const;

private:
...
std::vector<int> m_SubcompartmentNumbers;
std::vector<int> m_SubcompartmentNumbersindexfirst;
int m_Count;

h

Codeausschnitt 4.4:  Schematische Darstellung der KlassdnfectionState  aus der
Datei cpp/models/Ict_secir/infection_state.h .

speichert die Anzahlen der Subkompartimente fir die Kompartimente ausinfection-
StateBase in einem Vektor m_SubcompartmentNumbersnd besitzt einige zuséatzliche
Funktionalitéten. Beispielsweise kann die Anzahl der Subkompartimente eines Enume-
rators von InfectionStateBase abgefragt werden. Hau g werden die Anzahlen der
Individuen in den Subkompartimenten in Form eines Vektors gespeichert. Dabei wird die
Reihenfolge der De nition in den Modellgleichungen(4.24) (4.36) eingehalten, das bedeu-

so weiter be ndet. Fur Berechnungen missen wir wissen, an welchem Index ein bestimm-
tes Subkompartiment im Vektor verortet ist. Dafur kdnnten wir jedes Mal die Anzahlen
der Subkompartimente aller in der Reihenfolge vorhergehender Kompartimente aufaddie-
ren. Um dies zu vermeiden, gibt es den Vektom_SubcompartmentNumbersindexfirst
beziehungsweise die Funktiorget_firstindex() , die den Index des ersten Subkomparti-
ments in einem solchen Vektor fir einennfectionStateBase  zurlickgibt. Es sind zudem
eine Variable fir die Gesamtzahl aller Subkompartimente und die Funktioncheck -
constraints()  vorhanden, die beispielsweise prift, ob fur die KompartimenteS, R und

D die Anzahl der Subkompartimente auf eins gesetzt wird.

Weiterhin besitzt die Klasse Model fiir das LCT-Modell eine Variable fir den Wert
No aus der Beschreibung in Kapitel 4.1. Die Anfangswerte aller Kompartimente bezie-
hungsweise Subkompartimente werden in einem Vektor gespeichert, der die Form hat,
die bei der KlasselnfectionState  beschrieben wurde. Den Kern der Klasse bildet die
Funktion eval_right_hand_side() . Diese berechnet das Ergebnis der rechten Seite des
Di erentialgleichungssystem (4.24) (4.36) in Abhangigkeit von der Zeit t und einem Vek-
tor y mit den Werten aller Kompartimente und Subkompartimente zu diesem Zeitpunkt.
Hier ieyen die de nierten Parameter, der Wert Ng und die Instanz von InfectionState
zusammen. Die Berechnung der rechten Seite erfolgt so, wie im Di erentialgleichungssys-
tem vorgegeben. Werte, die in den Gleichungen mehrfach vorkommen, werden nicht neu
berechnet, sondern wiederverwendet. Damit haben wir den Aufbau der Klass®odel aus
dem Codeausschnitt 4.3 fir das LCT-SECIR-Modell besprochen, ohne auf Details der
Implementierung einzugehen.

Fir eine Initialisierung mittels Ubergangen am Vorbild des IDE-Modells, wie in Ka-
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Algorithmus 2:  Erstellung einer Simulation mit einem LCT-SECIR-Modell.

Erstelle eine Instanz vonParameters und setze die Werte der Parameter.

Erstelle eine Instanz voninfectionState  mit den Anzahlen der Subkompartimente.

De niere Anfangswerte in einem Vektor, beispielsweise mit der Klassénitializer

Erstelle ein LCT-Model.

Rufe die Funktion simulate() &hnlich zu der aus dem Codeausschnitt 4.1 auf und setze
den Loser. Das Ergebnis der Simulation wird zuriickgegeben.

pitel 4.3 beschrieben wurde, gibt es eine eigene Klasgdsitializer . Diese bestimmt
Anfangswerte, mit denen eine Instanz der KlasseéModel initialisiert werden kénnte. Die
Implementierungsdetails entsprechen denen des IDE-Modells, sodass wir die Klasse nicht
im Detail besprechen. Einige Anpassungen fur das LCT-Modell, wie die Aufteilung in
Subkompartimente, gehen lUber die Methode des IDE-Modells hinaus, sodass wir die
Implementierung der Initialisierung des IDE-Modells nicht wiederverwenden kénnen. Zu-
satzlich ist in der Datei cpp/models/Ict_secir/parameters_io.cpp eine zweite Mdglichkeit
zur Bestimmung der Anfangswerte flr das LCT-Modell mit der Methode nach Koslow
et al. [56, S2 Appendix] aus Kapitel 4.3 implementiert. Mit dieser Methode kdnnen die
Anfangswerte aus realen Daten ermittelt werden. Das Verfahren unterscheidet sich von
dem fir das ODE-Modell, da eine Aufteilung in Subkompartimente vorgenommen werden
muss. Fur die erforderlichen Zeitpunkte werden keine gerundeten Werte verwendet, son-
dern es wird linear interpoliert, wie in Kapitel 4.3 beschrieben wurde. Hierdurch erhdht
sich der Schwierigkeitsgrad der Implementierung deutlich.

Wir haben nun den groben Aufbau aller Funktionalitaten fur das LCT-Modell abge-
bildet. Im Algorithmus 2 ist dargelegt, wie die beschriebenen Komponenten verwendet
werden kénnen, um eine Simulation mittels eines LCT-Modells durchzufihren. Die Ergeb-
nisse der Simulation in Form einerTimeSeries speichern wir in einer.h5 Datei ab. Sollen
die Ergebnisse gra sch dargestellt werden, importieren wir die gespeicherten Ergebnisse in
einer Python-Datei und erstellen die Plots unter Verwendung der Bibliothek matplotlib .

Fur das Modell und die zugehdrige Funktionalitéat sind umfangreiche Softwaretests
implementiert. Aus der theoretischen Betrachtung des LCT-Modells in Kapitel 3.4.2
wissen wir, dass das LCT-SECIR-Modell mit nur einem Subkompartiment das ODE-
SECIR-Modell ergeben sollte. Ein implementierter Softwaretest bestatigt, dass das LCT-
SECIR-Modell mit jeweils nur einem Subkompartiment fiir alle Gruppen in A dieselben
Simulationsergebnisse mit ansonsten identischen Parametern liefert wie das ODE-SECIR-
Modell. Dieser Test zeigt noch nicht, dass das Modell mit mehreren Subkompartimenten
so funktioniert wie erwartet. Entsprechend wird das Ergebnis der Funktioneval_right_-
hand_side() h&ndisch anhand eines Beispiels berechnet und in einem Unittest mit
dem Ergebnis der Funktion verglichen. Ein Softwaretest, der eine Simulation mit einem
Referenzdurchlauf vergleicht, pruft, ob unbeabsichtigte Anderungen an der Funktionalitét
vorgenommen werden. Einzelne Bestandteile und Funktionen werden zusatzlich mit
Unittests getestet, sodass die Qualitat des implementierten Codes Uberprift wird und
einige potentielle Fehler ausgeschlossen werden kdnnen. Insgesamt erreichen wir eine
Patch Coverage von 98.86 % des zugefligten Codes, was noch etwas hoher ist als die des
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4 Umsetzung der Modellarten in die Praxis

Projekts. Der Code wird umfangreich dokumentiert und kommentiert und erklarende
Beispiele werden geschrieben, um die Anwendung des Modells zu vereinfachen.

Bei der Implementierung fallt auf, dass das LCT-Modell wesentlich einfacher in Soft-
ware umzusetzen ist als das IDE-Modell. Dies liegt vor allem an der Anwendbarkeit von
bereits implementierten Losern aus Softwarebibliotheken fiir gewdhnliche Di erentialglei-
chungssysteme. Die Umsetzung des IDE-SECIR-Modell ist aufwendiger, da hierfir das
numerische Verfahren aus Kapitel 4.2.2 implementiert werden muss.

In diesem Kapitel haben wir die Grundlagen fir praktische Anwendungen der drei
Modellarten gelegt. Fur das LCT-Modell haben wir die Umsetzung in die Software
MEmilio ausfuihrlich besprochen. Damit wurden alle Voraussetzungen gescha en, um das
ODE-, das LCT- und das IDE-SECIR-Modell anhand von verschiedenen Simulationen
zu erproben. Mit den Uberlegungen aus diesem Kapitel tiber die relevanten Aspekte in
der Praxis konnten Hypothesen aus Kapitel 3.6 bestatigt werden, vornehmlich bezlglich
der Praktikabilitat und Anwendbarkeit der Modelle. Wir haben festgestellt, dass sich die
Formulierung des IDE-Modells fur groyere Modelle als nur mit drei Kompartimenten als
deutlich komplizierter erweist, als die eines entsprechenden ODE-Modells. Das LCT-Mo-
dell ist herausfordernder herzuleiten als das ODE-Modell, aber bedeutend unkomplizierter
als das IDE-Modell. Fur die numerische Losung von gewohnlichen Di erentialgleichungs-
systemen stehen Methoden aus Softwarebibliotheken zur Verfligung, wohingegen fur das
IDE-Modell ein eigener Loser entwickelt werden muss. Auch bei der Herleitung geeigneter
Anfangswerte und in der Implementierung weist das IDE-Modell eine héhere Komplexitat
auf als die anderen beiden Modelle. Die Wahl passender Anfangsbedingungen fur das
IDE-Modell aus realen Daten kénnte besonders herausfordernd sein, sodass wir den Fall
far den Vergleich mit realen Daten nicht heranziehen. Es stellt sich somit heraus, dass
das ODE-Modell am besten in die Praxis umzusetzen ist. Das Verwenden eines LCT-
Modells erfordert im Gegensatz zum IDE-Modell einen Uberschaubaren zusatzlichen
Aufwand. Im folgenden Abschnitt werden wir Argumente aus Kapitel 3.6 hinsichtlich der
Anpassungsfahigkeit der Modelle und bezlglich der Parameterwahl untersuchen.
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5 Simulation und Ergebnisse am Beispiel
von SARS-CoV-2 und COVID-19

Im Folgenden vergleichen wir das Verhalten der Modelle anhand verschiedener Szenarien.
Die Simulationen fuhren wir am Beispiel des Erregers SARS-Co\2 beziehungsweise der
Krankheit COVID- 19 durch. Wir modellieren die Ausbreitung des Krankheitserregers
in ganz Deutschland. Dabei bewerten wir, ob die Flexibilitdt der Modelle ausreicht, um
realistische Prognosen fur die spezi sche Krankheit zu generieren. Einzelne Aspekte
der Anwendbarkeit und Praktikabilitat aus Abschnitt 3.6 werden ebenfalls Uberpruft.
Spatestens seit der Deklarierung von COVID49 als Pandemie durch die WHO im Marz
2020[24, S. 2], ist die Krankheit ein intensiv diskutiertes Thema in der Gesellschaft, Poli-
tik und Wissenschaft [24, 71]. Die epidemischen Ausbriiche fuhrten zu einem Anstieg des
Interesses an der mathematischen Modellierung von Epidemien [38, S. 1]. Die Aktualitat
und das Interesse an der Infektion begriinden die Eignung von COVIDL9 beziehungsweise
von SARS-CoV-2 als Beispiel. In den Simulationen ieyen die in Kapitel 4 besproche-
nen Aspekte zusammen, das heiyt, dass wir die erweiterten Modelle, die numerischen
Lésungsverfahren sowie die beschriebenen Methoden zur Initialisierung verwenden. Die
Implementierung wird genutzt, um die Simulationsergebnisse zu berechnen. Die Anwen-
dung auf den Fall von SARS-CoV2 und COVID- 19 erfolgt durch angemessene Wahlen
der epidemiologischen Parameter. Mit der De nition dieser Modellgroyen beschaftigen wir
uns in Abschnitt 5.1. Im Anschluss betrachten wir einige ktive Szenarien, unter anderem,
um die Reaktion von den drei Modellarten auf die Verdnderung des Parameters der
Kontaktrate zu analysieren. Diese Verénderung ist vergleichbar mit dem Beschluss einer
nicht-pharmazeutischen Maynahme oder der Aufhebung einer solchen. Zum Abschluss
erproben wir das ODE- und das LCT-Modell an realen Szenarien und vergleichen die
Simulationsergebnisse mit echten Daten der COVID19 Pandemie.

5.1 Verwendete epidemiologische Parameter fir SARS-CoV-2
und COVID-19

Wir beschaftigen uns nun mit der Wahl der epidemiologischen Parameter, die fir die
Simulationen bendtigt werden. Die Prognosen sollen sich auf die Ausbreitung der Krank-
heit COVID- 19 beziehungsweise des Krankheitserregers SARS-C@/in Deutschland
beziehen, sodass wir die Parameter auf diesen Fall abstimmen. Bei der De nition der
Parameter orientieren wir uns an Kuhn et al. [60]. An die Publikation wurde bereits das
ODE-SECIR-Modell aus Kapitel 4.1.1 angelehnt. Dort werden passende Parameterbe-
reiche fir SARS-CoV-=2 auf der Basis von Literaturrecherchen sowie einer Studie mit
hospitalisierten COVID- 19 Patienten bestimmt, siehe [60, Kapitel 2.3 & Table 1]. Auf
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Parameter | berechneter Wert Parameter | berechneter Wert
©) 0:0733271 c 1
Te 3:335 | 0:3
Tc 3:31331 L 1 0:206901
T 6:94547 H 0:0786429
Th 11.:634346 o 0:173176
Ty 17:476959 ¥ 0:217177

Tabelle 5.1: Verwendete Werte epidemiologischer Parameter fir SARS-CoV-
2 und COVID-19. Die Werte basieren auf den Ergebnissen in [60, Table 2]. Die
beiden rot markierten Parameter sind nicht nach [60, Table 2] berechnet, sondern
an die Parameter des IDE-Modells angepasst. Siehe daflir den Abschnitt Uber die
Parameterwabhl fur das IDE-SECIR-Modell.

die Groyen wird somit nicht anhand von Fallzahlen geschlossen, mit denen die Modelle
bewertet werden. Stattdessen werden epidemiologische Studien herangezogen, was die
Vorhersagekraft der Modelle unterstitzt, siehe auch [63, S. 61]. Die gefundenen Werte
fur die epidemiologischen Parameter sind in [60, Table 2] zusammengefasst. Aus diesen
Angaben leiten wir wie folgt Ergebnisse flr unsere bendétigten Parameter fiir das ODE-
SECIR-Modell ab.

Zunachst sind fir viele Parameter Intervallbereiche angegeben. Wir sind an einzelnen
Werten interessiert, sodass wir jeweils den mittleren Wert des Intervalls annehmen. Zu-
dem werden die ParameterT/? und T/ anstatt der hier verwendeten Aufenthaltszeit T,
dargestellt, vergleiche Kapitel 4.1.1. Die Intervallgrenzen des Parameter3,, berechnen
wir, indem wir unter Verwendung von der Mitte des Intervalls fir die Ubergangswahr-
scheinlichkeit 22 und von den Intervallgrenzen der getrennten AufenthaltszeitenT/2 und

Z1 1
T73 das Schema

TZl = 2 Tzzlz + 1 Z T2213
anwenden. FurT,, Ubernehmen wir dann wieder den mittleren Wert des Intervalls. Fur
altersaufgeloste Werte berechnen wir die Parameter zunéchst fiir jede Altersgruppe nach
dem beschriebenen Vorgehen. Im Anschluss gewichten wir die Ergebnisse gemay dem
Anteil der Altersgruppe an der Gesamtbevdlkerung, um einen einzelnen Parameterwert
zu erhalten. Dafur verwenden wir die Bevolkerungsstatistik mit dem Stichtag 31:12:2020
von [81], da wir uns wie [60] mit ZeitrAumen im Jahr 2020 befassen werden. Die Bevolke-
rungszahl setzen wir gemay dieser Quelle aldo = 83155031 In die Transmissionswahr-
scheinlichkeit inkludieren wir wie in [60, Kapitel 2.3.1 & 2.3.2] einen Saisonalitatsfaktor,
um eine variierende Transmissionswahrscheinlichkeit Gber das Jahr zu ermdglichen. Unter
Verwendung eines Basiswerts © legen wir die Transmissionswahrscheinlichkeit durch
sk O mit der Formel

-
+ —
1825 2

=

sk U =1+ ksin
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fur den Saisonalitatsfaktor fest. Hierbei ist t-der Tag des Jahres undk bestimmt den
Ein uss der Saisonalitat. Fir die ktiven Szenarien vernachlassigen wir die Saisonalitat
und setzenk = 0. FUr die realen Szenarien wahlen wirk = 0:2 geméay der Mitte des

in [60, Table 2] angegebenen Intervalls. Den Basiswert© berechnen wir mit dem
zuvor beschriebenen Vorgehen aus den angegebenen altersspezi schen Intervallen. Fir
betrachtete Zeitraume wahrend Herbst und Winter nehmen wir an, dass nur wenige
Individuen der Gruppe C detektiert und in Quaranténe geschickt werden, sodassc =1
angenommen werden kann. Symptomatische Individuen werden hau ger detektiert oder
isolieren sich, sodass wir, = 0:3 setzen. Die Bestimmung der Parameter anhand der
Angaben in [60] ist in der Datei cpp/examples/compute_parameters.cpp dokumentiert.
Die Ergebnisse dieser Berechnungen werden in Tabelle 5.1 prasentiert. Zwei Parameter
sind farbig markiert, da die Werte auf einer anderen Berechnung basieren. Siehe dafir den
Abschnitt Gber die Parameterwahl fiir das IDE-Modell. Abgesehen vom Saisonalitatsfaktor
werden die beschriebenen Parameter flir den jeweiligen Simulationszeitraum als konstant
angenommen. Die Kontaktrate kann sich innerhalb des Zeitraumes andern, um eine
Veranderung des Kontaktverhaltens simulieren zu kdnnen, beispielsweise aufgrund des
Beschlusses von nicht-pharmazeutischen Maynahmen. Entsprechend passen wir diesen
Parameter an das betrachtete Szenario an und beschreiben die Wahl gemeinsam mit den
Szenarien.

Parameterwahl fir das LCT-SECIR-Modell

Fur das Modell basierend auf dem Linear Chain Trick werden die Parameterwerte des
ODE-SECIR-Modells tbernommen. Zusatzlich bendétigen wir die Anzahlen der Subkom-
partimente n, fur alle z 2 A. Diese werden bei vielen Quellen, die den Linear Chain
Trick verwenden, ohne einen epidemiologischen Bezug gesetzt, siehe zum Beispiel [17,
31, 58, 91]. Optimalerweise wirden die Anzahlen mittels der passenden Varianz zu den
erwarteten Aufenthaltszeiten bestimmt werden, siehe hierzu Abschnitt 3.4.2. Obgleich
mogliche Parameterintervalle in [60] angegeben sind, ist die Varianz der epidemiologischen
Groyen nicht bekannt. Auch aus anderen Quellen sind die bendtigten Varianzen der
spezi schen epidemiologischen Gréyen nicht ableitbar. Entsprechend untersuchen wir
verschiedene Wahlen der Anzahlen der Subkompartimente. Wir versuchen zum einen,
alle Anzahlen auf denselben Wert zu setzen, das heiyn, = n fur alle z 2 A. Fir n
betrachten wir die Werte 3, 10 und 20. In [93, Table 1] sind Schatzungen der Anzahlen
der Subkompartimente fir E und | fir verschiedene Krankheiten angegeben, vergleiche
auch Kapitel 3.4.2. Die ermittelten Werte reichen von 2 bis 40, sodass unsere Anzahlen in
einem realistischen Bereich liegen. Zudem untersuchen wir die Mdglichkeit, die Anzahlen
SO0 zu setzen, dass die erwartete Aufenthaltszeit in jedem Subkompartiment etwa einen
Tag betragt. Entsprechend runden wir T, auf die nachste naturliche Zahl und setzen
n, auf diesen Wert, wobeiT, als die erwartete Aufenthaltszeit im Kompartiment z 2 A
de niert war. Diese Methode wird in [52, S. 337 & 342] vorgeschlagen und beispielsweise
in [58, S. 7] erwdhnt. Wir berlcksichtigen folglich insgesamt vier verschiedene Wahlen
der Subkompartimente im LCT-Modell. Wie bereits in Kapitel 4.1.3 angefuhrt, wéare eine
weitere Idee, nur fur bestimmte Krankheitszustdnde Subkompartimente einzuftuihren.
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Parameterwahl fiir das IDE-SECIR-Modell

Das IDE-Modell erlaubt eine anspruchsvollere Parametrisierung. Aus dem ODE-Modell
Ubernehmen wir die Wahl fir sowie ¢(t; )= cund |(t; )= . Hier besteht Potenti-
al fir Verbesserungen durch die Option, ¢ und | in Abh&ngigkeit von der verstrichenen
Zeit  seit dem Eintritt in das jeweilige Kompartiment zu variieren. Dies ermdglicht die
Berucksichtigung von Veranderungen im Kontaktverhalten im Verlauf der Infektion sowie
Veranderungen in der Infektidsitat beziehungsweise der Transmissionswahrscheinlichkeit.
Wegen dieser verschiedenen Ein Gsse und der kritischen Datenlage gestaltet sich die
Auswahl geeigneter Funktionen ¢( ) und | ( ) als herausfordernd. Die E ekte wirken
zudem vermutlich gegenlau g. Es kann erwartet werden, dass der Anteil der Individuen in
Isolation mit einer fortschreitenden Aufenthaltsdauer steigt. Dies wiirde zu einer Reduk-
tion von ¢( ) und | ( ) mit steigendem fihren. Eine gegenteilige Auswirkung kénnte
die Transmissionswahrscheinlichkeit haben, da Individuen erst im Verlauf der Krankheit
infektios werden. In diesem Kontext beschranken wir uns darauf, den Ein uss der tbrigen
Modi kationen in den Modellannahmen auf die Simulationsergebnisse zu untersuchen.
Die Wahrscheinlichkeiten 22 werden ebenfalls aus dem ODE-Modell ibernommen.

Nach dem Ergebnis in Bemerkung 3.9, das auf die SECIR-Modelle tbertragbar ist,
unterscheiden sich die drei Modelle dann ausschlieylich in Bezug auf die Auswahl der
Funktionen 72( ). Demzufolge flhren wir in den Simulationen einen Vergleich der
verschiedenen Mdglichkeiten durch, diese Uberlebensfunktionen auszuwahlen. Das IDE-
Modell bietet die groyte Flexibilitat, sodass die 72( ) so gewahlt werden kénnen, dass
sie maoglichst realistischen Verteilungen entsprechen. Eine Herausforderung ist, dass nur
begrenzt Forschungsarbeiten existieren, die realistische Verteilungen fir epidemiologische
Parameter untersuchen. Insbesondere fehlen in der aktuellen Literatur solche Verteilungen,
die exakt den de nierten Bedeutungen unserer Parameter entsprechen. Wenn vollstandige
epidemiologische Datensatze bekannt waren, kdnnen die benétigten Verteilungen daraus
bestimmt werden. Fur ausgewéhlte Parameter wird dies in [60, Supplementary material]
auf der Basis des zuvor erwéhnten Datensatzes von hospitalisierten COVID9-Patienten
umgesetzt. Hier nden sich Ergebnisse fiir die Funktionen ', &, R, D und [, welche
wir ibernehmen kdnnen.

Die Verteilungen in [60, Supplementary material] sind in Form von Dichten angegeben,
sodass wir sie in Uberlebensfunktionen tiberfiihren. Zum Anpassen der Dichten an die
Daten wird in der Verd entlichung das Paket scipy.stats der Programmiersprache
Python verwendet, siehe hierzu [82]. Entsprechend folgen auch die De nitionen der
angegebenen Funktionen und Parameter denen in dem Paket aufgefihrten. Wenn flr
eine Funktion nur zwei Parameter vorgesehen sind, ist der erste aus [60, Supplementary
material] zu vernachlassigen und die Reihenfolge der Gbrigen Parameter folgt der in
scipy.stats. Die dort verwendeten Parameterdoc 2 R und scale 2 R* sind so zu verstehen,
dass eine Dichtefunktionf entsprechend der Formel

x loc

f (x; loc ;scale) = f
scale scale

verschoben und skaliert werden kann. WenrF die zugehdrige Verteilungsfunktion ist,
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5.1 Verwendete epidemiologische Parameter fir SARS-CoV-2 und COVID-19

Parameter Verteilung erwartete Aufenthaltszeit

¢ 1 ERLANG = Ng 5335, = Ng) 3:335

& 1 ERLANG = nc 13 = Nc) 1:865

R 1 ERLANG = Nc g3:s; = Nc) 8:865

H 1 ERLANG = N gzas55 = i) 6:30662

R 1 ERLANG=n %, =n) 7:0

it 1 EXPOfbc =0; scale =9:36) 9:36

R 1 LOGNORM: 0:76;loc = 0:45;scale = 9:41) 12110701

5 1 EXPO@bc =1;scale =14:88) 15:88

B 1 EXPOfbc =1; scale =16:92) 17:92

Tabelle 5.2: Verwendete Aufenthaltszeitverteilungen fur das IDE-SECIR-Mo-
dell. Die Verteilungen unterhalb der unteren horizontalen Linie sind aus [60, Supple-
mentary material] bernommen. Die Namen in Groybuchstaben sind als Verteilungs-
funktion passend zu den in scipy.stats [82] de nierten Dichten zu verstehen und
die erwarteten Aufenthaltszeiten werden mit scipy.stats bestimmt. Fir die Ubrigen
Verteilungen de nieren wir zuerst die erwarteten Aufenthaltszeiten gemay [60, Table 2]
und setzen diese dann in eine passende Erlang-Verteilung ein. Die NotatioBRLANG
steht fUr die Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung mit den Parameterde nitionen
aus De nition 3.1. FUr die Werte n, mit z 2 A werden in den Simulationen die Wahlen
3 und 10 untersucht.

kann man zeigen, dass

X loc
scale

F(x;loc ;scale) = F

gilt. Mit dieser Erkenntnis kdnnen wir die Uberlebensfunktionen aus den angegebenen
Dichten errechnen. Die Daten, die zu der Verteilung ,H gefuhrt haben, sind ungenaue
Schatzungen und der resultierende Erwartungswert liegt deutlich tGber den oberen In-
tervallgrenzen in [60, Table 2]. Entsprechend tbernehmen wir diese Verteilung nicht
und gehen wie fir die fehlenden Verteilungen vor. Fur ﬁ fallt auf, dass ein negativer
Parameter loc angegeben ist. Dieser negative Wert kdnnte dazu fuhren, dass der Trager
der Wahrscheinlichkeitsdichte nicht mehr ausschlieylich nicht-negative Zahlen einschlieyt.
Folglich konnte die Bedingung R (0) = 1 nicht erfiillit werden. Allerdings ergibt die
Auswertung der entsprechenden Uberlebensfunktion an der Stelle Null einen Wert nahe
eins. Wir behalten die angegebene Verteilung daher in unserer Simulation dennoch bei.
Angesichts der begrenzten Verfugbarkeit von Daten fir die ubrigen Aufenthaltszeitver-
teilungen verwenden wir Erlang-Verteilungen und Ubernehmen die Annahmen fur die
Anzahlen der Subkompartimente aus dem LCT-Modell. Wir beschranken uns auf die
Wahlen n; = 3 und n; = 10 des LCT-Modells fir alle z 2 A. Die Funktionen 22( )
dirfen im IDE-Modell von dem Zustand abhéngen, in den ein Individuum wechseln wird.
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Entsprechend kénnen wir erwartete AufenthaltszeitenT;? anstatt T,, verwenden und
diese zur De nition der Erlang-verteilten Aufenthaltszeit annehmen. Wir berechnen dazu
die erwarteten Aufenthaltszeiten wie fiir das ODE-SECIR-Modell beschrieben aus den
Werten in [60, Table 2] und lassen die Berechnung voiT;2 und T7® zu einem Wert T,
weg. Die Verteilungen, die wir zur Simulation verwenden, sind in Tabelle 5.2 dargestellt.

Die erwarteten Aufenthaltszeiten sollten fir alle Kompartimente zwischen dem IDE-
Modell und den Werten fur das ODE- und das LCT-Modell Gibereinstimmen, damit
die Simulationsergebnisse aller Modelle vergleichbar bleiben. Wenn wir wie bei der Pa-
rameterwahl des ODE-Modells aus den beiden getrennten Aufenthaltszeitei;2 und
Tzzf aus Tabelle 5.2 eine einzelne Aufenthaltszeit berechnen, stimmen die Werte firy
und Ty nicht mit denen Uberein, die mit der Methode fir das ODE-Modell berechnet
wurden. Entsprechend Gbernehmen wir die Erwartungswerte aus den Verteilungen des
IDE-Modells fur diese beiden Parameter fiir das ODE- und LCT-Modell. Anstatt der
Werte, die mit der soeben vorgestellten Methode fiir das ODE-Modell mit den Werten
aus [60, Table 2] berechnet werden, verwenden wir somit die ErgebnisSg; = 11:634346
und Ty = 17:476959 Dies ist bereits in der Tabelle 5.1 bericksichtigt.

Damit haben wir Werte fiir alle Parameter besprochen, die fur die Simulationen bendtigt
werden, mit Ausnahme von der Kontaktrate . Fur COVID- 19 folgen die Verteilungen
vieler bedeutsamer Aufenthaltszeiten in der Realitat keiner Exponentialverteilung [21,
S. 2]. Die Verteilungen einiger epidemiologischer Groyen folgen fur die Krankheit eher
einer Gamma-Verteilung [9, S. 2]. Entsprechend sind die Annahmen des LCT-Modells
fur das Beispiel des Erregers SARS-Co\2 als realistischer einzuschétzen als die des
ODE-Modells. Die Wahl der fehlenden Funktionen des IDE-Modells als Erlang-Verteilung
ist somit sinnvoll. Die Anpassungsfahigkeit des IDE-Modells wurde genutzt, um feiner
aufgeltdste Aufenthaltszeiten und vorhandene Schatzungen von Verteilungen zu inklu-
dieren. Dabei konnte die Behauptung aus Kapitel 3.6 veri ziert werden, dass sich die
Ermittlung der Parameter fir das IDE-Modell als komplex herausstellt. Die Bestimmung
der Aufenthaltszeitverteilungen ist so problematisch, dass die Verteilungsannahme des
LCT-Modells fur einige Aufenthaltszeiten bernommen wurde. Der Vorteil der gréyeren
Flexibilitdt des IDE-Modells konnte folglich nur teilweise ausgenutzt werden. Dennoch
sollten die Annahmen dieses Modells die Realitaét am genausten widerspiegeln.

5.2 Simulation ktiver Szenarien

Nun verwenden wir die epidemiologischen Groyen, die an den Erreger SARS-Co¥/-
beziehungsweise an die Krankheit COVID19 angepasst wurden, um ktive Szenarien

zu erstellen. Zuerst untersuchen wir die verschiedenen Mdglichkeiten zur Initialisierung
des LCT-SECIR-Modells aus Kapitel 4.3. Dartiber hinaus méchten wir das qualitative
Verhalten des ODE-, des LCT- und des IDE-SECIR-Modells miteinander vergleichen.
Dazu mussen wir sicherstellen, dass die Modelle dieselbe Ausgangslage haben und die
Simulationsergebnisse vergleichbar sind. Wir halten hierzu das Infektionsgeschehen zu
Beginn der Simulationen méglichst konstant und auf dem gleichen Niveau fiir die Modelle.
Um ein gleichbleibendes Infektionsgeschehen zu erreichen, bestimmen wir die Kontaktrate

84



5.2 Simulation ktiver Szenarien

(t) so, dass die e ektive ReproduktionszahlR¢ (t) etwa eins ist. Vergleiche hierzu auch
Bemerkung 2.1. Dazu bestimmen wir fur die e ektive Reproduktionszahl im ODE-SECIR-
Modell eine Formel auf eine naive Weise aus den De nitionen der Parameter. Wie bereits
in Bemerkung 2.1 beschrieben wurde, gibt es genauere Vorgehen zur Herleitung der
Reproduktionszahlen, jedoch reicht die Heuristik fir unseren Zweck aus. Ein Individuum
wird im Verlauf seiner Ansteckung im Durchschnitt Tc Tage im Krankheitszustand C
verweilen. Pro Tag hat das Individuum in diesem Krankheitszustand @ (t) ¢ Kontakte,
die zu einer Ansteckung fuhren, falls sie mit einer Person aus der Grupp8 statt nden.
Fir die ktiven Szenarien verwenden wir den Parameterk = 0 fir die Saisonalitat, sodass
wir direkt  © einsetzen, vergleiche auch den vorigen Abschnitt 5.1. Ein Individuum
steckt in seinem Aufenthalt im Krankheitszustand C entsprechend im Durchschnitt

© (1) cTc% Personen an. Mit einer Wahrscheinlichkeit von | entwickelt die
Person Symptome und bleibt eine durchschnittliche Zeit vonT, Tagen in der Gruppe
|. Es ist zu erwarten, dass eine symptomatische Person@ (t) , SL(?) Ansteckungen
pro Tag verursacht. Entsprechend erhalten wir das Ergebnis, dass ein durchschnittliches
Individuum im Zeitraum seiner Infektion

S(t)

Re®= @ (0 cTer o1 gy

Personen mit dem Erreger in zieren wird. Um die Kontaktrate (t) zu bestimmen, fir die
sich ein konstantes Infektionsgeschehen ergibt, setzen wir die Reproduktionszahl gleich
eins und wenden die Parameter aus der Tabelle 5.1 an. Wir vernachlassigen den Ein uss
des Faktors,ﬁ(—(tt)) und nehmenS(t) N (t) an, da wir nur eine gemeinsame Ausgangslage
der Modelle herstellen méchten, wofir eine approximative Groye ausreicht. Dann ergibt

sich

1=Re(t) @ (@) cTc+ 1T
1 Tabelle 5:1

] 2:746265
cTc+ ¢ 1T

) (t) (0)

Fir das Erreichen eines konstanten Infektionsgeschehens zu Beginn der Simulationen ist
auyerdem eine passende Wahl der Anfangsbedingungen essentiell. Mit dieser Thematik
beschaftigen wir uns im ersten Szenario in Abschnitt 5.2.1. Die Kontaktrate Uberneh-
men wir fir alle Modelle, auch wenn wir sie mittels der Formulierung der e ektiven
Reproduktionszahl anhand der Parameter des ODE-Modells bestimmt haben.

Zur Simulation verwenden wir eine initiale Schrittweite von t =0:1. Bei den beiden
Modellen, die auf gewdhnlichen Di erentialgleichungssystemen basieren, wenden wir, wie
in Kapitel 4.2.1 beschrieben, eine adaptive Methode zur Lésung an. Allerdings setzen wir
zur Erstellung der Plots eine obere Grenze von t  0:1 fur die Schrittweite, damit die
Reaktion auf die Veranderung der Kontaktrate besser zu vergleichen ist und die Kurven
glatt wirken. Neben dem zeitlichen Verlauf der prognostizierten Anzahlen der Individuen
in den Kompartimenten betrachten wir zum Vergleich der Simulationen Graphen, welche
die Anzahl der Neuansteckungen pro Tag angeben. Wir berechnen hierfir die Anzahl der
Personen, die innerhalb eines Tages voB nach E lbergehen. Das bedeutet, dass fur den
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Zeitpunkt tn., der Wert

an+1 Snj
tn+1 tn

abgebildet ist. Die ldee stammt aus einer Publikation von Feng et al. [31, S. 1513f], die
spater allerdings Abbildungen fiir die ebenfalls interessante Gréye der kumulierten neuen
Ansteckungen prasentieren.

Wir betrachten nun ausgewdhlte Simulationsergebnisse von ktiven Szenarien. Dazu
werden jeweils zunéchst die Voraussetzungen fiir die einzelnen durchgefuhrten Simulatio-
nen geklart. Danach prasentieren und beschreiben wir die Resultate kurz, um im Anschluss
maogliche Grinde fiir das Verhalten zu analysieren. Dies fuhrt zu einem besseren Verstand-
nis der Funktionsweisen der Modelle. Zum Schluss zeigen wir jeweils die Konsequenzen
des beobachteten Verhaltens in den Szenarien auf. Wir beginnen mit der Untersuchung
verschiedener Methoden zur Initialisierung des LCT-SECIR-Modells. Hieraus ergibt sich
auch eine geeignete Methode zur Wahl der Anfangsbedingungen fiir die beiden anderen
Modelle, um ein konstantes Infektionsgeschehen zu erzielen. Im Anschluss simulieren wir
zwei Falle, in denen wir die Kontaktrate nach einer Simulationszeit mit einem konstanten
Infektionsgeschehen verandern. Hier testen wir die Reaktion der drei Modellarten auf
Veranderungen. Als letztes Szenario simulieren wir mit Reproduktionszahlen gréyer als
eins Uber einen langeren Simulationszeitraum. So kénnen wir das prognostizierte Ausmay
der Epidemie fur die verschiedenen Modelle vergleichen.

5.2.1 Vergleich verschiedener Methoden zur Initialisierung des LCT-Modells

Zunachst stellen wir die drei in Kapitel 4.3 vorgestellten Methoden zur Initialisierung
des LCT-SECIR-Modells einander gegenuber. Fir diesen Abschnitt beschrédnken wir uns
auf das LCT-Modell und fihren keinen Vergleich mit anderen Modellen durch. Ziel des
Szenarios ist es, anhand von Simulationen zu untersuchen, ob einfachere Methoden zur
Bestimmung der Anfangswerte des LCT-Modells bereits ausreichen, um eine adaqua-
te Initialisierung zu gewahrleisten. Die Verfahren vergleichen wir unter der Annahme
Re (t) 1. Die Anfangsbedingungen setzen wir ebenfalls so, dass wir ein gleichbleibendes
Infektionsgeschehen in den Simulationen erwarten. Dazu erzeugen wir zunachst passende
synthetische Daten. Fur die Methoden zur Initialisierung des LCT-Modells wird der
konstante Wert t =0:1 des IDE-Modells bernommen.

Beginnen wir mit der Methode der Ubergange und de nieren Werte 7 (tm) fur die
bendtigten Zeitpunkte t,, = m t fir m 2 Z mit maxfa;bg m 0, sodass wir ein
stabiles Infektionsgeschehen erwarten kénnen. Wir méchten erreichen, dass die Anzahl der
Neuansteckungen innerhalb eines Zeitintervalls gleich bleibt. Entsprechend sollte§ (t)
beziehungsweise E(t) Uber den gesamten bendétigten Zeitraum einen konstanten Wert
aufzeigen. Unter dieser Annahme lassen sich passende Werte fiir die tibrigen Ubergéange

72 ableiten. Wenn wir die Gleichung (4.14) fur €(t) betrachten, ergibt sich aus der
Annahme £(t)= £ furallet 0 der Zusammenhang

c E Z co el . 't E C c E

()= s 5 g(t x)dx= g et X) .= s g0 gl ) = §
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fir alle t 0. Hier wird £(0) = 1 ausgenutzt und, dass S(t T) =0 gilt, da T ein
betraglich groyer, negativer Wert ist. Entsprechend wahlen wir E(tm)= t 5= §
fur alle m 2 Z mit maxfa;bg m 0. Die gleiche Berechnungsweise kann fir alle
Ubergange fortgefiihrt werden, sodass sich passende konstante Anfangswertg aus
einem einzelnen Wert fir £ ergeben.

Den Wert £ Gbernehmen wir aus der 7-Tage-Inzidenz aus dem Lagebericht des RKIs
zu COVID-19 vom 15:10:2020[75]. Wir bendétigen fur die Anzahl der Neuansteckungen
keinen mdéglichst genauen, sondern lediglich einen realistischen Wert. Deshalb skalieren wir
die angegebene Inzidenz auf ganz Deutschland und auf unsere betrachtete Schrittweite
und Ubernehmen das Ergebnis als Anzahl der neuen Ansteckungen. Die Anzahl der
Neuansteckungen pro Tag ergibt sich dann als ungefah405Q Auch die Todesfalle sowie
die Anzahl der gesamten bestétigten Falle Ubernehmen wir aus dem besagten COVIDI9
Lagebericht. Wenn wir auf diese Weise synthetische Daten fir die Ubergénge%i (tm)
fir bendtigte Zeitpunkte t,, mit m 2 Z mit maxfa;bg m 0 erstellen und (t) wie
zuvor wahlen, erwarten wir ein konstantes Infektionsgeschehen. In Abschnitt 4.3 haben
wir festgestellt, wie wir Anfangsbedingungen fir alle drei Modelltypen basierend auf
gegebenen Ubergangen ableiten konnen. Diese Methode ist fiir eine zueinander konsistente
Initialisierung der verschiedenen Modelle geeignet. Wenn wir die synthetisch gesetzten
Ubergéange fur die Initialisierung des ODE- und des IDE-Modells in den uibrigen Szenarien
Ubernehmen, erwarten wir ebenso ein konstantes Infektionsgeschehen.

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Anfangsbedingungen tber die Ubergange fir
das LCT-Modell vergleichen wir mit den anderen beiden Methoden zur Initialisierung
des Modells aus Kapitel 4.3. Fur die Methode nach Koslow et al. [56, S2 Appendix]
resultiert aus der Voraussetzung der konstanten Anzahl der Neuansteckungen, dass auch
die Anzahl der neuen bestatigten Falle innerhalb eines Zeitschritts gleich bleiben sollte.
Fur einen beliebigen Zeitpunktt ergibt sich aus den Annahmen fiir die Methode, dass

Fuar (t+ 1) Fwar ()= & §

gelten muss. Mit dieser Di erenz lassen sich alle Anfangswerte fiir die Subkompartimente
und Kompartimente mittels der in Kapitel 4.3 beschriebenen Formeln bestimmen. Die
Anzahl der Todesfélle und der gesamten bestétigten Félle ibernehmen wir wie zuvor
direkt aus dem Lagebericht des RKIls [75]. Fur die Methode nach Hurtado et al. [45,
S. 1836] summieren wir jeweils die Anzahlen in den Subkompartimenten auf, die wir
aus dem Ergebnis nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] erhalten haben. Die Werte
verwenden wir als Initialisierung fur das jeweils erste Subkompartiment und setzen die
Ubrigen Subkompartimente auf null. So sind die Kompartimente mit derselben Anzahl an
Individuen initialisiert.

Im Folgenden vergleichen wir die Resultate von Simulationen mit den unterschiedlichen
Verfahren zur Wahl der Anfangsbedingungen fir das LCT-Modell. In der Dateicpp/-
examples/Ict_secir_initializations.cpp ist die Implementierung des Szenarios zu nden.
Wir prasentieren in jedem Szenario nur die interessantesten Ergebnisse, die zu den groyten
Erkenntnissen fihren kdnnten. Die Implementierungen kbnnen zum Beispiel mit wenig
Aufwand so angepasst werden, dass eine andere Anzahl der Subkompartimente ausprobiert
werden kann. Es wurden wesentlich mehr Graphen erstellt, als hier vorgestellt werden.
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Abbildung 5.1: Téagliche Neuansteckungen fur verschiedene Methoden zur
Initialisierung des LCT-Modells. Darstellung der Simulationsergebnisse fir die
neuen Ansteckungen pro Tag im Vergleich fur verschiedene Methoden zur Initiali-
sierung des LCT-SECIR-Modells. Fiir die Initialisierung mittels Ubergangen sowie
nach der Methode von Koslow et al. wird das Ergebnis fir20 Subkompartimente
dargestellt. Andere Wahlen ergeben hier dieselbe Form. Siehe fiir eine Beschreibung
der Methoden auch Kapitel 4.3. Die Zahlen hinter den Methodennamen stehen flr
die verwendete Anzahl der Subkompartimenten, fur alle z 2 A.

In diesem Szenario zur Initialisierung des LCT-Modells betrachten wir beispielsweise
kein Ergebnis fur die variable Anzahl der Subkompartimente, bei welchen sich in jedem
Subkompartiment eine erwartete Aufenthaltszeit von etwa einem Tag ergibt.

Die Simulationsergebnisse zu den taglichen Neuansteckungen sind in Abbildung 5.1
dargestellt. FUr die Methode der Initialisierung nach Hurtado et al. [45, S. 1836] sind
die Kurven gemeinsam mit der verwendeten Anzahl der Subkompartimenten, fir alle
z 2 A bezeichnet. Fur die Initialisierung mittels der Ubergange 2 und die nach
Koslow et al. [56, S2 Appendix] mit den mittleren Aufenthaltszeiten ist nur der Fall
von jeweils 20 Subkompartimenten abgebildet. Simulationen mit anderen Anzahlen der
Subkompartimente ergeben keine sichtbaren Abweichungen. Fir diese beiden Methoden
ist eine etwa konstante Anzahl taglicher Neuansteckungen sichtbar. Dementsprechend
haben wir die Kontaktrate sowie die Anfangswerte und Ubergange passend zu unserem
Ziel, ein konstantes Infektionsgeschehen herbeizufliihren, gewahlt. Das Ergebnis fur die
Anzahl der taglichen neuen Ansteckungen zeigt fur die Initialisierung nach Hurtado et
al. [45, S. 1836] fur die drei ausgesuchten Anzahlen der Subkompartimente unterschiedliche
Wellenformen auf. Anfangs ist die Anzahl der Neuansteckungen konstant und steigt dann
nach einer gewissen Verzoégerung an. Mit zunehmender Anzahl der Subkompartimente
wird die Wellenform ausgepragter. Die Amplitude der Wellen wird mit fortschreitender
Simulationszeit kleiner. Wenn Tnax groyer gewahlt und tUber einen langeren Zeitraum
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Abbildung 5.2: Kompartimente fir verschiedene Methoden zur Initialisierung
des LCT-Modells. Darstellung der Simulationsergebnisse fur den zeitlichen
Verlauf der Anzahlen der Individuen in den verwendeten Kompartimenten im
Vergleich fur verschiedene Methoden zur Initialisierung des LCT-SECIR-Modells.
Siehe fir eine Beschreibung der Methoden auch Kapitel 4.3. Alle Simulationen
wurden mit n, = 20 Subkompartimenten fir alle z 2 A durchgefinhrt.

simuliert wird, pendeln sich die prognostizierten Anzahlen der Neuansteckungen jeweils
auf einem hoheren Niveau ein als mit den Methoden nach Koslow et al. [56, S2 Appendix]
und mittels der Ubergange. Schwankungen sind nicht mehr sichtbar und die Anzahlen
sind weitestgehend konstant. Nach einer gewissen Zeit lasst sich bei allen Methoden
zur Initialisierung eine sinkende Anzahl der prognostizierten Neuansteckungen erkennen.
Dies ist vermutlich darauf zurtickzufilhren, dass die e ektive Reproduktionszahl mit
fortschreitender Simulationsdauer unter eins fallt, da der Faktor SL(?) sinkt.

In Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse der Anzahlen der Individuen in den Kompar-
timenten dargestellt. Die Anzahlen in den Subkompartimenten werden hier jeweils zu
einem Wert fir das gesamte Kompartiment aufaddiert. Die Kompartimente sind gemay
der englischen Bezeichnungen betitelt, denen die Buchstaben flur die Kompartimente
folgen, siehe Kapitel 4.1. Hier werden nur die Ergebnisse fir ein LCT-Modell mit20

Subkompartimenten abgebildet, da fur diese Wahl bei der Anzahl der taglichen Neuan-
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steckungen das wellenférmige Verhalten am deutlichsten sichtbar ist. Fir die Methoden
mittels der Ubergange und der nach Koslow et al. [56, S2 Appendix] bleiben die Groyen
z(t) fur z 2 A zeitlich konstant. Mit der Methode nach Hurtado et al. [45, S. 1836] ist fur
diese Gruppen abermals ein Wellenmuster erkennbar. Bei der GroyE (t) ist unmittelbar
nach dem Simulationsbeginn ein Anstieg ersichtlich und es schlieyen sich Schwankungen
an. Fur die anderen Kompartimente in A ist eine unterschiedliche Verzégerungsdauer
au allig, in welcher die Anzahlen in den Krankheitszustadnden wie bei den Ubrigen Initia-
lisierungsmaglichkeiten konstant bleiben. Danach ist jeweils ein Anstieg sichtbar und es
ergeben sich verschiedene Schwankungsmuster. Die Anzahlenbnund R bleiben zunéchst
zeitlich konstant, wahrend die Ergebnisse der anderen Methoden bereits steigende Werte
aufweisen. Im Langzeitverhalten ist erkennbar, dass die simulierten Todesfalle mit der
Initialisierung nach Hurtado et al. [45, S. 1836] die Ubrigen Prognosen nach etwd5
Simulationstagen Ubertre en.

Nachfolgend analysieren wir die Grinde fir das Verhalten der Ergebnisse mit der
Methode nach Hurtado et al. [45, S. 1836]. Samtliche Individuen im Kompartimentz 2 A
haben zum Simulationsbeginn eine erwartete restliche Aufenthaltszeit vorT,, da sich alle
im ersten Subkompartiment be nden. Bei den Ubrigen Verfahren zur Initialisierung gibt
es Individuen, die sich in fortgeschrittenen Subkompartimenten be nden und eine kleinere
restliche erwartete Aufenthaltszeit haben, siehe auch Abschnitt 3.4.1. Die Kompartimente
werden mittels der Methoden nach Hurtado et al. [45, S. 1836] und Koslow et al. [56,
S2 Appendix] mit denselben Anzahlen initialisiert, jedoch ergibt sich durch die Verteilung
in die Subkompartimente ein unterschiedliches Verhalten. Die Anzahl der Individuen im
Kompartiment E steigt bei der Methode nach Hurtado et al. [45, S. 1836] sofort nach dem
Simulationsbeginn an. Anfangs verlassen keine Individueric, da alle Personen zunéchst
die Kette der Subkompartimente durchlaufen missen. InE tritt allerdings die gleiche
Anzahl der Personen wie bei den ubrigen Methoden ein, was in der Gra k fir die neuen
Ansteckungen erkennbar ist. Deshalb steigt die prognostizierte AnzahE (t). Die Groye
sinkt wieder, wenn viele Individuen die Kette der Subkompartimente durchlaufen haben
und mehr Individuen hinaus wechseln, als neu angesteckt werden. Fir das Kompartiment
C ist eine gewisse Verzdgerung des Anstiegs ersichtlich. In der ersten Zeit wechseln weder
Personen ausC hinaus noch nachC hinein. Es gilt Tc  Tg, sodass nach ungefahr dieser
Zeit Individuen nach C eintreten und aus C austreten. Hier ist ein Anstieg von C(t)
erkennbar, da die steigende Anzahl von Personen i vom Beginn der Simulation zum
Tragen kommt. Im Anschluss féllt C(t), da wieder weniger Individuen ause kommen und
viele Personen ins nachste Kompartiment Ubergehen. Vergleichen wir die Kurv€(t) mit
der Abbildung fir die Anzahl der taglichen Neuansteckungen, wirkt der Verlauf der Kurven
ahnlich. Dies ist der Fall, da wegen der Wahlen ¢ =1 und | = 0:3 (vergleiche Tabelle 5.1)
der Ein uss von der Gruppe C auf die neuen Ansteckungen gréyer ist als der Ein uss
von | . Nach dem Abfall von E (t) ist abermals eine Erh6hung erkennbar. Hier sind die
Personen, die sich anfanglich irE befanden, bereits zum Groyteil ausE gewechselt und die
Kurve der neuen Ansteckungen steigt, sodass wieder mehr Individuen i& eintreten. Der
Anstieg ist nun geringer als der erste, weil nicht nur Individuen nachE kommen, sondern
gleichzeitig Individuen nach C fortgehen. Nach einer Verzégerung steigen entsprechend
auch C(t) und die Kurve der Neuansteckungen wieder. Dies fiihrt zu einer neuen kleineren
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Welle in E. Die Amplitude der Wellen wird immer kleiner, da die Individuen sich nach
und nach besser auf die Subkompartimente vorkE aufteilen und der Zu uss nach E
gleichméayiger wird. Das Verhaltnis der Individuen, die nachE Ubergehen, zu denen,
welche die Gruppe verlassen, wird immer ausgeglichener. Die geringeren Ausschlage
werden an die tUbrigen Kompartimente weiter gegeben. Wenn wir den Krankheitszustand
| betrachten, erkennen wir eine Zunahme vonl (t) nach etwas weniger alsTc Tagen.
Hier wechseln die ersten Individuen vonC nach |. Da T, deutlich gréyer als T¢ ist,
gehen zu dem Zeitpunkt wenige Personen voh aus in andere Kompartimente Uber.
Die Varianz der Aufenthaltszeitverteilung fir | ist wegen des hdéheren Werts fUrT,
groyer, siehe Gleichung(3.20). Entsprechend verteilen sich die Individuen stérker in den
Subkompartimenten. Die Wellenform Ubertragt sich daher auch in einem anderen Muster
auf | . Die Formen von H (t) und U(t) sind mittels derselben Erklarungen verstandlich.
Anfangs gehen keine Individuen nactR und D Uber, da alle Individuen zun&chst die Ketten
der Subkompartimente durchlaufen. Entsprechend bleiben die Gréyen konstant, wahrend
die der Ubrigen Methoden linear ansteigen. Die nachfolgende Steigung ist gréyer, zuerst
weil viele Individuen im gleichen Zeitraum das Ende der Ketten erreicht haben und im
Anschluss, weil die prognostizierte Anzahl der Ansteckungen héher ist. Die Wellenformen
in der Abbildung 5.1 sind mit weniger Subkompartimenten nicht so stark ausgepréagt, da
Individuen nicht so viele Subkompartimente durchlaufen, bis sie in andere Kompartimente
wechseln. Fir kleinere Werten, ist die Varianz der Aufenthaltszeitverteilungen gréyer,
vergleiche Gleichung(3.20). Entsprechend verteilen sich die Individuen gleichmayiger auf
die Subkompartimente, sodass weniger Schwankungen entstehen.

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass die Vorhersagen mit der vereinfachten Methode
nach Hurtado et al. [45, S. 1836] erheblich von den Ergebnissen mit den anderen Methoden
zur Initialisierung abweichen. Schwankende Ergebnisse sind bei einer konstanten Wahl
von Re (t) 1 unrealistisch. Daher ist es unzureichend, vereinfachende Annahmen zu
tre en und es ist erforderlich, umfassende Uberlegungen zur korrekten Initialisierung
anzustellen. In Vero entlichungen wird der Thematik bisher keine groye Bedeutung
zugesprochen. Zur Simulation realer Félle ist dies gleichermayen bedeutsam, da die
Prognosen o ensichtlich stark von der Wahl der Initialisierungsmethode beein usst
werden. Die Anfangsbedingungen fir die lbrigen ktiven Szenarien werden fir alle
Modelle mittels der Methode der Ubergénge erstellt, wodurch die Initialisierungen der
Modelle vergleichbar sind. Fur reale Daten ist es eine Herausforderung, die Werte flr
die bendtigten Ubergange herauszu ltern, wie bereits in Kapitel 4.3 festgestellt wurde.
Entsprechend fuhren wir die Simulation realer Szenarien nur mit dem ODE- und dem
LCT-SECIR-Modell durch und initialisieren jeweils mit dem Verfahren nach Koslow et
al. [56, S2 Appendix].

5.2.2 Vergleich der Modelle bei einer Reduzierung der Kontaktrate

Im folgenden Szenario testen wir die Reaktion der Modelle auf eine Verringerung der
Kontaktrate. Dies kdnnte einem Beschluss einer nicht-pharmazeutischen Maynahme
entsprechen. Nach einer Phase mit gleichbleibendem Infektionsgeschehen zu Beginn
der Simulation halbieren wir dazu die Kontaktrate nach einer Simulationszeit von zwei
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\ ODE \ LCT3 \ LCT 10\ LCTzo\ LCTvar \ IDE \
Tmax =10 | 23 25 45 61 24 101
Tmax =20 | 27 31 59 91 30 201

Tabelle 5.3: Vergleich der benétigten Zeitschritte der Modelle bei einer Ver-
ringerung der Kontaktrate. Die Simulationen wurden fur zwei verschiedene Si-
mulationsdauern Tax Mit einer Halbierung der Kontaktrate nach zwei Tagen und
der initialen Schrittweite t = 0:1 durchgefuhrt. Die Anzahlen sind inklusive der
Zeitpunkte 0 und Tmax zu verstehen. Die Zahlen bei den Benennungen des LCT-
Modells stehen fur die verwendeten Anzahlen der Subkompartimente. Die Abkiirzung
var steht fur die variable Anzahl, bei der die erwartete Aufenthaltszeit in jedem
der Subkompartimente etwa einen Tag betréagt. Fur das IDE-Modell ergibt sich fr
verschiedene Annahmen dieselbe Anzahl an Zeitschritten, da das Lésungsverfahren
nicht adaptiv ist.

Tagen. Da die e ektive Reproduktionszahl unter der Annahme S(t) N (t) somit auf
Re (1)  0:5 abfallt, erwarten wir einen Riickgang des Infektionsgeschehens, vergleiche
Bemerkung 2.1. Die Implementierungen der tbrigen drei ktiven Szenarien sind in der
Datei cpp/examples/Ict_secir_ ctional_scenario.cpp zu nden.

Wir beginnen unsere Untersuchung mit den erforderlichen Zeitschritten der Modelle als
Indikator fur die Rechenzeit. Wahrend der Ausfiihrung der Simulationen ist bemerkbar,
dass das IDE-Modell mehr Zeit in Anspruch nimmt als die anderen Modelle. Diese
Wahrnehmung sollte durch Laufzeitmessungen bestétigt werden. In Tabelle 5.3 sind
die bendtigten Anzahlen an Zeitschritten bis zur Erreichung vonTnmax flr verschiedene
Modelle und zwei verschiedene maximale Zeitpunkte dargestellt. Im Unterschied zu den
Simulationsergebnissen, die zur Erstellung der Graphen verwendet werden, wird hier fir
die adaptiven Verfahren keine maximale Schrittweite de niert. Die Zahlen in der Benen-
nung des LCT-Modells stehen fir die verwendeten Anzahlen der Subkompartimenta,
fur alle z 2 A . Die Abkilrzung var steht fur die variable Anzahl an Subkompartimenten
fur die einzelnen Kompartimente, bei der die erwartete Aufenthaltszeit in jedem der
Subkompartimente etwa einen Tag betragt. Mit diesen Bezeichnungen werden wir ebenso
die Kurven in den Graphen versehen. Die bendtigten Zeitschritte fur das IDE-Modell
kdnnen im Vorhinein bestimmt werden, da die Schrittweite Uber den Simulationszeitraum
konstant gesetzt wird. Die Parametern, ieyen fur einige Kompartimente, wie in Tabel-
le 5.2 beschrieben, in die Aufenthaltszeitverteilungen im IDE-Modell ein. Fir verschiedene
Annahmen beziglichn; sind die bendtigten Anzahlen der Schritte identisch. Fir die
Graphen kirzen wir die Falle entsprechend der Anzahl der Subkompartimente mit IDE3
und IDE 10 ab. Die bendétigte Anzahl der Zeitschritte erhdht sich mit einer steigenden
Anzahl der Subkompartimente fir das LCT-Modell. Fir den Fall LCTvar liegen die erfor-
derlichen Zeitschritte zwischen dem ODE-Modell und LCT3. Bei der Verwendung einer
hoéheren Anzahl an Subkompartimenten ist eine langere Simulationsdauer zu erwarten.
Das IDE-Modell bendtigt stets die hdchste Anzahl an Zeitschritten, allerdings wird hier
die Schrittweite anfangs festgesetzt und kénnte auch auf andere Werte xiert werden. Bei
den Modellen, die auf gewdhnlichen Di erentialgleichungssystemen basieren, beobachten
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Abbildung 5.3: Tagliche Neuansteckungen bei einer Verringerung der Kon-
taktrate. Vergleich der Simulationsergebnisse fur die taglichen Neuansteckungen
des ODE-Modells mit dem LCT-SECIR-Modell (links) und zusatzlich mit dem
IDE-Modell (rechts) unter verschiedenen Annahmen zu den Anzahlen der Subkom-
partimente und einer Halbierung der Kontaktrate nach zwei Simulationstagen.

wir, dass sich die Anzahl der bendtigten Zeitschritte bei einer Verdopplung der Simula-
tionszeit nicht verdoppelt. Dies ist darauf zurtickzufihren, dass die Kontaktrate nach
zwei Simulationstagen verandert wird. Das adaptive Verfahren wahlt fur die Modelle um
den Punkt der Veranderung kleine Schrittweiten. Die Anzahl der Zeitschritte I&sst nicht
direkt auf die Simulationsdauer schlieyen, sodass diese zusatzlich gemessen werden sollte.
Trotzdem bieten die Werte einen ersten Eindruck tber den Aufwand der Simulationen.

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse der verschiedenen Modelle vorgestellt.
In Abbildung 5.3 sind die taglichen Neuansteckungen dargestellt. Der linke Graph
setzt den Fokus auf den Vergleich von LCT-Modellen mit variierender Anzahl von
Subkompartimenten. IDE-Modelle werden in der rechten Darstellung in die Betrachtung
einbezogen. Die Wahl einer kurzen Simulationsdauer ermdglicht es, die Reaktion der
Modelle auf die Veranderung der Kontaktrate deutlich zu erkennen. Die Initialisierung Gber
die Ubergange hat bei samtlichen Modellen funktioniert, wodurch die Infektionsdynamik in
den ersten beiden Tagen konstant bleibt. Nach zwei Simulationstagen wird die Kontaktrate

halbiert. In allen Modellen zeigt sich zu diesem Zeitpunkt eine entsprechende Halbierung
der taglichen Neuansteckungen. Wir beginnen den Vergleich mit dem Verhalten der LCT-
Modelle in der linken Abbildung. Das ODE-Modell entspricht einem LCT-Modell mit
einem Subkompartimentn, = 1 fur alle z 2 A . Bei einigen Modellen bleibt die Anzahl
der Neuansteckungen nach dem Abfall nach zwei Tagen vorerst auf einem konstanten
Niveau. Je hoher die Anzahl der Subkompartimente ist, desto langer ist die Dauer der
Verzdgerung bis zu einem weiteren Riickgang der Neuansteckungen. Beim ODE-Modell
ist kaum Verzug erkennbar. Nach der Verzégerungsphase ist die Steigung der Kurve
der Neuansteckungen umso geringer, je groyer die Anzahl der Subkompartimente ist.
Fur groyere n, sinkt die Anzahl der Neuansteckungen demnach schneller. Das Ergebnis
der Simulation bezuglich der taglichen Neuansteckungen von LCTvar entspricht visuell
nahezu dem Ergebnis fiur LCT3. Auch die Simulationsergebnisse von LCTO und LCT 20
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\ODE\ LCT3 \ LCTlO‘ LCT 20 \ LCTvar \ IDE 3 \ IDE 10 \
5:93% /| 9:40%| 1025%| 6:32%| 1:35%| 3:47%
0:19% 1:15% 1:97 % 0:03% 6:72% 7:86 %

Re (1) 05
Re (1) 2

Tabelle 5.4: Relative Abweichungen der Prognosen der Neuansteckungen
verschiedener Modelle vom ODE-Modell. Die relative Abweichung der Ergebnisse
wird fir den Zeitpunkt Tmax = 10 berechnet. Betrachtet wird der Fall einer Halbierung
der Kontaktrate nach zwei Simulationstagen, sodasRR¢ (t) 0:5 gilt. Zudem wird
der Fall fir eine Verdoppelung nach zwei Simulationstagen untersucht, vergleiche dazu
auch Abschnitt 5.2.3.

ahneln sich. Dies begrindet die Entscheidung, fur den Vergleich mit den IDE-Modellen
die Falle mit 3 und 10 Subkompartimenten heranzuziehen. Die Anzahlen der taglichen
Neuansteckungen der IDE-Modelle zeigen eine analoge Verzdgerung eines weiteren Abfalls
der Kurven wie das LCT-Modell mit derselben Annahme bezliglich der Subkompartimente.
Nach dem Verzug weist das Ergebnis der IDE-Modelle eine gréyere Steigung auf, sodass
die Kurven nicht so rasch abfallen wie die der LCT-Modelle. In Tabelle 5.4 erfolgt
ein Vergleich der prognostizierten Anzahl neuer taglicher Ansteckungen zum Zeitpunkt
Tmax der verschiedenen Modelle mit dem Ergebnis des ODE-Modells. Schon acht Tage
nach der Reduktion der Kontaktrate zeigen sich signi kante Unterschiede zwischen den
Modellprognosen.

Nun beschreiben wir die prognostizierte zeitliche Entwicklung der Anzahl der Indivi-
duen in den einzelnen Krankheitszustdnden. In Abbildung 5.4 sind die prognostizierten
Anzahlen in den Kompartimenten fiir verschiedene LCT-Modelle dargestellt. Bei einigen
Modellen bleiben die Ergebnisse fir die Krankheitszustande&, |, H und U eine gewisse
Zeit nach der Verringerung der Kontaktrate konstant. Es dauert einige Tage, bis sich die
Veranderung des Kontaktverhaltens in den Gréyen der Kompartimente bemerkbar macht.
Anschlieyend beginnen die Anzahlen abzunehmen. Ahnlich wie bei den Neuansteckungen
ist die Verzbégerung kurzer, je geringer die Anzahl der Subkompartimente ist. Im ODE-
Modell zeigt sich kaum Verzdgerungszeit. Danach ist die Steigung der Kurven wieder
umso geringer, je gréyer die Anzahl der Subkompartimente ist. Bei den Kurven fuH
und U dauert die Verzdgerung so lange an, dass der Abfall erst zum Ende des Simula-
tionszeitraums erkennbar ist. Nur beim ODE-Modell ist rasch ein Abfall festzustellen.
Beim Kompartiment E gibt es keine Verzdgerung und die Kurve sinkt direkt nach der
Reduktion der Kontaktrate. Fur die Steigung gilt dieselbe Beobachtung wie fur die
Ubrigen Kompartimente. Fir die Zustéande E, C und | sind die Ergebnisse fur LCT3 und
LCTvar wieder ahnlich. In Abbildung 5.5 ist die Anzahl der Individuen in den Krankheits-
zustanden im Vergleich zu den IDE-Modellen abgebildet. Die Kurven der IDE-Modelle zu
E unterscheiden sich jeweils nicht wesentlich von denen des entsprechenden LCT-Modells.
FUr das Kompartiment C zeigt sich der gleiche Trend wie fur die Neuansteckungen. Die
Verzégerungszeiten der IDE-Modelle sind jeweils ahnlich zu denen der LCT-Modelle.
Im spateren Verlauf fallt die Steigung von C(t) bei den IDE-Modellen jedoch nicht so
gering aus wie bei den LCT-Modellen. Beim Zustand ist die Zeitspanne zwischen der
Reduzierung der e ektiven Reproduktionszahl und dem Abfall der Kurve bei den IDE-
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Abbildung 5.4: Kompartimente bei einer Verringerung der Kontaktrate in
LCT-Modellen. Darstellung der Simulationsergebnisse fur die Anzahl der Indivi-
duen in den jeweiligen Kompartimenten des LCT-SECIR-Modells im Vergleich fir
die Annahmen von 1, 3, 10, 20 und einer variablen Anzahl an Subkompartimenten.
Nach zwei Simulationstagen wird die Kontaktrate halbiert.

Modellen kleiner als bei den LCT-Modellen, wahrend sie bei den Gruppemd und U
groyer ausfallt.

Wir fangen bei den LCT-Modellen an, um mégliche Griinde fir das Verhalten zu eror-
tern. Die Modelle unterscheiden sich in der Wahl der Anzahl der Subkompartimente und
damit in der Varianz der Aufenthaltszeitverteilung in den jeweiligen Krankheitszustanden,
vergleiche Gleichung(3.20) und Abbildung 3.2. Je groyern, gewahlt wird, desto geringer
ist die Fluktuation um die mittlere Aufenthaltszeit. Nach dem Abfall von sinkt die
Anzahl der Neuansteckungen flr alle Modelle unmittelbar, sodass weniger Individuen
in die Gruppe E eintreten und E (t) abnimmt. Beim ODE-Modell gibt es einen Anteil
der Individuen, die einen Krankheitszustand kurz nach dem Eintritt wieder verlassen,
vergleiche Abbildung 3.2. Entsprechend wechseln unmittelbar weniger Individuen naclt,
sodass keine Verzdgerung sichtbar ist. Diese schnelle Reaktion setzt sich in den lbrigen
Kompartimenten fort, sodass die Kurven fur I, H und U fur das ODE-Modell ebenso
kaum Verzodgerungszeit aufweisen. Je geringer die Varianz ist, desto spater wechseln die
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Abbildung 5.5: Kompartimente bei einer Verringerung der Kontaktrate im
Vergleich mit IDE-Modellen. Darstellung der Ergebnisse fir die Anzahl der
Individuen in den jeweiligen Kompartimenten des ODE-SECIR-Modells im Ver-
gleich mit dem LCT- und IDE-Modell jeweils mit den Annahmen von 3 und 10
Subkompartimenten. Nach zwei Simulationstagen wird die Kontaktrate halbiert.

ersten Individuen, die nach dem zweiten Tag angesteckt wurden, nackt. Demzufolge ist
die Verzdgerung umso langer, je groyer die Wahl fiin, ist. Dieses Verhalten tbertragt
sich ebenso auf die Krankheitszustandeé, H und U.

Nun analysieren wir einen mdglichen Grund daflr, dass die Kurve fUrE (t) fur das
ODE-Modell weniger steil abfallt. Im ODE-Modell gibt es aufgrund der héheren Varianz
Individuen, die lange nach der erwarteten Aufenthaltszeit noch inE verweilen. Es erfor-
dert eine entsprechende Zeitspanne, bis auch diese Anzahlen der Personen mit einem
hohen Infektionsalter abnehmen. Die héhere Anzahl der Neuansteckungen beein usst das
Kompartiment E demnach Uber einen langeren Zeitraum. Folglich fallt die GroyeE (t)
fur das ODE-Modell langsamer und die Steigung bleibt groyer. Je geringer die Varianz
der Aufenthaltszeitverteilung ist, desto geringer ist der Anteil der Individuen, die nach
einer langen Dauer noch in dem Kompartiment verweilen und den Abfall der Kurve
verlangsamen. Entsprechend ist die Steigung voik (t) geringer, je hoher die Anzahl der
Subkompartimente gewahlt wurde. Diese Erklarung lasst sich auf die Gbrigen Kompar-
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timente Ubertragen, wobei der E ekt bei den fortgeschrittenen Krankheitszustanden

wegen der Simulationsdauer nicht erkennbar ist. Eine Veranderung der Steigung bei
den Todesfallen ist vermutlich ebenfalls aufgrund der kurzen Simulationszeit nicht zu
erkennen.

Wie bei dem Szenario der unterschiedlichen Initialisierungen im vorigen Abschnitt
verhélt sich die Kurve der neuen téglichen Ansteckungen nach dem zweiten Tag &hnlich
zu der fur C. Somit lassen sich die Erklarungen fur die unterschiedlichen Verzégerungen
und die Steigungen auf die Neuansteckungen Ubertragen. Die Ergebnisse von LGTind
LCTvar verhalten sich fur die Kompartimente E und C und fur die neuen Ansteckungen
analog, da die Anzahl der Subkompartimente bei LCTvar fur E und C aufgrund der
erwarteten Aufenthaltszeit ebenfalls auf drei gesetzt wird. Fur die Ubrigen Kompartimente
zeigen sich Unterschiede in den Kurvenverlaufen.

Im Folgenden analysieren wir das Verhalten der Ergebnisse, die mit den IDE-Modellen
berechnet werden. Die Aufenthaltszeitverteilung € ist beim IDE-Modell dieselbe wie
beim LCT-Modell mit derselben Annahme beziglich der Subkompartimente, sodass die
Kurven fur E jeweils etwa gleich sind. Die Verzogerung des Abfalls voiC des IDE-
Modells passt zu der Verzégerungszeit des jeweiligen LCT-Modells. Wie zuvor erlautert,
ist der Verzug durch die Verteilung der Aufenthaltszeit in E bedingt, weshalb das &hnliche
Verhalten zu erwarten ist. Der Unterschied in der Steigung des Abfalls im Kompartiment
C ist darauf zuriickzufiihren, dass im IDE-Modell zwischen den beiden Verteilungen'C
und & unterschieden wird. Individuen, die von C nach | (ibergehen, haben eine kiirzere
erwartete Aufenthaltszeit als T¢, vergleiche Tabelle 5.2 mit Tabelle 5.1. Entsprechend
ist die Verzogerung beim Kompartiment | fir die IDE-Modelle kiirzer. Die erwartete
Aufenthaltszeit Tg ist jedoch bedeutend langer alsT¢. Somit gibt es beim IDE-Modell
mehr Personen mit einer relativ langen Aufenthaltszeit in C, die den Rickgang der
Anzahl in der Gruppe hemmen. Daher weisen die KurvenC(t) fur die IDE-Modelle
eine hohere Steigung auf. Wie bei den LCT-Modellen verhalten sich die neuen téaglichen
Ansteckungen nach dem zweiten Tag ahnlich zuC(t). Fir das Kompartiment | ist die
Steigung der IDE-Modelle kleiner als die der LCT-Modelle. Hier ist TR geringfiigig
groyer alsT, . Allerdings ist die erwartete Aufenthaltszeit T fir Individuen, die nach
H wechseln werden, bedeutend kiirzer. Dies kénnte zu einem schnelleren Abfall voit)
fuhren. Far die IDE-Modelle ergibt sich ein komplexes Zusammenspiel der verschiedenen
Aufenthaltszeitverteilungen. Es kénnte zu weiteren Erkenntnissen flhren, die zeitlichen
Verlaufe fir die Ubergéange 72 zu betrachten. Beim Krankheitszustand H sinkt die
Kurve der LCT-Modelle friher als die des passenden IDE-Modells. Die erwartete Zeit
vom Eintritt in E bis zum Wechsel nachH liegt fir die LCT-Modelle bei etwa 1359
Tagen und fir die IDE-Modelle bei ungefahr 11:51 Tagen, wie aus den Tabellen 5.1
und 5.2 berechnet werden kann. Entsprechend liegt die erwartete Zeit des Eintritts in das
Kompartiment H fur Individuen, die nach dem zweiten Tag angesteckt wurden, auyerhalb
des Simulationszeitraums. Die erwarteten Aufenthaltszeiten ieyen quadratisch in die
Varianzen der verwendeten Erlang-Verteilungen ein, siehe Gleichung3.20). Demzufolge
sind die Varianzen fir die LCT-Modelle fur die Aufenthaltszeiten in den Krankheitszu-
standen vor dem Eintritt in H bedeutend gréyer. Deshalb treten die ersten Individuen,
die nach dem zweiten Simulationstag angesteckt wurden, trotz der langeren erwarteten
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Zeit vom Eintritt in  E bis zum Eintritt in H im LCT-Modell friher in das Kompartiment
H ein. Deshalb ist die Verzégerungszeit fur die LCT-Modelle kirzer als fur die IDE-
Modelle. Bei IDES fiihrt die kleine Wahl der Anzahlen der Subkompartimente zu einer
groyeren Varianz im Vergleich zu IDELQ. Dieser E ekt fihrt dazu, dass die Verzdgerung
von IDE 3 kirzer ausfallt als die von IDE10. Die Steigungen der Kurven der IDE-Modelle
im Anschluss an die Verzégerung sind auf die Wahl der Aufenthaltszeitverteilungen
ﬁ und H als logarithmische Normalverteilung beziehungsweise Exponentialverteilung
zuriickzufiihren, siehe Tabelle 5.2. Ahnliche Uberlegungen lassen sich auf den Zustabd
Ubertragen.

Wir kdnnen festhalten, dass die Reaktionen auf eine Verringerung der Kontaktrate
beziehungsweise auf eine Reduktion der e ektiven Reproduktionszahl fir verschiedene
Modelle und Annahmen unterschiedlich sind. Die Ergebnisse variieren hinsichtlich der
Verzogerungszeit, bis ein Abfall der Kurven sichtbar ist, sowie beziglich der Steigung der
Kurven. Dey et al. [24] beschaftigen sich mit der Verzégerung zwischen dem Beschluss oder
der Lockerung von nicht-pharmazeutischen Maynahmen und Anderungen in den Daten
zu den bestatigten COVID-19 Féllen und Todesfallen in den Vereinigten Staaten. Eine
politische Maynahme fiihrt laut der Publikation im Durchschnitt nach 10 bis 14 Tagen zu
einer Veranderung der Daten [24, S. 10]. Das Wissen Uber die Verzdgerungszeit zeigt die
Notwendigkeit, dass politische Entscheidungstrager frithzeitig und vorausschauend nicht-
pharmazeutische Maynahmen planen [24, S. 1]. Entsprechend sollten Simulationen zur
Unterstltzung von Politikern eine solche Verzdgerung aufzeigen. Guglielmi et al. [38, S. 3f.]
stellen heraus, dass Verzdgerungen zwischen der Ansteckung und der Beriicksichtigung in
den Daten sowohl nicht-natirlicher Art sein kdnnen, wie durch Mess- und Meldeverzug,
als auch natirlicher Art. Eine Verzbgerung tritt demnach durch die Inkubationszeit
auf, das heiyt die Zeit von der Ansteckung bis zum Auftreten der ersten Symptome der
Krankheit, vergleiche [54, S. 76]. Auch sie stellen eine signi kante Verzdgerung fur Daten
aus ltalien und der Schweiz fest, die bei der Modellierung von nicht-pharmazeutischen
Maynahmen beriicksichtigt werden sollte [38, S. 3 & 17]. Die natirliche Verzégerung
sollte in den Simulationsergebnissen ohne weitere Anpassungen sichtbar sein. Beim ODE-
Modell konnten wir durch die Annahme der exponentialverteilten Aufenthaltszeiten fast
keinen Verzug feststellen. Dies legt die Verwendung eines der anderen Modelle nahe.
Durch eine hdhere Anzahl an Subkompartimenten im LCT-Modell kann eine langere
Verzégerungszeit erreicht werden. Bei einer hohen Anzahl von Subkompartimenten sind die
Unterschiede in den Kurven nicht mehr stark ausgeprégt. Hier sollten Kosten und Nutzen
abgewogen werden, da die Verwendung héherer Anzahlen der Subkompartimente sowie
die Verwendung eines IDE-Modells zu einer gréyeren benétigten Anzahl an Zeitschritten
fuhren konnte, wie wir zu Beginn des Abschnitts festgestellt haben.

5.2.3 Vergleich der Reaktion auf eine Erhéhung der Kontaktrate

In diesem Szenario vergleichen wir wie im vorangegangenen Abschnitt die Reaktion der
Modelle auf eine Veranderung der Kontaktrate. Wir verdoppeln nach zwei Simulati-
onstagen, was einem Anstieg der e ektiven Reproduktionszahl auR (t) 2 unter der
Annahme S(t) N(t) entspricht. Eine Steigerung der Reproduktionszahl kdnnte durch
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5.2 Simulation ktiver Szenarien

Abbildung 5.6: Té&gliche Neuansteckungen bei einer Erhéhung der Kontaktra-
te. Vergleich der Simulationsergebnisse fur die tdglichen Neuansteckungen des ODE-
Modells mit dem LCT-SECIR-Modell (links) und zusétzlich mit dem IDE-Modell
(rechts) mit verschiedenen Annahmen zu den Anzahlen der Subkompartimente
und einer Verdopplung der Kontaktrate  nach zwei Simulationstagen.

die Aufhebung einer nicht-pharmazeutischen Maynahme verursacht werden. Wir erwarten
ein intensiviertes Infektionsgeschehen und einen Anstieg der neuen Ansteckungen als
Reaktion auf die erhohte Reproduktionszahl, vergleiche Bemerkung 2.1.

In Abbildung 5.6 sind die prognostizierten taglichen Neuansteckungen abgebildet,
wobei die linke Gra k verschiedene LCT-Modelle vergleicht und die rechte die IDE-
Modelle einbezieht. Am zweiten Tag der Simulation verdoppeln sich die Anzahlen der
Neuansteckungen. Die Kurven zeigen ein analoges Verhalten zum ausfihrlich besprochenen
Fall der Reduktion der Kontaktrate auf. Die Verzégerung des weiteren Anstiegs der neuen
Ansteckungen ist langer, je groyer die Anzahl der Subkompartimente gewahlt wird. Fur
das ODE-Modell ist fast kein Zeitverzug sichtbar. Im Anschluss zeigen die Modelle mit
den héheren Anzahlen eine extremere Steigung auf, was hier einer gréyeren Steigung
entspricht. Fir LCT 3 und LCTvar ist keine sichtbare Abweichung festzustellen. Zudem
unterscheiden sich die Kurven fir LCT10 und LCT 20 nicht stark. Die Ergebnisse der
IDE-Modelle verhalten sich ebenso analog zu denen aus dem vorigen Szenario. Die
Verzégerungszeit entspricht etwa der des LCT-Modells mit derselben Annahme bezlglich
der Subkompartimente und im Anschluss ist eine weniger extreme Steigung beobachtbar.
Die Steigung ist hier demnach kleiner. Die relativen Abweichungen der Ergebnisse von
den Prognosen des ODE-Modells zum Zeitpunk{Tmax sind gemeinsam mit denen des
letzten Szenarios in Tabelle 5.4 zu nden. Die Abweichungen sind hier teilweise nicht so
deutlich wie bei der Reduzierung der Kontaktrate. Die E ekte der Verzégerung und der
Steigung gleichen sich aus, was zu &hnlichen Prognosen fiir die LCT-Modelle am Ende der
Simulation fuhrt. Die Verlaufe der Kurven fir die Kompartimente zeigen ebenso gleiche
Tendenzen wie zuvor. Entsprechend sind die Abbildungen nicht in die vorliegende Arbeit
inkludiert. Die ausfuhrlichen Erklarungen fir die Simulationsergebnisse lassen sich aus
dem Abschnitt 5.2.2 fUr den Fall einer steigenden Kontaktrate (bernehmen.

Alles in allem konnten die Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel beziglich der Reak-

99



5 Simulation und Ergebnisse am Beispiel von SARS-CoV-2 und COVID-19

tionen der verschiedenen Modelle auf Veranderungen im Kontaktverhalten anhand von
Simulationen mit einer Steigerung der Kontaktrate bestatigt werden. Das Fehlen einer
Verzogerungszeit kbnnte ein Grund sein, sich gegen ein ODE-Modell fir eine Simulation
zu entscheiden.

5.2.4 Vergleich des prognostizierten Hohepunkts der Epidemie

In diesem Abschnitt behandeln wir Simulationen, um die prognostizierten Hohepunkte
einer Epidemie von verschiedenen Modellen zu vergleichen. Laut [55, S. 1] ist ein Ziel von
nicht-pharmazeutischen Maynahmen, das Maximum der Infektionszahlen zu verringern,
um zu verhindern, dass die Kapazitat des Gesundheitswesens Uberschritten wird und
um Zeit fir die Forschung zu gewinnen. Wéahrend der COVID419-Pandemie verwendeten
Politik und Presse den Slogan attening the curve , um die Strategie der Verlangsamung
der Ausbreitung zu kommunizieren [68, S. 1]. Aus diesem Grund untersuchen wir, wie die
Annahmen verschiedener Aufenthaltszeitverteilungen den prognostizierten Héhepunkt der
Epidemie beein ussen. Verschiedene Ergebnisse kénnten zu unterschiedlichen Bewertungen
von nicht-pharmazeutischen Maynahmen auf der Basis von den Simulationen fuhren.

In der Literatur gibt es bereits Studien zu diesem Themenbereich. Wir skizzieren drei
ausgewahlte Untersuchungen und deren Resultate kurz und evaluieren die Ergebnisse im
Anschluss anhand von eigenen Simulationen. Wearing et al. [93] stellen fiir ein SIR-Modell
mit dem Linear Chain Trick wie das aus Kapitel 3.2 fest, dass die Annahme einer Erlang-
Verteilung mit n = 100 anstatt einer Exponentialverteilung erhebliche Auswirkungen
auf den Verlauf von | (t) hat. Hier wird eine Reproduktionszahl von funf angenommen.
Das ODE-Modell prognostiziert zu Beginn einen geringeren Anstieg von (t) und die
maximale Anzahl an In zierten ist deutlich geringer. Die Dauer der Epidemie sei unter
der Annahme eines LCT-Modells zudem kiirzer [93, S. 0622f.]. Blythe et al. [7] betrachten
ein komplexeres Modell fur die Simulation der Ausbreitung von HIV mit der Einbeziehung
von Geburts- und Sterbeprozessen sowie beliebiger Verteilungen fiir die infektiose Periode
und die Inkubationszeit. Fir die De nitionen dieser epidemiologischen Gréyen siehe
auch Seite 7 beziehungsweise Seite 98. Der H6hepunkt der Epidemie wird anhand der
Anzahl der neuen Félle pro Jahr untersucht. Die Studie kommt zu dem Ergebnis, dass die
Spitze der Epidemie umso spéater und hoher ist, je geringer die Varianz der Verteilungen
ist [7, S. 17]. Blyuss et al. [9] verwenden ein ahnliches Modell wie das LCT-SECIR-
Modell fur eine Modellierung der Ausbreitung von COVID-19. Allerdings werden die
Kompartimente C und | hier zu einem Zustandl zusammengefasst und nur fur diesen
und den Krankheitszustand E Subkompartimente eingefiihrt. Nach der Publikation gilt,
dass je hoher die Anzahl der Subkompartimente irE gewahlt wird, desto friher erreicht
die Epidemie ihren Hohepunkt. Je groyer auyerdem die Anzahl der Subkompartimente
in 1 gewahlt wird, desto hoher sei die maximale Anzahl der Individuen inl und in der
Intensivstation [9, S. 9]. Die Ergebnisse der Studien sind bezlglich des Zeitpunkts des
Hohepunkts der Epidemie gegensatzlich. Blyuss et al. prognostizieren einen friiheren
Hohepunkt der Epidemie fur eine héhere Anzahl an Subkompartimenten und Blythe et al.
einen spéateren. Diese Resultate konnten von der verwendeten Modellstruktur abhéngig
sein. Alle Studien erhalten das Ergebnis, dass die Annahme von mehr Subkompartimenten
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