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Kurzfassung

Das Roe Schema ist eines der weitverbreitetsten Abwind-Verfahren. Es liefert gute Ergeb-
nisse für transsonische Strömungen und bei der Auflösung von Grenzschichten. Allerdings
leidet es unter einem Verlust von Genauigkeit infolge von exzessiver numerischer Dissipati-
on bei niedrigen Machzahlen. In TRACE ist daher eine präkonditionierte Version des Roe
Verfahrens implementiert. Diese bleibt zwar genau bei niedrigen Machzahlen, weist aber
auch eine restriktivere Stabilitätsgrenze ∆t = O(M2) als das Roe-Verfahren ∆t = O(M)

auf. M ist dabei die Machzahl. Dies macht explizite Simulationen sehr teuer und be-
einflusst die Konvergenzgeschwindigkeit bei impliziter Zeitdiskretisierung. In den letzten
Jahren wurden einige Low Mach Fixes für das Roe-Verfahren in der Literatur vorgestellt,
die das Stabilitätskriterium des Roe Verfahrens beibehalten sollen. In dieser Arbeit wer-
den diese Anpassungen hinsichtlich ihrer maximal erreichbaren CFL-Zahl, der Fähigkeit
eine Machzahl unabhängige Genauigkeit zu liefern und auf Auftreten von Checkerboard
Moden untersucht.





Abstract

The Roe scheme is one of the most popular flux-difference-splitting schemes. It is known
for it’s good performance in moderate Mach number flows and it’s good resolution of
boundary layers. However upwind schemes suffer from excessive numerical dissipation
leading to detoriated accuracy in low Mach number flows. In order to remain accurate
in low Mach number flows a preconditioned version of the Roe scheme is implemented
in TRACE. Unfortunately this scheme suffers from a more restrictive stability condition
∆t = O(M2), than the Roe scheme ∆t = O(M), with M being the Mach number.
This greatly increases the cost of explicit time stepping and affects the convergence of
implicit schemes. Several low Mach number fixes for the Roe scheme have been proposed
in the past which retain the same stability limit ∆t = O(M) of the original scheme,
while removing it’s exzessive dissipation. This master thesis investigates these schemes
in their ability to provide a mach number independent accuracy, their maximum stable
CFL number, and their capability of suppressing odd-even decoupling.
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1

1 Einleitung

Am Institut für Antriebstechnik des DLR in der Abteilung numerische Methoden wird
der Strömungslöser TRACE (Turbomachinery Research Aerodynamic Computational
Environment) entwickelt. Dieser ist speziell auf die Simulation von Strömungen in Tur-
bomaschinen ausgerichtet. Die Strömung in Turbomaschinen ist dominiert von hohen
Machzahlen. Um jedoch die Eigenschaften einer Maschine genau vorherzusagen, müssen
Sekundärsysteme in den Simulationen mitbetrachtet werden. In diesen Teilen der Ma-
schine können sehr geringe Machzahlen auftreten. Löser für kompressible Strömungen
wie TRACE eignen sich hervorragend zur Simulation von hohen Machzahlen. Bei kleinen
Machzahlen (<0,2) treten jedoch Probleme hinsichtlich der Genauigkeit der Lösung und
der Recheneffizienz auf [5]. Dies ist bedingt durch das Annähern an das inkompressible
Limit, wenn die Machzahl (im Weiteren in Gleichungen mit M bezeichnet) gegen Null
geht. Hier ändert sich der mathematische Charakter von hyperbolisch bei der Beschrei-
bung von kompressiblen Strömungen hin zu elliptisch für die inkompressiblen Euler- bzw.
Navier-Stokes-Gleichungen. Der mathematische Charakter von partiellen Differentialglei-
chungen hat starken Einfluss auf die numerischen Methoden, die zur Lösung angesetzt
werden. Daher gibt es neben der Klasse der kompressiblen Löser speziell inkompressible
Löser für niedrige Machzahlen. Allerdings haben beide Arten von Lösern Probleme jeweils
das andere Gebiet abzudecken [6].

Neben Turbomaschinen gibt es viele technische Anwendungen, in denen sowohl hohe als
auch niedrige Machzahlen im Strömungsfeld auftreten. Daher ist es von großem Interesse,
mit einem Löser beide Bereiche abdecken zu können. Inkompressible Löser können für
moderate Machzahlen erweitert werden, versagen allerdings bei hohen Machzahlen [5].
Für die Berechnung dieser Strömungsfelder müssen die kompressiblen Gleichungen her-
angezogen werden. Da die inkompressiblen Gleichungen nur einen Spezialfall für M → 0

der kompressiblen Gleichungen darstellen, ist es prinzipiell möglich, Bereiche mit nied-
rigen Machzahlen mit zu betrachten [6]. Die kompressiblen Gleichungen müssen zudem
betrachtet werden, wenn thermische Effekte eine Rolle spielen und die Energiegleichung
mit einbezogen werden muss, selbst wenn sonst im Strömungsfeld nur sehr niedrige Mach-
zahlen auftreten [7].

Bei M → 0 liegen die Eigenwerte von der Größenordnung stark auseinander. In Fol-
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ge resultiert das Effizienzproblem. Die konvektive Geschwindigkeit ist im Verhältnis zur
akustischen Geschwindigkeit sehr viel kleiner. Der Zeitschritt orientiert sich an der akus-
tischen Geschwindigkeit, womit viele Zeitschritte unternommen werden müssen, um die
Konvektion im Strömungsfeld aufzulösen [5].

Das Genauigkeitsproblem äußert sich darin, dass mit M → 0 die Lösungsqualität immer
schlechter wird, wodurch sich unphysikalische Lösungen einstellen können. Eine Mach-
zahlabhängigkeit der Lösungsqualität ist bei einem Strömungslöser nicht wünschenswert.
Der Defekt wird von dem künstlichen Dissipationsterm in Abwind-Verfahren hervorgeru-
fen [8], welche zur Diskretisierung der konvektiven Flüsse verwendet werden. Künstliche
Dissipation ist der vorherrschende Ansatz, der zur Stabilisierung bei collocated schemes
verwendet wird [5]. Guillard und Viozat [8] zeigten mit Hilfe einer asymptotischen Ent-
wicklung, dass der Dissipationsterm auf einem festen regulären kartesischen Gitter für
M → 0 mit 1/M skaliert, und damit bei M → 0 exzessive Dissipation hervorruft.

Eines der weitverbreitetsten Abwind-Verfahren zur Bestimmung der konvektiven Flüsse
bei kompressiblen Lösern ist das Roe-Verfahren [9]. Dieses hat einen physikalischen Hin-
tergrund. Zusätzlich liefert es gute Ergebnisse im kompressiblen Bereich sowie bei der
Auflösung von Grenzschichten [10].

Um das Genauigkeitsproblem vom Roe-Verfahren im niedrigen Machbereich in den Griff
zu bekommen, wurde bisher ein präkonditionierter Roe-Löser nach Turkel [11] in TRACE
implementiert, welcher die Lösungsqualität deutlich verbessert, aber auch zu Stabilitäts-
problemen führt. Ziel dieser Masterarbeit ist die Analyse von alternativen Verbesserungs-
ansätzen für den Roe Löser bei niedrigen Machzahlen.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt: Zunächst werden die Navier-Stokes Gleichungen und
die Diskretisierung der konvektiven Flüsse durch das Roe-Verfahren betrachtet. Um das
Genauigkeitsproblem im Inkompressiblen besser zu verstehen, wird diesem ein eigenes Ka-
pitel gewidmet. Auf dieser Basis sollen die Modifikationen für den niedrigen Machbereich
vorgestellt werden. Hier soll zunächst auf die bisherige Abhilfe der präkonditionierten
Dissipation eingegangen werden. Dessen Probleme werden im Weiteren die Betrachtung
von Alternativen motivieren. Auf Basis der Arbeiten von Hope-Collins und Di Mare [5]
erfolgt eine Einordnung der Modifikationen. Mit abgeschlossener Theorie sollen die Modi-
fikationen einigen numerischen Testfällen unterzogen werden. Da die Stabilitätsgrenze das
primäre Kriterium für die Auswahl der Modifikationen ist, wird diese zunächst überprüft.
Anschließend wird die Machzahlunabhängigkeit der Lösung anhand einer Profilumströ-
mung von NACA0012 verifiziert. An dieser Stelle wird zudem auf mögliche Checkerboard
Moden eingegangen. Als Vereinfachung der Strömung in einer Turbomaschine wird der
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Testfall Lid-driven Cavity herangezogen, bevor eine Labyrinthdichtung als relevante Tur-
bomaschinenkavität gerechnet wird. Um die Eignung für instationäre Testfälle zu verifi-
zieren, wird eine viskose Zylinderumströmung gerechnet.
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2 Gleichungssystem und
Diskretisierung

2.1 Gleichungssystem und FV-Diskretisierung

TRACE dient zur numerischen Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen. Unter Vernachläs-
sigung von Quelltermen lassen sich diese schreiben als

∂tρ+∇ · ρu = 0,

∂t (ρu) +∇ · (ρu⊗ u)−∇ · τ +∇p = 0

∂t (ρet) +∇ · (ρetu) +∇ · q̇ −∇ ·
(
uτ
)

+∇ (up) = 0.

(2.1)

Hierin bezeichnet ρ die Dichte, p den Druck, u = (u, v, w)T den Geschwindigkeitsvektor,
et die spezifische Totalenergie, q̇ den Vektor des spezifischen Wärmeflusses und τ den
Schubspannungstensor. Mithilfe von Schließungsbedingungen lassen sich τ , et, q̇ in Ab-
hängigkeit von ρ, u, p darstellen. Die Navier-Stokes-Gleichungen werden in dieser Arbeit
im Zuge der numerischen Testfälle verwendet.

Um den Genauigkeitsverlust bei M → 0 zu betrachten, genügt es sich den konvektiven
Flüssen zu widmen. Daher sollen die Navier-Stokes-Gleichungen auf die Euler-Gleichungen
reduziert werden

∂tρ+∇ · ρu = 0,

∂t (ρu) +∇ · (ρu⊗ u) +∇p = 0

∂t (ρet) +∇ · (ρetu) +∇ (up) = 0.

(2.2)

Mit Hilfe des Vektors der konservativen Variablen Q = (ρ, ρu, ρet)
T lassen sich die Euler

Gleichungen in der Fluss-Formulierung Qt+∇·F (Q) = 0 ausdrücken, mit dem Euler-Fluss
gegeben als
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F l(Q) =




ρuj

ρuju+ pI

ρujH



, l = 1, ..., d.

Hierin ist I die Einheitsmatrix und H die totale Enthalpie. d bezeichnet die Anzahl an
Raumdimensionen. Für die Raumdiskretisierung dient das Finite Volumen Verfahren. Für
eine Zelle Ωi lässt sich dieses formulieren als

d

dt
Q
i
(t) +

1

Ωi

∑

j∈N(i)

σij(nij)F
LR(Q+

i
, Q−

j
, nij). (2.3)

Ni bezeichnet die Indizes der Zellnachbarn, Ωi ist das Volumen der Zelle i, σij die Fläche
der einzelnen Zellseiten zu den Nachbarzellen und n den Normalenvektor (nach außen
gerichtet). Die numerische Flussfunktion FLR wird durch das Roe-Verfahren bestimmt.
Q+/−
k

sind die linken und rechten Zustandsgrößen an der Zellseite. Für ein Verfahren erster
Ordnung entsprechen diese dem Zellmittelwert. Bei einem Verfahren höherer Ordnung
müssen diese rekonstruiert werden. Zum Erreichen einer zweiten Ordnung wird in dieser
Arbeit das MUSCL Verfahren [12] benutzt.

2.2 Roe-Verfahren

Die allgemeine Form einer eindimensionalen Erhaltungsgleichung mit einer beliebigen Er-
haltungsgröße q sei gegeben mit

qt + F (q)x = 0 (2.4)

welche sich alternativ auf die quasi-lineare Form bringen lässt:

qt + A(q)qx = 0 (2.5)

mit A = ∂F
∂q
. Um bei der numerischen Lösung während der Berechnung des Flusses über

die Zellseite das Lösen eines nichtlinearen Riemann Problems zu vermeiden, sucht Roe [9]
nach einer lokalen Linearisierung, die das nichtlineare Problem aus Gleichung 2.5 ersetzt
mit

qt + Ã(qL, qR)qx = 0, (2.6)

wobei Ã eine konstante Matrix ist, die sich aus dem rechten und linken Zustand an
der Zellseite ergibt und eine lokale lineare Approximation der nichtlinearen Fluss-Jakobi-
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Matrix A ist. Einfache Lösungskandidaten zum Bestimmen der Matrix Ã sind Ã = 1
2
(AL+

AR) oder Ã = A(1
2
(qL+qR)). Stattdessen sucht Roe aber nach eine Matrix Ã, die folgende

Eigenschaften erfüllt:

• Konsistenz: Ã(qL, qR)→ A(q) wenn (qL, qR)→ (q, q)

• Ã ist diagonalisierbar und hyperbolisch

• Ã erfüllt die Mittelwertseigenschaft: F (qR)− F (qL) = Ã(qL, qR)(qR − qL)

Diese Eigenschaften sind wichtig, damit das Verfahren konservativ ist und Stöße „erken-
nen“ kann. Erfüllt eine Matrix diese Eigenschaften, nennt man sie eine Roe-Matrix bzw.
eine konsistente lokale Linearisierung. Wenn die Matrix bestimmt ist, können die Eigen-
werte als die Wellengeschwindigkeiten des Riemann Problems aufgefasst werden und die
Projektionen von uR − uL über die Eigenvektoren sind die Sprünge in den Zwischenzu-
ständen.

Die auf Basis dieser Eigenschaften gefundene Matrix entspricht der Fluss-Jakobi-Matrix,
bestimmt mit Roe-Mittelwerten. Für die 3D-Euler-Gleichungen geschlossen mit dem Idea-
len Gasgesetz lassen sich die Roe-Mittelwerte herleiten zu

ρ̃ =
√
ρLρR

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

ṽ =

√
ρLvL +

√
ρrvR√

ρL +
√
ρR

w̃ =

√
ρLwL +

√
ρrwR√

ρL +
√
ρR

H̃ =

√
ρLHL +

√
ρrHR√

ρL +
√
ρR

c̃ =

√
(γ − 1)(H̃ − 1

2
(ũ2 + ṽ2 + w̃2)).

(2.7)

c̃ bezeichnet den Roe-Mittelwert für die Schallgeschwindigkeit. Mit der Roe-Matrix lässt
sich das Roe-Verfahren für die Euler-Gleichungen in konservativen Variablen Q angeben
als

FLR
Roe(QR, QL) =

F (Q
L
) + F (Q

R
)

2
− 1

2

∣∣∣A
Roe

∣∣∣∆Q. (2.8)

Mit ∆ wird die Differenz aus dem rechten und dem linken Zustand bezeichnet (z. B.
∆u = uR − uL).

∣∣∣A
Roe

∣∣∣ lässt sich über die Eigenwertmatrix
∣∣Λ
∣∣ und der rechten und der

linken Eigenvektormatrix R und R−1 bestimmen
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∣∣∣A
Roe

∣∣∣ = R
∣∣Λ
∣∣R−1,

∣∣Λ
∣∣ = diag(

∣∣∣Ũ
∣∣∣ ,
∣∣∣Ũ
∣∣∣ ,
∣∣∣Ũ
∣∣∣ ,
∣∣∣Ũ + c̃

∣∣∣ ,
∣∣∣Ũ − c̃

∣∣∣). (2.9)

U = nxu+nyv+nzw bezeichnet die Normalengeschwindigkeit an der Zellseite. Ũ ergibt sich
aus den Roe-Mittelwerten. Der Roe-Fluss FLR

Roe setzt sich aus der zentralen Diskretisierung
und dem Abwindterm FRoe

d = −1
2

∣∣∣ARoe
∣∣∣∆Q, auch Dissipationsterm genannt, zusammen.

Der Dissipationsterm lässt sich nach [13] auf eine einfache und effiziente Formulierung
bringen, die erstmals von Liu & Vinokur [14] verwendet wurde

FRoe
d = −1

2




∣∣∣Ũ
∣∣∣




∆ρ

∆ρu

∆ρet




+ δp




0

n

Ũ




+ δU




ρ̃

ρ̃ũ

ρ̃H̃






, (2.10)

mit:

δU =
(
c̃−

∣∣∣Ũ
∣∣∣
) ∆p

ρ̃c̃2
+
Ũ

c̃
∆U (2.11)

δp =
Ũ

c̃
∆p+

(
c̃−

∣∣∣Ũ
∣∣∣
)
ρ̃∆U. (2.12)

Diese Formulierung soll später als Basis einiger Modifikationen für kleine Machzahlen
dienen.

Die Eigenwerte, aus denen die numerische Dissipation bestimmt wird, werden aus den
Roe-Mittelwerten gebildet. Das Roe-Verfahren löst eine Stoßwelle und die Kontaktunste-
tigkeit exakt auf. Die Expansion wird statt als Fächer als Stoß approximiert. Bei starken
Expansionen kann dies zu Problemen führen. Außerdem wird die Wellengeschwindigkeit
unterschätzt, wenn eine Machzahl von Eins erreicht wird (Expansion liegt dann auf der
Zellkante). In Folge ist die Entropiebedingung verletzt. Hierfür gibt es Abhilfen, wie
z. B. Harten’s Entropie Korrektur [15], welcher die Eigenwerte modifiziert,

λi =





1
2
((λ2

i /δk) + δk)), wenn λi < δk

|λi| , sonst
(2.13)

mit

δk =
max

(∣∣∣Ũ + c̃
∣∣∣ ,
∣∣∣Ũ − c̃

∣∣∣
)

|U |+ c̃
k, (2.14)
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so dass diese nicht zu Null werden können. In TRACE kann k vom Benutzer vorgegeben
werden. In dieser Arbeit wird der Entropiefix nicht verwendet.
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3 Genauigkeitsproblem im
Low-Mach Bereich

Wie in der Einleitung erwähnt, ist der Genauigkeitsdefekt auf die künstliche Dissipation
zurückzuführen [8]. Um das Genauigkeitsproblem zu illustrieren und auf den Dissipati-
onsterm zurückzuführen, bedienen sich Miczek et al. [1] dem Gresho Vortex Testfall [16].
Der Gresho Vortex ist dabei eine rotierender Wirbel, bei dem Druckgradient und Zentrifu-
galkraft im Gleichgewicht sind, wodurch sich eine stationäre Lösung einstellt. Abbildung
3.0.1 zeigt die Initialisierung. A&A proofs: manuscript no. lowmach
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Fig. 1. Setup of the Gresho vortex problem for Mmax = 0.1. The Mach
number is color coded.

some test problems with the time-explicit RK3 scheme of Shu
& Osher (1988). Implementation details and efficiency tests of
the temporal discretization will be presented in a forthcoming
publication.

5. Spatial discretization

Our approach to modeling flows at low Mach numbers is based
on the compressible Euler equations and uses standard dis-
cretization methods. Here, we discuss the spatial discretization
of the equations by following the method of lines (e.g., Toro
2009) to arrive at a semi-discrete scheme. We perform a finite-
volume discretization starting from the Euler equations (1),

∂U
∂t

+ ∇ · F = S with F =


Fx
Fy
Fz

 . (16)

For simplicity and clarity of notation, we use a general flux vec-
tor F instead of writing out its Cartesian components in the fol-
lowing. This general form can be expressed in terms of the nor-
mal velocity qn, its magnitude qn, and its normalized, Cartesian
components nx, ny, and nz:

F =



%qn
%uqn + nx

p
M2

r

%vqn + ny
p

M2
r

%wqn + nz
p

M2
r

(%E + p)qn


. (17)

For instance, for the flux in x-direction of Cartesian coordinates
we have qn = (u, 0, 0)>, qn = u and nx = 1, ny = 0, nz = 0. This
results in the expression for Fx as in Eq. (3).

Spatial discretization is performed in Cartesian coordinates
by partitioning the domain of interest into a regular, equidistant
grid of Nx × Ny × Nz cells. This has the advantage that the cell
widths are uniform, that is, ∆x = ∆y = ∆z = ∆, simplifying
some of the further expressions. However, an equidistant grid
is not required, and the expressions given below can be easily

generalized. Integer values of the coordinates refer to cell cen-
ters, for instance, (i, j, k). Cell faces are denoted by half integer
values in the corresponding direction. For example, the interface
between cell i and cell i + 1 in the x-direction is marked with
i + 1/2.

Integration of (16) over the volume Ωi, j,k of a cell (i, j, k)
gives
∫

Ωi, j,k

∂U
∂t

dΩ +

∫

Ωi, j,k

∇ · F dΩ =

∫

Ωi, j,k

S dΩ.

The first term on the left-hand side is the time derivative of the
integral of the conserved variables over a cell of volume Vi, j,k.
We thus introduce cell-averaged quantities:

Ui, j,k =
1

Vi, j,k

∫

Ωi, j,k

U dΩ.

The source term on the right-hand side of the equation is treated
analogously, and we arrive at

∂Ui, j,k

∂t
+

1
Vi, j,k

∮

∂Ω

F · n dS = Si, j,k.

The surface integral is discretized by defining numerical fluxes
from the integrated fluxes through the six surfaces of the three
dimensional cell (i, j, k):

Fi+1/2, j,k =
∮
∂Ω(i+1/2, j,k) Fx dS,

Fi−1/2, j,k =
∮
∂Ω(i−1/2, j,k) Fx dS,

Fi, j+1/2,k =
∮
∂Ω(i, j+1/2,k) Fy dS,

Fi, j−1/2,k =
∮
∂Ω(i, j−1/2,k) Fy dS,

Fi, j,k+1/2 =
∮
∂Ω(i, j,k+1/2) Fz dS,

Fi, j,k−1/2 =
∮
∂Ω(i, j,k−1/2) Fz dS.

(18)

This results in the semi-discrete version of the Euler equations,

∂
∂t Ui, j,k + (Vi, j,k)−1( Fi+1/2, j,k − Fi−1/2, j,k +

Fi, j+1/2,k − Fi, j−1/2,k +
Fi, j,k+1/2 − Fi, j,k−1/2

)
= Si, j,k.

(19)

At the domain edges, boundary conditions must be implemented
either by introducing layers of ghost cells or by local modifica-
tion of the discretization scheme (see, e.g., Toro 2009).

6. Numerical flux functions

The key ingredient in any finite-volume scheme is construct-
ing the numerical fluxes defined in Eq. (18). The discretization
described above stores cell-averaged quantities at the cell cen-
ters. According to Eq. (19), these quantities are evolved in time
by computing numerical fluxes over the cell interfaces. These,
in turn, are obtained from the state variables, and thus their
cell-centered values have to be interpolated to interface-centered
values by appropriate reconstruction methods. Here, standard
schemes are employed, and we refer to the literature for further
details (e.g., Toro 2009). For the test problems below, we al-
ways used a piecewise linear, MUSCL-like reconstruction (van
Leer 1979; Toro 2009) without any limiter because our tests only
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Abbildung 3.0.1: Gresho Vortex Initialisierung [1]

Diesen rechnen sie einmal mit einer zentralen Diskretisierung

FLR
zentral(QR

, Q
L
) =

F (Q
L
) + F (Q

R
)

2
(3.1)

und ein weiteres Mal mit dem Roe-Verfahren für verschiedene Machzahlen.

In Abbildung 3.0.2 sind die Ergebnisse für die zentrale Diskretisierung und in Abbildung
3.0.3 die Ergebnisse, die mit dem Roe-Verfahren erzielt werden, zu sehen. Während der
Wirbel bei der zentralen Diskretisierung nahezu unverändert von der größten Machzahl
10−1 bis zur kleinsten Machzahl 10−4 erhalten bleibt, ist mit abfallender Machzahl bei den
Berechnungen mit dem Roe-Verfahren zu sehen, wie der Wirbel immer stärker dissipiert
wird.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

y

Mmax = 10−1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

Mmax = 10−2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

Mmax = 10−3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

Mmax = 10−4

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

M
/M

m
ax

Fig. 2. Gresho vortex problem advanced to t = 1.0 with a central flux discretization scheme for different maximum Mach numbers Mmax in the
setup, as indicated in the plots. The Mach number relative to the respective Mmax is color coded.

involve smooth problems2. The low-Mach-number methods we
focus on here, however, only modify the flux function and can
thus be combined with any kind of reconstruction. In fact, the
improvement is even more significant for low-order schemes be-
cause low-Mach inconsistencies in the flux function are even
more pronounced here.

6.1. Central flux

Interpolations to interface-centered values, for instance, at the
interface l + 1/2, with l ∈ {i, j, k}, carried out separately from
both “left” and “right”) sides result in different values, denoted
by UL

l+1/2 and UR
l+1/2

3.
A straightforward approach would be to use central fluxes,

Fl+1/2 =
1
2

(
F(UL

l+1/2) + F(UR
l+1/2)

)
. (20)

As an illustration, we solve the Gresho vortex problem (see
Sect. 4) with a central flux scheme. The flow at t = 1 (corre-
sponding to one full revolution of the vortex) is shown in Fig. 2.
Remarkably, it looks almost identical to the setup at t = 0 (see
Fig. 1), even for low values of the maximum Mach number.

However, the scheme resulting from central fluxes is known
to be numerically unstable for many explicit time-discretization
schemes. In our numerical tests with implicit time discretization,
problems arise in the evolution of the total kinetic energy of the
flow, as shown in Fig. 3. The observed increase is unphysical.
Discretization errors continue to grow with time, and therefore
a central flux function cannot be used for practical implemen-
tations. Generally, to achieve stability in the numerical solution
of hyperbolic equations, some kind of upwinding mechanism is
necessary. Still, the central-flux method is instructive for con-
structing solvers for low Mach numbers, as we describe below.

2 At low Mach numbers (see Sect. 3), well-prepared initial conditions
are smooth, and this property should be retained by the solver. In con-
trast, discontinuities may occur and require limiting in the transonic or
supersonic regimes. The implementation of many standard limiters is
problematic with implicit time discretization approaches. However, for
flows at high Mach numbers, explicit time discretization is preferred in
terms of efficiency. Then, standard limiting strategies can be employed.
3 The index l in the following stands for any one of the coordinate
directions in which we consider the cell interface. The other indices are
suppressed in this notation
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Fig. 3. Temporal evolution of the total kinetic energy Ekin(t) relative
to its initial value Ekin(0) in the Gresho vortex problem advanced with
central fluxes. The cases for Mmax = 10−1, 10−2, 10−3, and 10−4 are
overplotted but are virtually indistinguishable.

6.2. Godunov schemes and Roe flux

One way to achieve stability of numerical schemes is to employ
Godunov-like methods (Godunov 1959) for computing numeri-
cal fluxes. Neglecting source terms, the reconstructed values at
cell interfaces pose one-dimensional Riemann problems: At in-
terface l + 1/2 we have

∂U
∂t

+
∂Fξ

∂ξ
= 0 (21)

with the initial condition

U (ξ, t = 0) =


UL

l+1/2 for ξ > 0

UR
l+1/2 for ξ < 0.

(22)

The coordinate ξ is measured relative to the cell interface and
along the Cartesian direction x, y, or z that corresponds to l ∈
{i, j, k}. The analytic solution to this Riemann problem is self-
similar,

U (ξ, t) = U∗ (ξ/t) ,

and can be used to define a numerical flux function,

Fl+1/2 = F
[
U∗ (0)

]
,

over the cell interface l + 1/2 in ξ-direction.
Riemann problems can be solved exactly, but because of in-

evitable discretization errors, an approximate solution is usually
sufficient and reduces the computational effort significantly. A
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Abbildung 3.0.2: Gresho Vortex für verschiedene Machzahlen mit zentraler Diskretisie-
rung [1] A&A proofs: manuscript no. lowmach
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Fig. 4. Gresho vortex problem advanced to t = 1.0 with the Roe flux discretization scheme for different maximum Mach numbers Mmax in the
setup, as indicated in the plots. The Mach number relative to the respective Mmax is color coded.

very popular approximate Riemann solver was developed by Roe
(1981). It is based on a local linearization of Eq. (21),

∂U
∂t

+
∂Fξ

∂ξ
=
∂U
∂t

+ A(U)
∂U
∂ξ

= 0,

which is achieved by replacing the flux Jacobian matrix

A(U) ≡ ∂Fξ

∂U

with a constant matrix Aroe(UL
l+1/2,U

R
l+1/2). This transforms the

original Riemann problem (21,22) into a linear system with con-
stant coefficients while leaving the initial conditions unaltered.
The flux function for this modified system is given by (e.g., Toro
2009)

Fl+1/2 =
1
2

[
F

(
UL

l+1/2

)
+ F

(
UR

l+1/2

)

− |Aroe|
(
UR

l+1/2 − UL
l+1/2

)]
.

(23)

This expression is used as an approximation to the flux func-
tion of the original nonlinear Riemann problem. To this end, the
constant matrix Aroe has to be specified. Generally, the flux Jaco-
bian matrix A can be decomposed into a set of right eigenvectors
R and a diagonal matrix

Λ = diag
(
qn − 1

Mr
c, qn +

1
Mr

c, qn, qn, qn, qn

)
, (24)

containing the corresponding eigenvalues, so that

A = RΛR−1. (25)

To determine |Aroe|, this matrix and its absolute value,

|A| ≡ R |Λ|R−1, (26)

are evaluated at the so-called Roe-averaged state. Roe (1981) set
out three requirements for its construction. The most important
of them,

F
(
UR

)
− F

(
UL

)
= Aroe

(
UR − UL

)
, (27)

ensures conservation across discontinuities.
With the three requirements, however, a unique Roe-

averaged state can only be derived for ideal gases. For a general
equation of state, such as needed for astrophysical applications,
a number of extensions to the original Roe scheme have been

proposed (see, e.g., Vinokur & Montagné 1990; Mottura et al.
1997; Cinnella 2006).

In Eq. (23) |Aroe| was introduced from the solution of a (lin-
earized) Riemann problem at the cell interface. However, it can
be interpreted in a slightly different fashion. Comparing expres-
sion (23) with the central flux (20), we note that the term in-
volving |Aroe| acts to balance the numerical flux function either
toward the left or right approaching state, depending on the char-
acteristic decomposition and its eigenvalues. It thus enforces that
the characteristic waves are discretized at the upwind state of the
fluid. This is essential for the numerical stability of the scheme.

If, for example, the flow is supersonic in the corresponding
positive coordinate direction, all eigenvalues (24) are positive.
Since, by construction of Aroe relation (27) holds, the resulting
numerical flux is Fl+1/2 = F

(
UL

l+1/2

)
and the other terms in (23)

cancel out. For subsonic flows, the numerical flux is a sum of
terms resulting from discretizing each characteristic wave in the
upwind direction.

More generally, the numerical flux function of any Godunov-
like scheme can be expressed in quasi-linear form by

Fl+1/2 =
1
2

[
ALUL

l+1/2 + ARUR
l+1/2 − D

(
UR

l+1/2 − UL
l+1/2

)]
, (28)

where D is an “upwinding matrix”. The corresponding term in
the flux is introduced as a numerical measure to stabilize the
scheme by ensuring flux evaluation in upwind direction. When
inserted into the semi-discrete version of the Euler equations
(19), however, it gives rise to the discretized form of a second
space derivative of the state vector. Thus, it acts as a viscosity,
and therefore the corresponding term is sometimes also called
“upwind artificial viscosity” (Guillard & Murrone 2004). It is
clear that it must not dominate the physical flux represented by
the terms involving AL and AR. This is the problem encountered
for D = |Aroe| at low Mach numbers, as we discuss in Sect. 7.

We again tested the performance of Roe’s approach to model
the hydrodynamic fluxes by solving the Gresho problem. The
result is shown in Fig. 4. The effect of dissipation is obvious
already for moderately low Mach numbers. After a full revolu-
tion, the Mach number of the flow has decreased and the vortex
does not appear as crisp as in the setup and in the cases with
central fluxes (cf. Fig. 2). With lower Mach numbers the dissi-
pation increases strongly, and already at Mmax . 10−3 the vortex
is completely dissolved before completing one revolution.

This behavior can be quantified by the loss of kinetic energy
of the flows, as given in the first row of Table 1 (“not precondi-
tioned”). Although the scheme based on Roe’s numerical fluxes
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Abbildung 3.0.3: Gresho Vortex für verschiedene Machzahlen mit dem Roe-Verfahren
[1]

Die zentrale Diskretisierung ist für die meisten expliziten Zeitdiskretisierungsverfahren
instabil, weshalb Misczek et al. [1] auf eine implizite Zeitdiskretisierung zurückgreifen.
Allerdings entstehen auch hier Probleme, welche sich in einem unphysikalischen Anwach-
sen der kinetischen Energie über die Simulationsdauer äußern. Der Diskretisierungsfehler
wächst mit der Zeit an, womit eine zentrale Diskretisierung für praktische Berechnungen
nicht brauchbar ist.

Eine Möglichkeit Stabilität zu erreichen, ist das Benutzen von einem Godunov-Typ-
Verfahren, wie dem Roe Schema. Wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, lässt sich dieses angeben
als

FLR
Roe =

F (Q
L
) + F (Q

R
)

2
− 1

2

∣∣∣ARoe
∣∣∣∆Q (3.2)

Der Unterschied zur zentralen Diskretisierung in Gleichung 3.1 ist der zweite Term, der
sogenannte Abwindterm. Dieser verhält sich wie eine zweite Ableitung, welche im ur-
sprünglichen Gleichungssystem nicht vorhanden ist, und daher auch künstliche Viskosität,
-Diffusion oder -Dissipation genannt wird. Nachdem dieser Term der einzige Unterschied
neben der zentralen Diskretisierung ist, liegt es nahe, dass dieser für das Genauigkeits-
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problem verantwortlich ist. Da dieser aber nur bei sehr kleinen Machzahlen Probleme
bereitet, ist davon auszugehen, dass dieser falsch mit der Machzahl skaliert.

Im Weiteren wird die falsche Skalierung mathematisch aufgezeigt. Dazu wird sich einer
Skalierungsanalyse bedient. Einen anderen Einblick in das Genauigkeitsproblem liefert ei-
ne asymptotische Entwicklung. Diese zeigt auf, inwiefern sich die Lösung des Roe-Schemas
sich von den nicht-diskretisierten Gleichungen unterscheidet. Diese Methode ist ein weit-
verbreitetes Instrument in der Literatur. Die asymptotische Entwicklung wird von vielen
Autoren der Roe-Modifikationen aus Kapitel 4 verwendet, um die Eignung ihrer An-
passung zu zeigen. Auch kann diese verwendet werden, um die künstliche Dissipation
auszulegen, wie z. B. in [5]. Da diese ein bedeutsames und wichtiges Instrument ist, wird
sie einmal vorgeführt.

Nach Meinung des Autors hat Miscek et al. [1] die Skalierungsanalyse und die asympoti-
sche Entwicklung am verständlichsten illustriert. Basierend darauf, sollen seine Darstel-
lung in gekürzter Form wiederholt werden.

3.1 Entdimensionalisierung Euler Gleichungen

Zur Entdimensionalisierung wird jede Größe in ein Referenzmaß (gekennzeichnet mit dem
Index „r“) und eine dimensionslose Zahl (gekennzeichnet mit „Dach“) zerlegt. Die Referenz-
größen sollen hierbei so gewählt werden, dass sich für die dimensionslosen Größen die Grö-
ßenordnung Eins ergibt. Als Referenzgrößen werden Referenz-Dichte, ρr, -geschwindigkeit
qr, -schallgeschwindigkeit cr und ein -längenmaß xr eingeführt. Die restlichen Referenz-
größen lassen sich aus diesen folgern zu:

tr =
xr
ur
, pr = ρrc

2
r, etr = er = c2

r

Die Beziehung für den Referenzdruck lässt sich über die Schallgeschwindigkeit eines idea-
len Gases gewinnen (c2 = γp/ρ). Für die Referenzgröße der inneren Energie er wird das
ideale Gasgesetz benutzt, p = (γ − 1)ρe. Die Referenzgröße für die totale Energie wird
analog zur inneren Energie gewählt, da der kinetische Anteil an der Gesamtenergie im
inkompressiblen Limit vernachlässigbar ist. Daraus folgt für die entdimensionalisierten
Flussvektoren
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F̂ x =




ρ̂û

ρ̂ûû+ p̂
M2

r

ρ̂ûv̂

ρ̂ûŵ

ρ̂ûêt + ûp̂




, F̂ y =




ρ̂v̂

ρ̂v̂û

ρ̂v̂v̂ + p̂
M2

r

ρ̂v̂ŵ

ρ̂v̂êt + v̂p̂




, F̂ z =




ρ̂ŵ

ρ̂ŵû

ρ̂ŵv̂

ρ̂ŵŵ + p̂
M2

r

ρ̂ŵêt + ŵp̂




. (3.3)

Die Referenzmachzahl ergibt sich aus Mr = qr/cr. In diesem Kapitel wird sich im Folgen-
den nur noch auf die dimensionslosen Größen bezogen. Die dimensionslose Kennzeichnung
fällt daher im Weiteren weg.

3.2 Skalierung der Roe-Matrix bei niedrigen

Machzahlen

Inspiriert von Turkel [11] vergleichen Miczek et al. [1] die Skalierung der Fluss-Jakobi-
Matrix A mit der Roe-Matrix A

Roe
bezogen auf eine Referenzmachzahl. Der Fluss in den

Eulergleichungen normal zur Zellseite F n = A(Q)Q ist abhängig von der Fluss-Jakobi-
Matrix A, während im numerischen Fluss die Dissipationsmatrix enthalten ist. Es ist daher
essentiell, dass sich beide Matrizen bezogen auf eine Referenzmachzahl gleich verhalten.
Im folgenden wird daher die Skalierung beider Matrizen bestimmt.

Die Fluss-Jakobi-Matrix, sowie die Roe-Matrix nehmen eine einfache und praktische Form
ein, wenn sie in Bezug auf die primitiven Variablen Q

p
= (ρ, u, v, w, p)T ausgedrückt

werden. Die Fluss-Jakobi-Matrix lässt sich formulieren als

A
p

=
∂Q

p

∂Q
A
∂Q

∂Q
p

=




U ρnx ρny ρnz 0

0 U 0 0 nx

ρM2
r

0 0 U 0 ny

ρM2
r

0 0 0 U nz

ρM2
r

0 ρc2nx ρc2ny ρc2nz U




. (3.4)

Da in Abschnitt 3.3 alle Größen mittels der Entdimensionalisierung auf die Größenordnung
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Eins normiert wurden, kann die Skalierung, bezogen auf eine Referenzmachzahl, direkt
abgelesen werden

A
p
∝




O(1) O(1) O(1) O(1) 0

0 O(1) 0 0 O( 1
M2

r
)

0 0 O(1) 0 O( 1
M2

r
)

0 0 0 O(1) O( 1
M2

r
)

0 O(1) O(1) O(1) O(1)




. (3.5)

Für die Roe-Matrix müssen zwei Fälle unterschieden werden. Im Überschall zeigen Miczek
et al. [1], dass die Skalierung identisch ist mit der Fluss-Jakobi-Matrix. Im Unterschall
(c/Mr > U > −c/Mr) ergibt sich die Roe-Matrix zu

|A
Roe,p
| =

∂Q
p

∂Q
R|Λ|R−1

∂Q

∂Q
p

=




U αnx αny αnz
c

Mr
−U
c2

0 φx nxnyβ nxnzβ
nxU
cρMr

0 nxnyβ φy nynzβ
nyU

cρMr

0 nxnzβ nynzβ φz
nzU
cρMr

0 c2αnx c2αny c2αnz
c
Mr




, (3.6)

mit den Größen

α = ρMrU/c, β = (c−MrU)/Mr, φi =
cn2

i

Mr

+ (1− n2
i )U.

Für die Skalierung folgt dann

|A
Roe,p
| ∝




O(1) O(Mr) O(Mr) O(Mr) O( 1
Mr

)

0 O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

)

0 O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

)

0 O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

) O( 1
Mr

)

0 O(1) O(1) O(1) O( 1
Mr

)




, (3.7)

was inkonsistent zu der Fluss-Jakobi-Matrix 3.5 ist. Dieses Verhalten ist nicht erwünscht,
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da der einzige Zweck der Abwindmatrix |ARoe,p| ist, einen Ausgleich zwischen der Fluss-
berechnung auf der linken und rechten Seite herzustellen. Stattdessen dominieren viele
Einträge in der Dissipationsmatrix bei niedrigen Machzahlen den Fluss. Insbesondere die
O(1/Mr) Terme in den Geschwindigkeitsgleichungen bedingen eine starke Dissipation bei
M → 0.

3.3 Asymptotische Entwicklung im niedrigen

Machbereich

Während mit vorangegangen Ansatz die falsche Skalierung der Roe-Matrix aufgezeigt
wird, bietet folgender Ansatz eine detailliertere Analyse der Ursache des Problems. Hier
lässt sich das inkompressible Limit zunächst in drei Unterformen aufteilen: reine Kon-
vektion, reine Akustik und gemischt Konvektion/Akustik. Mithilfe einer asymptotischen
Entwicklung lassen sich diese drei Limits untersuchen. Hierbei behandelt man die Euler
Gleichungen als Problem kleiner Störungen und zerlegt die Lösung in Terme, die von
verschiedenen Ordnungen der Machzahl abhängen, beispielsweise:

Ψ(x, t,M) = Ψ(0)(x, t) +MΨ(1)(x, t) +M2Ψ(2)(x, t) +O(M3) (3.8)

Wobei Ψ für eine beliebige Größe steht, die entwickelt werden soll. Die einzelnen Terme
können dabei von x und t abhängen. Die Entwicklung wird anschließend in die Euler-
Gleichungen eingesetzt und die einzelnen Terme werden nach ihrer Mach Potenz sortiert.
Die sich dabei ergebenden Gleichungen lassen Rückschlüsse zu, wie sich einzelne Größen
der Lösung in Bezug auf die Machzahl verhalten müssen für M → 0. Für die Betrachtung
des Genauigkeitsproblems führt man diese Entwicklung dann zwei mal durch: einmal für
die kontinuierlichen Euler-Gleichungen und einmal für die diskreten Euler-Gleichungen
(z. B. mit Roe). Die Unterschiede offenbaren die Schwächen des Verfahrens, welches zur
Diskretisierung der konvektiven Flüsse verwendet wird.

3.3.1 Entwicklung der kontinuierlichen Euler-Gleichungen

Das Genauigkeitsproblem - wie später noch gezeigt wird - tritt hinsichtlich Konvektion auf.
Daher soll das beschriebene Vorgehen bei der asymptotischen Entwicklung anhand diesem
Limit verdeutlicht werden. Für eine asymptotische Entwicklung der anderen beiden Li-
mits, Akustik und gemischt Konvektion/Akustik, wird sich auf die Ergebnisse beschränkt
und für die Herleitung auf entsprechende Literatur verwiesen.

Entwickelt man die dimensionslosen Größen mit dem Ansatz 3.8 schreiben, sich die Euler-
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Gleichungen zu

∂tρ
(0) +∇ · (ρ(0)u(0)) +O(Mr) = 0 (3.9a)

∂t(ρ
(0)u(0)) +∇ · (ρ(0)u(0) ⊗ u(0)) +

1

M2
r

∇p(0) +
1

Mr

∇p(1) +∇p(2) +O(Mr) = 0 (3.9b)

∂t + (ρ(0)e
(0)
t ) +∇ · (ρ(0)e

(0)
t u(0) +∇p(0)u(0)) +O(Mr) = 0. (3.9c)

Um Konvergenz bei M → 0 zu erreichen, müssen die Terme 1
M2

r
∇p(0), 1

Mr
∇p(1) in Glei-

chung 3.9b individuell verschwinden. Daraus lässt sich folgern

∇p(0) = ∇p(1) = 0. (3.10)

Der nullte und erste Druckterm ist nur von der Zeit abhängig, d.h. der Druck muss bis
auf Fluktuationen von O(M2

r ) räumlich konstant sein.

p(x, t,M) = p(0)(t) +M2p(2)(x, t) +O(M3). (3.11)

Für die dimensionsbehafteten Druckfluktuationen bedeutet dies, dass sie die Größenord-
nung O(ρu2) haben, und damit unabhängig von der Machzahl sind. Zeitliche Druckän-
derungen können nur durch Quellterme und durch die Randbedingungen hervorgerufen
werden. Bei offenen Ränder wird der Druck p(0) von der Umgebung vorgegeben. In vie-
len Fällen ist dieser zeitlich konstant, und soll hier der Einfachheit halber als konstant
angenommen werden.

Entwickelt man das ideale Gasgesetz analog zu den Euler-Gleichungen erhält man

∂tp
(0) + γp(0)∇ · u(0) +O(Mr) = 0. (3.12)

Bei räumlich und zeitlich konstanten Druck p(0) folgt daraus, dass das Geschwindigkeits-
feld bei M → 0 divergenzfrei sein muss:

∇u(0) = 0. (3.13)

Setzt man diese Beziehung in die Kontinuitätsgleichung ein, folgt dass die substantielle
Ableitung der Geschwindigkeit Null sein muss. Im Falle von konstanter Entropie resultie-
ren alle Partikelbahnen von Regionen mit der gleichen Dichte [6], daraus folgt

ρ(0) = Cte, (3.14)

Mit dieser Beziehung lässt sich aus Gleichung 3.9b folgern, dass der zweite Druckterm
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eine Poisson-Gleichung erfüllen muss

∇2p(2) = f(x, u(0), ρ(0)). (3.15)

Da hier nur die konvektive Zeitskala t verwendet wurde, wird keinerlei Akustik betrachtet.
Im Falle von reiner Akustik ersetzt man t durch eine akustische Zeitskala τ = t

M
. Für

eine Betrachtung einer gemischten konvektiven und akustischen Strömung müssen beide
Zeitskalen mitgenommen werden. Aus 3.8 wird

Ψ(x, t,M) = Ψ(0)(x, t, τ) +MΨ(1)(x, t, τ) +M2Ψ(2)(x, t, τ) +O(M3). (3.16)

Das Prozedere bei der asymptotischen Entwicklung ist in beiden Fällen das gleiche wie
beim konvektiven Limit. Es wird sich daher im Weiteren auf Ergebnisse beschränkt. Das
wichtigste Ergebnis bei der Betrachtung des akustischen Limit ist, dass Druckfluktutatio-
nen proportional zur Machzahl auftreten.

p(x, t) = p(0) +Mp(1)(x, τ) +O(M2). (3.17)

Im gemischten Fall sind Druckfluktuationen, die proportional zuM2 sind, mit der konvek-
tiven Zeitskala und Druckfluktuationen, die mitM skalieren, mit der akustischen Zeitskala
verknüpft.

Eine asymptotische Entwicklung für das Akustische Limit ist ebenfalls in [1] zu finden.
In [5] ist zudem je eine Entwicklung für das konvektive und gemischte konvektiv/Akustik
Limit zu finden (mit den Euler Gleichungen in Entropie-Variablen). Beide Paper be-
schränken sich dabei nur auf die wichtigsten Ergebnisse. Für eine ausführlichere Analyse
in konservativen Variablen siehe [17]. Alternativ zur Betrachtung einer langsamen und
einer schnellen Zeitskala kann auch eine kurze (für Konvektion) und eine lange (für Akus-
tik) räumliche Skala betrachtet werden, für eine räumlich mehrskalige Analyse sei auf [18]
verwiesen.

3.3.2 Entwicklung der diskreten Euler-Gleichungen

Da das Vorgehen bei der asymtotischen Entwicklung bereits einmal verdeutlich wurde, sei
für die Entwicklung der diskreten Euler-Gleichungen auf die Literatur verwiesen. Guillard
und Viozat [8] führen diese asymptotische Entwicklung für die mit einem flux-difference
splitting Verfahren diskretisierten Euler-Gleichungen für ein festes reguläres kartesisches
Gitter durch. Sie können damit zeigen, dass die diskreten Gleichungen Druckfluktuationen
die mit M skalieren unterstützen.
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p(x, t,M) = p(0)(t) +Mp(1)(x, t) +O(M2). (3.18)

Damit unterstützen die diskreten Gleichungen Druckfluktuationen, die erheblich größer
sind als die Druckfluktuationen, die von den kontinuierlichen Euler-Gleichungen unter-
stützt werden. Als Resultat ergibt sich für konvektive Strömungen eine inakkurate Lösung.
Lediglich im akustischen Fall werden Druckfluktuationen korrekt mit Machzahl skaliert.
Wie in [5] gezeigt, ist das Roe-Verfahren akkurat für das akustische Limit. Allerdings hat
es dennoch keinen praktischen Nutzen, da bei rein akustischen Berechnungen spezialisierte
Akustik Löser besser geeignet sind [5].

Guillard und Murrone [19] stellen fest, dass auch das Godunov-Verfahren, welches gegen-
über der Roe Linearisierung das Riemann Problem exakt löst, genauso im inkompressiblen
versagt. Daraufhin untersuchen sie das Riemann Problem im Inkompressiblen Limit. Sie
zeigen damit, dass die Flussberechnung mit einem Godunov Verfahren eine akustische
Komponente beinhaltet, selbst wenn die Anfangsbedingungen reine Konvektion beinhal-
tet. Die Druckstörungen, die mit der akustischen Komponente assoziert ist, ist O(M) und
unterdrückt damit den inkompressiblen konvektiven Anteil. Das berechnete Feld resultiert
aus einer Bilanzierung von akustischen Wellen, anstatt die Gleichungen im inkompressi-
blen Limit zu erfüllen. Letzendlich ist Godunovs Annahme [20] von stückweisen konstan-
ten Werten mit Sprüngen zwischen den Zellen in den Strömungsgrößen im Widerspruch
mit dem inkompressiblen kontinuierlichen Strömungsfeld [21].

Zuletzt sollen zu dem Genauigkeitsproblem einige Anmerkungen folgen. Das Genauig-
keitsproblem existiert nicht im 1D-Fall. Für eine Analyse hierzu siehe [22]. Zudem ver-
schwindet es für das Roe-Verfahren erster Ordnung auf Simplex-Netzen (Dreiecke 2D,
Tetraeder 3D). Dort sind die Freiheitsgrade für die Strömungsgeschwindigkeit reduziert,
wodurch die Sprünge in Normalenrichtung über die Zellfläche verschwinden [23].
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4 Roe Modifikationen für Low-Mach

Nachdem der Genauigkeitsdefekt analysiert wurde, sollen imWeiteren Abhilfen betrachtet
werden. Wie in der Einleitung bereits erwähnt, gibt es in TRACE bereits einen modifizier-
ten Roe Löser. Dieser ist das Roe-Turkel Verfahren [11], welches auf Basis der Low Mach
Präkonditionierung entstanden ist. Das Roe-Turkel Schema ist insbesondere für statio-
näre Berechnungen geeignet. Speziell für instationäre Berechnungen wird das Verfahren
von Potsdam et al. [24] vorgestellt. Sobald beide Verfahren vorgestellt sind, werden dessen
Nachteile betrachtet, die im Folgenden die Alternativen motivieren werden.

4.1 Präkonditionierte Dissipation

Zur Abhilfe von dem Effizienz- und dem Genaugikeitsproblem bei niedrigen Machzahlen
kommt bisher die Low-Mach Präkonditionierung in TRACE zum Einsatz. Ursprünglicher
Gedanke der Präkonditionierung ist es, die Eigenwerte des Gleichungssystems zu skalieren,
so dass die akustischen und konvektiven Eigenwerte die gleiche Größenordnung annehmen.
Dazu werden die konvektiven Flüsse mit einer Präkonditionierungsmatrix P multipliziert.
Im zweidimensionalen Fall nehmen die Erhaltungsgleichungen folgende Form an:

Q
t
+ P AQx + P BQ

y
= 0, (4.1)

was äquivalent zu

P−1Q
t
+ AQ

x
+BQ

y
= 0 (4.2)

ist. Mit A und B als Flussjakobimatrix in x- und y-Richtung. Für eine stationäre Lö-
sung verschwindet die zeitliche Ableitung Q

t
im auskonvergierten Zustand und die Prä-

konditionierungsmatrix hat keinen Einfluss auf das Ergebnis. Bis die stationäre Lösung
erreicht ist, können jedoch größere Zeitschritte gewählt werden, da der akustische Ei-
genwert auf die Größe des konvektiven Eigenwertes skaliert wurde. Dadurch wird eine
Konvergenzbeschleunigung erzielt. Diese Art von Präkonditionierung nennt sich iterative
Präkonditionierung [25]. Mit dem Dual-Time-Stepping Ansatz lässt sich die Konvergenz-
beschleunigung zudem für instationäre Berechnungen nutzen.
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Godfrey et al. [26] zeigten, dass man das Genauigkeitsproblem beheben kann, indem
man die Roe Matrix auf Basis der präkonditionierten Flussjakobimatrix formuliert. Der
Dissipationsterm nimmt folgende Form an

F P
d = −1

2
P−1

∣∣∣P A
roe

∣∣∣∆Q. (4.3)

Diese Art der Präkonditionierung nennt sich präkonditionierte Dissipation. Für ein Abwind-
Verfahren erster Ordnung und einem kartesischen Gitter mit h = ∆x = ∆y lassen sich
die zweidimensionalen Erhaltungsgleichungen mit präkonditionierter Dissipation schrei-
ben als

Q
t
+ AQ

x
+BQ

y
− h

2

(
P−1

∣∣P A
∣∣Q

x

)
x
− h

2

(
P−1

∣∣P B
∣∣Q

y

)
y

= 0. (4.4)

Hier wird die präkonditionierte Dissipation alleine benutzt. Diese lässt sich auch mit der
iterativen Präkonditionierung verwenden [25]. Zusammen mit der Konvergenzbeschleuni-
gung folgt für die Erhaltungsgleichungen

P−1Q
t
+ AQ

x
+BQ

y
− h

2

(
P−1

∣∣P A
∣∣Q

x

)
x
− h

2

(
P−1

∣∣P B
∣∣Q

y

)
y

= 0. (4.5)

Auch wenn die präkonditionierte Dissipation eine Abhilfe für das Genauigkeitsproblem
ist, so hat sie gegenüber dem ursprünglichen Roe-Verfahren Nachteile. Diese werden in
Abschnitt 4.1.3 erläutert.

4.1.1 Stationär: Roe-Turkel

Der Dissipationsterm beim Roe-Turkel-Verfahren [11] nimmt folgende Form an

F Turkel
d = −1

2
P−1

∣∣∣P A
roe

∣∣∣∆Q. (4.6)

Präkontionierungsmatrizen werden häufig in primitiven Q
p

= (ρ, u, v, w, p)T oder Entro-
pievariablen Q

s
= (p, u, v, w, s)T angegeben, da sie dort eine sehr einfache Form ein-

nehmen. In Entropievariablen schreibt sich die Präkonditionierungsmatrix von Turkel
P
s

= diag(β, 1, 1, 1, 1). Mit β als Präkonditionierungsparameter. Die Präkonditionierungs-
matrix in Konservativen Variablen für ideales Gas ist im Anhang A zu finden.

Das Roe-Turkel Verfahren lässt sich nach [13] auf die Formulierung 2.10, die zum Angeben
des Roe-Verfahrens genutzt wurde, bringen. δU aus Gleichung 2.11 und δp aus Gleichung
2.12 müssen ersetzt werden durch

δU =

(
c′ − 1−Θ

2
Ũ
U ′

c′
− β

∣∣∣Ũ
∣∣∣
)

∆p

ρ̃βc̃2
+
U ′

c′
∆U (4.7)
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δp =
U ′

c′
∆p+

(
c′ −

∣∣∣Ũ
∣∣∣+

1− β
2

Ũ
U ′

c′

)
ρ̃∆Ũ (4.8)

mit

U ′ =
1

2
(1 + β)U (4.9)

c′ =
1

2

√
4c̃2β + (1− β)2U2 (4.10)

Der Präkonditionierungsparameter β bestimmt sich wie folgt:

β = min(max(M2
ref , KM

2), 1) (4.11)

Für β = 1 ergibt sich das ursprüngliche Roe-Verfahren. β darf nicht zu Null werden,
da sonst die Präkonditionierungsmatrix singulär wird (im englischen als Global-cut-off
Problem bezeichnet). Deshalb existiert die untere Begrenzung von M2

ref . In Gebieten
in denen KM2 < M2

ref gilt, beeinflusst die Limitierung sowohl Genauigkeit als auch
Stabilität. In TRACE ist K und Mref vom Benutzer frei wählbar, falls unklar ist die
Empfehlung K auf drei zu setzen. Bei den Testfällen wird angegeben, welche Werte für K
und Mref verwendet werden.

4.1.2 Instationär: Potsdam

Der Präkonditionierungsparameter lässt sich für instationäre Berechnungen anpassen.

βu = min(max(M2
ref ,M

2
u , KM

2), 1) mit Mu =
L

π∆tc̃
(4.12)

Wird der Präkonditionierungsparameter in dieser Form verwendet, spricht man von in-
stationärer präkonditionierter Dissipation. Potsdam et al. [24] vergleichen in ihrer Ar-
beit beide Varianten. Sie stellen fest, dass die stationäre präkonditionierte Dissipati-
on eine zu hohe Druckdissipation aufweist, während das Temperatur und Geschwindig-
keitsfeld optimal gehandhabt wird. Bei der instationären präkonditionierten Dissipation
wird das Druckfeld optimal behandelt, allerdings das Geschwindigkeits- und Tempera-
turfeld zu stark gedämpft. Potsdam et al. entwerfen daraufhin ein Verfahren, welches
die Druckdissipation auf Basis der instationären präkonditionierten Dissipation berech-
net. Die Geschwindigkeits- und Temperaturdissipation wird von der stationären präkon-
ditionierten Dissipation übernommen. Ausgedrückt in primitiven Temperaturvariablen
Q̂
p

= (p, u, v, w, T )T nimmt es folgende Form an
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F̂ Potsdam
d,p = −1

2

(
P̂p
−1
∣∣∣P̂

p
Â
Roe,p

∣∣∣
u
L̂p + P̂p

−1
∣∣∣P̂

p
Â
Roe,p

∣∣∣
s
L̂
vT

)
∆Q̂

p
, (4.13)

mit

∣∣∣P̂
p
Â
Roe,p

∣∣∣
s
mit β = min(max(M2

ref , KM
2), 1) (4.14)

∣∣∣P̂
p
Â
Roe,p

∣∣∣
u
mit βu = min(max(M2

ref ,M
2
u , KM

2), 1) mit Mu =
L

π∆tc̃
. (4.15)

Die Präkonditionierungsmatrix außerhalb der Betragsstriche entspricht der stationären
Präkonditionierung. L ist eine charakteristische Größe (Input-Parameter), die die nied-
rigste auftretende Wellenzahl repräsentiert. Typischerweise wird die Ausdehnung des Re-
chengebietes gewählt. Die beiden Matrizen L̂p und L̂

vT
übernehmen das beschriebene

Koppeln zwischen instationärer und stationärer präkonditionierter Dissipation.

L̂
p

= diag(1, 0, 0, 0, 0), L̂
vT

= diag(0, 1, 1, 1, 1). (4.16)

Die beiden Matrizen ausgedrückt in konservativen Variablen sind im Anhang A zu finden.

4.1.3 Probleme von präkonditionierter Dissipation

Birken und Meister [27] zeigten mithilfe einer Von-Neumann-Stabilitätsanalyse, dass die
präkonditionierte Dissipation zu einer Stabilitätsgrenze für explizite Zeitintegration von
∆t = O(M2) führt, während das ursprüngliche Verfahren stabil unter der Bedingung
∆t = O(M) ist. Limitiert wird die Verschlechterung der Stabilitätsgrenze in der Limi-
tierung im Präkonditionierungsparameter (M2

ref in Gleichung 4.11). Da für eine hohe
Genauigkeit M2

ref möglichst niedrig gewählt werden sollte, resultiert praktisch eine sehr
restriktive Stabilitätsgrenze für das Roe-Turkel-Verfahren.

Beim Verfahren von Potsdam et. al [24] wird die Druckdissipation mit βu bestimmt. Auf-
grund der zusätzlichen Abhängigkeit von Mu gegenüber dem stationären Präkonditionie-
rungsparameter kann für Fälle von Mu > KM in Gleichung 4.15 eine weitere Limitierung
auftreten. Zwar erfolgt diese Limitierung nur in der Druckdissipation, kann wie in Ab-
schnitt 5.1 gezeigt wird, dennoch zu einer höheren Stabilitätsgrenze als Roe-Turkel führen,
allerdings werden dabei Checkerboard in der Lösung begünstigt.

Die Stabilitätsbedingung nach der CFL-Zahl σ = (U + c)∆t/∆x ≤ 1 berücksichigt die
Stabilitätsgrenze ∆t = O(M) vom normalen Roe-Verfahren. Drückt man die restriktivere
Stabilitätsgrenze der präkonditionierten Dissipation mithilfe der CFL Zahl aus, so entsteht
ein linearer Zusammenhang CFLmax ∝M . Um dies zu illustrieren, wird die maximal er-
reichbare CFL-Zahl für die Machzahlen 0,01, 0,1, 0,3 und 0,6 bis auf 0,01 genau bestimmt.
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Hierzu wird eine 1D akustische Sinuswelle verwendet, wie sie als Testfall in Abschnitt 5.1
beschrieben ist. Mref beträgt 10−4 und K = 1. Abbildung 4.1.1 zeigt die Ergebnisse.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Machzahl [-]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

CF
L-

Za
hl

 [-
]

Roe-Turkel
Roe

Abbildung 4.1.1: CFL-Zahl in Abhängigkeit von Machzahl für das Roe-Turkel-
Verfahren anhand einer 1D-Sinuswelle

Der prognostizierte lineare Zusammenhang kann bestätigt werden. Für M → 0 macht
dies praktisch explizite Zeitintegration sehr ineffizient, insbesondere, da diese Restrikti-
on neben dem Steifigkeitsproblem im inkompressiblen Limit zusätzlich auftritt. Daher
empfehlen Birken und Meister [27] implizite Zeitintegration zu verwenden.

Die implizite Zeitintegration stellt eine praktische Abhilfe für genannte Probleme da. Für
instationäre zeitgenaue Simulationen kann dennoch eine explizite Zeitintegration wün-
schenswert sein. Zudem beeinflusst das explizite Stabilitätskriterium das Konvergenzver-
halten von impliziter Zeitintegration [5]. Aus diesen beiden Gründen, ist eine Beibehaltung
der Stabilitätsgrenze vom Roe-Verfahren wünschenswert.

Bruel et al. [2] zeigt mittels asymptotischer Entwicklung das Roe-Turkel eine starke
Dichte-Dämpfung aufweist, und damit ungeeignet für Akustik Berechnungen ist. Um dies
zu verdeutlichen, bedienen sich Bruel et al. eines 1D-Testfalls bei dem zu einer stationären
Strömung mit M∞ = 10−3 eine akustische Sinuswelle hinzugefügt wird. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 4.1.2 zu sehen. Während der Impuls gut aufgelöst ist, werden die Dich-
teschwankungen infolge der akustischen Welle stark gedämpft.

Weiterhin verletzt die präkonditionierte Dissipation die Divergenzbedingung (Gleichung
3.13) und die Poisson-Gleichung unter der isentropen Beziehung (Gleichung 3.15) [6]
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Figure 1: Density ρ (left) and momentum m (right) obtained at time t = 0.003 s on the sinusoidal
test case described in subsubsection 2.2.1 with N = 400 regular cells, M∞ = 10−3 and a first order
approximation (explicit time stepping).

being more explicit, the damping of the acoustic wave with the Roe and the Roe-Turkel schemes
are compared. We define the adimensioned amplitude of the wave as

Aad(t) =
maxx∈[0,1] ρ(x, t)−minx∈[0,1] ρ(x, t)

2(maxx∈[0,1] ρ(x, 0)−minx∈[0,1] ρ(x, 0))
.

The damping of the amplitude is studied for the Mach number M∞ equal to 1, 10−1, 10−2, 10−3,
with both explicit and implicit time stepping for rejecting any influence of the time integration. For
the implicit time stepping, the time step was chosen equal to 0.0001 for all the Mach numbers. For
the explicit time stepping, the time step was chosen equal to i) 10−4 for the Mach number equal to
1 and 10−1, ii) 10−5 for the Mach number equal to 10−2 and iii) 10−6 for the Mach number equal
to 10−3. In Figure 2, the dimensionless amplitude is drawn for a Mach number equal to 1, 10−1,
10−2, 10−3 for the Roe and Roe-Turkel schemes, for t ∈ [0, 0.003]. With the Roe-Turkel scheme,
for both the explicit and implicit time stepping, the lower the Mach number is, the faster the
amplitude is going to 0. With the Roe scheme, the dimensionless amplitude stays close to 1, and
is nearly Mach independent. This damping of the acoustic wave on the density will be explained
in subsubsection 2.3.1.

Results obtained with an explicit time stepping with the Dellacherie et al. and Rieper fixes
are shown in Figure 3, and compared with the results obtained with the Roe scheme. Numerical
results show that the numerical scheme with the different fixes is stable only with a degraded CFL
number, approximately half of the CFL number of the original Roe scheme. The numerical error
is computed on the density and on the momentum, still with these numerical fluxes, for a first
order finite volume computation, and also with a second order approximation. The second order
is achieved with a discontinuous Galerkin with piecewise linear approximation in space, and a SSP
integration in time [9]. Some details are given on this method here. We denote by V k the finite
element space approximation composed of piecewise polynomial functions of degree lower or equal
to k on the mesh (polynomial on the cells of the mesh, discontinuous on sides). We denote by
V (Ωi, k) the space of polynoms of degree lower or equal to k in the cell Ω of the mesh. Then the
spatial discretisation of (3) is: for all Ωi, find Uh ∈ V k such that

∀ϕ ∈ V (Ωi, k)

∫

Ωi

ϕ∂tUh −
∫

Ωi

f(Uh)∇ϕ+
∑

Γij⊂Ωi

∫

∂K

Φij(Uh,nij)ϕ = 0.

For a kth order approximation space, the optimal order is k + 1. Note that the discontinuous
Galerkin method includes finite volumes numerical fluxes on sides, for stabilization. Also, the
discontinuous Galerkin method exactly matches with the first order finite volumes method when
k = 0. From a practical point of view, the spatial integrals are computed with a 2kth order accurate
quadrature formula on the cells, and a (2k + 1)th order accurate quadrature formula on the sides.
The time integration is achieved with a SSP explicit scheme of order k+1 for a kth approximation
order by cell [19]. As the flow is regular, no additional limiting procedure is added. Results are
shown in Figure 4. The coarser and finer meshes contain N = 200 and N = 6400 regular cells
respectively, and ∆x = 1/N . As expected, the Roe-Turkel finite volume approximation does not
converge. The right order of accuracy is observed with the finite volume approximation for the
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Abbildung 4.1.2: Ergebnisse Dichte (links) und Impuls (rechts) vom Roe-Turkel Ver-
fahren für eine akustische 1D-Sinuswelle, M∞ = 10−3, 400 Zellen und
erste Ordnung Approximation mit expliziter Zeitintegration [2]

Zusammengefasst sind die drei wesentlichen Nachteile der präkonditionierten Dissipation:

• restriktivere Stabilitätsgrenze ∆t = O(M2)

• Global Cut Off: Parameter der Stabilitäts- und Genauigkeits beeinflussend ist, und
für die instationäre Präkonditionierung zusätzlich L als charakteristische Länge be-
nötigt

• Akustik wird von der stationären Präkonditionierung zu stark gedämpft

Ein positiver Aspekt vom Roe-Turkel-Verfahren zeigt sich in den Analysen von Guillard
und Nkonga [3], welche die Abhängigkeit der Ergebnisse hinsichtlich des Netztyps unter-
suchen. Gegenüber anderen Modifikationen, unter anderem das Verfahren von Rieper [28],
das in dieser Arbeit auch betrachtet wird, sind die Ergebnisse vom Roe-Turkel Verfahren
nur geringfügig vom Netztyp abhängig. In dieser Arbeit erfolgt keine Untersuchung des
Einflusses von verschiedenen Netzen. Es wird später noch gezeigt, dass die meisten Low-
Mach Anpassungen sehr ähnlich zu dem Verfahren von Rieper sind. Daher gibt es Grund
zur Annahme, das die Netztypabhängigkeit bei diesen Verfahren auch vorhanden ist.
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4.2 Alternativen zur präkonditionierten Dissipation

Nachdem die Nachteile der bisherigen Methodik, der präkonditionierten Dissipation, vor-
gestellt wurden, werden im Weiteren Alternativen aus der Literatur vorgestellt. Primäres
Kriterium für einen in dieser Arbeit interessante Low-Mach Modifikation ist die Beibehal-
tung der Stabilitätsgrenze des Roe-Verfahrens, während die Genauigkeit ähnlich zu der
von Roe-Turkel beiM → 0 ist. Wünschenswert ist, dass das Global-Cut-Off Problem ver-
schwindet und dass die Modifikationen sowohl für Konvektion als auch Akustik geeignet
sind.

Die Verfahren, die im Weiteren vorgestellt werden, sind stabil unter derselben Stabilitäts-
bedingung wie das ursprüngliche Roe-Verfahren. Sofern nicht anders angegeben, wird bei
diesen Verfahren die Skalierungsfunktion g verwendet, welche angegeben werden kann als

g = min(max(ML,MR), 1). (4.17)

4.2.1 Modifikation nach Thornber et al.

Nach Thornber et al. [29] kann der Genauigkeitsdefekt im niedrigen Machbereich auf zwei
Wegen angegangen werden. Eine Möglichkeit wäre es, den Riemannlöser selbst zu ver-
ändern, um die Stärke der akustischen Welle zu kompensieren. Dieser Ansatz führt auf
die präkonditionierte Dissipation. Der andere Ansatz ist, die Sprünge in der Lösung an-
zupassen, die im Widerspruch mit der kontinuierlichen Verteilung der Strömungsgrößen
im niedrigen Machbereich sind. In einem vorherigen Paper [30] zeigten Thornber et al.,
dass es bei vernachlässigbarer Wärmeleitung einen direkten Zusammenhang zwischen der
Entropiegeneration und der Dissipation von kinetischer Energie gibt. Bei M → 0 resul-
tiert eine unphysikalische Entropieproduktion von Godunov-Typ-Verfahren, die mit dem
Sprung in der Normalengeschwindigkeit in Zusammenhang gebracht werden kann. Um
diesen Sprung zu minimieren, passen Thornber et al. [29] den linken und rechten Zustand
einer fünften Ordnung genauen Rekonstruktionsroutine an. Der angepasste Zustand für
den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich als

u∗L =
uL + uR

2
− g

2
∆u

u∗R =
uL + uR

2
+
g

2
∆u.

(4.18)

Die Sprünge in der Dichte und dem Druck werden bewusst nicht modifiziert, da diese
sonst zur exzessiven Dissipation bei stationären Kontaktunstetigkeiten führen könnten. Da
der Ansatz innerhalb der Rekonstruktion vorgenommen wird, bleibt das Roe-Verfahren
selbst unverändert. Aufgrund des veränderten linken und rechten Zustands, wird beim
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Verfahren von Thornber nicht nur die Dissipation geändert, sondern auch die Bestimmung
des zentralen Flusses im Roe-Verfahren. Thornber et al. zeigen, dass sich für verschiedene
Limiter auf strukturierten Gittern eine Dissipation erzielen lässt, die die Genauigkeit bei
niedrigen Machzahlen nicht einschränkt. Allerdings ist es abhängig vom genutzten Limiter
und gilt zum Beispiel nicht für den Van-Leer Limiter [31].

4.2.2 Modifikation nach Rieper: LMRoe

Rieper [28] identifiziert mittels einer asymptotischen Entwicklung den Sprung in der Nor-
malengeschwindigkeit ∆U als Verursacher für die mit 1/M wachsende Dissipation bei
M → 0. Als Abhilfe skaliert er diesen mit der lokalen Machzahl. Die daraus resultierte
Modifikation nennt er Low-Mach Roe (LMRoe).

∆U∗ = g∆U (4.19)

Diese Modifikation hat Ähnlichkeiten zu dem Fix von Thornber et al. [29]. Rieper hebt
die Vorteile seines Fixes gegenüber dem von Thornber hervor: Der Fix von Thornber ist
zwangsläufig auf die Rekonstruktion des rechten und linken Zustands bezogen, während
sein Ansatz sich auf den Riemannlöser bezieht und damit allgemeiner ist. Weiterhin hängt
die Herleitung des Fixes von Thornber von der räumlichen Diskretisierung (Ordnung und
Limiter) ab, während sein Ansatz sich auf die asymptotischen Eigenschaften im inkompres-
siblen Limit bezieht. Auch kann der Fix mit jeglicher Art von Rekonstruktion verwendet
werden. Zudem gibt Rieper Argumente an, warum seine Anpassung Checkerboard Moden
unterdrückt.

Guillard und Nkonga [3] untersuchen in ihrer Veröffentlichung unter anderem den Einfluss
verschiedener Netztypen. Dort merken sie an, dass die Argumente von Rieper, dass dessen
Modifikation Checkerboard Moden unterdrücken würde, allerdings nur für reguläres kar-
tesische Gitter gelten würde, und unsicher ist, ob diese auf andere Netztypen übertragen
werden könnten. Wie später in Abschnitt 5.2 gezeigt wird, ist LMRoe anfällig für odd-even
decoupling. Zudem zeigen sie, dass LMRoe nicht bei zellzentrierten Dreiecksgitter verwen-
det werden sollte. Hier treten negative Dichtewerte auf. Es sei angemerkt, dass bei diesem
Netztyp das Genauigkeitsproblem verschwindet, d.h. das normale Roe-Verfahren verwen-
det werden kann. Bei ecken-basierten (englisch: vertex-centered) Dreiecksgittern können
Probleme bei der Konvergenz zu einem stationären Ergebnis auftreten. Das verdeutlichen
Guillard und Nkonga [3] mit einer reibungsfreien Zylinderumströmung. Hier bildet sich
bei Betrachtung der Entropie eine Pseudo-Kármánsche Wirbelstraße aus, während dies
bei Roe-Turkel nicht auftritt. Siehe hierzu Abbildung 4.2.1.
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FIG. 4 Pressure (isocontour) and entropy (colour). Top left: Roe scheme. Top Right: Roe–Turkel
scheme. Bottom left: Rieper fix. Bottom right: all-speed scheme.
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FIG. 5 Pressure fluctuation isolines: Comparison of the incompressible potential solution (red,
dotted line) with the numerical solution (blue) obtained by the order 2 Roe–Turkel scheme.
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dotted line) with the numerical solution (blue) obtained by the order 2 Roe–Turkel scheme.

Abbildung 4.2.1: Druck (Isokonturlinien) und Entropie (Farbe). Links: Roe-Turkel,
Rechts: LMRoe [3]

4.2.3 Modifikation nach Oßwald et al.: L2Roe

Oßwald et al. [32] nutzen als Basis ihrer Modifikation die Fixes von Thornber et al. [29]
und von Rieper [28]. Auf Basis einer asymptotischen Entwicklung und den Ergebnissen
von dem Testfall Decaying Isotropic Turbulence argumentieren sie, dass die Dissipation
von LMRoe zu hoch ist, während die Modifikation von Thornber et al. bessere Ergebnisse
liefert. Oßwald et al. ziehen es allerdings gegenüber der Thornber Modifikation vor, wenn
ausschließlich die Dissipation angepasst wird und nicht zusätzlich der zentrale Fluss. Dies
könnte unerwünschte nichtlineare Effekte mit sich bringen. Um eine geringere Dissipation
als LMRoe aufzuweisen, skalieren sie nicht nur die Normalengeschwindigkeit, sondern auch
die Tangentialkomponente, und damit den kompletten Geschwindigkeitssprung.

∆u∗ = g∆u (4.20)

4.2.4 Modifikation nach Chen et al.: LD-Roe

Ein Nachteil von LMRoe ist, dass dieser sich nicht direkt auf andere Abwind-Verfahren wie
HLL, Rusanov, Rotated-Roe-HLL [33], Rotated-Roe-Rusanov [33] übertragen lässt. Daher
entwickeln Chen et al. in [21] eine weitere Low-Mach Modifikation. Basierend darauf, dass
die Sprünge im Widerspruch mit der kontinuierlichen Lösung im inkompressiblen steht,
zerlegen die Autoren zunächst den Sprung der konservativen Variablen ∆Q in
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∆Q =




∆ρ

∆ρu

∆ρet




=




∆ρ

(uL + uR)∆ρ/2

∆(p)/(γ − 1) + (qL + qR)∆ρ/2




+
ρL + ρR

2




0

∆u

∆q




(4.21)

q =
u2 + v2 + w2

3
, (4.22)

welcher sich zusammensetzt aus einem Dichte Diffusionsanteil ∆Q
ρ
(erster Term auf der

rechten Seite von Gleichung 4.21) und einem Geschwindigkeits Diffusionsanteil ∆Q
u
(zwei-

ter Term auf der rechten Seite von Gleichung 4.21).

Dichte und Drucksprünge fallen im Inkompressiblen sehr klein aus und führen damit
nicht zur exzessiven Dissipation. Weiterhin, wie bereits beim Fix von Thornber et al.
argumentiert, können diese exzessive Dissipation bei Kontaktunstetigkeiten hervorrufen,
wenn diese falsch modifiziert werden. Aus diesen Gründen verzichten Chen et al. auf eine
Anpassung von ∆Q

ρ
. Um die Genauigkeit im Low Mach beizubehalten, wird ∆Q

u
mit

der Machzahl skaliert.

FLD
d = −1

2

∣∣∣A
Roe

∣∣∣
(

∆Q
p

+ g∆Q
u

)
(4.23)

Diese Anpassung nennen Chen et al. Low-Dissipation Roe (kurz LDRoe). Chen et al. zei-
gen mathematisch, dass LDRoe Checkerboard Moden unterdrücken kann. Wie bei Rieper
erfolgt dies auf Basis eines kartesischen Gitters.

4.2.5 Modifikation nach Li et al.: Roe-AM-TP

Das Roe-Verfahren hat nicht nur das Problem, dass es im niedrigen Machbereich unphy-
sikalische Lösungen liefert. Einige weitere Probleme vom Roe-Verfahren sind Instabilitä-
ten bei Stößen (Karbunkel-Phänomen), der falschen Approximation des Expansionsfächer
durch einen Stoß sowie positive Nichterhaltung bei hypersonischen Strömungen. In [34]
versuchen Li et al. nahezu alle Probleme des Roe-Verfahren anzugehen, und nennen die
resultierende Modifikation Roe-AM-TP („Roe Type scheme for all Mach-number flows
which is towards perfect“). Für diese Arbeit ist rein der Fix für die exzessive Dissipation
bei M → 0 interessant. Sollte sich das Verfahren als empfehlenswert erweisen, sind die
Anpassungen für die anderen Probleme später immer noch nachimplementierbar. Gegen-
über Gleichung 2.10 werden δU (Gleichung 2.11) und δp (Gleichung 2.12) weiter aufgeteilt
in:
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δU = δUu + δUp (4.24)

δp = δpu + δpp (4.25)

δpp ist die Druckdifferenz getriebene Modifikation für den Zellseiten Druck, δpu ist die
Geschwindigkeitsdifferenz getriebene Modifikation für den Zellseiten Druck, δUu ist die
Geschwindigkeitsdifferenz getriebene Modifikation für die Zellseiten Geschwindigkeit, δUp
ist die Druckdifferenz getriebene Modifikation für die Zellseiten Geschwindigkeit
Für das Roe-Verfahren können diese angegeben werden zu

δpu = max(0, c̃−
∣∣∣Ũ
∣∣∣)ρ̃∆Ũ (4.26)

δpp = sign(Ũ)min(
∣∣∣Ũ
∣∣∣ , c̃)∆p

c̃
(4.27)

δUu = sign(Ũ)min(
∣∣∣Ũ
∣∣∣ , c̃)∆U

c̃
(4.28)

δUp = max(0, c̃−
∣∣∣Ũ
∣∣∣)∆p

ρ̃c̃2
, (4.29)

welche in der Summe äquivalent zu den Gleichungen 2.11 und 2.12 sind. Li et al. geben
drei Regeln an, um das Roe-Verfahren auf inkompressible Strömungen zu erweitern:

• (1) zur Behebung des unphysikalischen Verhaltens muss gelten δpu = O(uρ∆u)

• (2) um Checkerbaord Moden zu unterdrücken, muss gelten δUp = O(c−1ρ−1∆p ∼
ρ−1∆p)

• (3) um das Global-Cut-Off Problem zu vermeiden, muss das Abschneiden im Zähler
vermieden werden, während es im Nenner beibehalten werden kann

Um das Genauigkeitsproblem zu beheben wird 4.26 ersetzt durch

δpu = f(M)max(0, c̃−
∣∣∣Ũ
∣∣∣)ρ̃∆Ũ (4.30)

mit

f(M) = min

(
M

√
4 + (1−M2)2

1 +M2
, 1

)
. (4.31)

Belässt man δUp bei dem Roe-Verfahren, hat man schwache Checkerboard Moden in der
Lösung. Um diese zu unterdrücken, empfehlen die Autoren in einem nahezu zeitgleich
erschienen Paper [35] δUp zu ersetzen mit:
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δUp =

(
max(0, c′ − |U |) + (1−Θ)

(
|U | − U

2c′
sign(U ′)min(|U ′| , c′)

))
∆p

ρ̃βmodc̃2
(4.32)

mit

c′ =
1

2

√
4c̃2βmod + (1− βmod)2Ũ2 (4.33)

U ′ =
1

2
(1 + βmod)Ũ (4.34)

βmod = min(max(M2
ref ,M

2), 1). (4.35)

δUp ist der präkonditinierten Dissipation nachempfunden. Allerdings wird mit diesem
Term das Stabilitätskriterium zu dem vom Roe-Turkel. Daher soll δUp bei Gleichung 4.29
belassen werden.

Zu dieser Low-Mach Anpassung ist das RoeMAS Schema von Qu et al. [36] sehr ähnlich.
Letztendlich bedient es sich den gleichen Regeln die Li et al. in [34] bzw. in [35] zur
Auslegung ihrer Modifikation verwenden. Daher wird stark von ähnlichen Eigenschaften
ausgegangen und dieses Verfahren nicht extra beleuchtet.

4.2.6 Modifikation nach Dellacherie: all Mach Roe Schema

Der Fix von Dellacherie [37] ist ähnlich zu der Anpassung von Rieper [28]. Gegenüber der
Modifikation von Rieper skaliert Dellacherie den Sprung in der Normalengeschwindigkeit
ausschließlich in der Impulserhaltung mit der lokalen Machzahl.

FAM,Roe
d = FRoe

d + (Θ− 1)
ρ̃c̃

2




0

[(uL − uR) · n]n

0




(4.36)

die lokale Machzahl Θ wird aus den Roe-Mittelwerten bestimmt.

Θ = min

(√
ũ2 + ṽ2 + w̃2

c̃
, 1

)
(4.37)

Die Modifikation kann auf andere Abwind-Verfahren übertragen werden. Es gibt eine
weitere Low-Mach Anpassung, das RoeM+ Verfahren von Xie et al. [38]. Dessen Ziel ist es,



4.2 Alternativen zur präkonditionierten Dissipation 33

für alle Machzahlen geeignet zu sein. Dieser greift allerdings um das Genauigkeitsproblem
im niedrigen Machbereich zu vermeiden, auf die Modifikation von Dellacherie zurück.
Daher wird dieser bei niedrigen Machzahlen die gleichen Eigenschaften wie die Anpassung
von Dellacherie aufweisen.

4.2.7 Modifikation nach Chen et al.: APC-framework

Chen et al. [39] entwickeln ein System, welches sie anti-dissipation pressure correcti-
on (APC) nennen, mit denen der für den Genauigkeitsdefekt verantwortliche Term bei
Godunov-Typ-Verfahren ermittelt werden kann. Im Falle des Roe-Verfahrens lautet dieser

PRoe
d = −

∣∣∣Ũ − c̃
∣∣∣+
∣∣∣Ũ + c̃

∣∣∣
4

ρ̃∆U (0, nx, ny, nz, Ũ)T . (4.38)

Dieser ist proportional zu PRoe
d ∝ −ρc∆u. Wenn man die Anpassungen der anderen Mo-

difikationen betrachtet, skalieren diese in verschiedenen Varianten diesen Term. Nachdem
Chen et al. den schädlichen Term kennen, können Sie eine einfache Abhilfe angeben:

FRoe+APC
d = FRoe

d + (g − 1)PRoe
d (4.39)

Die Roe APC Anpassung soll laut den Autoren effektiv Checkerbaord Moden unter-
drücken, aufgrund von Druck- bzw. Dichtedifferenzterme in der Kontinuitäts- und Ener-
giegleichung.

4.2.8 Modifikation nach Bruel et al.: LMAAP

Bruel et al. [2] möchten eine Roe Modifikation entwickeln, welche nicht nur die Konvektion
akkurat bei niedrigen Machzahlen berechnen kann, sondern auch akkurat akustische Wel-
len mit einbeziehen kann. Als ein Anwendungsbeispiel könnte eine Stabilitätsuntersuchung
bei einer Effusionskühlung in Brennkammern sein, bei denen akustische Störungen infolge
von Verbrennungsinstabilitäten auftreten. Bisherige Modifikationen wie Turkel, der Fix
von Dellacherie und der Fix von Rieper (LMRoe) sind unzureichend für akustische Be-
rechnungen. Das Roe-Turkel-Verfahren dämpft Akustik zu stark, während die Fixes von
Dellacherie und Rieper eine akustische Instabilität verbunden mit einer degradierten CFL
Zahl aufweisen. Letzteres verdeutlichen Bruel et al. anhand eines 1D-Testfalls, bei dem zu
einer stationären Strömung mit M∞ = 10−3 eine akustische Sinuswelle hinzugefügt wird
(Testfall beschreibung in Abschnitt 2.2.1 in [2]). Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.2.2
zu sehen. Bei einer CFL-Zahl von 0,9 (unten in Abbildung 4.2.2) gibt es eine Anfachung
der Sinus-Welle bei LMRoe und der Modifikation von Dellacherie, während dies bei ei-
ner CFL-Zahl von 0,45 (oben in Abbildung 4.2.2) und generell für das Roe-Verfahren für
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Figure 3: Density ρ (left) and momentum m (right) obtained at time t = 0.3408 s on the sinusoidal
test case described in subsubsection 2.2.1 with N = 400 regular cells, M∞ = 10−3 and a first order
approximation (explicit time stepping) with a CFL number of 0.9 (bottom) and a CFL number of
0.45 (top).

Figure 4: Order obtained on the density (left) and on the momentum (right) on the sinusoidal
test case described in subsubsection 2.2.1 with M∞ = 10−3 at time t = 0.3408 s with the Roe
scheme and different fixes with a first (top) and a second order (bottom) approximations.

13

Abbildung 4.2.2: Dichte (links) und Impuls (rechts) für eine akustische 1D-Sinuswelle
(M∞ = 10−3, 400 Zellen und erste Ordnung Approximation mit ex-
pliziter Zeitintegration [2]

beide CFL-Zahlen nicht der Fall ist. Weiterhin bemängeln Bruel et al., dass die zweite
Ordnung für ein diskontinuierliches Galerkin Verfahren nicht erreicht wird, während eine
höhere Ordnung insbesondere für skalenauflösende Simulationen wünschenswert ist.

Bruel et al. leiten ihre Modifikation zunächst nur für die barotropen Euler-Gleichungen
her. Galié et al. [40] erweitern diese schließlich für die vollen Euler-Gleichungen. Damit
kann diese Anpassung für die vollen Euler Gleichungen angegeben werden zu

FRoe−LMAAP
d = FRoe

d + (1−Θ)




1
2c̃

(pL − pR) + ε ρ̃
2
(uL − uR) · |n|

−εpL−pR
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(pL − pR) + ε ρ̃H̃
2
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−(1−Θ)
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0

[(uL − uR) · n]n

0



.

(4.40)
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|n| ist der Normalenvektor, ausgedrückt mit den Absolutbeträgen der einzelnen Kompo-
nenten. Die zweite Zeile von Gleichung 4.40 entspricht dem Fix von Dellacherie, auch
wird die Definition für Θ übernommen (Gleichung 4.37). Die Anpassung trägt den Na-
men LMAAP (Low Mach Acoustic Accuracy Preserving). Bei der LMAAP Modifikation
werden die Dissipationskoeffizienten so hergeleitet, dass sich sowohl für Konvektion als
auch Akustik die Stabilitätsgrenze vom urspünglichen Roe-Verfahen ergibt. Die Wahl
der Dissipationskoeffizienten ist dabei aber nicht eindeutig. Das äußert sich darin, dass
ε sowohl Eins als auch Minus Eins sein kann. Die Wahl wird dem implementierenden
Ingenieur überlassen, während die Ergebnisse für beide Vorzeichen ähnlich sein sollen.
In den numerischen Testergebnissen von Bruel et al. [2] zeigt sich, dass sich eine asym-
metrische Lösung für eine Zylinderumströmung einstellt. Dafür machen Bruel et al. die
freie Wahl vom Vorzeichen von ε verantwortlich, welche in einem Verlust von Galilean
Invarianz resultiert.

Die anderen Modifikationen als Alternativen zur präkonditionierten Dissipation beheben
das Genauigkeitsproblem, indem sie rein die Geschwindigkeitsdiffusion vom Roe-Verfahren
reduzieren. Dies führt zu einer Zentrierung des Druckgradienten. Infolge können Checker-
board Moden auftreten. Beim LMAAP-Verfahren wird neben der Reduktion der Ge-
schwindigkeitsdiffusion eine Erhöhung der Druckdissipation vorgenommen, wodurch eine
dezentrale Diskretisierung des Druckgradienten resultiert.

4.3 Einordnung

Thematisch ist die Veröffentlichung von Hope-Collins und Di Mare [5] sehr nahe an dieser
Arbeit und bildet damit einer der wichtigsten Quellen dieser Arbeit. Hope-Collins und Di
Mare [5] bedienen sich ausführlich der Mathematik, um sich dem Genauigkeitsproblem
detaillierter zu nähern. Sie betrachten die drei Limits reine Konvektion, reine Akustik und
gemischt und wie die künstliche Dissipation ausgelegt sein muss, um die einzelnen Limits
abdecken zu können. Dadurch resultiert ein tieferes Verständnis, welches es ermöglicht,
numerische Ergebnisse in dieser Arbeit erklären zu können. Darüber hinaus können die hier
vorgestellten Verfahren eingeordnet werden. Daher sollen im Folgenden die wichtigsten
Ergebnisse für diese Masterarbeit aus [5] rekapituliert werden.

Um zu zeigen, dass es drei verschiedene Skalierungen für die drei Limits gibt, ziehen Hope-
Collins und Di Mare die modifizierten kontinuierlichen 2D Euler-Gleichungen (Euler-
Gleichungen mit künstlichen Dissipationstermen) in Entropievariablen Q2D

s = (p, u, v, s)T

heran
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∂tp+ u∂xp+ γp∂xu = A11∂xxp+ A12∂xxu (4.41a)

ρ∂tu+M−2∂xp+ ρu∂xu = A21∂xxp+ A22∂xxu (4.41b)

∂tv + u∂xv = A33∂xxv (4.41c)

∂ts+ u∂xs = A44∂xxs (4.41d)

Die Dissipationsterme in den Gleichungen 4.41 sollen dabei stellvertretend für eine Viel-
zahl von Verfahren stehen. Hope-Collins und Di Mare nutzen im Weiteren das Vorgehen
von Turkel in [7] und [11] zur Auslegung der künstlichen Dissipation (Bestimmung der
Dissipationskoeffizienten A11, A12,..., A44) einmal für reine Konvektion und ein weiteres
Mal für reine Akustik beiM → 0. Die Koeffizienten A33 und A44 sind für beide Skalierun-
gen O(M0). Fasst man die restlichen Koeffizienten in einer Matrix zusammen, ergibt sich
für die konvektive Skalierung die Matrix Ac und für die akustische Skalierung die Matrix
Aa.

Ac ∼ O



M−2 M0

M−2 M0


 , Aa ∼ O



M−1 M0

M−2 M−1




Indem Hope-Collins und Di Mare die beiden Skalierungen untersuchen, sind sie in der
Lage, eine richtige Skalierung für das gemischte Limit zu finden. Hierzu untersuchen sie
jeweils, wie sich die konvektive und akustische Skalierung eignen, um die Eigenschaf-
ten vom gemischten Limit (gefolgert aus einer asymptotischen Entwicklung) abzubilden.
Für die konvektive Skalierung folgt, dass der diagonale Diffusionsterm in der Druckglei-
chung zu groß ist, da dadurch eine effektive Dämpfung von Akustik resultiert. Die er-
höhte Druckdissipation wirkt aber gleichzeitig wie eine Brezzi-Pitkäranta Stabilisierung,
die Checkerboard Moden unterdrückt. Betrachtet man die akustische Skalierung, folgt,
dass der diagonale Diffusionsterm in der Geschwindigkeitsgleichung zu groß ist, und da-
mit Konvektion stark gedämpft wird. Um ein Verfahren zu erhalten, welches sowohl für
Konvektion als auch für Akustik geeignet ist, muss die Druckdissipation der akustischen
Skalierung Aa11 und Aa12 mit der Geschwindigkeitsdissipation des konvektiven Verfahrens
Ac11 und Ac12 gekoppelt werden. Für die Matrix mit den Dissipationskoeffizienten folgt
daraus

Am ∼ O



M−1 M0

M−2 M0
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Dieses Verfahren ist mit allen drei Limits Konvektion, Akustik und gemischt kompatibel
(und wird von Hope-Collins und Di Mare mit mixed diffusion benannt). Wie Hope-Collins
und Di Mare anhand einer asymptotischen Entwicklung zeigen, hängt die Dissipation des
konvektiven Druckes nur von A12 und die Dissipation der akustischen Geschwindigkeit
ausschließlich von A21 ab. Damit besteht hier eine reine Abhängigkeit von den nicht nicht-
diagonalen Dissipationskoeffizienten A12 und A21, weshalb diesen eine spezielle Bedeutung
zukommt. Insbesondere bei asymptotisch verschwindenden M → 0 nicht-diagonal Einträ-
gen kann dies zu Checkerboard-Moden und zur akustischen Instabilität führen.

Es besteht eine weitere Möglichkeit die künstliche Dissipation auszulegen. Diese beinhal-
tet ein adaptives Wechseln zwischen den einzelnen Skalierungen, je nachdem, welche am
sinnvollsten ist. Eine Möglichkeit ist es, in Abhängigkeit der Größe des Zeitschrittes zu
entscheiden, ob Akustik aufgelöst werden kann oder nicht. Dies kann abgeschätzt werden,
indem die akustischen Zeitskala τ ins Verhältnis gesetzt wird mit dem Zeitschritt ∆t.

τ

∆t
=

L

π∆tc̃
= Mu

Diese Vorgehensweise entspricht dem Verfahren von Potsdam, welches in Abschnitt 4.1.2
vorgestellt wurde. Bei ∆t > τ können akustische Wellen nicht aufgelöst werden und Mu

ist klein, wodurch die konvektive Skalierung des Roe-Turkel Verfahrens verwendet wird.
Wenn ∆t < τ gilt, können akustische Wellen aufgelöst werden und Mu ist groß. Dadurch
erhält man wieder die Druckdissipation des ursprünglichen Roe-Verfahrens. Infolge nimmt
die Dissipation die gemischte Skalierung an.

Auf Basis der hergeleiteten Skalierungen der künstlichen Dissipation schätzen Hope-
Collins und Di Mare den Spektralradius, welcher für die Stabilitätsgrenze bei expliziter
Zeitintegration und auf das Konvergenzverhalten bei impliziter Zeitintegration Einfluss
hat. Da Diffusionsmatrizen positiv (semi) definit sein müssen, lässt sich der Spektralradius
aus der Spur abschätzen

Spur(Ac) ∼ O(M−2), Spur(Aa) ∼ Spur(Am) ∼ O(M−1)

Bei der akustischen Skalierung und der gemischten Skalierung erhält man für die Spur die
gleiche Größenordnung wie der physikalische Spektralradius. Wodurch keine Änderung
der Stabilitätsgrenze resultieren sollte, bis auf einen konstanten Faktor. Die Spur der
konvektiven Skalierung unterscheidet sich um den Faktor M−1 von dem physikalischen
Spektralradius, womit die CFL-Grenze unter dem das Verfahren stabil ist, um eine Grö-
ßenordnung von M schneller abfällt als die physikalische CFL-Grenze. Dieses Verhalten
wurde bereits in Abschnitt für das Roe-Turkel Verfahren 4.1.3 verdeutlicht.
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Die in dieser Masterarbeit ausgewählten Roe-Modifikationen für Low Mach wurden nach
dem Kriterium der Beibehaltung der Stabilitätsgrenze vom ursprünglichen Roe Verfahren
gemustert. Dementsprechend ist zu erwarten, dass all diese Verfahren die gemischte Ska-
lierung aufweisen müssen. Dies wird später anhand einer 1D akustischen Welle numerisch
überprüft, neben den stationären Testfällen, die die Eignung auf Konvektion bestätigen
sollen.

Die bisherige Herleitung von Hope-Collins und Di Mare ist für die meisten Verfahren all-
gemein, da sie auf den kontinuierlichen Gleichungen mit künstlichen Dissipationstermen
beruht. Um die Ergebnisse speziell auf das Roe-Verfahren anzuwenden, transformieren
Hope-Collins und Di Mare die hergeleitete künstliche Dissipation auf das Roe-Verfahren
im Finite Volumen Kontext in konservativen Variablen. Das bringt sie auf die Formu-
lierung von Liu & Vinokur [14], welche bereits in dieser Arbeit benutzt wurde, um das
Roe-Verfahren anzugeben (Gleichung 2.10)

FRoe
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1

2
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∣∣∣Ũ
∣∣∣
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δU =
µ11

ρ̃ |ṽ|∆p+
U

|U |µ12∆Ũ (4.43)

δp =
U

|U |µ21∆p+ ρ̃ |ṽ|µ22∆U (4.44)

|ṽ| ist ein beliebiges Geschwindigkeitsmaß in der Größenordnung O(M0), welches für die
richtige Einheit der Terme sorgt. Die Dissipationskoeffizienten müssen für die einzelnen
Skalierungen die Größenordnungen wie in Tablle 4.1 aufgeführt annehmen, um die entspre-
chende Skalierung für die drei asymptotischen Limits Konvektiv, Akustik oder gemischt
zu erreichen.

Basierend darauf können Hope-Collins und Di Mare einen Vergleich und eine Einordnung
von Roe Modifikationen für niedrige Machzahlen vornehmen. In dieser Arbeit sollte sich
nur auf Anpassungsvorschläge, die die Stabilitätsgrenze von ursprünglichen Roe-Verfahren
beibehalten, fokussiert werden. Für weitere niedrig Mach Anpassungen und deren Ein-
ordnung sei daher auf Hope-Collins und Di Mare [5] verwiesen.

Hope-Collins und Di Mare erläutern in Weiterem die Bedeutung der nicht-diagonalen
Dissipationskoeffizienten. Gleichung 4.43 für δU und Gleichung 4.44 für δp enthalten den
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Konvektiv Akustik gemischt

µu O(M0) O(M0) O(M0)

µ11 O(M0) O(M) O(M)

µ12 O(M0) O(M0) O(M0)

µ21 O(M0) O(M0) O(M0)

µ22 O(M0) O(M−1) O(M0)

Tabelle 4.1: Größenordnung der einzelnen Dissipationskoeffizienten für die drei Skalie-
rungen der Dissipation

Term U
|U | = ±1. Mit diesem wird das Vorzeichen der nicht-diagonalen Dissipationskoeffizi-

enten festgelegt. Mit der Wahl wird sichergestellt, dass diese einen dissipativen Charakter
haben, zugleich aber auch negative Dissipationskoeffizieten möglich sind.

Anti-Diffusion ist solange tolerabel, solange die Dissipationsmatrix positiv (semi) definit
ist. Dies kann über die Determinante der Dissipationsmatrix bestimmt werden. Für die
Determinante muss gelten: µ11µ22− µ12µ21 ≥ 0, wobei gleich Null positiv semi definit ist.

Für asymptotisch diagonale und Dreiecksdissipationsmatrizen ist dies automatisch erfüllt.
Für die gemischt Konvektion/Akustik Skalierung verschwindet der Term µ11µ22 asympto-
tisch. Infolge muss der Term µ12µ21 entweder asymptotisch verschwinden oder negativ
werden, damit die Dissipationsmatrix nicht negativ definit und das Verfahren in Folge
instabil wird.

Alle vorgestellten Verfahren bis auf das Verfahren von Bruel et al. [2] erfüllen dies dadurch,
dass sie asymptotisch diagonal sind. In Folge haben diese Verfahren aber verschwindende
Dissipation auf dem konvektiven Druck und der akustischen Geschwindigkeit (wie oben
bereits erklärt). Dadurch resultiert die akustische Instabilität sowie eine Anfälligkeit für
Checkerboard Moden.

Bruel et al. [2] nutzen die nicht-diagonalen Dissipationskoeffizienten, um die in Folge der
akustischen Instabilität degradierte CFL-Zahl wieder auf die vom ursprünglichen Roe-
Verfahren zu heben. Damit positiv semi Definitheit gewährleistet ist, müssen allerdings
µ12 und µ21 umgekehrte Vorzeichen aufweisen. Welcher der beiden positiv und welcher
negativ ist, spielt dabei keine Rolle. Dadurch resultiert die freie Wahl vom Vorzeichen von
ε in dem LMAAP-Fix (Gleichung 4.40) und der damit einhergende Verlust von Galilean
Invarianz.
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5 Testfälle

Mit abgeschlossener Theorie sollen die Modifikationen anhand von Testfällen numerisch
untersucht werden. Die Fixes werden hierfür für explizite Zeitintegration in TRACE imple-
mentiert. TRACE ist ein dichtebasierter, hybrid strukturiert/unstrukturierter Multiblock
Löser. Zunächst wird die Stabilität der einzelnen Modifikationen numerisch bewertet, in-
dem die maximal erreichbare CFL-Zahl bestimmt wird. Anschließend wird die Machzahl-
unabhängigkeit der Lösung anhand einer stationären Profilumströmung bestätigt. Bevor
die Labyrinthdichtung als Turbomaschinentestfall dient, betrachten wir den Lid-driven
Cavity Testfall. Dieser kann als Vereinfachung der Strömung in einer Labyrinthdichtung
angesehen werden. Die Labyrinthdichtung als Turbomaschinenkavität bildet den finalen
stationären Testfall. Zuletzt wird mit einer viskosen Zylinderumströmung die Eignung für
transiente Berechnungen betrachtet.

Zur Lösung der stationären Testfälle kommt jeweils ein Pseudozeitschrittverfahren zum
Einsatz. Als räumliche Ordnung kommt eine Diskretisierung zweiter Ordnung zum Ein-
satz. Da eine stationäre Lösung gesucht wird, wird zeitlich erster Ordnung gerechnet.

5.1 CFL-Zahl Untersuchung

Zur Untersuchung der Stabilitätsgrenze wird eine eindimensionale akustische Sinuswelle
betrachtet, die in x-Richtung strömt. Diese wird auf eine Hintergrundströmung aufgege-
ben. Um einen eindimensionalen Testfall in TRACE zu imitieren, wird in Tiefenrichtung
eine Zelle verwendet, die mit spiegelnden Randbedingungen versehen wird. In y-Richtung
werden zwei Zellen mit periodischen Rändern verwendet. Im zweidimensionalen lässt sich
für diesen Testfall mit dem größten Eigenwert u + c in x-Richtung und c in y-Richtung
die Stabilitätsbedingung angeben als

CFL2D = CFLx + CFLy =
(u+ c)∆t

∆x
+
c∆t

∆y
≤ 1 (5.1)

Aus 5.1 lässt sich herleiten, wie in Abhängigkeit von ∆x, ∆y gewählt werden muss, damit
sich eine gewünschte CFL-Zahl in x-Richtung einstellt:
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∆y =
∆x

( 1
CFLx

− 1)(1 +M)
(5.2)

Mit diesem Zusammenhang wird die Ausdehnung des Rechengebietes in y-Richtung so
angepasst, dass sich eine CFL-Zahl in Strömungsrichtung von 0,99 einstellt. ∆x ergibt
sich aus der Ausdehung in x-Richtung von 0,5 m und 1000 äquidistante Zellen in x-
Richtung. Um eine akustische Welle zu erhalten, wird eine Druck- und Dichteschwankung
vorgegeben, die einer sich stromab bewegenden akustischen Welle mit einer Amplitude
von 0,07 Pa entspricht. Diese wird auf einen Hintergrunddruck von 101.325 Pa und einer
Hintergrundströmung mit einer Machzahl von 10−3 aufgegeben. Die Druckschwankung
wird dabei mittels der isotropen Beziehungen für diese Machzahl so klein gewählt, um
möglichst eine lineare Advektion zu gewährleisten. Andernfalls verformt sich die Welle
über die Zeit.

Die akustische Instabilität, die Bruel et al. [2] bei LMRoe und dem all Mach Roe Sche-
ma von Dellacherie bemängeln und die Hope-Collins und Di Mare [5] auf asymptotisch
verschwindende Dissipation auf der akustischen Geschwindigkeit zurückführen, kann die
Stabilität beeinträchtigen. Um der Welle Zeit zu geben, sich im Falle der akustischen
Instabilität aufzuschwingen, werden 100 Zyklen gerechnet. Um weiterhin ein Aufschwin-
gen zu begünstigen, sollte die Dissipation möglichst niedrig sein. Daher wird räumlich
und zeitlich Verfahren zweiter Ordnung verwendet. Die maximale CFL-Zahl soll bis auf
eine Auflösung von 0,01 genau für die verschiedenen Modifikationen bestimmt werden.
In Abschnitt 4.1.3 wurde bereits erwähnt, dass für Fälle von Mu > M beim Verfahren
von Potsdam et al. [24] sich eine höhere Stabilitätsgrenze als Roe-Turkel einstellen kann.
Dies soll hier gezeigt werden. Die Stabilitätsgrenze steigt mit Mu. Für Mu ≥ 1 erreicht
βu = 1 den Maximalwert. Daher wird Mu auf Eins gebracht, um die maximale CFL-Zahl
zu bestimmen. Abbildung 5.1.1 zeigt links die Sinuswelle für die höchstmöglich erreichte
CFL-Zahl (in x-Richtung). Rechts in Abbildung 5.1.1 ist am Beispiel von der APC Modi-
fikation verdeutlicht, wie die Lösung bei Überschreiten der maximalen CFL-Zahl instabil
wird.

Das Roe-Turkel Verfahren ist nicht in 5.1.1 aufgeführt. Dessen restriktive Stabilitätsgren-
ze wurde bereits in 4.1.3 dargestellt. Während sich das unmodifizierte Roe-Verfahren mit
CFL = 0, 97 sehr nahe am Maximum von 0,99 befindet, sind die maximalen CFL-Zahlen
der Modifikationen niedriger. Die LMAAP-Anpassung erreicht die zweithöchste CFL-Zahl,
bei der die Lösung stabil bleibt. Dabei zeigt sich mit CFLmax = 0, 86 für ε = −1 und
CFLmax = 0, 87 für ε = 1 nur eine sehr geringe Abhängigkeit vom Vorzeichen von ε.
Entgegen dem Ziel von Bruel et al. [2] wird aber ein Erreichen der CFL-Zahl von Eins
verfehlt. Dennoch ist die maximal erreichbare CFL-Zahl offenbar höher als bei den übri-
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Abbildung 5.1.1: Akustische Sinuswelle bei maximaler CFL-Zahl (links) und bei Über-
schreiten der maximalen CFL-Zahl (rechts) für verschiedene Low-
Mach Modifikationen

gen Modifikationen, wodurch sich die nicht-diagonalen Dissipationsterme gegenüber den
anderen Anpassungen positiv bemerkbar machen. Die restlichen Modifikationen erreichen
hier eine maximale CFL-Zahl von 0,77. Dies trifft auch für die instationäre präkondi-
tionierte Dissipation von Potsdam et al. [24] zu. Wie in Abschnitt 4.3 bereits erläutert,
handelt es sich beim Verfahren von Potsdam et al. [24] um ein adaptives Schema, welches
sich zwischen der konvektiven und der gemischten konvektiven/akustischen Skalierung der
Dissipation in Abhängigkeit von Mu bewegt. Für Mu = 1 wird die gemischte Skalierung
der Dissipation erreicht. Damit befindet sich die Stabilitätsgrenze wieder in derselben
Größenordnung wie die vom ursprünglichen Roe-Verfahren. Da über Mu rein die Druck-
dissipation beeinflusst wird, unterstreicht dies deren Bedeutung für die Stabilitätsgrenze.

Bruel et al. [2] zeigten mittels einer Von-Neumann-Stabilitätsanalyse, dass die Modifi-
kationen von Rieper (LMRoe) [28] und Dellacherie (all Mach Roe) [37] unter der einge-
schränkten Stabilitätsbedingung CFL < 0, 5 stabil seien. Dies kann hier nicht numerisch
bestätigt werden. Ein möglicher Grund ist eine zu hohe Dissipation in der Lösung.

Bei vielen praktischen Berechnungen liegt entweder reine Konvektion vor (z. B. statio-
nären Rechnungen) oder Konvektion ist gegenüber Akustik das dominierende Phänomen.
Da hier eventuell die akustische Instabilität keine oder nur eine sehr geringe Rolle spielen
könnte, soll untersucht werden, ob sich die Stabilität bei reiner Konvektion anders verhält.
Dazu soll statt der akustischen Welle eine Entropiewelle aufgegeben werden, mit Dichte-
schwankungen von ±0, 1 kg/m3 um eine Hintergrunddichte von 1, 293 kg/m3. Aufgrund
des höheren Rechenaufwands wird hier nur ein Durchgang der Welle durch das Rechen-
gebiet gerechnet. Abbildung 5.1.2 zeigt für die Modifikationen die höchste CFL-Zahl bei
der die Welle richtig wiedergegeben wird.
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Abbildung 5.1.2: Entropiewelle bei maximaler CFL-Zahl für verschiedene Low-Mach
Modifikationen

Für das unangepasste Roe-Verfahren hat sich die maximale CFL-Zahl geringfügig von
0,97 auf 0,96 gegenüber der Untersuchung mit der akustischen Welle reduziert. Bei der
LMAAP Modifikation ist die Reduktion größer. Von 0,87 bzw. 0,86 wird hier 0,83 erreicht.
Für die restlichen Low-Mach Anpassungen hat sich nichts verändert. Rechnet man mit
höheren CFL-Zahlen, werden die Rechnungen nicht instabil, aber die Welle wird zu stark
dissipiert. Dies wird in Abbildung 5.1.3 anhand der CFL-Zahlen 0,78 und 0,8 illustriert.
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Abbildung 5.1.3: Dissipation der Entropiewelle bei zu hoher CFL-Zahl für verschiedene
Low-Mach Modifikationen

Das Verfahren von Potsdam et al. [24] leidet offenbar schwächer an dem Defizit. Auffällig
ist, dass das unmodifizierte Roe-Verfahren kein Genauigkeitsdefizit aufweist, obwohl es
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sich hier um reine Konvektion handelt. Allerdings liegen auch keine Geschwindigkeits-
sprünge in der Lösung vor, die eine exzessive Dissipation hervorrufen könnten. Obwohl
reine Konvektion vorliegt, deutet sich aufgrund der Ähnlichkeit der CFL-Zahlen, bei denen
noch eine physikalische Lösung vorliegt, und den maximalen CFL-Zahlen, die mittels der
akustischen Sinuswelle ermittelt worden sind, eine Korrelation an.

Bei einer Entropiewelle sollten keine Druckschwankungen auftreten. Abbildung 5.1.4 zeigt
den Druckverlauf für CFL 0,77, 0,78 und 0,8 am Beispiel der Ergebnisse von LMRoe.
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Abbildung 5.1.4: Entstehung von Druckschwankungen bei zu hoher CFL-Zahl

Bei der CFL-Zahl von 0,77, bei der die Entropiewelle physikalisch korrekt wiedergegeben
wird, sind nahezu keine Druckschwankungen zu sehen. Bei den CFL-Zahlen von 0,78 und
0,8 bei der die Entropiewelle dissipiert, sind erhebliche Druckschwankungen erkennbar.
Die Ursache hierfür wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Eine denkbare Erklärung ist,
dass wie Guillard und Murrone [19] zeigten, mit einem Godunov bzw. Godunov-Typ Ver-
fahren immer eine akustische Komponente entsteht, selbst wenn reine Konvektion vorliegt.
Dies geschieht infolge der Abbildung auf stückweise konstante Werte mit Unstetigkeiten.
Die akustische Instabilität könnte in Folge das Aufschwingen dieser akustischen Welle ver-
ursachen. Die zu großen Druckstörungen könnten, wie in Abschnitt 3.3.2 erläutert, den
inkompressiblen konvektiven Anteil unterdrücken.
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5.2 NACA0012

Im Folgenden soll die Machzahlunabhängigkeit der Lösung untersucht werden. Dafür be-
dienen wir uns der 2D-Umströmung um ein NACA-0012 Profil. Beim NACA-0012 han-
delt sich um ein symmetrisches Profil. Der Verlauf des Druckbeiwertes über die Ober-
fläche sollte dabei bei niedrigen Machzahlen nahezu unabhängig von der Machzahl sein.
Zum Vergleich der Ergebnisse dienen uns die Referenzdaten von Gregory & O’Reilly [41].
Referenzdaten liegen für die Anstellwinkel 0°, 10° und 15° vor. Es sollen verschiedene
Machzahlen von 0,3 bis 0,0015 bei einer konstanten Reynoldszahl bezogen auf die Profil-
tiefe von drei Millionen gerechnet werden. Hierzu wird die Profiltiefe mit der Machzahl
angepasst. Die Profilumströmung wird voll-turbulent mit dem k − ω Turbulenzmodell
von Wilcox 1988 [42] gerechnet. Das Netz soll tendenziell grob gewählt werden. So kann
das Genauigkeitsproblem deutlicher veranschaulicht werden, da mit feinerem Gitter die
Dissipation abnimmt und somit bei entsprechend feinem Gitter das Genauigkeitsproblem
verschwinden würde. Als Netz wird ein strukturiertes Netz mit einer Zellenanzahl von
70152 verwendet. Dieses ist in Abbildung 5.2.1 zu sehen.

Abbildung 5.2.1: NACA-0012 Vernetzung

Für die Höhe der ersten Zelle am Profil wird ein y+ von 30 gewählt und eine Wandfunk-
tion verwendet. Da die Präkonditionierung die restriktive Stabilitätsbedingung aufweist,
wird diese implizit mit dem Euler-Verfahren gerechnet. Für die restlichen Modifikatio-
nen wird mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren gerechnet. Da mit anderen Limi-
ter Konvergenzprobleme hin zum stationären Zustand beobachtbar waren, kommt der
Minmod-Limiter zum Einsatz. Um den Einfluss der Randbedingungen zu minimieren, ist
der Fernfeldrand mindestens 50 Profiltiefen vom Profil entfernt. Für die Berechnungen
mit dem Roe-Turkel Verfahren wird K = 50 und Mref = 10−10 zur Bestimmung des
Präkonditionierungsparameters β verwendet.
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Abbildung 5.2.2: NACA-0012 mit Roe und Roe-Turkel als Riemannlöser

Mit abgeschlossener Beschreibung des Testfalls, soll im Folgenden auf die Ergebnisse ein-
gegangen werden. Abbildung 5.2.2 zeigt links die Ergebnisse vom Roe-Verfahren und
rechts für das Roe-Turkel Schema. Mit sinkender Machzahl wird beim Roe-Verfahren die
Lösung immer schlechter. Dies ist auf den Genauigkeitsdefizit zurückzuführen. Bereits bei
M = 0, 015 treten signifikante Abweichungen zur Referenzlösung auf. Beim Roe-Turkel
Schema verhält sich die Lösung nahezu Machzahl unabhängig und ist frei von unphysika-
lischen Oszillationen wie Checkerboard Moden. Die vorgestellten Ergebnisse beziehen sich
immer auf Null Grad Anstellwinkel. Es werden zwar Berechnungen mit 10° und 15° An-
stellwinkel durchgeführt, allerdings ist hier kein anderes Verhalten beobachtbar. Denkbar
wäre es, hier bereits bei höheren Machzahlen den Verlust der Genauigkeit zu beobach-
ten. Dies könnte bedingt durch Ablöseblasen, die lokal zu niedrigeren Machzahlen führen,
hervorgerufen werden. Allerdings konnten den Lösungen keine Ablöseblasen entnommen
werden. Auf Berechnungen mit höherem Anstellwinkel wird verzichtet, da hierfür keine
Referenzdaten mehr gegeben sind.

Im Weiteren wird überprüft, wie die Lösungsqualität der ausgewählten Modifikationen
ist. In Abbildung 5.2.3 sind die Ergebnisse für die Anpassungen LMRoe und LDRoe zu
sehen. Deren Ergebnisse ähneln stark der Lösungen der anderen Modifikationen, bis auf
das Verfahren von Bruel et al. [2], auf das später eingegangen wird. Für die Ergebnis-
se der restlichen Modifikationen sei daher auf den Anhang B verwiesen. Prinzipiell liegt
der Verlauf für alle Machzahlen bei den Referenzdaten. Allerdings sind bei den beiden
niedrigsten Machzahlen 0,015 und 0,0015 unphysikalische Schwingungen erkennbar, die
Checkerboard-Moden entsprechen. Diese werden immer ausgeprägter mit fallender Mach-
zahl. Das Auftreten dieser Moden entspricht der Prognose von Hope-Collins und Di Mare
[5], die für asymptotisch verschwindende nicht-diagonale Dissipationskoeffizienten die An-
fälligkeit für odd-even decoupling vorhersagen. Nur das LMAAP Verfahren von Bruel et
al. [2] stellt die nicht-diagonalen Dissipationsterme wieder her.
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Abbildung 5.2.3: NACA-0012 mit LMRoe und LDRoe als Riemannlöser
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Abbildung 5.2.4: NACA-0012 mit LMAAP mit ε = ±1 als Riemannlöser

Abbildung 5.2.4 zeigt die Ergebnisse für die LMAAP Modifikation für beide Möglichkei-
ten für ε = ±1. Bei ε = 1 (links in Abbildung 5.2.4) ist eine Diskrepanz zwischen dem
Druckverlauf auf der Ober- und Unterseite trotz des symmetrischen Profils bei symme-
trischer Anströmung erkennbar. Zudem treten Schwingungen im Verlauf auf. Die Lösung
ist damit unbrauchbar. Anders sieht es bei den Ergebnissen, die mit ε = −1 erzielt wer-
den, aus. Hier liegt eine Checkerboard Moden freie Lösung vor, die sich mit Ausnahme
der Hinterkante nahezu Machzahl unabhängig verhält. Die Hinterkante ist allerdings spitz
und kann daher zu numerischen Schwierigkeiten führen. Zudem hat sie nur geringfügige
Bedeutung für das Gesamtergebnis, weshalb sich dieser Thematik nicht länger gewidmet
wird.

Die CFL-Zahl Untersuchung hat gezeigt, dass das Verfahren von Potsdam et al. [24] für
Mu = 1 eine Stabilitätsgrenze erreicht, die in der gleichen Größenordnung wie die vom
Roe-Schema liegt. Damit ist es als Alternative zu Roe-Turkel für diese Arbeit interessant.
Für stationäre Berechnungen ist das Verfahren ausgelegt, dem Roe-Turkel Schema zu
entsprechen. Dessen restriktivere Stabilitätsgrenze ist in dieser Arbeit unerwünscht. Daher
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wirdMu künstlich auf Eins gesetzt. Abbildung 5.2.5 zeigt den Verlauf des Druckbeiwertes
bei einer Machzahl von 0,0015.
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Abbildung 5.2.5: NACA-0012 mit Potsdam mitMu = 1 als Riemannlöser,M = 0, 0015

Zu sehen ist, dass wie bei den meisten anderen Modifikationen wieder Checkerboard Mo-
den auftreten. Für Mu = 1 entspricht die Druckdissipation des Verfahrens von Potsdam
et al. [24] der des Roe-Verfahrens. Turkel [11] zeigte bereits, dass das Roe-Verfahren eine
zu geringe Druckdissipation neben der zu hohen Geschwindigkeitsdiffusion für Konvektion
bei M → 0 aufweist, welche zu Oszillationen führen kann. Damit liefert das künstliche
angepasste Verfahren ähnliche Ergebnisse wie die ausgewählten Modifikationen.

Die LMAAP-Modifikation ist die einzige Low-Mach Anpassung als Alternative zu Roe-
Turkel, die Checkerboard-Moden unterdrückt. Diese kann allerdings aufgrund der freien
Wahl von ε nicht uneingeschränkt empfohlen werden. Daher kommt die Frage auf, ob
sich nicht eine Abhilfe für die Checkerboard Moden der anderen Fixes realisieren lässt.
Es sollen zwei Ansätze betrachtet werden. Der erste Ansatz beruht auf der Momentum
Interpolation Methode, wie sie Li & Gu [6] verwenden. Ihre Low-Mach Anpassung namens
All-speed Roe reduziert gegenüber dem Standard Roe-Verfahren nicht nur die Geschwin-
digkeitsdiffusion, sondern zusätzlich die Druckdissipation, woraus eine starke Anfälligkeit
für Checkerboard resultiert. Daher schlagen Li & Gu [6] vor, den zentralen Fluss
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zu ersetzen mit
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worin Uf die Fluidgeschwindigkeit auf der Zellseite ist. Diese beinhaltet einen Drucksta-
bilisierungsterm.

Uf = nxuf + nyvf + nzwf =
1

2
(UL + UR)− c2

ρ∗u∗
(pR − pL) (5.5)

c2 ist eine Konstante, die aus Genauigkeitsgründen so klein wie möglich gewählt werden
sollte. Aus Stabilitätsgründen sollte sie allerdings auch größer als 0,04 gewählt werden.
ρ∗ und u∗ sind die Referenzgrößen, die zur Entdimensionalisierung im Code verwendet
werden. Abbildung 5.2.6 zeigt die Ergebnisse für verschiedene Werte für c2.
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Abbildung 5.2.6: LDRoe mit Momentum Interpolation Methode, M = 0, 0015.
Links Verlauf des Druckbeiwertes über normierte Profiltiefe, rechts
Vergrößerung

Es kann keine nennenswerte Reduktion der Checkerboard Moden erzielt werden.

Der zweite Ansatz zur Unterdrückung von Checkerboard Moden beruht auf dem Jameson-
Schmidt-Turkel Verfahren [43]. Dieses verfügt über einen Dämpfungsterm vierter Ord-
nung, welcher hochfrequente Oszillationen unterbinden kann. Dieser soll als zusätzliche
Dissipation neben der Dissipation der einzelnen Roe-Modifikationen berücksichtigt wer-
den. Damit nimmt der Dissipationsvektor folgende Form an

F d = FModifikation
d − ε(4)

i+ 1
2
,j

(Q
i+2,j
− 3Q

i+1,j
+ 3Q

i,j
−Q

i−1,j
) (5.6)

mit
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νi,j =
|pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j|
|pi+1,j|+ 2 |pi,j|+ |pi−1,j|

(5.7)

ε
(2)

i+ 1
2
,j

= κ(2)max(νi+1, νi,j) (5.8)

ε
(4)

i+ 1
2
,j

= max(0, κ(4) − ε(2)

i+ 1
2
,j

) (5.9)

Typische Werte für κ(2) und κ(4) sind

κ(2) = 1/4, κ(4) = 1/256

und werden hier benutzt. LDRoe wird zusammen mit dem Dämpfungsterm benutzt. Ab-
bildung 5.2.7 zeigt die Ergebnisse.
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Abbildung 5.2.7: LDRoe mit Jameson-Schmidt-Turkel vierte Ordnung Dämpfungs-
term, M = 0, 0015

Zu erkennen ist, dass die Oszillationen stark gedämpft werden. Allerdings trifft dies nicht
auf die Hinterkante zu. Hier kommt es zu einer starken Anfachung und der Verlauf ver-
schiebt sich leicht nach unten. Durch Variieren von κ(2) und κ(4) wird versucht, dies in
den Griff zu bekommen. Eine Reduktion der Oszillationen an der Hinterkante kann je-
doch nur mit Inkaufnahme von Oszillationen an anderer Stelle erzielt werden. Wie bereits
erwähnt, handelt sich um eine spitze Hinterkante. Weitere Rechnungen zeigen, dass die
Schwingungen auch bei einer abgerundeten Hinterkante auftreten.
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5.3 Lid-driven Cavity

Bevor sich dem finalen stationären Testfall gewidmet wird, soll der Lid-driven Cavity
Testfall betrachtet werden, der als vereinfachter Testfall für eine Turbomaschinenkavi-
tät angesehen werden kann. Der Testfall besteht aus einem zweidimensionalen quadra-
tischen Rechengebiet mit einer Seitenlänge von l = 0.01481057 m. Die Oberseite bildet
eine bewegte Wand, die sich mit 1 m/s nach links bewegt. Die weiteren Seiten bilden
starre Wände. Bei einer Temperatur von 300 K stellt sich eine Reynoldszahl von 1000
bezogen auf die Seitenlänge und die Wandgeschwindigkeit, ein. Die Strömung ist dabei
laminar. Abbildung 5.3.1 zeigt die strukturierte kartesische Vernetzung, die aus 19200
Zellen besteht. In Tiefenrichtung werden drei Zellen verwendet. Die Wände werden als
Low-Reynolds behandelt. Für die Bestimmung des stationären Präkonditionierungspara-
meters β im Roe-Turkel Verfahren wird K = 1 und Mref = 10−5 verwendet. Es wird kein
Limiter verwendet.

Abbildung 5.3.1: Lid-Driven Cavity Vernetzung

Nach abgeschlossener Beschreibung des Testfalls, wird im Weiteren auf die Ergebnisse
eingegangen. Abbildung 5.3.2 zeigt die Kavität. Links in Abbildung 5.3.2 ist die Lösung
mittels des Roe Verfahrens zu sehen. Rechts ist die Lösung mit LMRoe dargestellt. Die Lö-
sung mit LMRoe steht stellvertretend für die Lösung mit allen Modifikationen, bei denen
der Plot nahezu identisch ist. Die Lösung mit dem Roe-Verfahren unterdrückt die beiden
kleinen Wirbel in der linken und rechten unteren Ecke. Zudem wird das Wirbelzentrum
des großen Wirbels falsch vorhergesagt. Durch Erturk et al. [44] liegen Referenzdaten
vor für die Geschwindigkeitprofile an den Querschnitten bei x = l/2 und bei y = l/2.
Abbildung 5.3.3 zeigt die berechneten Geschwindigkeitsverläufe an diesen Querschnitten.
Der Genauigkeitsdefekt des Roe-Verfahrens ist wieder erkennbar. Ansonsten werden von
allen Modifikationen die Referenzdaten sehr gut getroffen, mit nur geringeren Abweichun-
gen, wie die Vergrößerung unten in Abbildung 5.3.3 zeigt. Die leichten Sprünge in der
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Abbildung 5.3.2: Stromlinien Lid-driven Cavity. Links Roe Verfahren. Rechts LMRoe
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Abbildung 5.3.3: Geschwindigkeitsprofile Lid-driven Cavity bei x = l/2 und bei y = l/2

Lösung sind Artefakte der Extraktion der Daten mit Tecplot. Gegenüber der Profilum-
strömung produziert LMAAP mit unterschiedlichem Vorzeichen für ε hier nahezu keine
Asymmetrie zwischen den Lösungen.

Bei diesem Testfall können keine Checkerboard Moden beobachtet werden. Ein möglicher
Grund könnte im Zusammenhang mit dem regulären kartesichen Gitter stehen, wofür
Rieper [28] bei seiner Anpassung mathematisch Checkerboard Moden ausgeschlossen hat.
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5.4 Labyrinthdichtung

Als letzten stationären Testfall wird eine relevante Turbomaschinenkavität betrachtet. Es
soll eine Labyrinthdichtung gerechnet werden. Der Aufbau wird durch Abbildung 5.4.1
illustriert.

The test rig used is shown in Fig. 2. The casing holds the
seal stator, the bearing chamber, and the pre-swirl generator. The
walls of the casing at the seal position are insulated with silicon
foam inlays. Measurements based on the temperature gradient
method (compare Willenborg et al. [3]) showed, that the heat loss
through the stator wall is two orders of magnitude smaller than
the heat generated in the seal. The rotor consists of TiAl with
low heat conductivity (k ≈ 7.3W/m·K) thus minimizing the heat
transfer from the rotor walls to the fluid. An additional insulation
to minimize the rotor heat entrainment could not be installed,
because the rotational speeds established lead to accelerations of
up to 35000g at the rotor surface.

The rotor disk was designed for a maximum rotational speed
of nmax = 11000min−1. With an average seal radius of R =
0.253m high tangential velocities up to vt,max = 300 m/s could
be reached. The rotor was directly driven by a 38kW electrical
motor with a maximum rotational speed of n = 14000min−1. A
torque meter was used to control the rotor acceleration. Addi-
tionally, data like bearing temperatures and vibrations were mea-
sured to keep a safe distance to the operating limits of the test rig.
Due to the use of high precision hybrid ball bearings such high
rotational speeds were reached with grease without the need for
oil cooling (see Fig. 2). However, at high pressure ratios the bear-
ing temperatures were higher than expected and only few hours
of continuous measurements were risked. At low seal pressure
ratios there was no such restriction. An additional air supply
at the bearing chamber was adjusted such that the pressure dif-
ference across the bearing chamber became zero and the overall
mass flow balance was preserved.

The air was supplied by compressors at a maximum flow rate
of 0.5 kg/s, a maximum pressure of 105 Pa, and at an inlet temper-
ature of 300K. After cooling and drying, the air mass flow was
metered by orifice meters of different diameters with a measuring
range from 50 g/s to 500 g/s. The orifices were designed accord-
ing to DIN EN ISO 5167 with a maximum uncertainty of ±1.5%
of the current reading.

Fig. 3 shows a three-dimensional view of the pre-swirl gen-
erator to demonstrate the principle. In the pre-swirl generator the
inlet mass flow was divided through axial and tangential nozzles.
The axial nozzles provided inlet conditions without inlet swirl.
Any percentage of the flow could be led through the tangential
nozzles to provide a variable pre-swirl. The settling chambers for
the axial and tangential inlet nozzles are also indicated in Fig.2.
The symmetric design of the complete test rig allowed an easy
change of the flow direction to investigate convergent and diver-
gent seal types. At the seal outlet the tangential nozzles were
closed and the flow left the rig through the axial nozzles.

In Fig. 4 the main geometric parameters of the investigated
seal are defined. The pressure ratio across the labyrinth seal
could be adjusted from π = 1.01 to π = 1.8 with valves down-
stream of the orifice meters. The back-pressure of the seal was
controlled by an additional valve. An elevated pressure level of
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Figure 4. Labyrinth seal geometry (arrow indicates convergent flow) and
optical accessibility

pstat,out = 2 · 105 Pa prevented air ingress into the seal inlet and
outlet due to the pumping boundary layer at the rotating disk.
Only with effective radial seals as indicated in Fig. 2 a defined
swirl at the seal inlet and outlet could be adjusted and measured
independently of rotational speed and pressure ratio. The mass
flow rate through the radial seals was measured by hot film sen-
sors. Additionally, the radial seals allowed controlling the axial
bearing load.

Unfortunately, there is a trade-off between the radial seals
being necessary to ensure exact boundary conditions of the flow
and at the same time being a source of heat that is conducted to
the rotor surface. Thermocouples were placed on the stator walls
of the radial seals to allow for an approximate calculation of the
heat conduction through the rotor. Based on these measurements
for Re = 10000 the maximum parasitic heat entrainment through
the rotor could reach 20% of the total temperature difference
measured across the seal. This value strongly depends on the seal
mass flow due to the different temperature levels reached and for
Re = 20000 the estimated parasitic heat entrainment reduces to
10% maximum. In order to measure the total temperature differ-
ence the absolute seal size had to be chosen as small as possible
(see Eq. 4). This way the measurement uncertainty of the to-
tal temperature probes is minimized. For LDV-measurements a
larger geometry would have been advantageous. An additional
restriction was given by the similarity laws because they only
allow scaling the geometry from laboratory to real engine con-
ditions at certain operating conditions (see Denecke et al. [8]).
The seal geometry was enlarged by a factor of two from a typical
engine standard. Therefore, the physical conditions in the test
rig corresponded to take-off conditions in an engine. The overall
seal size and operating conditions were chosen as a compromise
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Abbildung 5.4.1: Aufbau der Labyrinthdichtung [4]

Die Unterseite wird als Rotor modelliert mit einer Umlaufgeschwindigkeit von Ω = 200π

rad/s (6000 rpm) und einem mittlerem Durchmesser Rave von 0.253 m. Die obere Seite
bildet eine starre Wand. Je nach Strömungsrichtung gibt es zwei Konfigurationen: kon-
vergent und divergent. Bei der konvergenten Konfiguration wird von links eingeströmt
und an der rechten Seite befindet sich der Auslass. Beim divergenten Aufbau ist dies
umgekehrt. Zwei dimensionslose Kenngrößen dienen zur Charakterisierung der Strömung:
die axiale Reynoldszahl und die Swirlgeschwindigkeit. Die axiale Reynoldszahl ergibt sich
zu Reaxial = ṁ/(µmπRave). ṁ ist der Massenstrom und µm die mittlere Viskosität. Am
Einströmrand soll die axiale Reynoldszahl 10.000 betragen. Um dies umzusetzen, wird
alle 4000 Iterationen der Wert für den total Druck am Einlass korrigiert, während der
Druck am Auslass konstant bei 2 bar liegt. Die Swirlgeschwindigkeit bestimmt sich zu
UΘ = w/(ΩRave). Diese bezeichnet die Geschwindigkeitskomponenten des Fluids in Um-
fangsrichtung des Rotors und soll UΘ = 0, 3ΩRave am Einlass betragen. Um dies zu
gewährleisten, wird alle 4000 Iterationen der Winkel αθ kontrolliert, welcher die Ausrich-
tung zwischen axial (0°) und in Umfangsrichtung (90°) beschreibt. Es kommt wieder der
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Minmod-Limiter zum Einsatz. Als Turbulenzmodell wird das k − ω Modell von Menter-
SST 2003 verwendet [45]. Die Wand wird als Low-Reynolds gehandhabt. Für die axiale
und die Swirlgeschwindigkeit an den Querschnitten bei 17,5 mm und 22,5 mm entfernt
vom Einlass liegen durch die Arbeiten von Denecke et al. [4] experimentelle Referenzdaten
für beide Konfigurationen vor.

Abbildung 5.4.2 zeigt die Vernetzung anhand der divergenten Rechnung.

Abbildung 5.4.2: Labyrinthdichtung Vernetzung. Oben Gesamt, unten Vergrößerung
Ausschnitt

Das Netz besteht aus 149658 Zellen, wobei in Tiefenrichtung drei Zellen verwendet wer-
den. Da die meisten Roe-Anpassungen bisher ein sehr ähnliches Verhalten gezeigt haben,
soll die Labyrinthdichtung nur noch mit wenigen ausgewählten Modifikationen gerech-
net werden. Neben dem ursprünglichen Roe-Verfahren und dem Roe-Turkel Verfahren
als Vergleich, wird das LMAAP-Verfahren, aufgrund seiner Besonderheit mit den nicht-
diagonalen Dissipationsterme, verwendet, sowie APC-Roe und L2Roe als Vertreter der
Verfahren mit asymptotisch verschwindenden Diagonaleinträgen. Für die Bestimmung des
stationären Präkonditionierungsparameters β im Roe-Turkel Verfahren wird K = 1 und
Mref = 10−10 verwendet. Mit der LMAAPModifikation werden wieder zwei Berechnungen
durchgeführt, jeweils mit umgekehrten Vorzeichen für ε. Aufgrund der restriktiveren Sta-
bilitätsgrenze beim Roe-Turkel Verfahren wird mit diesem implizit gerechnet. Hier erfolgt
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die Anpassung der Kontrollgrößen zur Umsetzung der gewünschten axialen Reynoldszahl
und dem Swirl am Einlass alle 1000 statt alle 4000 Iterationen.

Nach abgeschlossener Beschreibung des Testfalls, wird im Weiteren auf die Ergebnisse ein-
gegangen. Zunächst soll betrachtet werden, wie gut die Rechnungen konvergieren. Dazu
soll der Verlauf der axialen Reynoldszahl, des Swirls und des Druckverhältnisses zwischen
Ein- und Auslass über die Iterationen dienen. Abbildung 5.4.3 zeigt dies für den konver-
genten Aufbau und Abbildung 5.4.4 für den divergenten Aufbau.
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Abbildung 5.4.3: Konvergenzverhalten verschiedener Riemannlöser beim Labyrinth-
dichtung Testfall für den konvergenten Aufbau
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Abbildung 5.4.4: Konvergenzverhalten verschiedener Riemannlöser beim Labyrinth-
dichtung Testfall für den divergenten Aufbau

Über die Iterationen hinweg schwingen beide Größen. Um eine Einordnung zu erhalten,
um welchen Wert die Größen im Mittel schwanken, ist der Mittelwert der letzten eine
Million Zeitschritte in Tabelle 5.1 angegeben. Weder im konvergenten, noch im divergen-
ten Fall werden eine Reynoldszahl von 10000 und eine Swirlgeschwindigkeit von 0,3 am
Einlass getroffen. Dass Konvergenzprobleme auftreten, kann auch an Rückströmungen am
Auslass liegen, wie in 5.4.6 an den Stromlinien zu erkennen ist. Die Schwingungen fallen
dabei bei Roe, L2Roe, APC und Roe-Turkel moderat aus. Bei LMAAP sind die Schwin-
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axiale Reynoldszahl [-] Swirlgeschwindigkeit [-]

Löser konvergent divergent konvergent divergent

Roe 10156.23 10146.20 0.2905 0.2905

Roe-Turkel 10102.46 10124.08 0.2905 0.2905

L2Roe 10107.55 10101.62 0.2905 0.2905

APC 10109.46 10104.08 0.2905 0.2905

LMAAP mit ε = 1 10176.48 10170.74 0.2906 0.2907

LMAAP mit ε = −1 10462.37 10782.18 0.2954 0.3054

Tabelle 5.1: Mittelwert für axiale Reynoldszahl und Swirlgeschwindigkeit über die letz-
ten 106 Zeitschritte

gungen erheblich größer, insbesondere bei ε = −1. Somit liegt ein erheblicher Einfluss des
Vorzeichens von ε auf das Konvergenzverhalten vor. Schwingungen in den beiden Größen
könnten sich auf die Geschwindigkeitsverläufe an den beiden Querschnitten auswirken.
Um den Einfluss auf die Geschwindigkeitsverläufe zu untersuchen, wird daher der gemit-
telte Geschwindigkeitsverlauf über die letzten 2,5 Millionen Iterationen gebildet und die
Standardabweichung bestimmt. Damit kann der Bereich, in dem sich die Geschwindig-
keitsverläufe bewegen während die axiale Reynoldszahl und die Swirlgeschwindigkeit am
Einlass schwanken, eingegrenzt werden. Abbildung 5.4.5 zeigt die Ergebnisse.

Die Bandbreite, in denen sich die Geschwindigkeitsverläufe in den letzten 2,5 Millionen
Iterationen bewegen, ist größenteils sehr gering. Daher wird davon ausgegangen, dass die
Schwingungen in axialer Reynoldszahl und der Swirlgeschwindigkeit geringen Einfluss auf
die Lösung haben. Es gibt teils große Abweichungen zwischen den Referenzdaten und
der numerischen Lösung, unabhängig von der verwendeten Flussfunktion. Die genaue
Ursache hierfür bleibt unklar. In der Literatur zeigt sich, dass der Testfall sehr sensitiv
für RANS Simulationen sind. So zeigen Tyacke et al. [46], dass das Turbulenzmodell
erheblichen Einfluss auf die Lösung hat. In dieser Arbeit soll es jedoch um die Unterschiede
in den Lösungen zwischen den einzelnen Modifikationen gehen, weshalb die Abweichung
zu den Messdaten nicht länger beleuchtet wird. Weiterhin fällt auf, dass die Abweichung
der Lösung vom Roe-Verfahren sich weniger stark von der Lösung der Modifikationen
unterscheidet als es bei vorherigen Testfällen der Fall ist. Dies ist zu erklären, wenn man
die Machverteilung betrachtet. Siehe hierzu Abbildung 5.4.6.

Die Lösung aus Abbildung 5.4.6 wurde mittels APC-Roe berechnet. Da nur stellenweise
sehr niedrige Machzahlen auftreten, ist die Nähe der Lösungen zueinander nicht über-
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Abbildung 5.4.5: Geschwindigkeitsprofile Labyrinthdichtung bei x = 17, 5 mm und x =
22, 5 mm

raschend. Abgesehen von Checkerboard Moden sind die betrachteten Ergebnisse beim
NACA0012 Testfall und der Lid-driven Cavity nahezu identisch. Hier zeigen sich im Kon-
vergenzverhalten und in den Geschwindigkeitsprofilen leichte Abweichungen. Beim Ver-
gleich der beiden Lösungen von LMAAP fällt insbesondere bei der Swirlgeschwindigkeit
an beiden Querschnitten auf, dass sich die Lösungen je nach Vorzeichen von ε stark unter-
scheiden können. Dies tritt an Stellen auf, bei der die Machzahl nicht besonders niedrig ist,
d. h. die Low-Mach Anpassung nur geringfügig greifen sollte. Die Wahl von ε = 1 erweist
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Abbildung 5.4.6: Machverteilung in der Labyrinthdichtung, Lösung mittels APC-Roe

sich bei diesem Testfall als bessere Wahl, und ist damit genau umgekehrt zur bevorzugten
Wahl bei der Profilumströmung von NACA0012. Somit exisitiert eine Fallabhängigkeit,
welches Vorzeichen ε in der LMAAP Modifikation annehmen soll.
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5.5 viskose Zylinderumströmung

Als letzter Testfall soll eine instationäre Zylinderumströmung betrachtet werden. Abbil-
dung 5.5.1 zeigt die Vernetzung.

Abbildung 5.5.1: Zylinder Vernetzung (links Gesamt, rechts Vergrößerung)

Diese besteht aus 16384 Zellen. In Tiefenrichtung wird eine Zelle verwendet. Als Limi-
ter wird Van Albada Square verwendet. Für die Zeitintegration kommt ein explixites
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung zum Einsatz. Die Wand wird als Low-Reynolds
behandelt. Die Reynoldszahl bezogen auf den Zylinderdurchmesser von 0,0043 m beträgt
100 und am Fernfeldrand wird eine Machzahl von 10−3 vorgegeben. Bei dieser Reynolds-
zahl bleibt die Umströmung laminar. Ziel dieser Untersuchung ist, zu überprüfen, wie
gut die Ablösefrequenz getroffen wird. Die Strouhal-Zahl beträgt 0,1648 [47]. Damit er-
gibt sich eine Ablösefrequenz von 13, 034 Hz. Dieser Testfall wird wie der Testfall zur
Labyrinthdichtung nicht mehr mit allen Modifikationen gerechnet. Der LMAAP-Fix wird
nicht länger berücksichtigt, aufgrund seiner freien Wahl von ε und dem damit verbundenen
Einfluss auf die Ergebnisse, welche die vorherigen Testfälle gezeigt haben. Es werden Be-
rechnungen mit APC-Roe, all Mach Roe, L2Roe, LDRoe, Roe-Turkel, Potsdam und dem
ursprünglichen Roe-Verfahren durchgeführt. Für die Bestimmung des stationären Prä-
konditionierungsparameters β im Roe-Turkel Verfahren wird K = 3 und Mref = 10−10

verwendet. Als charakteristische Größe L für die Bestimmung des instationären Präkondi-
tionierungsparameters βu für das Verfahren von Potsdam et al. [24] wird der Durchmesser
des Zylinders verwendet. Roe, Roe-Turkel und Potsdam werden um Rechenaufwand zu
sparen implizit gerechnet. Für die weiteren Modifikationen liegt nur eine explizite Imple-
mentierung vor. Mit Potsdam wird zudem explizit gerechnet, um einen Vergleich zwischen
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der impliziten und expliziten Lösung zu haben. Es werden einige Perioden gerechnet und
das Zeitsignal für die Auftriebskraft FL mittels diskreter Fourier-Transformation zerlegt.
Hierfür werden die letzten sechs Perioden verwendet. Abbildung 5.5.2 zeigt das Zeitsignal
und das dazugehörige Spektrum. Das Spektrum zeigt, welche Frequenzen mit welchen
Fourierkoeffizienten |F̂L| im Signal enthalten sind.
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Abbildung 5.5.2: Zeitsignal der Auftriebskraft (links) und Spektrum der Ablösefre-
quenz (rechts) für implizite Rechnungen (oben) und explizit (unten)

Die exzessive Dissipation des Roe-Verfahrens unterdrückt die Instationarität vollständig.
Zwischen den einzelnen Low-Mach Modifikationen gibt es nur geringfügige Unterschiede.
Alle Low-Mach Anpassungen liefern eine Ablösefrequenz zwischen 12,9 und 13 Hz und
liegen damit sehr nahe an der experimentellen Referenz von 13,034 Hz. Zwischen der expli-
ziten und impliziten Berechnung mit Potsdam treten nur sehr geringfügige Unterschiede
auf. Für diesen Testfall kann eine Eignung für instationäre Berechnungen bestätigt wer-
den.
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6 Zusammenfassung und
Schlussbemerkungen

Zunächst wurde der Genauigkeitsverlust des Roe Verfahrens in dieser Arbeit untersucht.
Eine Übersicht der Literatur hat gezeigt, dass dafür die numerische Dissipation verant-
wortlich ist, insbesondere eine zu hohe Geschwindigkeitsdissipation.

Bisher wurde in TRACE das Roe-Turkel Verfahren verwendet, um den Genauigkeitsde-
fekt zu beheben. Gegenüber dem Roe Verfahren ist die Stabilitätsgrenze vom Roe-Turkel
Verfahren um eine Machpotenz restriktiver. Damit ist es für explizite Berechnungen bei
niedrigen Machzahlen ungeeignet. Zudem wird die Konvergenzgeschwindigkeit in implizi-
ten Lösern beeinflusst.

Es wurden Modifikationen aus der Literatur ausgewählt, die keine restriktivere Stabili-
tätsgrenze aufweisen. Auf Basis der Arbeiten von Hope-Collins und Di Mare [5] wurde
gezeigt, dass die ausgewählten Modifikationen für gemischt akustisch / konvektive Strö-
mungen wieder eine korrekte Skalierung der numerischen Dissipation herbeiführen. Das
Roe-Turkel Schema hingegen verhindert nur den Genauigkeitsdefizit für rein konvektive
Strömungen. Bei der gemischten Skalierung hängt die Dissipation für den konvektiven
Druck und die akustische Geschwindigkeit von nicht-diagonalen Dissipationstermen ab.
Daher kommen den nicht-diagonalen Dissipationstermen eine spezielle Bedeutung zu. Nur
das LMAAP-Verfahren von Bruel et al. [2] weist nicht asymptotisch verschwindende nicht-
diagonale Dissipationsterme auf. Aufgrund der eingeschränkten Freiheit diese zu wählen,
existiert eine freie Wahl für das Vorzeichen von ε = ±1 in den beschreibenden Gleichun-
gen dieser Low-Mach Anpassung. Aufgrund der freien Wahl ist die Anpassung allerdings
nicht Galilean Invariant. Diese verschwindenden nicht-diagonal Einträge machen die an-
deren Modifikationen anfällig für Checkerboard Moden und eine reduzierte Stabilität.

Die Stabilitätsgrenze ist das ausschlaggebende Kriterium für die Auswahl von Low-Mach
Modifikationen in dieser Arbeit. Daher wurde zunächst anhand einer eindimensionalen
akustischen Sinuswelle die maximal erreichbare CFL-Zahl bestimmt. Hier zeigt sich, dass
das LMAAP Verfahren mit CFLmax = 0, 86 und die restlichen Modifikationen mit CFL
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CFLmax = 0, 77 unter der Stabilitätsgrenze CFLmax = 0, 96 vom Roe-Verfahren liegen.
Dennoch ist die Stabilitätsgrenze erheblich höher als beim Roe-Turkel Verfahren.

Weiterhin wurde eine stationäre Profilumströmung um ein NACA0012 Profil betrachtet.
Durch Machzahlvariation wurde die nahezu machzahlunabhängige Lösungsqualität der
Modifikationen bestätigt. Allerdings treten Checkerboard Moden mit kleiner werdender
Machzahl auf. Nur der LMAAP Fix ist in der Lage diese zu unterdrücken für ε = −1. Für
ε = 1 resultiert eine unbrauchbare Lösung. Mithilfe der Momentum Interpolation Methode
und des Dämpfungsterm vierter Ordnung des Jameson-Schmidt-Turkel Verfahren wurde
versucht die Checkerboard Moden zu unterdrücken. Die Checkerboard Moden konnten
jedoch mit diesen Methoden nicht vollständig unterdrückt werden.

Als erste Näherung an Turbomaschinen Kavitäten, wurde der Lid-driven Cavity Testfall
gerechnet. Hier zeigte sich für die Low-Mach Modifikationen eine gute Übereinstimm-
mung mit den Referenzdaten. Gegenüber den anderen Testfällen ist hier die Lösung vom
LMAAP-Verfahren nahezu unabhängig vom Vorzeichen von ε.

Als letzter stationärer Testfall wurde eine realistische Labyrinthdichtung gerechnet. Ge-
genüber den akademischen Testfällen NACA0012 und der Lid-driven Cavity zeigte sich,
dass die Ergebnisse der einzelnen Modifikationen nicht mehr nahezu identisch sind, son-
dern leichte Abweichungen auftreten. Beim LMAAP Verfahren zeigte sich eine deutliche
Abhängigkeit von ε im Konvergenzverhalten und in den Ergebnissen. Zudem ist das zu
empfehlende Vorzeichen für ε umgekehrt zur Profilumströmung.

Zuletzt wurde sich einem instationären Testfall gewidmet. Es wurde eine viskose Zylin-
derumströmung betrachtet. Die exzessive Dissipation des Roe Verfahrens unterdrückt die
Instationarität vollständig. Die betrachteten Modifikationen liefern eine Wirbelablösefre-
quenz, die sehr nahe an der experimentell bestimmten Frequenz liegt. Die Eignung für
instationäre Berechnungen kann für diesen Testfall bestätigt werden.

Festhalten lässt sich, dass obwohl alle vorgestellten Modifikationen die Stabilitätsgrenze
im Vergleich zu Roe-Turkel deutlich verbessern, kann keine der Modifikationen unein-
geschränkt empfohlen werden. Bis auf das LMAAP Schema sind die ausgewählten Ver-
fahren sowohl von der Methodik als auch von der Ergebnisqualität sehr ähnlich. Bis auf
das LMAAP Verfahren waren alle Modifikationen anfällig für Checkerboard Moden. Mit
seiner freien Wahl von ε ist das LMAAP Schema nicht Galilean Invariant. Das Vorzei-
chen von ε kann erheblichen Einfluss auf die Ergebnisse haben, und welches Vorzeichen
empfehlenswert ist, ist fallabhängig. Trotz der restriktiveren Stabilitätsgrenze wird zu ei-
ner weiteren Verwendung des Roe Turkel Verfahrens geraten, da nur diese Modifikation
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in den hier betrachten Testfällen uneingeschränkt gute Lösungsqualität ermöglicht hat.
Bedacht werden sollte jedoch, dass nur die viskose Zylinderumströmung als instationärer
Testfall in dieser Arbeit betrachtet wurde. Bei anderen Testfällen könnte die Eignung von
Roe-Turkel eingeschränkt sein. Zwar gibt es die instationäre Variante nach Potsdam et al.
[24]. Wie in dieser Arbeit gezeigt, kann diese jedoch Checkerboard Moden verursachen.
In einer zukünftigen Arbeit könnte dies genauer beleuchtet werden.

In dieser Arbeit konnten nur beim NACA0012 Testfall Checkerboard Moden beobachtet
werden. Der genaue Mechanismus hinter dem odd-even decoupling bleibt in dieser Arbeit
unverstanden. Beim Versuch die Checkerboard Moden in den Griff zu bekommen, könnte
es hilfreich sein, genauer nachzuvollziehen, wann Checkerboard Moden auftreten und wann
nicht.

Der LMAAP Fix hat gezeigt, dass die Checkerboard Moden prinzipiell unterdrückt werden
können. In einer zukünftigen Arbeit könnte versucht werden, nur mit dem nicht-diagonalen
Dissipationsterm zu arbeiten, der für die Dissipation des konvektiven Druckes verantwort-
lich ist. Sofern der andere nicht-diagonale Dissipationsterm asmyptotisch verschwindet,
wäre positiv semi Definitheit der Dissipationsmatrix gewährleistet. Die reduzierte CFL-
Zahl könnte in Kauf genommen werden, da die Stabilitätsgrenze dennoch erheblich höher
als bei Roe-Turkel wäre.

Des Weiteren ist eine implizite Implementierung der Modifikationen offen. Mit einer im-
pliziten Implementierung könnte der Einfluss der erhöhten Stabilitätsgrenze der Modifi-
kationen gegenüber Roe Turkel auf die Konvergenzgeschwindigkeit untersucht werden.

Eine zukünftige Arbeit könnte zudem betrachten, ob sich die iterative Präkonditionierung
mit den ausgewählten Modifikationen koppeln lässt.
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A Matritzen für Roe-Turkel und
Potsdam in konservativen
Variablen

Die Inverse der Präkonditionierungsmatrix vom Roe-Turkel Verfahren ist [48]:

P−1 = I +

1
β2 − 1

c2




A1 A2 A3 A4 A5

uA1 uA2 uA3 uA4 uA5

vA1 vA2 vA3 vA4 vA5

wA1 wA2 wA3 wA4 wA5

HA1 HA2 HA3 HA4 HA5




mit:

H = et +
p

ρ
, A1 = (γ − 1)(q2 − et), A2 = −(γ − 1)u, A3 = −(γ − 1)v,

A4 = −(γ − 1)w, A5 = (γ − 1)

Die Kopplungsmatritzen für das Verfahren von Potsdam et al. [24] lassen sich in konser-
vative Variablen angeben als:

a0 =
γ

c̃2
, a1 = a0

1

2
(γ − 1)(ũ2 + ṽ2 + w̃2), a2 = −a0(γ − 1)ũ

a3 = −a0(γ − 1)ṽ, a4 = −a0(γ − 1)w̃, a5 = a0(γ − 1)
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Lp =




a1 a2 a3 a4 a5

ua1 ua2 ua3 ua4 ua5

va1 va2 va3 va4 va5

wa1 wa2 wa3 wa4 wa5

Ha1 Ha2 Ha3 Ha4 Ha5




LvT =




−a1 + 1 −a2 −a3 −a4 −a5

−ua1 −ua2 + 1 −ua3 −ua4 −ua5

−va1 −va2 −va3 + 1 −va4 −va5

−wa1 −wa2 −wa3 −wa4 + 1 −wa5

−Ha1 −Ha2 −Ha3 −Ha4 −Ha5 + 1
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B Druckbeiwertverläufe für
ausgewählte Modifikationen
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