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Kurzfassung

Das Roe Schema ist eines der weitverbreitetsten Abwind-Verfahren. Es liefert gute Ergeb-
nisse fiir transsonische Stromungen und bei der Auflésung von Grenzschichten. Allerdings
leidet es unter einem Verlust von Genauigkeit infolge von exzessiver numerischer Dissipati-
on bei niedrigen Machzahlen. In TRACE ist daher eine prikonditionierte Version des Roe
Verfahrens implementiert. Diese bleibt zwar genau bei niedrigen Machzahlen, weist aber
auch eine restriktivere Stabilititsgrenze At = O(M?) als das Roe-Verfahren At = O(M)
auf. M ist dabei die Machzahl. Dies macht explizite Simulationen sehr teuer und be-
einflusst die Konvergenzgeschwindigkeit bei impliziter Zeitdiskretisierung. In den letzten
Jahren wurden einige Low Mach Fixes fiir das Roe-Verfahren in der Literatur vorgestellt,
die das Stabilitdtskriterium des Roe Verfahrens beibehalten sollen. In dieser Arbeit wer-
den diese Anpassungen hinsichtlich ihrer maximal erreichbaren CFL-Zahl, der Fahigkeit
eine Machzahl unabhéngige Genauigkeit zu liefern und auf Auftreten von Checkerboard

Moden untersucht.






Abstract

The Roe scheme is one of the most popular flux-difference-splitting schemes. It is known
for it’s good performance in moderate Mach number flows and it’s good resolution of
boundary layers. However upwind schemes suffer from excessive numerical dissipation
leading to detoriated accuracy in low Mach number flows. In order to remain accurate
in low Mach number flows a preconditioned version of the Roe scheme is implemented
in TRACE. Unfortunately this scheme suffers from a more restrictive stability condition
At = O(M?), than the Roe scheme At = O(M), with M being the Mach number.
This greatly increases the cost of explicit time stepping and affects the convergence of
implicit schemes. Several low Mach number fixes for the Roe scheme have been proposed
in the past which retain the same stability limit At = O(M) of the original scheme,
while removing it’s exzessive dissipation. This master thesis investigates these schemes
in their ability to provide a mach number independent accuracy, their maximum stable

CFL number, and their capability of suppressing odd-even decoupling.
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1 Einleitung

Am Institut fiir Antriebstechnik des DLR in der Abteilung numerische Methoden wird
der Stromungsloser TRACE (Turbomachinery Research Aerodynamic Computational
Environment) entwickelt. Dieser ist speziell auf die Simulation von Strémungen in Tur-
bomaschinen ausgerichtet. Die Stromung in Turbomaschinen ist dominiert von hohen
Machzahlen. Um jedoch die Eigenschaften einer Maschine genau vorherzusagen, miissen
Sekundérsysteme in den Simulationen mitbetrachtet werden. In diesen Teilen der Ma-
schine konnen sehr geringe Machzahlen auftreten. Loser fiir kompressible Stromungen
wie TRACE eignen sich hervorragend zur Simulation von hohen Machzahlen. Bei kleinen
Machzahlen (<0,2) treten jedoch Probleme hinsichtlich der Genauigkeit der Losung und
der Recheneffizienz auf [5]. Dies ist bedingt durch das Annéhern an das inkompressible
Limit, wenn die Machzahl (im Weiteren in Gleichungen mit M bezeichnet) gegen Null
geht. Hier dndert sich der mathematische Charakter von hyperbolisch bei der Beschrei-
bung von kompressiblen Strémungen hin zu elliptisch fiir die inkompressiblen Euler- bzw.
Navier-Stokes-Gleichungen. Der mathematische Charakter von partiellen Differentialglei-
chungen hat starken Einfluss auf die numerischen Methoden, die zur Losung angesetzt
werden. Daher gibt es neben der Klasse der kompressiblen Loser speziell inkompressible
Léser fiir niedrige Machzahlen. Allerdings haben beide Arten von Lésern Probleme jeweils
das andere Gebiet abzudecken [0].

Neben Turbomaschinen gibt es viele technische Anwendungen, in denen sowohl hohe als
auch niedrige Machzahlen im Stromungsfeld auftreten. Daher ist es von grofem Interesse,
mit einem Loéser beide Bereiche abdecken zu konnen. Inkompressible Loser konnen fiir
moderate Machzahlen erweitert werden, versagen allerdings bei hohen Machzahlen [5].
Fiir die Berechnung dieser Stromungsfelder miissen die kompressiblen Gleichungen her-
angezogen werden. Da die inkompressiblen Gleichungen nur einen Spezialfall fiir M — 0
der kompressiblen Gleichungen darstellen, ist es prinzipiell moglich, Bereiche mit nied-
rigen Machzahlen mit zu betrachten [6]. Die kompressiblen Gleichungen miissen zudem
betrachtet werden, wenn thermische Effekte eine Rolle spielen und die Energiegleichung
mit einbezogen werden muss, selbst wenn sonst im Stromungsfeld nur sehr niedrige Mach-

zahlen auftreten [7].

Bei M — 0 liegen die Eigenwerte von der Gréfenordnung stark auseinander. In Fol-
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ge resultiert das Effizienzproblem. Die konvektive Geschwindigkeit ist im Verhéltnis zur
akustischen Geschwindigkeit sehr viel kleiner. Der Zeitschritt orientiert sich an der akus-
tischen Geschwindigkeit, womit viele Zeitschritte unternommen werden miissen, um die

Konvektion im Stromungsfeld aufzulésen [5].

Das Genauigkeitsproblem &ufsert sich darin, dass mit M — 0 die Losungsqualitdt immer
schlechter wird, wodurch sich unphysikalische Losungen einstellen kénnen. Eine Mach-
zahlabhangigkeit der Losungsqualitit ist bei einem Stromungsloser nicht wiinschenswert.
Der Defekt wird von dem kiinstlichen Dissipationsterm in Abwind-Verfahren hervorgeru-
fen [§], welche zur Diskretisierung der konvektiven Fliisse verwendet werden. Kiinstliche
Dissipation ist der vorherrschende Ansatz, der zur Stabilisierung bei collocated schemes
verwendet wird [5]. Guillard und Viozat [8] zeigten mit Hilfe einer asymptotischen Ent-
wicklung, dass der Dissipationsterm auf einem festen reguldren kartesischen Gitter fiir

M — 0 mit 1/M skaliert, und damit bei M — 0 exzessive Dissipation hervorruft.

Eines der weitverbreitetsten Abwind-Verfahren zur Bestimmung der konvektiven Fliisse
bei kompressiblen Losern ist das Roe-Verfahren [9]. Dieses hat einen physikalischen Hin-
tergrund. Zusétzlich liefert es gute Ergebnisse im kompressiblen Bereich sowie bei der

Auflésung von Grenzschichten [10].

Um das Genauigkeitsproblem vom Roe-Verfahren im niedrigen Machbereich in den Griff
zu bekommen, wurde bisher ein priakonditionierter Roe-Loser nach Turkel [11] in TRACE
implementiert, welcher die Losungsqualitit deutlich verbessert, aber auch zu Stabilitéts-
problemen fiihrt. Ziel dieser Masterarbeit ist die Analyse von alternativen Verbesserungs-

ansitzen fiir den Roe Loser bei niedrigen Machzahlen.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt: Zundchst werden die Navier-Stokes Gleichungen und
die Diskretisierung der konvektiven Fliisse durch das Roe-Verfahren betrachtet. Um das
Genauigkeitsproblem im Inkompressiblen besser zu verstehen, wird diesem ein eigenes Ka-
pitel gewidmet. Auf dieser Basis sollen die Modifikationen fiir den niedrigen Machbereich
vorgestellt werden. Hier soll zunéchst auf die bisherige Abhilfe der prikonditionierten
Dissipation eingegangen werden. Dessen Probleme werden im Weiteren die Betrachtung
von Alternativen motivieren. Auf Basis der Arbeiten von Hope-Collins und Di Mare [5]
erfolgt eine Einordnung der Modifikationen. Mit abgeschlossener Theorie sollen die Modi-
fikationen einigen numerischen Testféllen unterzogen werden. Da die Stabilitdtsgrenze das
primére Kriterium fiir die Auswahl der Modifikationen ist, wird diese zunéchst tiberpriift.
Anschliefsend wird die Machzahlunabhéngigkeit der Losung anhand einer Profilumstro-
mung von NACAOQ012 verifiziert. An dieser Stelle wird zudem auf mogliche Checkerboard

Moden eingegangen. Als Vereinfachung der Stromung in einer Turbomaschine wird der



Testfall Lid-driven Cavity herangezogen, bevor eine Labyrinthdichtung als relevante Tur-
bomaschinenkavitat gerechnet wird. Um die Eignung fiir instationére Testfille zu verifi-

zieren, wird eine viskose Zylinderumstréomung gerechnet.
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2 Gleichungssystem und

Diskretisierung

2.1 Gleichungssystem und FV-Diskretisierung

TRACE dient zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen. Unter Vernachlas-

sigung von Quelltermen lassen sich diese schreiben als

Op+ V- pu=0,
O (pu) +V - (pu®@u) —V-2+Vp=0 (2.1)
O (per) + V- (pequ) +V - ¢ — V- (ur) + V (up) = 0.

Hierin bezeichnet p die Dichte, p den Druck, u = (u,v,w)” den Geschwindigkeitsvektor,
e; die spezifische Totalenergie, ¢ den Vektor des spezifischen Warmeflusses und 7 den
Schubspannungstensor. Mithilfe von Schliefungsbedingungen lassen sich 7, ¢;, ¢ in Ab-
héngigkeit von p, u, p darstellen. Die Navier-Stokes-Gleichungen werden in dieser Arbeit

im Zuge der numerischen Testféille verwendet.

Um den Genauigkeitsverlust bei M — 0 zu betrachten, geniigt es sich den konvektiven
Fliissen zu widmen. Daher sollen die Navier-Stokes-Gleichungen auf die Euler-Gleichungen

reduziert werden

dp+ V- pu=0,
O (pu) +V - (pu@u) +Vp =0 (2.2)
9y (per) + V - (pew) + V (up) = 0.

Mit Hilfe des Vektors der konservativen Variablen Q = (p, pu, pei)T lassen sich die Euler
Gleichungen in der Fluss-Formulierung @Q;+V-F(Q) = 0 ausdriicken, mit dem Euler-Fluss
gegeben als



6 Gleichungssystem und Diskretisierung

pu; H
Hierin ist [ die Einheitsmatrix und H die totale Enthalpie. d bezeichnet die Anzahl an
Raumdimensionen. Fiir die Raumdiskretisierung dient das Finite Volumen Verfahren. Fiir

eine Zelle €); lasst sich dieses formulieren als

%Ql(t) —i—Qii Z Uij(ﬂij)ELR(Q;_>_;>ﬂij)‘ (2.3)
JEN()

N; bezeichnet die Indizes der Zellnachbarn, €2; ist das Volumen der Zelle i, o;; die Flache
der einzelnen Zellseiten zu den Nachbarzellen und n den Normalenvektor (nach aufen
gerichtet). Die numerische Flussfunktion F*® wird durch das Roe-Verfahren bestimmt.
QZ/ ~ sind die linken und rechten Zustandsgroften an der Zellseite. Fiir ein Verfahren erster
Ordnung entsprechen diese dem Zellmittelwert. Bei einem Verfahren hoherer Ordnung
miissen diese rekonstruiert werden. Zum Erreichen einer zweiten Ordnung wird in dieser

Arbeit das MUSCL Verfahren [12] benutzt.

2.2 Roe-Verfahren

Die allgemeine Form einer eindimensionalen Erhaltungsgleichung mit einer beliebigen Er-

haltungsgrofe g sei gegeben mit

@+ F(q). =0 (2.4)

welche sich alternativ auf die quasi-lineare Form bringen lésst:

g+ A(q)g: =0 (2.5)

mit A = %—5. Um bei der numerischen Lésung wahrend der Berechnung des Flusses tiber
die Zellseite das Losen eines nichtlinearen Riemann Problems zu vermeiden, sucht Roe [9]
nach einer lokalen Linearisierung, die das nichtlineare Problem aus Gleichung ersetzt

mit

4+ Alqr, qr) g = 0, (2.6)

wobei A eine konstante Matrix ist, die sich aus dem rechten und linken Zustand an

der Zellseite ergibt und eine lokale lineare Approximation der nichtlinearen Fluss-Jakobi-
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Matrix A ist. Einfache Losungskandidaten zum Bestimmen der Matrix A sind A = %(A L+
Ap) oder A = A(%(qr+qr)). Stattdessen sucht Roe aber nach eine Matrix A, die folgende
Eigenschaften erfiillt:

e Konsistenz: A(qr, qz) — A(q) wenn (q, qr) — (¢, )
e A ist diagonalisierbar und hyperbolisch
o A erfiillt die Mittelwertseigenschaft: F(qr) — F(qr) = A(qr, qr)(qr — qr)

Diese Eigenschaften sind wichtig, damit das Verfahren konservativ ist und Stofe ,erken-
nen” kann. Erfiillt eine Matrix diese Eigenschaften, nennt man sie eine Roe-Matrix bzw.
eine konsistente lokale Linearisierung. Wenn die Matrix bestimmt ist, kénnen die Eigen-
werte als die Wellengeschwindigkeiten des Riemann Problems aufgefasst werden und die
Projektionen von ur — uy, iiber die Eigenvektoren sind die Spriinge in den Zwischenzu-

standen.

Die auf Basis dieser Eigenschaften gefundene Matrix entspricht der Fluss-Jakobi-Matrix,
bestimmt mit Roe-Mittelwerten. Fiir die 3D-Euler-Gleichungen geschlossen mit dem Idea-

len Gasgesetz lassen sich die Roe-Mittelwerte herleiten zu

p=/PLPR
VPLuL + \/PRUR
VPL T /PR
\V/PLVL + \/PrUR
VPL+ /PR
VPLWL + \/Prvg (2.7)
NTENGT
- VerHp + /prHp
VPL+ /PR

- \/(7 (- %(fﬂ 42 4+ 02)).

=g
Il

[S41
I

w

¢ bezeichnet den Roe-Mittelwert fiir die Schallgeschwindigkeit. Mit der Roe-Matrix lasst
sich das Roe-Verfahren fiir die Euler-Gleichungen in konservativen Variablen Q angeben

als

Flioe(Qnr, Q) = =

Mit A wird die Differenz aus dem rechten und dem linken Zustand bezeichnet (z. B.

AQ. (2.8)

2 92 |=—Roe

Au = ur — ur). ‘ A Roe‘ lasst sich iiber die Eigenwertmatrix |é ‘ und der rechten und der

linken Eigenvektormatrix R und E’l bestimmen
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=RIA[R™, |4 Zdiag(‘ﬁ‘,)ﬁ U ,‘U+E‘,’U—é‘). (2.9)

)

U = nzu+ny,v+n,w bezeichnet die Normalengeschwindigkeit an der Zellseite. U ergibt sich
aus den Roe-Mittelwerten. Der Roe-Fluss F%% setzt sich aus der zentralen Diskretisierung
und dem Abwindterm F f"e = —% ‘A Roe‘ AQ), auch Dissipationsterm genannt, zusammen.
Der Dissipationsterm ldsst sich nach [I3] auf eine einfache und effiziente Formulierung

bringen, die erstmals von Liu & Vinokur [14] verwendet wurde

Ap 0 p
oe 1 g
Flee = -5 Ul | Apu| +0p [n| +0U | pal |- (2.10)
Apey U pH
mit:
~ ~ 1\ Ap U
5p— Lap+ (5 _ ’UD GAU. (2.12)
¢

Diese Formulierung soll spéter als Basis einiger Modifikationen fiir kleine Machzahlen

dienen.

Die Eigenwerte, aus denen die numerische Dissipation bestimmt wird, werden aus den
Roe-Mittelwerten gebildet. Das Roe-Verfahren 16st eine Stoftwelle und die Kontaktunste-
tigkeit exakt auf. Die Expansion wird statt als Féacher als Stof approximiert. Bei starken
Expansionen kann dies zu Problemen fithren. Aufterdem wird die Wellengeschwindigkeit
unterschitzt, wenn eine Machzahl von Eins erreicht wird (Expansion liegt dann auf der
Zellkante). In Folge ist die Entropiebedingung verletzt. Hierfiir gibt es Abhilfen, wie

z. B. Harten’s Entropie Korrektur [15], welcher die Eigenwerte modifiziert,

S((A2/6) +61)), wenn \; < 0y
A= (2.13)

|Ail s sonst

mit

9

max (’ff—l— c

0-d),

0 = : (2.14)

|U| + ¢
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so dass diese nicht zu Null werden konnen. In TRACE kann k£ vom Benutzer vorgegeben

werden. In dieser Arbeit wird der Entropiefix nicht verwendet.
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Gleichungssystem und Diskretisierung
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3 Genauigkeitsproblem im
Low-Mach Bereich

Wie in der Einleitung erwahnt, ist der Genauigkeitsdefekt auf die kiinstliche Dissipation
zurlickzufithren [§]. Um das Genauigkeitsproblem zu illustrieren und auf den Dissipati-
onsterm zuriickzufithren, bedienen sich Miczek et al. [I] dem Gresho Vortex Testfall [16].
Der Gresho Vortex ist dabei eine rotierender Wirbel, bei dem Druckgradient und Zentrifu-

galkraft im Gleichgewicht sind, wodurch sich eine stationire Losung einstellt. Abbildung
zeigt die Initialisierung.

0.10
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

0.0 0.00

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Abbildung 3.0.1: Gresho Vortex Initialisierung [1]

Diesen rechnen sie einmal mit einer zentralen Diskretisierung

F(Q,)+ E(Q)

Efgmtral(QRng) = — 92 (31)

und ein weiteres Mal mit dem Roe-Verfahren fiir verschiedene Machzahlen.

In Abbildung sind die Ergebnisse fiir die zentrale Diskretisierung und in Abbildung
die Ergebnisse, die mit dem Roe-Verfahren erzielt werden, zu sehen. Wéahrend der
Wirbel bei der zentralen Diskretisierung nahezu unverdndert von der gréfsten Machzahl
10~ bis zur kleinsten Machzahl 10~ erhalten bleibt, ist mit abfallender Machzahl bei den
Berechnungen mit dem Roe-Verfahren zu sehen, wie der Wirbel immer stérker dissipiert

wird.
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Abbildung 3.0.2: Gresho Vortex fiir verschiedene Machzahlen mit zentraler Diskretisie-
rung [1]

Mpyax = 107! Miax = 1032 Muax = 1073 Muax = 10

0.0
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Abbildung 3.0.3: Gresho Vortex fiir verschiedene Machzahlen mit dem Roe-Verfahren

I

Die zentrale Diskretisierung ist fiir die meisten expliziten Zeitdiskretisierungsverfahren
instabil, weshalb Misczek et al. [I] auf eine implizite Zeitdiskretisierung zuriickgreifen.
Allerdings entstehen auch hier Probleme, welche sich in einem unphysikalischen Anwach-
sen der kinetischen Energie iiber die Simulationsdauer &uffern. Der Diskretisierungsfehler
wachst mit der Zeit an, womit eine zentrale Diskretisierung fiir praktische Berechnungen

nicht brauchbar ist.

Eine Moglichkeit Stabilitdt zu erreichen, ist das Benutzen von einem Godunov-Typ-
Verfahren, wie dem Roe Schema. Wie in Abschnitt gezeigt, lasst sich dieses angeben

als

F(Q,) "2’ F(Qy) AQ (3.2)

Der Unterschied zur zentralen Diskretisierung in Gleichung [3.1] ist der zweite Term, der

LR __
ERoe -

1
__Aoe
2’&

sogenannte Abwindterm. Dieser verhélt sich wie eine zweite Ableitung, welche im ur-
spriinglichen Gleichungssystem nicht vorhanden ist, und daher auch kiinstliche Viskositét,
-Diffusion oder -Dissipation genannt wird. Nachdem dieser Term der einzige Unterschied

neben der zentralen Diskretisierung ist, liegt es nahe, dass dieser fiir das Genauigkeits-
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problem verantwortlich ist. Da dieser aber nur bei sehr kleinen Machzahlen Probleme

bereitet, ist davon auszugehen, dass dieser falsch mit der Machzahl skaliert.

Im Weiteren wird die falsche Skalierung mathematisch aufgezeigt. Dazu wird sich einer
Skalierungsanalyse bedient. Einen anderen Einblick in das Genauigkeitsproblem liefert ei-
ne asymptotische Entwicklung. Diese zeigt auf, inwiefern sich die Losung des Roe-Schemas
sich von den nicht-diskretisierten Gleichungen unterscheidet. Diese Methode ist ein weit-
verbreitetes Instrument in der Literatur. Die asymptotische Entwicklung wird von vielen
Autoren der Roe-Modifikationen aus Kapitel ] verwendet, um die Eignung ihrer An-
passung zu zeigen. Auch kann diese verwendet werden, um die kiinstliche Dissipation
auszulegen, wie z. B. in [5]. Da diese ein bedeutsames und wichtiges Instrument ist, wird

sie einmal vorgefiihrt.

Nach Meinung des Autors hat Miscek et al. [1] die Skalierungsanalyse und die asympoti-
sche Entwicklung am verstédndlichsten illustriert. Basierend darauf, sollen seine Darstel-

lung in gekiirzter Form wiederholt werden.

3.1 Entdimensionalisierung Euler Gleichungen

Zur Entdimensionalisierung wird jede Grofe in ein Referenzmafk (gekennzeichnet mit dem
Index ,r*) und eine dimensionslose Zahl (gekennzeichnet mit ,Dach®) zerlegt. Die Referenz-
grofen sollen hierbei so gewéahlt werden, dass sich fiir die dimensionslosen Grofen die Gro-
fsenordnung FEins ergibt. Als Referenzgrofsen werden Referenz-Dichte, p,., -geschwindigkeit
qr, -schallgeschwindigkeit ¢, und ein -lingenmaf x, eingefiithrt. Die restlichen Referenz-
grofen lassen sich aus diesen folgern zu:
t="" po=p?, e =ep =
Uy

Die Beziehung fiir den Referenzdruck lésst sich iiber die Schallgeschwindigkeit eines idea-
len Gases gewinnen (¢* = yp/p). Fiir die Referenzgrofe der inneren Energie e, wird das
ideale Gasgesetz benutzt, p = (7 — 1)pe. Die Referenzgrofe fiir die totale Energie wird
analog zur inneren Energie gewahlt, da der kinetische Anteil an der Gesamtenergie im
inkompressiblen Limit vernachlassigbar ist. Daraus folgt fiir die entdimensionalisierten

Flussvektoren
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pi po i
Pl + 35 porit Pt
Ey=| pav | Ey=| peot g |2 £ pivd . (33)
HaD o P + 5o
plié, + ip poéy, + 0p pioé; + wp

Die Referenzmachzahl ergibt sich aus M, = ¢,/c,. In diesem Kapitel wird sich im Folgen-
den nur noch auf die dimensionslosen Grofen bezogen. Die dimensionslose Kennzeichnung

fallt daher im Weiteren weg.

3.2 Skalierung der Roe-Matrix bei niedrigen

Machzahlen

Inspiriert von Turkel [I1] vergleichen Miczek et al. [1] die Skalierung der Fluss-Jakobi-
Matrix A mit der Roe-Matrix A Roc bezogen auf eine Referenzmachzahl. Der Fluss in den
Eulergleichungen normal zur Zellseite F,, = A(Q)Q ist abhéingig von der Fluss-Jakobi-
Matrix A, wihrend im numerischen Fluss die Dissipationsmatrix enthalten ist. Es ist daher
essentiell, dass sich beide Matrizen bezogen auf eine Referenzmachzahl gleich verhalten.

Im folgenden wird daher die Skalierung beider Matrizen bestimmt.

Die Fluss-Jakobi-Matrix, sowie die Roe-Matrix nehmen eine einfache und praktische Form
ein, wenn sie in Bezug auf die primitiven Variablen Qp = (p,u,v,w,p)’ ausgedriickt

werden. Die Fluss-Jakobi-Matrix lasst sich formulieren als

U png pny, pn, 0

0 U 0 0 v

90 pM?
0Q
£~ Q%0 o 0o U 0 5 (3-4)

0 0 0o U 2

r

0 pc*ng pc®n, pc*n, U

Da in Abschnitt[3.3|alle Grofen mittels der Entdimensionalisierung auf die Grofenordnung



3.2 Skalierung der Roe-Matrix bei niedrigen Machzahlen

15

Eins normiert wurden, kann die Skalierung, bezogen auf eine Referenzmachzahl, direkt

abgelesen werden

0 0 Ok
o) 0 O()

Fiir die Roe-Matrix miissen zwei Fille unterschieden werden. Im Uberschall zeigen Miczek
et al. [I], dass die Skalierung identisch ist mit der Fluss-Jakobi-Matrix. Im Unterschall
(¢/M, > U > —c/M,) ergibt sich die Roe-Matrix zu

anR AR

|éRoe,p| -

mit den Groken

a=pMUJe, 8= (c—MU)/M, ¢ =

Fiir die Skalierung folgt dann

|éRoe P |

e

04

o(1)

0

0

0

0

U an, amy, an, M%C;U
0 ¢»  menyf men.f ZAE
0 nenyB ¢, mynB 4-
0 nenB nyn.p b ¢
0 ctan, can, can,
2
MT+(1—nf)U.
O(M,) O(M,) O(M,) O(y)
OGr) OGr) OGr) OGr)
OG) OGr) OGr) OGr) |
OGr) OGr) OGr) OGp)
o) ol o1 O@p)

was inkonsistent zu der Fluss-Jakobi-Matrix [3.9]ist. Dieses Verhalten ist nicht erwiinscht,
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da der einzige Zweck der Abwindmatrix |Agee | ist, einen Ausgleich zwischen der Fluss-
berechnung auf der linken und rechten Seite herzustellen. Stattdessen dominieren viele
Eintrage in der Dissipationsmatrix bei niedrigen Machzahlen den Fluss. Insbesondere die
O(1/M,) Terme in den Geschwindigkeitsgleichungen bedingen eine starke Dissipation bei
M — 0.

3.3 Asymptotische Entwicklung im niedrigen
Machbereich

Wihrend mit vorangegangen Ansatz die falsche Skalierung der Roe-Matrix aufgezeigt
wird, bietet folgender Ansatz eine detailliertere Analyse der Ursache des Problems. Hier
lasst sich das inkompressible Limit zunéchst in drei Unterformen aufteilen: reine Kon-
vektion, reine Akustik und gemischt Konvektion/Akustik. Mithilfe einer asymptotischen
Entwicklung lassen sich diese drei Limits untersuchen. Hierbei behandelt man die Euler
Gleichungen als Problem kleiner Storungen und zerlegt die Losung in Terme, die von

verschiedenen Ordnungen der Machzahl abhéngen, beispielsweise:

U(z, t, M) = 0O (z, ) + MUY (z, 1) + MU (z,t) + O(M?) (3.8)

Wobei W fiir eine beliebige Grofe steht, die entwickelt werden soll. Die einzelnen Terme
konnen dabei von x und t abhingen. Die Entwicklung wird anschliefend in die Euler-
Gleichungen eingesetzt und die einzelnen Terme werden nach ihrer Mach Potenz sortiert.
Die sich dabei ergebenden Gleichungen lassen Riickschliisse zu, wie sich einzelne Gréfsen
der Losung in Bezug auf die Machzahl verhalten miissen fiir M — 0. Fiir die Betrachtung
des Genauigkeitsproblems fiihrt man diese Entwicklung dann zwei mal durch: einmal fiir
die kontinuierlichen Euler-Gleichungen und einmal fiir die diskreten Euler-Gleichungen
(z. B. mit Roe). Die Unterschiede offenbaren die Schwéchen des Verfahrens, welches zur

Diskretisierung der konvektiven Fliisse verwendet wird.

3.3.1 Entwicklung der kontinuierlichen Euler-Gleichungen

Das Genauigkeitsproblem - wie spéter noch gezeigt wird - tritt hinsichtlich Konvektion auf.
Daher soll das beschriebene Vorgehen bei der asymptotischen Entwicklung anhand diesem
Limit verdeutlicht werden. Fiir eine asymptotische Entwicklung der anderen beiden Li-
mits, Akustik und gemischt Konvektion/Akustik, wird sich auf die Ergebnisse beschrankt

und fiir die Herleitung auf entsprechende Literatur verwiesen.

Entwickelt man die dimensionslosen Gréfsen mit dem Ansatz [3.8|schreiben, sich die Euler-
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Gleichungen zu

0p O + V- (pOu) + O(M,) =0 (3.9a)
1 1
B v/N()
VE Vp + M
O+ (00 + V- (p@ePu® + vpOu) £ O(M,) = 0. (3.9¢)

0(pOu®) + V- (pOu ® u®) + Vp) 4+ Vp® + O(M,) =0 (3.9b)

Um Konvergenz bei M — 0 zu erreichen, miissen die Terme 55 Vp®, MLTVp(l) in Glei-
chung individuell verschwinden. Daraus ldsst sich folgern
vp® = vp = 0. (3.10)

Der nullte und erste Druckterm ist nur von der Zeit abhéngig, d.h. der Druck muss bis

auf Fluktuationen von O(M?) raumlich konstant sein.

p(z,t, M) = pOt) + M*p?(z,t) + O(M?). (3.11)

Fiir die dimensionsbehafteten Druckfluktuationen bedeutet dies, dass sie die Grofenord-
nung O(pu?) haben, und damit unabhingig von der Machzahl sind. Zeitliche Druckin-
derungen konnen nur durch Quellterme und durch die Randbedingungen hervorgerufen
werden. Bei offenen Rénder wird der Druck p(®) von der Umgebung vorgegeben. In vie-
len Féllen ist dieser zeitlich konstant, und soll hier der Einfachheit halber als konstant

angenommen werden.

Entwickelt man das ideale Gasgesetz analog zu den Euler-Gleichungen erhélt man

00 ® + 7pOV - u® + O(M,) = 0. (3.12)

Bei rdumlich und zeitlich konstanten Druck p(© folgt daraus, dass das Geschwindigkeits-

feld bei M — 0 divergenzfrei sein muss:

vul® = 0. (3.13)

Setzt man diese Beziehung in die Kontinuitatsgleichung ein, folgt dass die substantielle
Ableitung der Geschwindigkeit Null sein muss. Im Falle von konstanter Entropie resultie-

ren alle Partikelbahnen von Regionen mit der gleichen Dichte [6], daraus folgt

PO = Cte, (3.14)

Mit dieser Beziehung lasst sich aus Gleichung folgern, dass der zweite Druckterm
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eine Poisson-Gleichung erfiillen muss

v = fla,u®, p0). (3.15)

Da hier nur die konvektive Zeitskala ¢t verwendet wurde, wird keinerlei Akustik betrachtet.
Im Falle von reiner Akustik ersetzt man ¢ durch eine akustische Zeitskala 7 = ﬁ Fiir
eine Betrachtung einer gemischten konvektiven und akustischen Stromung miissen beide
Zeitskalen mitgenommen werden. Aus wird

U(x, t, M) = \If(o)(g,t, T)+ M\D(l)(g,t,ﬂ + M?*y® (z,t,7) + O(M?). (3.16)

Das Prozedere bei der asymptotischen Entwicklung ist in beiden Féllen das gleiche wie
beim konvektiven Limit. Es wird sich daher im Weiteren auf Ergebnisse beschrinkt. Das
wichtigste Ergebnis bei der Betrachtung des akustischen Limit ist, dass Druckfluktutatio-

nen proportional zur Machzahl auftreten.

p(x,t) = p O + MpW(z,7) + O(M?). (3.17)

Im gemischten Fall sind Druckfluktuationen, die proportional zu M? sind, mit der konvek-
tiven Zeitskala und Druckfluktuationen, die mit M skalieren, mit der akustischen Zeitskala

verkniipft.

Eine asymptotische Entwicklung fiir das Akustische Limit ist ebenfalls in [I] zu finden.
In [5] ist zudem je eine Entwicklung fiir das konvektive und gemischte konvektiv/Akustik
Limit zu finden (mit den Euler Gleichungen in Entropie-Variablen). Beide Paper be-
schranken sich dabei nur auf die wichtigsten Ergebnisse. Fiir eine ausfiihrlichere Analyse
in konservativen Variablen siche [I7]. Alternativ zur Betrachtung einer langsamen und
einer schnellen Zeitskala kann auch eine kurze (fiir Konvektion) und eine lange (fiir Akus-
tik) rdumliche Skala betrachtet werden, fiir eine rdumlich mehrskalige Analyse sei auf [18§]

verwiesen.

3.3.2 Entwicklung der diskreten Euler-Gleichungen

Da das Vorgehen bei der asymtotischen Entwicklung bereits einmal verdeutlich wurde, sei
fiir die Entwicklung der diskreten Euler-Gleichungen auf die Literatur verwiesen. Guillard
und Viozat [§] fithren diese asymptotische Entwicklung fiir die mit einem flux-difference
splitting Verfahren diskretisierten Euler-Gleichungen fiir ein festes reguléres kartesisches
Gitter durch. Sie konnen damit zeigen, dass die diskreten Gleichungen Druckfluktuationen

die mit M skalieren unterstiitzen.
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p(z,t, M) = pO(t) + Mp" (z,t) + O(M?). (3.18)

Damit unterstiitzen die diskreten Gleichungen Druckfluktuationen, die erheblich grofier
sind als die Druckfluktuationen, die von den kontinuierlichen Euler-Gleichungen unter-
stiitzt werden. Als Resultat ergibt sich fiir konvektive Strémungen eine inakkurate Losung.
Lediglich im akustischen Fall werden Druckfluktuationen korrekt mit Machzahl skaliert.
Wie in [B] gezeigt, ist das Roe-Verfahren akkurat fiir das akustische Limit. Allerdings hat
es dennoch keinen praktischen Nutzen, da bei rein akustischen Berechnungen spezialisierte

Akustik Loser besser geeignet sind [5].

Guillard und Murrone [19] stellen fest, dass auch das Godunov-Verfahren, welches gegen-
iiber der Roe Linearisierung das Riemann Problem exakt 16st, genauso im inkompressiblen
versagt. Darauthin untersuchen sie das Riemann Problem im Inkompressiblen Limit. Sie
zeigen damit, dass die Flussberechnung mit einem Godunov Verfahren eine akustische
Komponente beinhaltet, selbst wenn die Anfangsbedingungen reine Konvektion beinhal-
tet. Die Druckstorungen, die mit der akustischen Komponente assoziert ist, ist O(M) und
unterdriickt damit den inkompressiblen konvektiven Anteil. Das berechnete Feld resultiert
aus einer Bilanzierung von akustischen Wellen, anstatt die Gleichungen im inkompressi-
blen Limit zu erfiillen. Letzendlich ist Godunovs Annahme [20] von stiickweisen konstan-
ten Werten mit Spriingen zwischen den Zellen in den Strémungsgrofen im Widerspruch

mit dem inkompressiblen kontinuierlichen Strémungsfeld [21].

Zuletzt sollen zu dem Genauigkeitsproblem einige Anmerkungen folgen. Das Genauig-
keitsproblem existiert nicht im 1D-Fall. Fiir eine Analyse hierzu siehe [22]. Zudem ver-
schwindet es fiir das Roe-Verfahren erster Ordnung auf Simplex-Netzen (Dreiecke 2D,
Tetraeder 3D). Dort sind die Freiheitsgrade fiir die Stromungsgeschwindigkeit reduziert,

wodurch die Spriinge in Normalenrichtung tiiber die Zellfliche verschwinden [23].
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4 Roe Modifikationen fiur Low-Mach

Nachdem der Genauigkeitsdefekt analysiert wurde, sollen im Weiteren Abhilfen betrachtet
werden. Wie in der Einleitung bereits erwéhnt, gibt es in TRACE bereits einen modifizier-
ten Roe Loser. Dieser ist das Roe-Turkel Verfahren [I1], welches auf Basis der Low Mach
Priakonditionierung entstanden ist. Das Roe-Turkel Schema ist insbesondere fiir statio-
nare Berechnungen geeignet. Speziell fiir instationdre Berechnungen wird das Verfahren
von Potsdam et al. [24] vorgestellt. Sobald beide Verfahren vorgestellt sind, werden dessen

Nachteile betrachtet, die im Folgenden die Alternativen motivieren werden.

4.1 Prakonditionierte Dissipation

Zur Abhilfe von dem Effizienz- und dem Genaugikeitsproblem bei niedrigen Machzahlen
kommt bisher die Low-Mach Priakonditionierung in TRACE zum Einsatz. Urspriinglicher
Gedanke der Priakonditionierung ist es, die Eigenwerte des Gleichungssystems zu skalieren,
so dass die akustischen und konvektiven Eigenwerte die gleiche Grofsenordnung annehmen.
Dazu werden die konvektiven Fliisse mit einer Prakonditionierungsmatrix P multipliziert.

Im zweidimensionalen Fall nehmen die Erhaltungsgleichungen folgende Form an:

Q,+240.+2BQ =0, (4.1)

was dquivalent zu

P7Q,+4Q,+BQ =0 (4.2)

ist. Mit A und B als Flussjakobimatrix in x- und y-Richtung. Fiir eine stationire Lo-
sung verschwindet die zeitliche Ableitung Qt im auskonvergierten Zustand und die Pra-
konditionierungsmatrix hat keinen Einfluss auf das Ergebnis. Bis die stationédre Losung
erreicht ist, konnen jedoch grofere Zeitschritte gewdhlt werden, da der akustische Ei-
genwert auf die Grofe des konvektiven Eigenwertes skaliert wurde. Dadurch wird eine
Konvergenzbeschleunigung erzielt. Diese Art von Prékonditionierung nennt sich iterative
Prakonditionierung [25]. Mit dem Dual-Time-Stepping Ansatz ldsst sich die Konvergenz-

beschleunigung zudem fiir instationdre Berechnungen nutzen.
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Godfrey et al. [26] zeigten, dass man das Genauigkeitsproblem beheben kann, indem
man die Roe Matrix auf Basis der prakonditionierten Flussjakobimatrix formuliert. Der

Dissipationsterm nimmt folgende Form an

1
FI = _§£—1 ‘gém (4.3)

Diese Art der Priakonditionierung nennt sich prékonditionierte Dissipation. Fiir ein Abwind-
Verfahren erster Ordnung und einem kartesischen Gitter mit h = Az = Ay lassen sich
die zweidimensionalen Erhaltungsgleichungen mit prékonditionierter Dissipation schrei-

ben als

Q+4Q +8Q, —5 (20 pAlQ) —5 (27(2EIQ) 0. ()

Hier wird die priakonditionierte Dissipation alleine benutzt. Diese lasst sich auch mit der
iterativen Priakonditionierung verwenden [25]. Zusammen mit der Konvergenzbeschleuni-

gung folgt fiir die Erhaltungsgleichungen

PQ,+4Q +8Q, -3 (27P4|Q) ~5 (27 REIQ) 0. ()

Auch wenn die prakonditionierte Dissipation eine Abhilfe fiir das Genauigkeitsproblem

ist, so hat sie gegeniiber dem urspriinglichen Roe-Verfahren Nachteile. Diese werden in
Abschnitt £.1.3] erlautert.

4.1.1 Stationdr: Roe-Turkel
Der Dissipationsterm beim Roe-Turkel-Verfahren [11] nimmt folgende Form an

Turkel __
iy = —

(4.6)

‘——roe

Prakontionierungsmatrizen werden héiuﬁg in primitiven Qp = (p,u,v,w,p)T oder Entro-
pievariablen Qs = (p,u,v,w,s)T angegeben, da sie dort eine sehr einfache Form ein-
nehmen. In Entropievariablen schreibt sich die Priékonditionierungsmatrix von Turkel
P = diag(f,1,1,1,1). Mit 8 als Priakonditionierungsparameter. Die Prikonditionierungs-

matrix in Konservativen Variablen fiir ideales Gas ist im Anhang[A] zu finden.

Das Roe-Turkel Verfahren lasst sich nach [I3] auf die Formulierung die zum Angeben
des Roe-Verfahrens genutzt wurde, bringen. 60U aus Gleichung und dp aus Gleichung

[2.12] miissen ersetzt werden durch

, 1-0-U U’
SU = (c - TU——ﬁ‘UD St AU (4.7)
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op= L Ap+ (c’— ‘U‘ +1;U—/> GAT (4.8)
c 2 c
mit
U = %(1 + BU (4.9)
d = %\/4625 + (1 — B)2U2 (4.10)

Der Préakonditionierungsparameter S bestimmt sich wie folgt:

B = min(max (M7, ;, KM?),1) (4.11)

Fiir 8 = 1 ergibt sich das urspriingliche Roe-Verfahren. 8 darf nicht zu Null werden,
da sonst die Priakonditionierungsmatrix singuldr wird (im englischen als Global-cut-off
Problem bezeichnet). Deshalb existiert die untere Begrenzung von Mfef. In Gebieten
in denen KM? < Mfef gilt, beeinflusst die Limitierung sowohl Genauigkeit als auch
Stabilitdt. In TRACE ist K und M,.; vom Benutzer frei wahlbar, falls unklar ist die
Empfehlung K auf drei zu setzen. Bei den Testfillen wird angegeben, welche Werte fiir K

und M, verwendet werden.

4.1.2 Instationar: Potsdam

Der Prakonditionierungsparameter lasst sich fiir instationdre Berechnungen anpassen.

L
TAte

Wird der Prakonditionierungsparameter in dieser Form verwendet, spricht man von in-

Bu = min(max(M,;, M7, KM?),1) mit M, =

Vs

(4.12)

stationérer priakonditionierter Dissipation. Potsdam et al. [24] vergleichen in ihrer Ar-
beit beide Varianten. Sie stellen fest, dass die stationdre priakonditionierte Dissipati-
on eine zu hohe Druckdissipation aufweist, wihrend das Temperatur und Geschwindig-
keitsfeld optimal gehandhabt wird. Bei der instationédren prékonditionierten Dissipation
wird das Druckfeld optimal behandelt, allerdings das Geschwindigkeits- und Tempera-
turfeld zu stark gedampft. Potsdam et al. entwerfen daraufhin ein Verfahren, welches
die Druckdissipation auf Basis der instationédren préakonditionierten Dissipation berech-
net. Die Geschwindigkeits- und Temperaturdissipation wird von der stationdren préakon-
ditionierten Dissipation iibernommen. Ausgedriickt in primitiven Temperaturvariablen

A

Q = (p,u,v,w,T)T nimmt es folgende Form an
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. L/a-1]a & . Al]A . A

Potsdam __

dp N _5 <i ‘gpéRoe,p uﬁ T Q gpéRoe,p SévT) AQp’ (413)

mit
‘ZP:ROW . mit = min(max(M7,;, KM?),1) (4.14)
L
- — i 2 2 2 : _

‘:p:Roe,p . mit B, = min(max(M; ., M, KM~=),1) mit M, = i (4.15)

Die Prikonditionierungsmatrix aufterhalb der Betragsstriche entspricht der stationiren
Prékonditionierung. L ist eine charakteristische Grofe (Input-Parameter), die die nied-
rigste auftretende Wellenzahl reprasentiert. Typischerweise wird die Ausdehnung des Re-
chengebietes gewéhlt. Die beiden Matrizen Lp und év iibernehmen das beschriebene

Koppeln zwischen instationédrer und stationérer prikonditionierter Dissipation.

Lp = diag(1,0,0,0,0), L . = diag(0,1,1,1,1). (4.16)

Die beiden Matrizen ausgedriickt in konservativen Variablen sind im Anhang[A]zu finden.

4.1.3 Probleme von prakonditionierter Dissipation

Birken und Meister [27] zeigten mithilfe einer Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse, dass die
prakonditionierte Dissipation zu einer Stabilitdtsgrenze fiir explizite Zeitintegration von
At = O(M?) fiihrt, wihrend das urspriingliche Verfahren stabil unter der Bedingung
At = O(M) ist. Limitiert wird die Verschlechterung der Stabilitatsgrenze in der Limi-
tierung im Prakonditionierungsparameter (Mfef in Gleichung . Da fiir eine hohe

Genauigkeit Mfef moglichst niedrig gewdhlt werden sollte, resultiert praktisch eine sehr

restriktive Stabilitdtsgrenze fiir das Roe-Turkel-Verfahren.

Beim Verfahren von Potsdam et. al [24] wird die Druckdissipation mit g, bestimmt. Auf-
grund der zuséatzlichen Abhéngigkeit von M, gegeniiber dem stationédren Prakonditionie-
rungsparameter kann fiir Falle von M,, > KM in Gleichung eine weitere Limitierung
auftreten. Zwar erfolgt diese Limitierung nur in der Druckdissipation, kann wie in Ab-
schnitt [5.1] gezeigt wird, dennoch zu einer hoheren Stabilitétsgrenze als Roe-Turkel fiihren,

allerdings werden dabei Checkerboard in der Losung begiinstigt.

Die Stabilitdtsbedingung nach der CFL-Zahl 0 = (U + ¢)At/Ax < 1 beriicksichigt die
Stabilitdtsgrenze At = O(M) vom normalen Roe-Verfahren. Driickt man die restriktivere
Stabilitatsgrenze der priakonditionierten Dissipation mithilfe der CFL Zahl aus, so entsteht
ein linearer Zusammenhang C'F'L,,,, o< M. Um dies zu illustrieren, wird die maximal er-

reichbare CFL-Zahl fiir die Machzahlen 0,01, 0,1, 0,3 und 0,6 bis auf 0,01 genau bestimmt.
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Hierzu wird eine 1D akustische Sinuswelle verwendet, wie sie als Testfall in Abschnitt
beschrieben ist. M,.; betrigt 107 und K = 1. Abbildung zeigt die Ergebnisse.

1.0
[ ]
0.8
= 0.6
=
©
N
0.4 ®
L
O
0.2
® e Roe-Turkel
0.0 ° Roe
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Machzahl [-]

Abbildung 4.1.1: CFL-Zahl in Abhéngigkeit von Machzahl fiir das Roe-Turkel-
Verfahren anhand einer 1D-Sinuswelle

Der prognostizierte lineare Zusammenhang kann bestétigt werden. Fir M — 0 macht
dies praktisch explizite Zeitintegration sehr ineffizient, insbesondere, da diese Restrikti-
on neben dem Steifigkeitsproblem im inkompressiblen Limit zusédtzlich auftritt. Daher

empfehlen Birken und Meister [27] implizite Zeitintegration zu verwenden.

Die implizite Zeitintegration stellt eine praktische Abhilfe fiir genannte Probleme da. Fiir
instationére zeitgenaue Simulationen kann dennoch eine explizite Zeitintegration wiin-
schenswert sein. Zudem beeinflusst das explizite Stabilitatskriterium das Konvergenzver-
halten von impliziter Zeitintegration [5]. Aus diesen beiden Griinden, ist eine Beibehaltung

der Stabilitdtsgrenze vom Roe-Verfahren wiinschenswert.

Bruel et al. [2] zeigt mittels asymptotischer Entwicklung das Roe-Turkel eine starke
Dichte-Dampfung aufweist, und damit ungeeignet fiir Akustik Berechnungen ist. Um dies
zu verdeutlichen, bedienen sich Bruel et al. eines 1D-Testfalls bei dem zu einer stationéren
Stromung mit M, = 1073 eine akustische Sinuswelle hinzugefiigt wird. Die Ergebnisse
sind in Abbildung zu sehen. Wéhrend der Impuls gut aufgelost ist, werden die Dich-

teschwankungen infolge der akustischen Welle stark gedampft.

Weiterhin verletzt die prékonditionierte Dissipation die Divergenzbedingung (Gleichung
3.13)) und die Poisson-Gleichung unter der isentropen Beziehung (Gleichung [3.15)) [6]
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Abbildung 4.1.2: Ergebnisse Dichte (links) und Impuls (rechts) vom Roe-Turkel Ver-
fahren fiir eine akustische 1D-Sinuswelle, M, = 1072, 400 Zellen und
erste Ordnung Approximation mit expliziter Zeitintegration [2]

Zusammengefasst sind die drei wesentlichen Nachteile der prakonditionierten Dissipation:

e restriktivere Stabilitdtsgrenze At = O(M?)

e Global Cut Off: Parameter der Stabilitdts- und Genauigkeits beeinflussend ist, und
fiir die instationédre Prékonditionierung zusétzlich L als charakteristische Lange be-
nétigt

e Akustik wird von der stationdren Prékonditionierung zu stark gedampft

Ein positiver Aspekt vom Roe-Turkel-Verfahren zeigt sich in den Analysen von Guillard
und Nkonga [3], welche die Abhéngigkeit der Ergebnisse hinsichtlich des Netztyps unter-
suchen. Gegeniiber anderen Modifikationen, unter anderem das Verfahren von Rieper [2§],
das in dieser Arbeit auch betrachtet wird, sind die Ergebnisse vom Roe-Turkel Verfahren
nur geringfiigig vom Netztyp abhéngig. In dieser Arbeit erfolgt keine Untersuchung des
Einflusses von verschiedenen Netzen. Es wird spéter noch gezeigt, dass die meisten Low-
Mach Anpassungen sehr dhnlich zu dem Verfahren von Rieper sind. Daher gibt es Grund

zur Annahme, das die Netztypabhéngigkeit bei diesen Verfahren auch vorhanden ist.
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4.2 Alternativen zur prakonditionierten Dissipation

Nachdem die Nachteile der bisherigen Methodik, der prakonditionierten Dissipation, vor-
gestellt wurden, werden im Weiteren Alternativen aus der Literatur vorgestellt. Priméres
Kriterium fiir einen in dieser Arbeit interessante Low-Mach Modifikation ist die Beibehal-
tung der Stabilitdtsgrenze des Roe-Verfahrens, wihrend die Genauigkeit dhnlich zu der
von Roe-Turkel bei M — 0 ist. Wiinschenswert ist, dass das Global-Cut-Off Problem ver-
schwindet und dass die Modifikationen sowohl fiir Konvektion als auch Akustik geeignet

sind.

Die Verfahren, die im Weiteren vorgestellt werden, sind stabil unter derselben Stabilitéts-
bedingung wie das urspriingliche Roe-Verfahren. Sofern nicht anders angegeben, wird bei

diesen Verfahren die Skalierungsfunktion g verwendet, welche angegeben werden kann als
g = main(max(Mp, Mg), 1). (4.17)

4.2.1 Modifikation nach Thornber et al.

Nach Thornber et al. [29] kann der Genauigkeitsdefekt im niedrigen Machbereich auf zwei
Wegen angegangen werden. Eine Md&glichkeit wire es, den Riemannloser selbst zu ver-
andern, um die Starke der akustischen Welle zu kompensieren. Dieser Ansatz fiihrt auf
die prakonditionierte Dissipation. Der andere Ansatz ist, die Spriinge in der Losung an-
zupassen, die im Widerspruch mit der kontinuierlichen Verteilung der Stromungsgréfsen
im niedrigen Machbereich sind. In einem vorherigen Paper [30] zeigten Thornber et al.,
dass es bei vernachléssigharer Warmeleitung einen direkten Zusammenhang zwischen der
Entropiegeneration und der Dissipation von kinetischer Energie gibt. Bei M — 0 resul-
tiert eine unphysikalische Entropieproduktion von Godunov-Typ-Verfahren, die mit dem
Sprung in der Normalengeschwindigkeit in Zusammenhang gebracht werden kann. Um
diesen Sprung zu minimieren, passen Thornber et al. [29] den linken und rechten Zustand
einer fiinften Ordnung genauen Rekonstruktionsroutine an. Der angepasste Zustand fiir

den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich als

I
%

I

|

|
>

2 ‘2 (4.18)
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Die Spriinge in der Dichte und dem Druck werden bewusst nicht modifiziert, da diese
sonst zur exzessiven Dissipation bei stationdren Kontaktunstetigkeiten fithren kénnten. Da
der Ansatz innerhalb der Rekonstruktion vorgenommen wird, bleibt das Roe-Verfahren

selbst unverdndert. Aufgrund des verdnderten linken und rechten Zustands, wird beim
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Verfahren von Thornber nicht nur die Dissipation gedndert, sondern auch die Bestimmung
des zentralen Flusses im Roe-Verfahren. Thornber et al. zeigen, dass sich fiir verschiedene
Limiter auf strukturierten Gittern eine Dissipation erzielen lésst, die die Genauigkeit bei
niedrigen Machzahlen nicht einschrinkt. Allerdings ist es abhéngig vom genutzten Limiter

und gilt zum Beispiel nicht fiir den Van-Leer Limiter [31].

4.2.2 Modifikation nach Rieper: LMRoe

Rieper [28] identifiziert mittels einer asymptotischen Entwicklung den Sprung in der Nor-
malengeschwindigkeit AU als Verursacher fiir die mit 1/M wachsende Dissipation bei
M — 0. Als Abhilfe skaliert er diesen mit der lokalen Machzahl. Die daraus resultierte
Modifikation nennt er Low-Mach Roe (LMRoe).

AU* = gAU (4.19)

Diese Modifikation hat Ahnlichkeiten zu dem Fix von Thornber et al. [29]. Rieper hebt
die Vorteile seines Fixes gegeniiber dem von Thornber hervor: Der Fix von Thornber ist
zwangslaufig auf die Rekonstruktion des rechten und linken Zustands bezogen, wéhrend
sein Ansatz sich auf den Riemannléser bezieht und damit allgemeiner ist. Weiterhin hangt
die Herleitung des Fixes von Thornber von der raumlichen Diskretisierung (Ordnung und
Limiter) ab, wihrend sein Ansatz sich auf die asymptotischen Eigenschaften im inkompres-
siblen Limit bezieht. Auch kann der Fix mit jeglicher Art von Rekonstruktion verwendet
werden. Zudem gibt Rieper Argumente an, warum seine Anpassung Checkerboard Moden

unterdriickt.

Guillard und Nkonga [3] untersuchen in ihrer Veroffentlichung unter anderem den Einfluss
verschiedener Netztypen. Dort merken sie an, dass die Argumente von Rieper, dass dessen
Modifikation Checkerboard Moden unterdriicken wiirde, allerdings nur fiir reguléres kar-
tesische Gitter gelten wiirde, und unsicher ist, ob diese auf andere Netztypen iibertragen
werden kénnten. Wie spéter in Abschnitt[5.2 gezeigt wird, ist LMRoe anfillig fiir odd-even
decoupling. Zudem zeigen sie, dass LMRoe nicht bei zellzentrierten Dreiecksgitter verwen-
det werden sollte. Hier treten negative Dichtewerte auf. Es sei angemerkt, dass bei diesem
Netztyp das Genauigkeitsproblem verschwindet, d.h. das normale Roe-Verfahren verwen-
det werden kann. Bei ecken-basierten (englisch: vertex-centered) Dreiecksgittern konnen
Probleme bei der Konvergenz zu einem stationdren Ergebnis auftreten. Das verdeutlichen
Guillard und Nkonga [3] mit einer reibungsfreien Zylinderumstrémung. Hier bildet sich
bei Betrachtung der Entropie eine Pseudo-Karmansche Wirbelstrafe aus, wéhrend dies
bei Roe-Turkel nicht auftritt. Siehe hierzu Abbildung [4.2.1]
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Abbildung 4.2.1: Druck (Isokonturlinien) und Entropie (Farbe). Links: Roe-Turkel,
Rechts: LMRoe [3]

4.2.3 Modifikation nach ORwald et al.: L?’Roe

Oftwald et al. [32] nutzen als Basis ihrer Modifikation die Fixes von Thornber et al. [29]
und von Rieper [28]. Auf Basis einer asymptotischen Entwicklung und den Ergebnissen
von dem Testfall Decaying Isotropic Turbulence argumentieren sie, dass die Dissipation
von LMRoe zu hoch ist, wihrend die Modifikation von Thornber et al. bessere Ergebnisse
liefert. Oftwald et al. ziehen es allerdings gegeniiber der Thornber Modifikation vor, wenn
ausschlieflich die Dissipation angepasst wird und nicht zusétzlich der zentrale Fluss. Dies
konnte unerwiinschte nichtlineare Effekte mit sich bringen. Um eine geringere Dissipation
als LMRoe aufzuweisen, skalieren sie nicht nur die Normalengeschwindigkeit, sondern auch

die Tangentialkomponente, und damit den kompletten Geschwindigkeitssprung.
Au* = gAu (4.20)

4.2.4 Modifikation nach Chen et al.: LD-Roe

Ein Nachteil von LMRoe ist, dass dieser sich nicht direkt auf andere Abwind-Verfahren wie
HLL, Rusanov, Rotated-Roe-HLL [33], Rotated-Roe-Rusanov [33] iibertragen lasst. Daher
entwickeln Chen et al. in [21] eine weitere Low-Mach Modifikation. Basierend darauf, dass
die Spriinge im Widerspruch mit der kontinuierlichen Loésung im inkompressiblen steht,

zerlegen die Autoren zunéchst den Sprung der konservativen Variablen AQ in
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- Ap - - Ap - - O -
AQ=|Apu| = (ug, +up)Ap/2 + WT[)R Au (4.21)
[ Aper| | AR)/( = 1)+ (a2 +qr)Bp/2] | Ad|
q= W (4.22)

welcher sich zusammensetzt aus einem Dichte Diffusionsanteil AQP (erster Term auf der
rechten Seite von Gleichung D und einem Geschwindigkeits Diffusionsanteil AQU (zwei-
ter Term auf der rechten Seite von Gleichung [4.21]).

Dichte und Druckspriinge fallen im Inkompressiblen sehr klein aus und fiithren damit
nicht zur exzessiven Dissipation. Weiterhin, wie bereits beim Fix von Thornber et al.
argumentiert, konnen diese exzessive Dissipation bei Kontaktunstetigkeiten hervorrufen,
wenn diese falsch modifiziert werden. Aus diesen Griinden verzichten Chen et al. auf eine
Anpassung von AQP. Um die Genauigkeit im Low Mach beizubehalten, wird AQ =~ mit
der Machzahl skaliert.

1
EcliD - _5 ‘éRoe

(2@, +920Q,) (4.23)

Diese Anpassung nennen Chen et al. Low-Dissipation Roe (kurz LDRoe). Chen et al. zei-
gen mathematisch, dass LDRoe Checkerboard Moden unterdriicken kann. Wie bei Rieper

erfolgt dies auf Basis eines kartesischen Gitters.

4.2.5 Modifikation nach Li et al.: Roe-AM-TP

Das Roe-Verfahren hat nicht nur das Problem, dass es im niedrigen Machbereich unphy-
sikalische Losungen liefert. Einige weitere Probleme vom Roe-Verfahren sind Instabilita-
ten bei Stoken (Karbunkel-Phdnomen), der falschen Approximation des Expansionsfacher
durch einen Stoft sowie positive Nichterhaltung bei hypersonischen Stromungen. In [34]
versuchen Li et al. nahezu alle Probleme des Roe-Verfahren anzugehen, und nennen die
resultierende Modifikation Roe-AM-TP (,Roe Type scheme for all Mach-number flows
which is towards perfect®). Fiir diese Arbeit ist rein der Fix fiir die exzessive Dissipation
bei M — 0 interessant. Sollte sich das Verfahren als empfehlenswert erweisen, sind die
Anpassungen fiir die anderen Probleme spéater immer noch nachimplementierbar. Gegen-

iiber Gleichung werden 0U (Gleichung[2.11]) und 0p (Gleichung|2.12)) weiter aufgeteilt

1m:
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U = 5U, + 6U, (4.24)

0p = 0py + Opy (4.25)

dp, ist die Druckdifferenz getriebene Modifikation fiir den Zellseiten Druck, dp, ist die
Geschwindigkeitsdifferenz getriebene Modifikation fiir den Zellseiten Druck, 60U, ist die
Geschwindigkeitsdifferenz getriebene Modifikation fiir die Zellseiten Geschwindigkeit, 6U,
ist die Druckdifferenz getriebene Modifikation fiir die Zellseiten Geschwindigkeit

Fiir das Roe-Verfahren konnen diese angegeben werden zu

Opy, = max(0,¢ — ’ff‘)ﬁAU (4.26)
opp, = szgn(U)mm(‘f/‘ ,6)% (4.27)
oU, = sign(f])min()ﬁ ,5)% (4.28)

oU, = max(0,é — |U )%, (4.29)

welche in der Summe &quivalent zu den Gleichungen und sind. Li et al. geben

drei Regeln an, um das Roe-Verfahren auf inkompressible Strémungen zu erweitern:

e (1) zur Behebung des unphysikalischen Verhaltens muss gelten dp, = O(upAu)

e (2) um Checkerbaord Moden zu unterdriicken, muss gelten 6U, = O(c 'p~tAp ~
-1
p~Ap)

e (3) um das Global-Cut-Off Problem zu vermeiden, muss das Abschneiden im Zahler

vermieden werden, wiahrend es im Nenner beibehalten werden kann

Um das Genauigkeitsproblem zu beheben wird ersetzt durch

pu = f(M)maz(0,& — ‘U‘)ﬁAU (4.30)

mit

(M) = min (M V4 +1 (j]\;ZMQ)Z, 1) . (4.31)

Beldsst man 60U, bei dem Roe-Verfahren, hat man schwache Checkerboard Moden in der
Losung. Um diese zu unterdriicken, empfehlen die Autoren in einem nahezu zeitgleich

erschienen Paper [35] 60U, zu ersetzen mit:
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5U, = <maa:(0, ¢ —|U|) + (1 —©) (|U| - %sign(U’)mm(w ,d))) APy 39)

ﬁﬁmodéQ
mit
1 -
¢ = S\ A8 a + (1 = Boa) 20 (4.33)
1 -
U = 5(1 + Brmod)U (4.34)
Brod = min(max(M?2 ., M?),1). 4.35
ref

0U, ist der prakonditinierten Dissipation nachempfunden. Allerdings wird mit diesem
Term das Stabilitatskriterium zu dem vom Roe-Turkel. Daher soll U, bei Gleichung

belassen werden.

Zu dieser Low-Mach Anpassung ist das RoeMAS Schema von Qu et al. [36] sehr dhnlich.
Letztendlich bedient es sich den gleichen Regeln die Li et al. in [34] bzw. in [35] zur
Auslegung ihrer Modifikation verwenden. Daher wird stark von ahnlichen Eigenschaften

ausgegangen und dieses Verfahren nicht extra beleuchtet.

4.2.6 Modifikation nach Dellacherie: all Mach Roe Schema

Der Fix von Dellacherie [37] ist &hnlich zu der Anpassung von Rieper [28]. Gegentiber der
Modifikation von Rieper skaliert Dellacherie den Sprung in der Normalengeschwindigkeit

ausschlieflich in der Impulserhaltung mit der lokalen Machzahl.

0
FAM,Roe o FRoe + (@ _ 1)@ (4 36)
Ly — L4 9 [(uy, —up) - njn '

0

die lokale Machzahl © wird aus den Roe-Mittelwerten bestimmt.

(4.37)
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Die Modifikation kann auf andere Abwind-Verfahren iibertragen werden. Es gibt eine

weitere Low-Mach Anpassung, das RoeM+ Verfahren von Xie et al. [38]. Dessen Ziel ist es,
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fiir alle Machzahlen geeignet zu sein. Dieser greift allerdings um das Genauigkeitsproblem
im niedrigen Machbereich zu vermeiden, auf die Modifikation von Dellacherie zuriick.
Daher wird dieser bei niedrigen Machzahlen die gleichen Eigenschaften wie die Anpassung

von Dellacherie aufweisen.

4.2.7 Modifikation nach Chen et al.: APC-framework

Chen et al. [39] entwickeln ein System, welches sie anti-dissipation pressure correcti-
on (APC) nennen, mit denen der fiir den Genauigkeitsdefekt verantwortliche Term bei

Godunov-Typ-Verfahren ermittelt werden kann. Im Falle des Roe-Verfahrens lautet dieser

’U—E‘—l— U+¢
- 4

Dieser ist proportional zu Pf¢ oc —pcAu. Wenn man die Anpassungen der anderen Mo-

phoe — pAU (0,714, 1y, 0., U)T. (4.38)

difikationen betrachtet, skalieren diese in verschiedenen Varianten diesen Term. Nachdem

Chen et al. den schédlichen Term kennen, kénnen Sie eine einfache Abhilfe angeben:

E§08+APC — EdRoe + (g . 1)£§oe (439)

Die Roe APC Anpassung soll laut den Autoren effektiv Checkerbaord Moden unter-
driicken, aufgrund von Druck- bzw. Dichtedifferenzterme in der Kontinuitéts- und Ener-

giegleichung.

4.2.8 Modifikation nach Bruel et al.: LMAAP

Bruel et al. [2] m6chten eine Roe Modifikation entwickeln, welche nicht nur die Konvektion
akkurat bei niedrigen Machzahlen berechnen kann, sondern auch akkurat akustische Wel-
len mit einbeziehen kann. Als ein Anwendungsbeispiel konnte eine Stabilitdtsuntersuchung
bei einer Effusionskiihlung in Brennkammern sein, bei denen akustische Storungen infolge
von Verbrennungsinstabilitdten auftreten. Bisherige Modifikationen wie Turkel, der Fix
von Dellacherie und der Fix von Rieper (LMRoe) sind unzureichend fiir akustische Be-
rechnungen. Das Roe-Turkel-Verfahren déampft Akustik zu stark, wihrend die Fixes von
Dellacherie und Rieper eine akustische Instabilitét verbunden mit einer degradierten CFL
Zahl aufweisen. Letzteres verdeutlichen Bruel et al. anhand eines 1D-Testfalls, bei dem zu
einer stationdren Stromung mit M., = 1073 eine akustische Sinuswelle hinzugefiigt wird
(Testfall beschreibung in Abschnitt 2.2.1 in [2]). Die Ergebnisse sind in Abbildung
zu sehen. Bei einer CFL-Zahl von 0,9 (unten in Abbildung gibt es eine Anfachung
der Sinus-Welle bei LMRoe und der Modifikation von Dellacherie, wiahrend dies bei ei-
ner CFL-Zahl von 0,45 (oben in Abbildung und generell fiir das Roe-Verfahren fiir
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Abbildung 4.2.2: Dichte (links) und Impuls (rechts) fiir eine akustische 1D-Sinuswelle
(My, = 1073, 400 Zellen und erste Ordnung Approximation mit ex-

pliziter Zeitintegration [2]

beide CFL-Zahlen nicht der Fall ist. Weiterhin beméngeln Bruel et al., dass die zweite
Ordnung fiir ein diskontinuierliches Galerkin Verfahren nicht erreicht wird, wéhrend eine

héhere Ordnung insbesondere fiir skalenauflosende Simulationen wiinschenswert ist.

Bruel et al. leiten ihre Modifikation zunéchst nur fiir die barotropen Euler-Gleichungen
her. Galié¢ et al. [40] erweitern diese schlieflich fiir die vollen Euler-Gleichungen. Damit

kann diese Anpassung fiir die vollen Euler Gleichungen angegeben werden zu

*(pr — pr) + €2(uy — ug) - Inl

E?O@*LMAAP — E(};Oe + (1 _ @) _epLng |E|

%(m —pr) + €2 (u, — up) - |n| )
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In| ist der Normalenvektor, ausgedriickt mit den Absolutbetrégen der einzelnen Kompo-
nenten. Die zweite Zeile von Gleichung entspricht dem Fix von Dellacherie, auch
wird die Definition fiir © tibernommen (Gleichung [4.37). Die Anpassung trigt den Na-
men LMAAP (Low Mach Acoustic Accuracy Preserving). Bei der LMAAP Modifikation
werden die Dissipationskoeffizienten so hergeleitet, dass sich sowohl fiir Konvektion als
auch Akustik die Stabilitdtsgrenze vom urspiinglichen Roe-Verfahen ergibt. Die Wahl
der Dissipationskoeffizienten ist dabei aber nicht eindeutig. Das &ufsert sich darin, dass
e sowohl Eins als auch Minus Eins sein kann. Die Wahl wird dem implementierenden
Ingenieur iiberlassen, wiahrend die Ergebnisse fiir beide Vorzeichen dhnlich sein sollen.
In den numerischen Testergebnissen von Bruel et al. [2] zeigt sich, dass sich eine asym-
metrische Losung fiir eine Zylinderumstromung einstellt. Dafiir machen Bruel et al. die
freie Wahl vom Vorzeichen von e verantwortlich, welche in einem Verlust von Galilean

Invarianz resultiert.

Die anderen Modifikationen als Alternativen zur prakonditionierten Dissipation beheben
das Genauigkeitsproblem, indem sie rein die Geschwindigkeitsdiffusion vom Roe-Verfahren
reduzieren. Dies fiihrt zu einer Zentrierung des Druckgradienten. Infolge konnen Checker-
board Moden auftreten. Beim LMAAP-Verfahren wird neben der Reduktion der Ge-
schwindigkeitsdiffusion eine Erhéhung der Druckdissipation vorgenommen, wodurch eine

dezentrale Diskretisierung des Druckgradienten resultiert.

4.3 Einordnung

Thematisch ist die Verdffentlichung von Hope-Collins und Di Mare [5] sehr nahe an dieser
Arbeit und bildet damit einer der wichtigsten Quellen dieser Arbeit. Hope-Collins und Di
Mare [5] bedienen sich ausfiihrlich der Mathematik, um sich dem Genauigkeitsproblem
detaillierter zu ndhern. Sie betrachten die drei Limits reine Konvektion, reine Akustik und
gemischt und wie die kiinstliche Dissipation ausgelegt sein muss, um die einzelnen Limits
abdecken zu konnen. Dadurch resultiert ein tieferes Verstdndnis, welches es ermoglicht,
numerische Ergebnisse in dieser Arbeit erkléaren zu kénnen. Dariiber hinaus kénnen die hier
vorgestellten Verfahren eingeordnet werden. Daher sollen im Folgenden die wichtigsten

Ergebnisse fiir diese Masterarbeit aus [5] rekapituliert werden.

Um zu zeigen, dass es drei verschiedene Skalierungen fiir die drei Limits gibt, ziehen Hope-
Collins und Di Mare die modifizierten kontinuierlichen 2D Euler-Gleichungen (Euler-
Gleichungen mit kiinstlichen Dissipationstermen) in Entropievariablen Q*P = (p,u, v, s)”

heran
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Oip + u0,p + YpOyu = A110p2p + A120,2u (4.41a)
PO + M720,p + pudyu = Ag1Opep + Aza0,pu (4.41b)
O + u0,v = A330,,0 (4.41c¢)

018 + 10,8 = Ays0py S (4.41d)

Die Dissipationsterme in den Gleichungen sollen dabei stellvertretend fiir eine Viel-
zahl von Verfahren stehen. Hope-Collins und Di Mare nutzen im Weiteren das Vorgehen
von Turkel in 7] und [II] zur Auslegung der kiinstlichen Dissipation (Bestimmung der
Dissipationskoeffizienten Aji, Aya,..., Ayq) einmal fiir reine Konvektion und ein weiteres
Mal fiir reine Akustik bei M — 0. Die Koeflizienten A33 und A4y sind fiir beide Skalierun-
gen O(M?). Fasst man die restlichen Koeffizienten in einer Matrix zusammen, ergibt sich

fiir die konvektive Skalierung die Matrix A° und fiir die akustische Skalierung die Matrix

A

M= MO Mt M
A~ O . A"~O

M=2 M° M2 M

Indem Hope-Collins und Di Mare die beiden Skalierungen untersuchen, sind sie in der
Lage, eine richtige Skalierung fiir das gemischte Limit zu finden. Hierzu untersuchen sie
jeweils, wie sich die konvektive und akustische Skalierung eignen, um die Eigenschaf-
ten vom gemischten Limit (gefolgert aus einer asymptotischen Entwicklung) abzubilden.
Fiir die konvektive Skalierung folgt, dass der diagonale Diffusionsterm in der Druckglei-
chung zu grofs ist, da dadurch eine effektive Dampfung von Akustik resultiert. Die er-
héhte Druckdissipation wirkt aber gleichzeitig wie eine Brezzi-Pitkdranta Stabilisierung,
die Checkerboard Moden unterdriickt. Betrachtet man die akustische Skalierung, folgt,
dass der diagonale Diffusionsterm in der Geschwindigkeitsgleichung zu grofs ist, und da-
mit Konvektion stark gedampft wird. Um ein Verfahren zu erhalten, welches sowohl fiir
Konvektion als auch fiir Akustik geeignet ist, muss die Druckdissipation der akustischen
Skalierung A{; und A{, mit der Geschwindigkeitsdissipation des konvektiven Verfahrens
Af, und AS, gekoppelt werden. Fiir die Matrix mit den Dissipationskoeffizienten folgt

daraus

M-t M°

M=2 M°
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Dieses Verfahren ist mit allen drei Limits Konvektion, Akustik und gemischt kompatibel
(und wird von Hope-Collins und Di Mare mit mixed diffusion benannt). Wie Hope-Collins
und Di Mare anhand einer asymptotischen Entwicklung zeigen, hangt die Dissipation des
konvektiven Druckes nur von A;s und die Dissipation der akustischen Geschwindigkeit
ausschlieflich von As; ab. Damit besteht hier eine reine Abhéngigkeit von den nicht nicht-
diagonalen Dissipationskoeffizienten A5 und As;, weshalb diesen eine spezielle Bedeutung
zukommt. Insbesondere bei asymptotisch verschwindenden M — 0 nicht-diagonal Eintra-

gen kann dies zu Checkerboard-Moden und zur akustischen Instabilitat fithren.

Es besteht eine weitere Moglichkeit die kiinstliche Dissipation auszulegen. Diese beinhal-
tet ein adaptives Wechseln zwischen den einzelnen Skalierungen, je nachdem, welche am
sinnvollsten ist. Eine Moglichkeit ist es, in Abhéngigkeit der Grofse des Zeitschrittes zu
entscheiden, ob Akustik aufgelost werden kann oder nicht. Dies kann abgeschétzt werden,

indem die akustischen Zeitskala 7 ins Verhéltnis gesetzt wird mit dem Zeitschritt At.

T L
At TAté
Diese Vorgehensweise entspricht dem Verfahren von Potsdam, welches in Abschnitt

vorgestellt wurde. Bei At > 7 konnen akustische Wellen nicht aufgelést werden und M,

M,

ist klein, wodurch die konvektive Skalierung des Roe-Turkel Verfahrens verwendet wird.
Wenn At < 7 gilt, kdnnen akustische Wellen aufgelost werden und M, ist grofs. Dadurch
erhalt man wieder die Druckdissipation des urspriinglichen Roe-Verfahrens. Infolge nimmt

die Dissipation die gemischte Skalierung an.

Auf Basis der hergeleiteten Skalierungen der kiinstlichen Dissipation schédtzen Hope-
Collins und Di Mare den Spektralradius, welcher fiir die Stabilitdtsgrenze bei expliziter
Zeitintegration und auf das Konvergenzverhalten bei impliziter Zeitintegration Einfluss
hat. Da Diffusionsmatrizen positiv (semi) definit sein miissen, lasst sich der Spektralradius

aus der Spur abschétzen

Spur(A°) ~ O(M™?), Spur(A®*) ~ Spur(A™) ~ oM™

Bei der akustischen Skalierung und der gemischten Skalierung erhélt man fiir die Spur die
gleiche Grofenordnung wie der physikalische Spektralradius. Wodurch keine Anderung
der Stabilitdtsgrenze resultieren sollte, bis auf einen konstanten Faktor. Die Spur der
konvektiven Skalierung unterscheidet sich um den Faktor M ~! von dem physikalischen
Spektralradius, womit die CFL-Grenze unter dem das Verfahren stabil ist, um eine Gro-
fsenordnung von M schneller abfillt als die physikalische CFL-Grenze. Dieses Verhalten
wurde bereits in Abschnitt fiir das Roe-Turkel Verfahren [4.1.3] verdeutlicht.
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Die in dieser Masterarbeit ausgewahlten Roe-Modifikationen fiir Low Mach wurden nach
dem Kriterium der Beibehaltung der Stabilitdtsgrenze vom urspriinglichen Roe Verfahren
gemustert. Dementsprechend ist zu erwarten, dass all diese Verfahren die gemischte Ska-
lierung aufweisen miissen. Dies wird spéater anhand einer 1D akustischen Welle numerisch
iiberpriift, neben den stationdren Testfillen, die die Eignung auf Konvektion bestatigen

sollen.

Die bisherige Herleitung von Hope-Collins und Di Mare ist fiir die meisten Verfahren all-
gemein, da sie auf den kontinuierlichen Gleichungen mit kiinstlichen Dissipationstermen
beruht. Um die Ergebnisse speziell auf das Roe-Verfahren anzuwenden, transformieren
Hope-Collins und Di Mare die hergeleitete kiinstliche Dissipation auf das Roe-Verfahren
im Finite Volumen Kontext in konservativen Variablen. Das bringt sie auf die Formu-

lierung von Liu & Vinokur [14], welche bereits in dieser Arbeit benutzt wurde, um das
Roe-Verfahren anzugeben (Gleichung [2.10)

] N ] ] /3 _ A

e % || | dpu| +0U | | +0p | n (4.42)
Ape, pH U

U = :|—1®1’Ap + I_ZIMMJ (4.43)

op v p21Ap + p |0 p2e AU (4.44)

U]
|0] ist ein beliebiges GeschwindigkeitsmaR in der Grokenordnung O(M?), welches fiir die
richtige Einheit der Terme sorgt. Die Dissipationskoeffizienten miissen fiir die einzelnen
Skalierungen die Grofenordnungen wie in Tablle . 1] aufgefithrt annehmen, um die entspre-
chende Skalierung fiir die drei asymptotischen Limits Konvektiv, Akustik oder gemischt

zu erreichen.

Basierend darauf konnen Hope-Collins und Di Mare einen Vergleich und eine Einordnung
von Roe Modifikationen fiir niedrige Machzahlen vornehmen. In dieser Arbeit sollte sich
nur auf Anpassungsvorschliage, die die Stabilitdtsgrenze von urspriinglichen Roe-Verfahren
beibehalten, fokussiert werden. Fiir weitere niedrig Mach Anpassungen und deren Ein-

ordnung sei daher auf Hope-Collins und Di Mare [5] verwiesen.

Hope-Collins und Di Mare erlautern in Weiterem die Bedeutung der nicht-diagonalen
Dissipationskoeffizienten. Gleichung fiir 0U und Gleichung fiir 0p enthalten den
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Konvektiv  Akustik  gemischt

we O(MY)  O(MY)  O(M)

o) OM)

)
pun O )
M®)  OM°)  O(M")
)
)

H12 (@)

Ha21 o O(M?) O(M?)

pa2 O oM~  O(M°)

Tabelle 4.1: Grofenordnung der einzelnen Dissipationskoeffizienten fiir die drei Skalie-
rungen der Dissipation

Term % = +1. Mit diesem wird das Vorzeichen der nicht-diagonalen Dissipationskoeffizi-
enten festgelegt. Mit der Wahl wird sichergestellt, dass diese einen dissipativen Charakter

haben, zugleich aber auch negative Dissipationskoeffizieten moglich sind.

Anti-Diffusion ist solange tolerabel, solange die Dissipationsmatrix positiv (semi) definit
ist. Dies kann iiber die Determinante der Dissipationsmatrix bestimmt werden. Fiir die

Determinante muss gelten: 11190 — 12421 > 0, wobei gleich Null positiv semi definit ist.

Fiir asymptotisch diagonale und Dreiecksdissipationsmatrizen ist dies automatisch erfiillt.
Fiir die gemischt Konvektion/Akustik Skalierung verschwindet der Term i1 1192 asympto-
tisch. Infolge muss der Term o9 entweder asymptotisch verschwinden oder negativ
werden, damit die Dissipationsmatrix nicht negativ definit und das Verfahren in Folge

instabil wird.

Alle vorgestellten Verfahren bis auf das Verfahren von Bruel et al. [2] erfiillen dies dadurch,
dass sie asymptotisch diagonal sind. In Folge haben diese Verfahren aber verschwindende
Dissipation auf dem konvektiven Druck und der akustischen Geschwindigkeit (wie oben

bereits erkldrt). Dadurch resultiert die akustische Instabilitat sowie eine Anfélligkeit fiir
Checkerboard Moden.

Bruel et al. [2] nutzen die nicht-diagonalen Dissipationskoeffizienten, um die in Folge der
akustischen Instabilitdt degradierte CFL-Zahl wieder auf die vom urspriinglichen Roe-
Verfahren zu heben. Damit positiv semi Definitheit gewéhrleistet ist, miissen allerdings
f12 und po; umgekehrte Vorzeichen aufweisen. Welcher der beiden positiv und welcher
negativ ist, spielt dabei keine Rolle. Dadurch resultiert die freie Wahl vom Vorzeichen von
¢ in dem LMAAP-Fix (Gleichung und der damit einhergende Verlust von Galilean

Invarianz.
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5 Testfalle

Mit abgeschlossener Theorie sollen die Modifikationen anhand von Testfillen numerisch
untersucht werden. Die Fixes werden hierfiir fiir explizite Zeitintegration in TRACE imple-
mentiert. TRACE ist ein dichtebasierter, hybrid strukturiert/unstrukturierter Multiblock
Loser. Zunachst wird die Stabilitdt der einzelnen Modifikationen numerisch bewertet, in-
dem die maximal erreichbare CFL-Zahl bestimmt wird. Anschlieftend wird die Machzahl-
unabhéngigkeit der Losung anhand einer stationdren Profilumstromung bestétigt. Bevor
die Labyrinthdichtung als Turbomaschinentestfall dient, betrachten wir den Lid-driven
Cavity Testfall. Dieser kann als Vereinfachung der Stréomung in einer Labyrinthdichtung
angesehen werden. Die Labyrinthdichtung als Turbomaschinenkavitét bildet den finalen
stationdren Testfall. Zuletzt wird mit einer viskosen Zylinderumstrémung die Eignung fiir

transiente Berechnungen betrachtet.

Zur Losung der stationdren Testfille kommt jeweils ein Pseudozeitschrittverfahren zum
Einsatz. Als rdumliche Ordnung kommt eine Diskretisierung zweiter Ordnung zum Ein-

satz. Da eine stationdre Losung gesucht wird, wird zeitlich erster Ordnung gerechnet.

5.1 CFL-Zahl Untersuchung

Zur Untersuchung der Stabilitdtsgrenze wird eine eindimensionale akustische Sinuswelle
betrachtet, die in x-Richtung strémt. Diese wird auf eine Hintergrundstrémung aufgege-
ben. Um einen eindimensionalen Testfall in TRACE zu imitieren, wird in Tiefenrichtung
eine Zelle verwendet, die mit spiegelnden Randbedingungen versehen wird. In y-Richtung
werden zwei Zellen mit periodischen Réandern verwendet. Im zweidimensionalen ldsst sich
fiir diesen Testfall mit dem grofiten Eigenwert v 4 ¢ in x-Richtung und ¢ in y-Richtung

die Stabilitdtsbedingung angeben als
(u+c)At  cAt

<1 1

Ax + Ay — (5:1)

Aus [5.1]lasst sich herleiten, wie in Abhéngigkeit von Az, Ay gewihlt werden muss, damit
sich eine gewiinschte CFL-Zahl in x-Richtung einstellt:

CFLyp = CFL, +CFL, =




42 Testfalle

Az
-1+ M)

Ay = (5.2)

(orr:
Mit diesem Zusammenhang wird die Ausdehnung des Rechengebietes in y-Richtung so
angepasst, dass sich eine CFL-Zahl in Strémungsrichtung von 0,99 einstellt. Az ergibt
sich aus der Ausdehung in x-Richtung von 0,5 m und 1000 &quidistante Zellen in x-
Richtung. Um eine akustische Welle zu erhalten, wird eine Druck- und Dichteschwankung
vorgegeben, die einer sich stromab bewegenden akustischen Welle mit einer Amplitude
von 0,07 Pa entspricht. Diese wird auf einen Hintergrunddruck von 101.325 Pa und einer
Hintergrundstromung mit einer Machzahl von 1073 aufgegeben. Die Druckschwankung
wird dabei mittels der isotropen Beziehungen fiir diese Machzahl so klein gewéahlt, um
moglichst eine lineare Advektion zu gewéhrleisten. Andernfalls verformt sich die Welle
iiber die Zeit.

Die akustische Instabilitét, die Bruel et al. [2] bei LMRoe und dem all Mach Roe Sche-
ma von Dellacherie beméngeln und die Hope-Collins und Di Mare [5] auf asymptotisch
verschwindende Dissipation auf der akustischen Geschwindigkeit zuriickfiihren, kann die
Stabilitat beeintrachtigen. Um der Welle Zeit zu geben, sich im Falle der akustischen
Instabilitdt aufzuschwingen, werden 100 Zyklen gerechnet. Um weiterhin ein Aufschwin-
gen zu begiinstigen, sollte die Dissipation mdglichst niedrig sein. Daher wird rédumlich
und zeitlich Verfahren zweiter Ordnung verwendet. Die maximale CFL-Zahl soll bis auf
eine Auflésung von 0,01 genau fiir die verschiedenen Modifikationen bestimmt werden.
In Abschnitt wurde bereits erwahnt, dass fiir Falle von M, > M beim Verfahren
von Potsdam et al. [24] sich eine hohere Stabilitdtsgrenze als Roe-Turkel einstellen kann.
Dies soll hier gezeigt werden. Die Stabilitdatsgrenze steigt mit M,,. Fiir M, > 1 erreicht
Bu = 1 den Maximalwert. Daher wird M, auf Eins gebracht, um die maximale CFL-Zahl
zu bestimmen. Abbildung zeigt links die Sinuswelle fiir die hochstmoglich erreichte
CFL-Zahl (in x-Richtung). Rechts in Abbildung ist am Beispiel von der APC Modi-
fikation verdeutlicht, wie die Losung bei Uberschreiten der maximalen CFL-Zahl instabil

wird.

Das Roe-Turkel Verfahren ist nicht in aufgefiihrt. Dessen restriktive Stabilitétsgren-
ze wurde bereits in dargestellt. Wahrend sich das unmodifizierte Roe-Verfahren mit
CFL = 0,97 sehr nahe am Maximum von 0,99 befindet, sind die maximalen CFL-Zahlen
der Modifikationen niedriger. Die LMA AP-Anpassung erreicht die zweithochste CFL-Zahl,
bei der die Losung stabil bleibt. Dabei zeigt sich mit C'F L,,,, = 0,86 fiir ¢ = —1 und
CF Ly = 0,87 fiir ¢ = 1 nur eine sehr geringe Abhéngigkeit vom Vorzeichen von e.
Entgegen dem Ziel von Bruel et al. [2] wird aber ein Erreichen der CFL-Zahl von Eins

verfehlt. Dennoch ist die maximal erreichbare CFL-Zahl offenbar hoher als bei den tibri-
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Abbildung 5.1.1: Akustische Sinuswelle bei maximaler CFL-Zahl (links) und bei Uber-
schreiten der maximalen CFL-Zahl (rechts) fiir verschiedene Low-
Mach Modifikationen

gen Modifikationen, wodurch sich die nicht-diagonalen Dissipationsterme gegeniiber den
anderen Anpassungen positiv bemerkbar machen. Die restlichen Modifikationen erreichen
hier eine maximale CFL-Zahl von 0,77. Dies trifft auch fiir die instationére prakondi-
tionierte Dissipation von Potsdam et al. [24] zu. Wie in Abschnitt bereits erldutert,
handelt es sich beim Verfahren von Potsdam et al. [24] um ein adaptives Schema, welches
sich zwischen der konvektiven und der gemischten konvektiven /akustischen Skalierung der
Dissipation in Abhéngigkeit von M, bewegt. Fiir M, = 1 wird die gemischte Skalierung
der Dissipation erreicht. Damit befindet sich die Stabilitdtsgrenze wieder in derselben
Grofenordnung wie die vom urspriinglichen Roe-Verfahren. Da iiber M, rein die Druck-

dissipation beeinflusst wird, unterstreicht dies deren Bedeutung fiir die Stabilitdtsgrenze.

Bruel et al. [2] zeigten mittels einer Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse, dass die Modifi-
kationen von Rieper (LMRoe) [28] und Dellacherie (all Mach Roe) [37] unter der einge-
schriankten Stabilitatsbedingung C'F'L < 0,5 stabil seien. Dies kann hier nicht numerisch

bestéatigt werden. Ein moéglicher Grund ist eine zu hohe Dissipation in der Losung.

Bei vielen praktischen Berechnungen liegt entweder reine Konvektion vor (z. B. statio-
néren Rechnungen) oder Konvektion ist gegeniiber Akustik das dominierende Phdnomen.
Da hier eventuell die akustische Instabilitét keine oder nur eine sehr geringe Rolle spielen
konnte, soll untersucht werden, ob sich die Stabilitéit bei reiner Konvektion anders verhélt.
Dazu soll statt der akustischen Welle eine Entropiewelle aufgegeben werden, mit Dichte-
schwankungen von +0, 1 kg/m?® um eine Hintergrunddichte von 1,293 kg/m3. Aufgrund
des hoheren Rechenaufwands wird hier nur ein Durchgang der Welle durch das Rechen-
gebiet gerechnet. Abbildung zeigt fiir die Modifikationen die hochste CFL-Zahl bei
der die Welle richtig wiedergegeben wird.
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Abbildung 5.1.2: Entropiewelle bei maximaler CFL-Zahl fiir verschiedene Low-Mach
Modifikationen

Fiir das unangepasste Roe-Verfahren hat sich die maximale CFL-Zahl geringfiigig von
0,97 auf 0,96 gegeniiber der Untersuchung mit der akustischen Welle reduziert. Bei der
LMAAP Modifikation ist die Reduktion grofser. Von 0,87 bzw. 0,86 wird hier 0,83 erreicht.
Fiir die restlichen Low-Mach Anpassungen hat sich nichts verdndert. Rechnet man mit
héheren CFL-Zahlen, werden die Rechnungen nicht instabil, aber die Welle wird zu stark
dissipiert. Dies wird in Abbildung [5.1.3] anhand der CFL-Zahlen 0,78 und 0,8 illustriert.

1.400
--- Referenz Amplitude 1.3751
CFL=0.78 APCRoe
1.350

CFL=0.78 all Mach Roe —
CFL=0.78 Roe-AM-TP "‘E
CFL=0.78 L?Roe S
CFL=0.78 LDRoe I~

CFL=0.78 LMRoe 9
—— CFL=0.78 Thornber T 1275
CFL=0.78 Potsdam M, =1 é) 1.250
—— CFL=0.96 Roe
1.225
1.200

~1.00 -0.75 -0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x normiert [-]

1.400 A

- Referenz Amplitude 1.3751
CFL=0.8 APCRoe
CFL=0.8 all Mach Roe 1.3501
CFL=0.8 Roe-AM-TP .
CFL=0.8 L2Roe
CFL=0.8 LDRoe = 1.3001
CFL=0.8 LMRoe
CFL=0.8 Thornber 1.2751
CFL=0.8 Potsdam M, =1 ¢ 1.2504
CFL=0.96 Roe
1.225
1.200 A

~1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X normiert [-]

-

w

N

v
L

Dichte [kg/m?3]

Abbildung 5.1.3: Dissipation der Entropiewelle bei zu hoher CFL-Zahl fiir verschiedene
Low-Mach Modifikationen

Das Verfahren von Potsdam et al. [24] leidet offenbar schwéicher an dem Defizit. Auffillig

ist, dass das unmodifizierte Roe-Verfahren kein Genauigkeitsdefizit aufweist, obwohl es



5.1 CFL-Zahl Untersuchung 45

sich hier um reine Konvektion handelt. Allerdings liegen auch keine Geschwindigkeits-
spriinge in der Losung vor, die eine exzessive Dissipation hervorrufen konnten. Obwohl
reine Konvektion vorliegt, deutet sich aufgrund der Ahnlichkeit der CFL-Zahlen, bei denen
noch eine physikalische Losung vorliegt, und den maximalen CFL-Zahlen, die mittels der

akustischen Sinuswelle ermittelt worden sind, eine Korrelation an.

Bei einer Entropiewelle sollten keine Druckschwankungen auftreten. Abbildung [5.1.4] zeigt
den Druckverlauf fiir CFL 0,77, 0,78 und 0,8 am Beispiel der Ergebnisse von LMRoe.
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Abbildung 5.1.4: Entstehung von Druckschwankungen bei zu hoher CFL-Zahl

Bei der CFL-Zahl von 0,77, bei der die Entropiewelle physikalisch korrekt wiedergegeben
wird, sind nahezu keine Druckschwankungen zu sehen. Bei den CFL-Zahlen von 0,78 und
0,8 bei der die Entropiewelle dissipiert, sind erhebliche Druckschwankungen erkennbar.
Die Ursache hierfiir wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Eine denkbare Erkldrung ist,
dass wie Guillard und Murrone [19] zeigten, mit einem Godunov bzw. Godunov-Typ Ver-
fahren immer eine akustische Komponente entsteht, selbst wenn reine Konvektion vorliegt.
Dies geschieht infolge der Abbildung auf stiickweise konstante Werte mit Unstetigkeiten.
Die akustische Instabilitéit konnte in Folge das Aufschwingen dieser akustischen Welle ver-
ursachen. Die zu groften Druckstorungen kénnten, wie in Abschnitt erlautert, den

inkompressiblen konvektiven Anteil unterdriicken.
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5.2 NACAOQ0O012

Im Folgenden soll die Machzahlunabhéngigkeit der Losung untersucht werden. Dafiir be-
dienen wir uns der 2D-Umstromung um ein NACA-0012 Profil. Beim NACA-0012 han-
delt sich um ein symmetrisches Profil. Der Verlauf des Druckbeiwertes {iber die Ober-
fliche sollte dabei bei niedrigen Machzahlen nahezu unabhéngig von der Machzahl sein.
Zum Vergleich der Ergebnisse dienen uns die Referenzdaten von Gregory & O'Reilly [41].
Referenzdaten liegen fiir die Anstellwinkel 0°, 10° und 15° vor. Es sollen verschiedene
Machzahlen von 0,3 bis 0,0015 bei einer konstanten Reynoldszahl bezogen auf die Profil-
tiefe von drei Millionen gerechnet werden. Hierzu wird die Profiltiefe mit der Machzahl
angepasst. Die Profilumstromung wird voll-turbulent mit dem k£ — w Turbulenzmodell
von Wilcox 1988 [42] gerechnet. Das Netz soll tendenziell grob gewéhlt werden. So kann
das Genauigkeitsproblem deutlicher veranschaulicht werden, da mit feinerem Gitter die
Dissipation abnimmt und somit bei entsprechend feinem Gitter das Genauigkeitsproblem
verschwinden wiirde. Als Netz wird ein strukturiertes Netz mit einer Zellenanzahl von
70152 verwendet. Dieses ist in Abbildung zu sehen.
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Abbildung 5.2.1: NACA-0012 Vernetzung
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Fiir die Hohe der ersten Zelle am Profil wird ein y* von 30 gewéhlt und eine Wandfunk-
tion verwendet. Da die Priakonditionierung die restriktive Stabilitdtsbedingung aufweist,
wird diese implizit mit dem Euler-Verfahren gerechnet. Fiir die restlichen Modifikatio-
nen wird mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren gerechnet. Da mit anderen Limi-
ter Konvergenzprobleme hin zum stationdren Zustand beobachtbar waren, kommt der
Minmod-Limiter zum Einsatz. Um den Einfluss der Randbedingungen zu minimieren, ist
der Fernfeldrand mindestens 50 Profiltiefen vom Profil entfernt. Fiir die Berechnungen
mit dem Roe-Turkel Verfahren wird K = 50 und M,.; = 1071° zur Bestimmung des

Prakonditionierungsparameters [ verwendet.
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Abbildung 5.2.2: NACA-0012 mit Roe und Roe-Turkel als Riemannloser

Mit abgeschlossener Beschreibung des Testfalls, soll im Folgenden auf die Ergebnisse ein-
gegangen werden. Abbildung [5.2.2] zeigt links die Ergebnisse vom Roe-Verfahren und
rechts fiir das Roe-Turkel Schema. Mit sinkender Machzahl wird beim Roe-Verfahren die
Losung immer schlechter. Dies ist auf den Genauigkeitsdefizit zuriickzufithren. Bereits bei
M = 0,015 treten signifikante Abweichungen zur Referenzlésung auf. Beim Roe-Turkel
Schema verhélt sich die Losung nahezu Machzahl unabhéngig und ist frei von unphysika-
lischen Oszillationen wie Checkerboard Moden. Die vorgestellten Ergebnisse beziehen sich
immer auf Null Grad Anstellwinkel. Es werden zwar Berechnungen mit 10° und 15° An-
stellwinkel durchgefiihrt, allerdings ist hier kein anderes Verhalten beobachtbar. Denkbar
wire es, hier bereits bei hoheren Machzahlen den Verlust der Genauigkeit zu beobach-
ten. Dies konnte bedingt durch Abléseblasen, die lokal zu niedrigeren Machzahlen fiihren,
hervorgerufen werden. Allerdings konnten den Losungen keine Abléseblasen entnommen
werden. Auf Berechnungen mit héherem Anstellwinkel wird verzichtet, da hierfiir keine

Referenzdaten mehr gegeben sind.

Im Weiteren wird iiberpriift, wie die Losungsqualitdt der ausgewdhlten Modifikationen
ist. In Abbildung [5.2.3] sind die Ergebnisse fiir die Anpassungen LMRoe und LDRoe zu
sehen. Deren Ergebnisse dhneln stark der Losungen der anderen Modifikationen, bis auf
das Verfahren von Bruel et al. [2], auf das spéter eingegangen wird. Fiir die Ergebnis-
se der restlichen Modifikationen sei daher auf den Anhang [B] verwiesen. Prinzipiell liegt
der Verlauf fiir alle Machzahlen bei den Referenzdaten. Allerdings sind bei den beiden
niedrigsten Machzahlen 0,015 und 0,0015 unphysikalische Schwingungen erkennbar, die
Checkerboard-Moden entsprechen. Diese werden immer ausgepragter mit fallender Mach-
zahl. Das Auftreten dieser Moden entspricht der Prognose von Hope-Collins und Di Mare
[5], die fiir asymptotisch verschwindende nicht-diagonale Dissipationskoeffizienten die An-
falligkeit fiir odd-even decoupling vorhersagen. Nur das LMAAP Verfahren von Bruel et

al. [2] stellt die nicht-diagonalen Dissipationsterme wieder her.
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Abbildung 5.2.3: NACA-0012 mit LMRoe und LDRoe als Riemannldser

Abbildung 5.2.4: NACA-0012 mit LMAAP mit = 1 als Riemannltser

Abbildung 5.2.4 zeigt die Ergebnisse fur die LMAAP Modi kation fiir beide Mdglichkei-
ten fur = 1 Bei =1 (links in Abbildung 5.2.4) ist eine Diskrepanz zwischen dem
Druckverlauf auf der Ober- und Unterseite trotz des symmetrischen Pro Is bei symme-
trischer Anstromung erkennbar. Zudem treten Schwingungen im Verlauf auf. Die Losung
ist damit unbrauchbar. Anders sieht es bei den Ergebnissen, die mite 1 erzielt wer-
den, aus. Hier liegt eine Checkerboard Moden freie Losung vor, die sich mit Ausnahme
der Hinterkante nahezu Machzahl unabhangig verhalt. Die Hinterkante ist allerdings spitz
und kann daher zu numerischen Schwierigkeiten fihren. Zudem hat sie nur geringfligige
Bedeutung fur das Gesamtergebnis, weshalb sich dieser Thematik nicht langer gewidmet
wird.

Die CFL-Zahl Untersuchung hat gezeigt, dass das Verfahren von Potsdam et al. [24] fur
M, = 1 eine Stabilitatsgrenze erreicht, die in der gleichen Gréyenordnung wie die vom
Roe-Schema liegt. Damit ist es als Alternative zu Roe-Turkel fur diese Arbeit interessant.
Fur stationdre Berechnungen ist das Verfahren ausgelegt, dem Roe-Turkel Schema zu
entsprechen. Dessen restriktivere Stabilitdtsgrenze ist in dieser Arbeit unerwinscht. Daher
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wird M kinstlich auf Eins gesetzt. Abbildung 5.2.5 zeigt den Verlauf des Druckbeiwertes
bei einer Machzahl von 0,0015.

Abbildung 5.2.5: NACA-0012 mit Potsdam mit M, = 1 als RiemannléserM = 0;0015

Zu sehen ist, dass wie bei den meisten anderen Modi kationen wieder Checkerboard Mo-
den auftreten. Fir M, = 1 entspricht die Druckdissipation des Verfahrens von Potsdam

et al. [24] der des Roe-Verfahrens. Turkel [11] zeigte bereits, dass das Roe-Verfahren eine
zu geringe Druckdissipation neben der zu hohen Geschwindigkeitsdi usion fir Konvektion
bei M ! 0 aufweist, welche zu Oszillationen flihren kann. Damit liefert das kinstliche
angepasste Verfahren ahnliche Ergebnisse wie die ausgewahlten Modi kationen.

Die LMAAP-Modi kation ist die einzige Low-Mach Anpassung als Alternative zu Roe-
Turkel, die Checkerboard-Moden unterdriickt. Diese kann allerdings aufgrund der freien
Wahl von nicht uneingeschrankt empfohlen werden. Daher kommt die Frage auf, ob
sich nicht eine Abhilfe fur die Checkerboard Moden der anderen Fixes realisieren lasst.
Es sollen zwei Ansatze betrachtet werden. Der erste Ansatz beruht auf der Momentum
Interpolation Methode, wie sie Li & Gu [6] verwenden. Ihre Low-Mach Anpassung namens
All-speed Roe reduziert gegentiber dem Standard Roe-Verfahren nicht nur die Geschwin-
digkeitsdi usion, sondern zusétzlich die Druckdissipation, woraus eine starke Anfalligkeit
fur Checkerboard resultiert. Daher schlagen Li & Gu [6] vor, den zentralen Fluss

02 3 2 31
U U
1 1
Fenra = E(EL + ER) = E Uu + np + Uu + np (5.3)
UH UH
L R

ZU ersetzen mit
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2 1

E E (5.4)
worin U; die Fluidgeschwindigkeit auf der Zellseite ist. Diese belnhaltet einen Drucksta-
bilisierungsterm.

02 3 2 31 02 3 3

1 1
Ezentral = EUf u + u + é

H H

1 C
Ur = neus + nyvy + nywp = E(UL + Ugr) _3(pR PL) (5.5)

C, ist eine Konstante, die aus Genauigkeitsgriinden so klein wie mdglich gewéhlt werden
sollte. Aus Stabilitatsgriinden sollte sie allerdings auch gréyer als 0,04 gewahlt werden.

und u sind die Referenzgréyen, die zur Entdimensionalisierung im Code verwendet
werden. Abbildung 5.2.6 zeigt die Ergebnisse fir verschiedene Werte &ir

Abbildung 5.2.6: LDRoe mit Momentum Interpolation Methode, M = 0;0015
Links Verlauf des Druckbeiwertes tiber normierte Pro ltiefe, rechts
Vergroyerung

Es kann keine nennenswerte Reduktion der Checkerboard Moden erzielt werden.

Der zweite Ansatz zur Unterdriickung von Checkerboard Moden beruht auf dem Jameson-
Schmidt-Turkel Verfahren [43]. Dieses verfugt Gber einen Dampfungsterm vierter Ord-
nung, welcher hochfrequente Oszillationen unterbinden kann. Dieser soll als zuséatzliche
Dissipation neben der Dissipation der einzelnen Roe-Modi kationen bertcksichtigt wer-
den. Damit nimmt der Dissipationsvektor folgende Form an

_ M odifikation 4)
Ed - Ed i+ %;j (9i+2 i 39i+1;j + 39i;j

Q. 69

mit
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IPivry 2P + P01yl

o= - - - - . (57)
L Pl 20pg it P i

Dy = Omax( i i) (5:8)
D= ma @ ) ©9)

Typische Werte fir @ und ® sind

@ =1=4 ®=1=256

und werden hier benutzt. LDRoe wird zusammen mit dem Dampfungsterm benutzt. Ab-
bildung 5.2.7 zeigt die Ergebnisse.

Abbildung 5.2.7: LDRoe mit Jameson-Schmidt-Turkel vierte Ordnung Dampfungs-
term, M =0;0015

Zu erkennen ist, dass die Oszillationen stark gedampft werden. Allerdings tri t dies nicht
auf die Hinterkante zu. Hier kommt es zu einer starken Anfachung und der Verlauf ver-
schiebt sich leicht nach unten. Durch Variieren von @ und ® wird versucht, dies in
den Gri zu bekommen. Eine Reduktion der Oszillationen an der Hinterkante kann je-
doch nur mit Inkaufnahme von Oszillationen an anderer Stelle erzielt werden. Wie bereits
erwahnt, handelt sich um eine spitze Hinterkante. Weitere Rechnungen zeigen, dass die
Schwingungen auch bei einer abgerundeten Hinterkante auftreten.
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5.3 Lid-driven Cavity

Bevor sich dem nalen stationaren Testfall gewidmet wird, soll der Lid-driven Cavity
Testfall betrachtet werden, der als vereinfachter Testfall fir eine Turbomaschinenkavi-
tat angesehen werden kann. Der Testfall besteht aus einem zweidimensionalen quadra-
tischen Rechengebiet mit einer Seitenldnge vdr= 0:01481057m. Die Oberseite bildet
eine bewegte Wand, die sich mit 1 m/s nach links bewegt. Die weiteren Seiten bilden
starre Wande. Bei einer Temperatur von 300 K stellt sich eine Reynoldszahl von 1000
bezogen auf die Seitenlange und die Wandgeschwindigkeit, ein. Die Strdomung ist dabei
laminar. Abbildung 5.3.1 zeigt die strukturierte kartesische Vernetzung, die aus 19200
Zellen besteht. In Tiefenrichtung werden drei Zellen verwendet. Die Wande werden als
Low-Reynolds behandelt. Fir die Bestimmung des stationaren Prakonditionierungspara-
meters im Roe-Turkel Verfahren wirdK =1 und M,¢s = 10 ° verwendet. Es wird kein
Limiter verwendet.

Abbildung 5.3.1: Lid-Driven Cavity Vernetzung

Nach abgeschlossener Beschreibung des Testfalls, wird im Weiteren auf die Ergebnisse
eingegangen. Abbildung 5.3.2 zeigt die Kavitat. Links in Abbildung 5.3.2 ist die Losung
mittels des Roe Verfahrens zu sehen. Rechts ist die Losung mit LMRoe dargestellt. Die L6-
sung mit LMRoe steht stellvertretend fur die Losung mit allen Modi kationen, bei denen
der Plot nahezu identisch ist. Die Losung mit dem Roe-Verfahren unterdriickt die beiden
kleinen Wirbel in der linken und rechten unteren Ecke. Zudem wird das Wirbelzentrum
des groyen Wirbels falsch vorhergesagt. Durch Erturk et al. [44] liegen Referenzdaten
vor fur die Geschwindigkeitpro le an den Querschnitten bek = =2 und beiy = =2
Abbildung 5.3.3 zeigt die berechneten Geschwindigkeitsverlaufe an diesen Querschnitten.
Der Genauigkeitsdefekt des Roe-Verfahrens ist wieder erkennbar. Ansonsten werden von
allen Modi kationen die Referenzdaten sehr gut getro en, mit nur geringeren Abweichun-
gen, wie die Vergroyerung unten in Abbildung 5.3.3 zeigt. Die leichten Spriinge in der
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