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1. Einleitung und Aufgabenstellung

Ziele der Entwicklung von Raketentriebwerken mit �üssigen Treibsto�en beinhalten neben
einem hohen Schub und spezi�schen Impuls (ISP) die Ermöglichung einer geringen Struk-
turmasse. Zum Erreichen dieser Ziele muss der Druck in den Tanks deutlich unter dem
für hohen Schub und ISP erforderlichen Druck der Brennkammer liegen. In vielen Haupt-
und Oberstufentriebwerken wird dies durch Förderung der Treibsto�e mit Turbopumpen
erreicht. Dabei werden eine oder mehrere schnell rotierende Pumpenstufen von einer Ga-
sturbine angetrieben [1]. Da die Pumpe bei geringem Gewicht eine Druckerhöhung von
bis zu einigen Hundert bar erreichen soll, wird ein kleiner Impeller bei hoher Drehzahl
betrieben. Somit ist Kavitation unvermeidbar und ein entscheidender Ein�ussfaktor auf
das Design [2].

Kavitation verringert den e�ektiven Strömungsquerschnitt der Pumpe, was über eine
Reduktion des Massenstroms die Leistung reduziert. Darüber hinaus verursacht sie me-
chanische Lasten, die bis zu einer Zerstörung der Pumpe führen können. Verschiedene
Möglichkeiten zur Abschwächung der Kavitation werden in �iegenden Triebwerken einge-
setzt. So bestehen die meisten Pumpen aus einer oder mehreren radialen Pumpenstufen,
denen ein Vorsatzläufer vorgeschaltet ist. Dieser stellt bei hoher Toleranz gegenüber Ka-
vitation einen kleinen Anteil der Druckerhöhung. Diese ermöglicht einen kavitationsfreien
Betrieb der Radialpumpe, die den überwiegenden Teil der Druckerhöhung bereitstellt.

1.1. Aufgabenstellung

Um den benötigten Einlassdruck weiter zu senken, wurde eine zusätzliche Möglichkeit zur
Reduktion von Kavitation am Vorsatzläufer vorgeschlagen. Durch das Aufprägen eines
Vordralls mittels tangentialem Einblasen von �üssigem Treibsto� kann die Schaufelbelas-
tung reduziert und so die Entstehung von Kavitationszonen beein�usst werden [3]. Jedoch
kann in Folge des Ausmischens des tangentialen Strahls mit der Hauptströmung ebenfalls
Kavitation auftreten.

Ziel dieser Arbeit ist es, zunächst ein robustes Setup zur skalenau�ösenden Simulation
von inkompressiblen Strömungen mit Phasenübergang für den Einsatz im Bereich Tur-
bopumpen von Raketentriebwerken zu entwickeln. Dieses soll zukünftig zur Entwicklung
von Komponenten eingesetzt werden, weshalb auf eine Minimierung des nötigen Rechen-
aufwands geachtet wird. Das Setup soll ahand von Messdaten validiert und anschlieÿend
auf die Geometrie eines Pumpeneinlasses mit tangentialer Einblasung übertragen werden.
Dabei soll das Verhalten der Kavitation beim Strahlzerfall und ein möglicher Ein�uss auf
den Betrieb des Vorsatzläufers untersucht werden.
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1. Einleitung und Aufgabenstellung

1.2. Rahmenbedingungen

Folgende Rahmenbedingungen wurden festgelegt. Die Rechnungen werden mit der quellof-
fenen Software OpenFOAM (v2212) durchgeführt. Dabei wird die Mehrphasenströmung
als homogene Mischung inkompressibler Phasen betrachtet und mit einem Volume-of-
Fluid (VOF) Ansatz beschrieben. Des Weiteren wird das Schnerr-Sauer Kavitationsmo-
dell zur Modellierung des Phasenübergangs verwendet [4]. Der Rechenaufwand wird so
gering wie möglich gehalten, um bei Verwendung von 128 CPU Kernen innerhalb eini-
ger Tage statistisch relevante Ergebnisse zu erhalten. Dabei wird die mögliche Au�ösung
der Simulation des Referenzfalls durch die Übertragbarkeit auf Simulationen komplexerer
Geometrien begrenzt.

1.3. Inhalt

Alle relevanten Grundlagen zu den Themen Kavitation und Turbulenzmodellierung wer-
den erläutert. Auf den Volume-of-Fluid Ansatz sowie das Schnerr-Sauer Kavitationsmo-
dell wird eingegangen, um Strömungen mit mehreren Phasen und Phasenübergang durch
Kavitation zu simulieren. Abschlieÿend werden die nötigen Grundlagen der Numerik er-
läutert.

Zunächst wird die Simulation für einen Referenzfall aus der Literatur aufgebaut. Dar-
an werden neben dem numerischen Setup die Modellparameter anhand von Messdaten
kalibriert. Beginnend mit der Vernetzung und Festlegung der Randbedingungen werden
die Simulationseinstellungen erläutert. Ausgehend von einer stationären RANS Rechnung
wird die Modellierung zunächst auf eine Detached Eddy Simulation erweitert. Im �nalen
Schritt wird darüber hinaus eine zweite Phase sowie der Phasenübergang durch Kavitation
betrachtet. Die so gewonnen Ergebnisse werden zunächst auf die korrekte Anwendung der
Modelle geprüft und der statistische Fehler abgeschätzt. Anschlieÿend werden die Ergeb-
nisse ausgewertet. Die Modellparameter werden kalibriert, bis eine gute Übereinstimmung
der Geschwindigkeitsverteilung erreicht wird.

Das so gewonnene Setup wird auf den Pumpeneinlass mit tangentialer Einblasung über-
tragen und gegebenenfalls nötige Anpassungen vorgenommen. Auch für diesen Fall wird
zunächst die korrekte Applikation der Modelle überprüft und der statistische Fehler ab-
geschätzt. In der anschlieÿenden Auswertung wird der Ein�uss der Einblasung auf das
Strömungsfeld sowie das Auftreten von Kavitation beim Strahlzerfall untersucht.
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2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die für das Verständnis der Arbeit notwendigen Grundlagen
erläutert. Begonnen wird mit einer Erklärung der Kavitation und deren Ein�uss auf die
Turbopumpen von Raketentriebwerken. Die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen
sowie Möglichkeiten zur Modellierung der Turbulenz werden vorgestellt. Anschlieÿend
wird auf die Modellierung von Mehrphasenströmungen mit Kavitation eingegangen. Die
verwendete Diskretisierung wird zunächst für eine allgemeine Transportgleichung hergelei-
tet und dann auf die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen übertragen. Abschlieÿend
werden Methoden zur statistischen Auswertung der Ergebnisse erläutert.

2.1. Kavitation in Turbopumpen von Raketentriebwerken

Nach Vorstellung der Grundlagen von Kavitation werden die Besonderheiten bei Verwen-
dung kryogener Fluide erläutert. Abschlieÿend wird auf den Ein�uss dieser E�ekte auf
den Betrieb von Turbopumpen für Raketentriebwerke mit kryogenen Treibsto�en einge-
gangen.

2.1.1. Grundlagen der Kavitation

Kavitation beschreibt eine lokal begrenzte Dampfbildung in einer ansonsten homogenen
Flüssigkeit, die aufgrund eines lokal niedrigen Druckes auftritt. Der ähnliche Prozess des
Phasenwechsels durch Wärmeeintrag wird Verdampfung genannt. Die Entstehung von
Kavitation hängt maÿgeblich von der Verteilung gelösten Gases und anderen Störungen in
der Flüssigkeit ab, da diese deren Zugefestigkeit senken. Somit ist die Gröÿe und Verteilung
der entstehenden Kavitation maÿgeblich von der Gröÿe und Verteilung der Störungen
abhängig.

Das Auftreten von Kavitation kann in verschiedenen Formen eingeteilt werden: Zum Einen
kann bei anliegenden Strömungen an der Wand oder in deren direkten Umgebung Kavi-
tation in Form von Wolken-, Blasen-, Schichten- oder Superkavitation auftreten. Ist die
Strömung abgelöst, tritt sie im turbulenten Ablösegebiet als Wolken- oder Blasenkavita-
tion oder in Wirbelkernen als Wirbelkavitation auf [5], [6]. Eine wichtige dimensionslose
Kennzahl zur Beschreibung kavitierender Strömungen ist die Kavitationszahl� .

� =
p0 � pv

� lu2
0=2

(2.1)
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2. Grundlagen

Sie beschreibt das Verhältnis aus der Di�erenz des lokalen Drucksp0 und dem Dampfdruck
pv mit dem dynamischen Druck.� l ist die Dichte der �üssigen Phase und Position0 wird
in der Nähe der erwarteten Kavitation positioniert.

2.1.2. Kavitation in kryogenen Fluiden

Wird die Kavitation von kaltem Wasser betrachtet, ändert sich die Temperatur des Fluids
über den Phasenwechsel nur geringfügig. Der Prozess ist näherungsweise isotherm. Fin-
det der Phasenwechsel näher am kritischen Punkt des Fluids statt, ändert sich dieses
Verhalten und thermische E�ekte treten auf [7]. Dadurch sinkt die Temperatur um die
Kavitationszone, was ein Sinken des lokalen Dampfdrucks verursacht und der Kavitation
entgegenwirkt. Abbildung 2.1 zeigt einen experimentellen Vergleich nach Ito et al. von Ka-
vitation in kryogenem Sticksto� bei 77 K und Wasser bei 337 K unter ansonsten gleichen
Bedingungen [2].

(a) Sticksto� bei 77K (b) Wasser bei 337K

Abbildung 2.1.: Vergleich der Kavitation in Wasser und �üssigem Sticksto� [2]

Hierbei entstehen im kryogenen Sticksto� feine und wenig zusammenhängende Kavitati-
onszonen. Im Gegensatz dazu tritt die Kavitation im Wasser in gröÿeren und zusammen-
hängenden Gebieten auf. Insgesamt entsteht im Sticksto� weniger Kavitation und deren
Zusammenbruch �ndet früher statt. Dies hat bei der Operation einer Pumpe mit einem
kryogenen Fluid eine geringere Anfälligkeit für Kavitation bei gleichen Randbedingungen
zur Folge.

2.1.3. Kavitation in Turbopumpen

Turbopumpen für Raketentriebwerke mit �üssigen Treibsto�en müssen verschiedene An-
forderungen erfüllen. Zum Einen sollen sie zur Maximierung der Nutzlast leicht sein und
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2.2. Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen

durch einen möglichst geringen Einlassdruck dünne und leichte Tanks ermöglichen. Ande-
rerseits sollen Sie für einen möglichst hohen Schub und spezi�schen Impuls den Auslass-
druck maximieren. Somit muss ein kleiner Impeller bei hohen Drehzahlen operieren und
Kavitation ist unvermeidbar. Die beste Kon�guration zur Erfüllung dieser Ziele ist die
Kombination aus einem Vorsatzläufer und einer Radialpumpe. Der Vorsatzläufer erreicht
nur eine geringe Druckerhöhung, ist aber tolerant gegenüber Kavitation. Diese initiale
Druckerhöhung ermöglicht eine groÿe Druckerhöhung durch die Radialpumpe ohne Ge-
fahr weiterer Kavitation [2].

Die durch die Anforderungen unvermeidbare Kavitation am Vorsatzläufer hat einige ne-
gative Auswirkungen auf den Betrieb der Pumpe und deren Minimierung ist ein zentrales
Ziel des Entwicklungsprozesses. Treten groÿe Kavitationszonen in die Schaufelkanäle ein,
limitieren sie den Massenstrom und reduzieren den Schub des Triebwerks. Weitergehend
können diese transienten Prozesse Instabilitäten in der Verbrennung verursachen. Dabei
entsteht die Kavitationszonen meist im Druckminimum an der Vorderkante des Impellers
und werden von der Strömung in Regionen höheren Drucks transportiert. Dort kollabieren
sie und verursachen eine Druckspitze, die starke Belastungen sowie eine mögliche Erosion
der Impellerober�äche zur Folge hat [1]. Insbesondere im Hinblick auf die Anforderungen
wiederverwendbarer Raketentriebwerke muss Beschädigung durch Kavitation verhindert
werden [3]. Neben der Senkung der Lebensdauer durch lokale Erosion können die durch
Kavitation verursachten periodischen Lasten zu einem rapiden Bauteilversagen führen.
Nach einem Ausfall des Triebwerks der ersten Stufe einer japanischen H-II Rakete, wurde
dieses aus dem Meer geborgen. In der nachfolgenden Untersuchung konnte der Ausfall auf
den Bruch einer Schaufel des Vorsatzläufers in der Brennsto�turbopumpe zurückgeführt
werden. Die Druckschwankungen durch rotierende Kavitation führten unter den Bedin-
gungen dieses Fluges zu einer Resonanz mit der Struktur des Vorsatzläufers, die in den
ersten Minuten des Fluges zum Versagen einer Schaufel führten [8].

2.2. Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen sind ein Satz gekoppelter partieller Di�erenzialgleichun-
gen zweiter Ordnung, mit dem reibungsbehaftete Strömungen als Kontinuum beschrieben
werden. In diesem Kapitel wird die vereinfachte Form unter der Annahme einer konstanten
Dichte betrachtet. Diese inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen bestehen aus einer
Kontinuitätsgleichung zur Beschreibung der Massenerhaltung (2.2) sowie einer vektoriel-
len Impulsgleichung (2.3).

r � ~u = 0 (2.2)

~ut + r � (~u~u) = �r p + r � (� r ~u) (2.3)

Der erste Term der linken Seite beschreibt die zeitliche Änderung und der zweite den
nichtlinearen konvektiven Transport der Geschwindigkeit durch sich selbst. Auf der rech-
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2. Grundlagen

ten Seite beschreibt der erste Term den Ein�uss des Druckgradienten, wobei in diesem
Abschnitt p für den kinematischen Druck (p=�) verwendet wird. Der zweite Term be-
schreibt den Ein�uss der Di�usion durch die kinematische Viskosität� . Weitere Terme, z.
B. der Ein�uss der Schwerkraft werden hier vernachlässigt. Da diese Gleichungen nur für
einfache Fälle analytisch gelöst werden können, wird in dieser Arbeit deren numerische
Lösung betrachtet [9].

2.3. Turbulenzmodellierung

Im Folgenden wird die Turbulenzmodellierung mit Fokus auf skalenau�ösende Simulatio-
nen erläutert. Begonnen wird mit Turbulenzmodellen für die Reynolds Averaged Navier-
Stokes (RANS) Gleichungen, gefolgt von der Large Eddy Simulation (LES). Bei dieser
werden groÿe turbulente Strukturen direkt numerisch gelöst und kleine durch ein Mo-
dell beschrieben. Darauf aufbauend wird eine hybride Formulierung aus LES und RANS
vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet wird.

2.3.1. RANS

Ausgehend von den Navier-Stokes Gleichungen für inkompressible Strömungen werden
die transienten Variablen in einen Mittelwert und einen Schwankungsanteil zerlegt. Das
Verfahren wird Reynold'sche Mittelung genannt und resultiert in den RANS Gleichungen.
Diese enthalten zusätzliche Terme, unter anderem die Reynolds-Spannungen, welche den
Ein�uss der Fluktuationen der Geschwindigkeit beschreiben.

Eine exakte Bestimmung dieser anhand der gemittelten Variablen ist nicht möglich und
das RANS Gleichungssystem ist nicht geschlossen. Zur Schlieÿung werden Turbulenz-
modelle verwendet. Dabei werden häu�g Wirbelviskositätsmodelle genutzt, die auf der
Boussenisq Approximation basieren. Nach dieser verhalten sich die Reynolds-Spannungen
analog zur molekularen Viskosität� . Somit kann deren Ein�uss auf die Strömung durch
Einführung einer Wirbelviskosität � t beschrieben werden [9], [10]. In vielen dieser Model-
le werden zusätzliche Transportgleichungen zur Bestimmung von� t gelöst. Ein Beispiel
ist das Spalart-Allmaras (S-A) Modell, in dem eine zusätzliche Transportgleichung gelöst
wird [11]. Häu�g genutzte Turbulenzmodelle mit zwei Transportgleichungen sind K� !
und K� � und daraus weiterentwickelte Varianten. Zur Simulation von Turbomaschinen
wird häu�g das aus beiden kombinierten K� ! SST Modell verwendet [12].

2.3.2. Large Eddy Simulation

Da die direkte numerische Lösung des gesamten Spektrums der Turbulenz einen sehr
hohen Rechenaufwand erfordert, wurde die LES entwickelt. Hierbei handelt es sich um eine
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2.3. Turbulenzmodellierung

skalenau�ösende Simulation, die einen Teil der Turbulenz direkt numerisch löst, während
die kleinen Skalen der Turbulenz modelliert werden.

Abbildung 2.2 zeigt das Energiespektrum isotroper Turbulenz in einem doppelt logarith-
mischen Plot. Dabei wird die mit dem Maximalwert normierte Energie über den Kehrwert
der Längenskala der Turbulenz dargestellt. Diese ist mit der Kolmogorov Länge normiert,
bei der die kinetische Energie der Turbulenz zu ungeordneter thermischer Bewegung dis-
sipiert. In einer RANS Simulation wird das gesamte Spektrum durch ein Modell beschrie-
ben, während eine direkte numerische Lösung (DNS) das gesamte Spektrum au�öst. In
eine LES wird hingegen die Turbulenz der gröÿeren Längenskalen im Energie tragenden
und inertialen Bereichs direkt gelöst [9].

(turbulente Längenskala)� 1

E
ne

rg
ie

RANS: modellierter Bereich

LES: modellierter
BereichIntegrale Längenskala

Kolmogorov
Längenskala

� 5=3

Abbildung 2.2.: Energiespektrum isotroper Turbulenz (beide Achsen logarithmisch)

Dabei wird davon ausgegangen, dass sich die Turbulenz nahe der Kolmogorov Längenskala
näherungsweise isotrop und unabhängig von der lokalen Strömung verhält. Somit kann de-
ren Ein�uss gut durch ein Modell wiedergegeben werden. Die Aufteilung in direkt gelösten
und modellierten Bereich wird mittels der Faltung (2.4) der Navier-Stokes-Gleichungen
mit einer Filterfunktion G erreicht.

�f (x) =
Z 1

�1
G(y)f (x � y)dy (2.4)

Zur Filterung stehen verschiedene Funktionen zur Auswahl. Hierbei soll das Integral der
Filterfunktion von �1 bis 1 eins ergeben (2.5), womit das Ergebnis der Faltung�f (x)
einem gewichteten Mittel vonf (x) um x entspricht [9].

Z 1

�1
G(y)dy = 1 (2.5)
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2. Grundlagen

Häu�g wird ein Box Filter der Breite � und Höhe1=� oder ein Gauss Filter verwendet.
Um die Au�ösung des genutzten Gitters bestmöglich nutzen zu können, wird die Filter-
breite an die lokalen Abmessungen des Gitters gekoppelt. Diese kann beispielsweise aus
der Wurzel des Volumens der Zelle oder deren maximale Abmessung in eine der Raum-
richtungen ermittelt werden. Auf die De�nition verschiedener Formulierung wird später in
diesem Kapitel eingegangen. Das Ergebnis der Filterung vonf besteht nun aus der aufge-
lösten (grid scale) Komponente�f und der modellierten (sub grid scale, SGS) Komponente
f 0.

f 0 = f � �f (2.6)

Wird dieses Verfahren nun in den drei Raumrichtungen auf die Navier-Stokes Gleichungen
angewendet erhält man die ge�lterten Gleichungen für Kontinuität (2.7) und Impuls (2.8).
Dies wird hier unter Verwendung der Einstein'schen Summenkonvention dargestellt.

@�ui

@xi
= 0 (2.7)

@�ui

@t
+

@(�ui �uj )
@xj

= �
1
�

@�p
@xi

+
@

@xj

 

� � ij + �

 
@�ui

@xj
+

@�uj

@xi

!!

(2.8)

Mit diesem Ausdruck für die Impulsgleichungen müssen diese nun nicht mehr für die SGS
Komponenten gelöst werden, sondern deren Ein�uss kann mittels Beschreibung der SGS
Spannungen� ij durch ein Modell berücksichtigt werden [9]. Beispiele für diese Modelle
sind Smagorinsky oder Wale.

� ij = ui uj � �ui �uj (2.9)

2.3.3. Detached Eddy Simulation

Freie turbulente Strömung kann mittels LES bei fast beliebigen Reynoldszahlen gelöst
werden [13]. Für wandnahe, turbulente Strömungen ist dies nicht möglich, da die Anfor-
derungen an die Gitterau�ösung stark mit der Reynoldszahl ansteigen. Daher ist diese
Art der Modellierung mit der aktuell zur Verfügung stehenden Rechenleistung für viele
technische Anwendungsfälle ungeeignet [14]. Auf der anderen Seite verhindern inhärente
Limitierungen der Simulation mit statistischen RANS Modellen die geforderte Genauig-
keit bei Betrachtung einiger Strömungsphänomene. Beispielsweise kann das Verhalten in
groÿen Strömungsablösungen oder in freier Scherströmung nicht korrekt wiedergegeben
werden [15]. Diese Beschränkungen führen zu dem Wunsch nach einer alternativen Mo-
dellierung, die bisherige Limitierungen umgeht und mit heute möglichem Rechenaufwand
im technischen Bereich nutzbar ist. Eine Möglichkeit, dies zu realisieren, sind hybride
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2.3. Turbulenzmodellierung

Formulierungen aus RANS im Bereich nahe der Wand und LES in der freien Strömung.
Dabei ist die Detached Eddy Simulation (DES) einer der vielversprechendsten Methoden,
in der das Umschalten zwischen RANS und LES implizit durch das Modell gesteuert wird.
Somit kann der Nutzer die Art der Modellierung nur indirekt beein�ussen. Dies bietet den
Vorteil der einfachen Anwendbarkeit auf komplexe Geometrien, aber auch einige Nach-
teile, die im Folgenden erläutert werden sollen. Diese Art der hybriden Modellierung hat
in den letzten beiden Jahrzehnten viel Anwendung in Forschung und Industrie gefunden
[16].

Ursprüngliche Formulierung

Die Detached Eddy Simulation verwendet eine kontinuierliche Formulierung für die ge-
samte Domäne. In der ursprünglichen De�nition, im Folgenden DES97 genannt, basiert
diese auf dem Spalart-Allmaras (S-A) Turbulenzmodell [11]. Eine Senke der Transport-
gleichung der turbulenten Viskosität� t verhält sich im S-A Modell proportional zu(� t=d)2,
wobei d dem senkrechten Wandabstand entspricht. Wird nund durch ~d ersetzt, kann die
klassische Form als RANS Turbulenzmodell mit einer Formulierung als SGS Modell kom-
biniert werden. Dafür wird ~d anhand (2.10) formuliert mit der lokalen Gittergröÿe� und
einer ModellkonstanteCDES [13].

~d = min( d; CDES � �) (2.10)

Das Ergebnis verhält sich fürd � � wie das S-A Turbulenzmodell und für� � d wie ein
SGS Modell, das die Turbulenz unterhalb der LES FilterbreiteCDES � � beschreibt. Wird
der Gleichgewichtszustand für die Turbulenz angenommen, kann gezeigt werden, dass
sich ~� proportional zur VerformungsrateS und ~d (~� / S ~d) verhält. Da in der LES Region
~d = CDES � � gilt, ist das Verhalten analog zu dem des Smagorinsky SGS Modells [16].
Dabei wird � max = max(� x ; � y; � z) verwendet, da häu�g stark anisotrope Zellen in der
Grenzschicht verwendet werden, für died � � gelten muss, um die RANS Modellierung
zu gewährleisten [13].

Diese ursprüngliche Formulierung verwendet erfolgreich die RANS Modellierung nahe
der Wand und LES in wandfernen und fein aufgelösten Gebieten. Dabei gibt es noch
einige Schwächen, auf die in den folgenden Abschnitten zu weiterentwickelten Modellen
eingegangen wird [16].

Delayed Detached Eddy Simulation

Ein Problem von DES97 ist die Möglichkeit des ungewollten Umschaltens auf die LES
Formulierung innerhalb von dicken Grenzschichten oder �achen Ablösezonen. Dieses Ver-
halten kann beobachtet werden, wenn die Gröÿe des Netzes tangential zur Wand� jj die

9



2. Grundlagen

lokale Dicke der Grenzschicht� unterschreitet. Durch den Wechsel zu LES sinkt die mo-
dellierte Wirbelviskosität, während die Reynoldsspannungen durch direkt gelöste Turbu-
lenz noch nicht ausreichend entwickelt sind. Dies sorgt für eine ungewollte Reduktion der
Schubspannung an der Wand, die von Spalart et al. als Modeled-Stess-Depletion (MSD)
bezeichnet wurde [17]. Eine mögliche daraus resultierende Ablösung wird nach Menter
und Kunz Grid-Induced-Separation (GIS) genannt [18]. Gründe hierfür können die Ver-
zögerung in der Entstehung aufgelöster Wirbel oder eine unzureichende Gitterau�ösung
für eine korrekte LES Rechnung sein. Um ein verfrühtes Umschalten zu verhindern, wird
die Formulierung dahingehend geändert, dass sie unabhängig vom Verhältnis zwischen� jj

und � ist [17].

Einen Lösungsansatz hierfür bietet eine alternative Methode zur Bestimmung der Länge
~d. Dieses ist nun nicht mehr ausschlieÿlich vond und � abhängig, sondern berücksichtigt
Informationen über das lokale Strömungsfeld. Dafür wird der Parameterrd verwendet,
der ein Verhältnis aus Längenskala des Modells und dem Wandabstand darstellt. Dessen
De�nition in (2.11) ist der des Parametersr im S-A Modell sehr ähnlich [17]. Basierend auf
rd wird in (2.12) die hyperbolische Schildfunktionf d de�niert. Innerhalb der turbulenten
Grenzschicht gilt f d = 0 und auÿerhalb erfolgt ein glatter Übergang zuf d = 1 in der freien
Strömung. Die Schildfunktion wird in der neuen Formulierung für~d (2.13) verwendet, um
einen verbesserten Schutz gegen ein ungewolltes Umschalten zu gewährleisten [17].

rd =
� t + �

q
~ui;j ~ui;j � 2d2

(2.11)

f d = 1 � tanh
�
[8rd]3

�
(2.12)

~d = d � f d � max(0; d � CDES �) (2.13)

Diese neue Formulierung wird Delayed Detached Eddy Simulation (DDES) genannt. Es
konnte gezeigt werden, dass DDES das Problem der MSD in vielen Fällen löst. Deshalb
wurde vorgeschlagen, DES97 durch DDES als Standardformulierung zu ersetzen [16]. Al-
lerdings kann die Schildfunktion MSD nicht in jedem Fall verhindern. So kann auch die
DDES Formulierung für � max =� < 0;2 den Schutz der Grenzschicht nicht aufrecht erhalten
[19].

Grey-Area Problematik

Für die Rechnung einer rückwärts gerichteten Stufe hat Spalart schon in seiner ursprüng-
lichen Verö�entlichung zur DES die Problematik des Übergangsbereichs von einer mo-
dellierten Grenzschicht zur freien Scherströmung mit aufgelöster Turbulenz beschrieben
[13].
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2.3. Turbulenzmodellierung

Löst eine mit RANS modellierte Grenzschicht ab, erfolgt stromab der Ablösung ein Über-
gang zu LES und der überwiegende Teil der Turbulenz sollte aufgelöst werden. Nun exis-
tieren in der RANS Grenzschicht keine aufgelösten Wirbel, die konvektiv in diesen Bereich
transportiert werden können. Da in diesem Bereich keine RANS Modellierung und durch
diesen Mangel auch keine korrekte LES Modellierung aktiv ist, wird er Grey-Area ge-
nannt. Diese unklare Modellierung verzögert die Entwicklung aufgelöster Turbulenz, was
zu signi�kanten Unterschieden zwischen LES und DES führen kann [16], [20]. Dies wird
in Abbildung 2.3 beispielhaft anhand eines runden Freistrahls bei einer Reynoldszahl
von Re � 3 � 105 gezeigt. Durch die hier auftretende Grey-Area Problematik kann der
direkt stromab der Düse erwartete Beginn des Strahlzerfalls nicht innerhalb des gezeig-
ten Bereichs erfolgen. Um MSD zu vermeiden, muss die Grenzschicht auch in der DDES
Formulierung ausreichend grob vernetzt werden. Da der Übergang zu einem für LES geeig-
neten Gitter nicht abrupt erfolgen kann, ist häu�g die Au�ösung des Gitters direkt hinter
der Ablösung nicht für eine vollständige LES ausreichend, was die zuvor beschriebene
Problematik weiter verschärft [16].

Das Ausmaÿ und der Ein�uss der Grey-Area ist stark vom betrachteten Strömungspro-
blem abhängig. In der massiven Ablösung hinter einem stumpfen Körper kommt es zu
ausgeprägter Rezirkulation. Durch diese wird aufgelöste Turbulenz konvektiv in die Zone
direkt hinter dem Ablösepunkt transportiert, was den Ein�uss der Grey-Area minimiert.
Somit ist eine DES Rechnung für diese Klasse von Strömungen sehr gut geeignet. Wird
hingegen ein Fall ohne starke Rezirkulationszone, beispielsweise schwach abgelöste Strö-
mung auf einem Flügel betrachtet, erfolgt diese Rückkopplung nicht oder weniger und die
Grey-Area hat signi�kanten Ein�uss auf die Ergebnisse [16].

Dieses Verhalten ist in der Literatur gut dokumentiert und Gegenstand aktueller For-
schung. Da die Grey-Area ein konzeptionelles Problem der DES darstellt, beschränken
sich die meisten Ansätze darauf, deren Ein�uss auf die Lösung zu minimieren [21].

40 80 120 160 2000
u [m/s]

2e5 4e5 6e5 8e5 1e60
! [1/s]

(a) (b)

Abbildung 2.3.: Verhindern des Strahlzerfalls durch die Grey-Area Problematik
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Neue Formulierung der Filterbreite

Als eine Möglichkeit zur Abschwächung der Grey-Area wird nach Shur et al. eine alternati-
ve Formulierung zur Bestimmung von� vorgeschlagen. Üblicherweise wird Dieses für eine
DES nach� max = max(� x ; � y; � z) bestimmt, was eine konservative Wahl der Filterbrei-
te, insbesondere auf dem häu�g anisotropen Gitter einer DES, darstellt. Dies verstärkt
die Problematik der verspäteten Entstehung aufgelöster Turbulenz in der Grey-Area. Al-
ternativ wird in LES Rechnungen häu�g die De�nition � vol = 3

p
V verwendet. Diese ist

wiederum bei Verwendung anisotroper Gitter eine zu aggressive Wahl der Filterbreite
[20].

Ziel der Autoren ist es, durch eine Änderung der Modellierung auch bei Verwendung
anisotroper Gitter eine schnelle Entstehung aufgelöster Turbulenz zu ermöglichen. Dies
soll ohne Modi�kation des S-A SGS Modells ausschlieÿlich über eine neue De�nition der
Filterbreite erfolgen. Damit ist das neue Modell auch auf DES Rechnungen mit anderen
SGS Modellen anwendbar. Zur Bestimmung von� werden neben der lokalen Au�ösung
des Netzes zusätzliche Informationen über die Strömung berücksichtigt. Die Richtung des
Wirbelvektors wird anhand des Einheitsvektors~n! berücksichtigt und die neue Formu-
lierung für ~� ! basierend auf der Arbeit von Mockett et al. de�niert [22]. Dabei ist~r der
Vektor des Zellzentrums und die Eckpunkte der polyedrischen Zelle sind bei~rn positioniert
[20].

~� ! =
1

p
3

max
n;m =1 ;8

�
�
�
�
~I n � ~I m

� �
�
� (2.14)

Wobei ~I n = ~n! � ~rn gilt. Intuitiv kann diese De�nition als Querschnitt der Zelle senkrecht
zum Wirbelvektor verstanden werden, auf den das� max Kriterium angewandt wird.

Sollte diese Korrektur der Auswirkungen der Anisotropie nicht ausreichen, muss die De�-
nition weiter angepasst werden. Dafür sollen Regionen mit quasi zweidimensionaler (2D)
Turbulenz identi�ziert werden, in denen die Filterbreite zusätzlich reduziert wird. Somit
wird lokal das Verhalten einer impliziten LES (LES mit impliziter SGS Modellierung
durch numerische Di�usion) angenähert. Dafür wird die FunktionV TM verwendet, die
in den Regionen mit quasi 2D Turbulenz näherungsweise null und in anderen Regionen
näherungsweise eins ist. Die neue Formulierung wird Shear Layer Adaptive (SLA) Delta
genannt.

� sla = ~� ! FKH (< V TM > ) (2.15)

Die spitzen Klammern beschrieben hierbei eine Mittelung vonV TM mit den benachbar-
ten Zellen und die FunktionFKH ist so de�niert, dass ein schneller Übergang von 0 zu 1
bei einem Grenzwert vonV TM erreicht wird.

Die Autoren haben anhand einer Reihe von Testfällen mit DES97 und DDES gezeigt, dass
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mit dieser neuen Formulierung die Region hinter der Ablösung deutlich schneller mit LES
Inhalt gefüllt wird und somit der Ein�uss der Grey-Area geringer ist als mit einer rein
geometrischen De�nition von� [20].

� -DDES

Alternativ kann das Auftreten der Grey-Area durch Änderungen des SGS Modells einge-
grenzt werden. SA-DES verhält sich in LES Bereichen analog zu einer LES mit Smagorins-
ky SGS Modell. Dessen in diesem Fall wichtigster Nachteil ist eine ungenaue Modellierung
des laminar-turbulenten Übergangs. Zu hohe Werte der Wirbelviskosität verzögern in der
Scherströmung den Umschlag zur turbulenten Strömung. Dieses Verhalten lässt sich auf
die Anwendung in einer DES übertragen und verstärkt das Problem der Grey-Area [23].

Nach Mockett et al. wird eine alternative Formulierung vorgeschlagen [22]. Es soll in den
LES Regionen ein Verhalten analog zu den WALE und� SGS Modellen erreicht werden,
die den lokalen Geschwindigkeitsgradienten nutzt, um zwischen quasi 2-D und entwickel-
ten 3-D Strömungszuständen zu unterscheiden. Anhand dessen wird die Erzeugung von
Wirbelviskosität in den näherungsweise 2-D Bereichen stark reduziert. Dies wirkt in einer
LES dem verzögerten laminar-turbulenten Umschlag entgegen und sollte im Fall einer
DES das Auftreten der Grey-Area abschwächen. Für weiter verbesserte Ergebnisse kann
das Modell mit der zuvor erläuterten ~� ! Filterbreite verwendet werden. Die Autoren
konnten in verschiedenen einfachen und komplexen Testfällen eine erhebliche Verbesse-
rung, gegenüber der klassischen DDES zeigen. Die besten Ergebnisse wurden mit einer
Kombination aus � -DDES und ~� ! erzielt.

Formulierung für K- ! SST

Für RANS Simulationen bietet das K-! SST Turbulenzmodell einige Vorteile gegenüber
Spalart-Allmaras. Insbesondere ist es besser zur Modellierung von Grenzschichten unter
positiven Druckgradienten geeignet, weshalb es häu�g zur Simulation von Turbomaschi-
nen verwendet wird [12]. Um diese Vorteile in einer Detached Eddy Simulation zu nutzen,
wurde DDES nach Gritskevich et al. für eine Verwendung mit K-! SST angepasst. Die
empirischen Konstanten der Schildfunktion wurden rekalibriert, um den selben Schutz
vor MSD zu erreichen wie die vorherige DDES Formulierung. Dies konnte anhand der
Simulation verschiedener Testfälle nachgewiesen werden [24].

2.4. Mehrphasensimulation

Die bisher beschriebene CFD Methodik wird nun um die Betrachtung zusätzlicher Phasen
mit der Möglichkeit des Phasenübergangs durch Kavitation erweitert. Dazu wird zunächst
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2. Grundlagen

die Volume-of-Fluid (VOF) Methode und darauf aufbauend das Schnerr-Schauer Kavita-
tionsmodell erläutert.

2.4.1. Volume-of-Fluid Methode

Werden alle Phasen mit einem Euler'schen Ansatz beschrieben, müssen die Gleichun-
gen für Massenerhaltung, Impuls und alle zusätzlich relevanten Variablen für jede Phase
individuell aufgestellt werden. Durch das Lösen der zusätzlichen Gleichungen und de-
ren Kopplung untereinander steigert diese vollständige Modellierung zusätzlicher Phasen
den Rechenaufwand erheblich. Darüber hinaus resultiert aus der Kopplung ein steife-
res Gleichungssystem, was den Bedarf an Unter-Relaxation steigert beziehungsweise eine
Reduktion der Zeitschrittweite erfordert. Um dies zu umgehen, wurden vereinfachte Mo-
delle entwickelt. In einem VOF Modell werden zwei Phasen als homogenes Gemisch be-
schrieben, dessen Dichte und Viskosität anhand des Volumenanteils des �üssigen Wassers
� = Vf l üssig=Vgesamt interpoliert werden. Hierbei wird ein Satz aus Kontinuitätsgleichung
und Impulsgleichungen für das Gemisch gelöst. Zusätzlich gilt (2.16), die den Transport
von � beschreibt. Dabei muss die Bedingung0 � � � 1 erfüllt sein [10].

@�
@t

+ r � (�~u ) = 0 (2.16)

Durch die Verwendung spezieller hochau�ösender Schemata zur Diskretisierung des kon-
vektiven Transports von� wird in der klassischen VOF Formulierung das Verfolgen einer
klaren Phasengrenze ermöglicht. Wird im nächsten Schritt der Phasenübergang durch
Kavitation betrachtet, kann durch deren Verteilung auf Blasen mit Volumina unterhalb
des Zellvolumens nicht mehr von einer klaren Phasengrenze ausgegangen werden. Daher
wird auf die Verwendung spezieller Schemata verzichtet [4].

2.4.2. Phasenübergang

Zur Modellierung des Phasenübergangs durch Kavitation wurden in der Literatur einige
Modelle vorgestellt. Aufgrund dessen guter Eignung zur Simulation der Kavitation kryo-
gener Medien wird für diese Arbeit das auf der Blasendynamik basierende Schnerr-Sauer
Modell verwendet. Für dieses wird zunächst (2.16) um den Quellterm des Phasenwechsels
erweitert.

@�
@t

+ r � (�~u ) =

 
n0

1 + n04=3�R 3

!
d
dt

� 4
3

�R 3
�

(2.17)

Dabei beschreibt der erste Faktor der rechten Seite die Anzahl an Dampfblasen pro Zell-
volumen und der zweite Faktor das Wachstum einer individuellen Blase. Der Nutzer muss
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2.5. Diskretisierung

dabei den Parametern0 vorgeben, der die Anzahl an gleichmäÿig verteilten Keimblasen
pro Kubikmeter bestimmt. Wird angenommen, dass die sphärischen Blasen nicht mitein-
ander interagieren und die Koaleszenz vernachlässigt, kann das Wachstum einer einzelnen
Blase über die vereinfachte Rayleigh-Plesset-Gleichung beschrieben werden [4], [25].

R
d2R
dt2

+
3
2

 
dR
dt

! 2

=
p(R) � p1

� l
�

2�
� lR

� 4
�

� lR
dR
dt

(2.18)

Werden die Terme zweiter Ordnung und die Ober�ächenspannung vernachlässigt, lautet
die weiter vereinfachte Form:

dR
dt

=

s
2
3

p(R) � p1

� l
(2.19)

Dabei wird im Modell der Sättigungsdruckps für p(R) und der Druck lokale Druck in der
Zelle p für p1 angenommen [4].

2.5. Diskretisierung

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung mittels Finite Volumen Methode anhand der
allgemeinen Form einer Transportgleichung für eine skalare Variable� beschrieben.~u
beschreibt das Geschwindigkeitsfeld und� die Dichte des Fluids. Die hier vorgestellten
Konzepte können auf die Navier-Stokes Gleichungen und zusätzliche Transportgleichun-
gen, beispielsweise für einen Massenanteil oder turbulente kinetische Energie, übertragen
werden [26].

Die verschiedenen Terme der skalaren Transportgleichung werden in (2.20) gezeigt. Hierbei
beschreibt der erste Term die zeitliche partielle Ableitung der skalaren Gröÿe� . Der zweite
Terme auf der linken Seite beschreibt den konvektiven Transport und der erste Term auf
der rechten Seite den di�usiven Transport von� . Zusätzlich be�ndet sich auf der rechten
Seite ein Quellterm, auf den hier nicht weiter eingegangen wird [26].

@��
@t

+ r � (��~u ) = r � (� r � ) + S� (2.20)

Das Ziel einer jeden Diskretisierung ist, Di�erentialgleichungen durch ein geeignetes Sys-
tem aus algebraischen Gleichungen zu beschreiben [26]. Hierfür wird zunächst die Simu-
lationsdomäne durch ein Gitter in Kontrollvolumina (KV) unterteilt, deren Bilanzen aller
Erhaltungsgröÿen durch eine diskrete Form der Transportgleichungen beschrieben werden.
Dieser Prozess wird auch Vernetzen genannt.
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2. Grundlagen

Zur räumlichen Diskretisierung können verschiedene Verfahren genutzt werden. Am häu-
�gsten werden die �nite Volumen, �nite Di�erenzen oder �nite Elemente Methode ver-
wendet. Jeder dieser Varianten hat Vor- und Nachteile, so wird beispielsweise die �ni-
te Di�erenzen Methode für Rechnungen mit hohem Anspruch an die Genauigkeit mit
strukturierten Gittern verwendet, da sie eine einfach Implementierung Schemata hoher
Ordnung ermöglicht [10]. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Finite Volumen Methode
(FVM) verwendet, die im Folgenden genauer erläutert werden soll. FVM ist der Standard
für vielseitig einsetzbare CFD Software, da sie üblicherweise Genauigkeit zweiter Ord-
nung auf unstrukturierten, wie auch strukturierten Gittern ermöglicht [26], [27]. Neben
der für diese Arbeit verwendeten Software OpenFoam, nutzen Ansys Fluent, Simcenter
StarCCM+ und andere diese Methode [28], [29].

Für die Diskretisierung mittels FVM, wird (2.20) über ein dreidimensionales KVV inte-
griert [30]. Gleichung (2.21) zeigt die resultierende Integralform der Transportgleichung,
deren Terme in den folgenden Abschnitten diskretisiert werden.

Z

V

@��
@t

dV +
Z

V
r � (��~u )dV =

Z

V
r � (� r � )dV +

Z

V
S� dV (2.21)

Hier soll eine lineare Approximation von (2.21) um den PunktP in Raum und Zeit und
somit Genauigkeit zweiter Ordnung erzielt werden.

2.5.1. Diskretisierung der Divergenz

Zunächst wird die Diskretisierung der Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes~F betrach-
tet. Darauf aufbauend sollen die Terme für konvektiven und di�usiven Transport aus
(2.20) approximiert werden.

Das Integral der Divergenz wird nach dem Satz von Gauss (2.22) umgeformt, der besagt,
dass das Integral über dass VolumenV der Divergenz eines Vektorfeldesr � ~F dem Fluss
integriert über den Rand des Volumens@Ventspricht [31].

Z

V
r � ~FdV =

I

@V

~F � ~ndS (2.22)

Für ein allgemeines KVP mit n Auÿen�ächen lässt sich das Integral des Flusses über die
Ober�äche als Summe dern Flüsse über jede Fläche beschreiben (2.23). Ein beliebiges
angrenzendes VolumenN teilt sich mit P die Flächef [26].

Z

Vp

r � ~FdV =
I

@Vp

~F � ~ndS =
X

n

� Z

f

~F � ~ndS
�

(2.23)
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U

~uU ~uP ~uN

P Nf

~uf

Abbildung 2.4.: ZelleP mit umliegenden ZellenN und U

Abbildung 2.4 zeigt das KV P und das durch die Flächef abgegrenzte VolumenN .
Des Weiteren wird auf der linken Seite durch gestrichelte Linien ein zusätzliches KVU
angedeutet, dass später zur Herleitung erweiterter Schemata verwendet wird.

Eine weitere Vereinfachung kann mit der Annahme, dass~F linear überV variiert, erfolgen.
Somit ist für die Berechnung des Flusses nur der FlächeninhaltS der Flächef und ~Ff im
Zentrum von f verwendet worden. Für eine einzelne Fläche ist dies in (2.24) dargestellt
[26].

Z

f

~F � ~ndS = ~Ff � ~Sf (2.24)

Dabei entspricht ~S dem nach auÿen gerichteten Flächenvektor und lässt sich auch als~nS
mit dem Normalenvektor ~n und dem FlächeninhaltS schreiben. Werden die vorherigen
Schritte zusammengefasst, folgt in (2.25) die diskrete Approximation der Divergenz für
das VolumenP mit Genauigkeit zweiter Ordnung [26]:

Z

P
r � ~FdV �

X

n

~Ff � ~Sf (2.25)

2.5.2. Diskretisierung des Konvektionsterms

Gleichung (2.25) kann nun genutzt werden, um den Konvektionsterm der skalaren Trans-
portgleichung (2.20) wie folgt zu diskretisieren:

Z

VP

r � (��~u )dV �
X

n
(��~u )f � ~Sf =

X

n
F � f (2.26)

Hierbei beschreibtF = ( �~u )f � ~S den Massenstrom über die Fläche und� f den Wert von
� im Zentrum der Flächef . Zunächst wird die Bestimmung von� f mittels eines Di�eren-
zenschemas erläutert. Hierbei gibt es verschiedene Möglichkeiten, die von entscheidender
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2. Grundlagen

Bedeutung für die Stabilität und Genauigkeit der numerischen Lösung sind [26]. Die am
häu�gsten genutzten Varianten sind die zentralen, upwind und linaren Upwind Di�eren-
zen, die im Folgenden kurz vorgestellt werden. Viele der komplexeren Verfahren basieren
auf diesen und verfolgen das Ziel, verschiedene Vorteile zu kombinieren.

Zentrale Di�erenzen

Beim Verfahren der zentralen Di�erenzen, auch lineare Di�erenzen genannt, wird� f durch
lineare Interpolation zwischen� P und � N bestimmt [32].

� f =
xP f

xP N
� � P +

�

1 �
xP f

xP N

�

� � N (2.27)

Es konnte gezeigt werden, dass dieses Verfahren für ein beliebiges Gitter Genauigkeit
zweiter Ordnung aufweist [10]. Bei von Konvektion dominierten Strömungen kann es zu
unphysikalischen Oszillationen in der Umgebung groÿer Gradienten kommen. Dadurch ist
das Verfahren beispielsweise zum Lösen der RANS Gleichungen ungeeignet [33].

Upwind Di�erenzen

Das Verfahren der Upwind Di�erenzen kann die Beschränktheit der numerischen Lösung
gewährleisten. Hierbei ist� f von der Strömungsrichtung abhängig und entspricht bei
positivem Vorzeichen� P und bei negativem Vorzeichen� N . Mit diesem Verfahren wird
der Lösung ein hohes Maÿ an numerischer Di�usion hinzugefügt und die Genauigkeit ist
erster Ordnung [30].

� f =

8
<

:
� P falls ~F � 0

� N falls ~F > 0
: (2.28)

Lineare Upwind Di�erenzen

Das lineare Upwind Verfahren nach Warming und Beam erweitert das Upwind Verfahren
um die Verwendung des Gradienten [34]. Dieser wird in (2.29) zur Extrapolation von
� P bzw. � N verwendet und kann beispielsweise mit dem Green-Gauss oder least-Squares
Verfahren bestimmt werden.

� f =

8
<

:
� P + � (r � )P � xP f falls ~F � 0

� N + � (r � )N � x fN falls ~F > 0
: (2.29)

18



2.5. Diskretisierung

Linear Upwind erhöht die Genauigkeit der Upwind Di�erenzen nominell auf die zweite
Ordnung, womit wiederum die Beschränktheit der numerischen Lösung von� verloren
geht. Um die Stabilität des Di�erenzenschemas zu gewährleisten, muss in der Praxis häu�g
der Gradient r � limitiert werden. Dies wird über den Faktor � in (2.29) umgesetzt. Die
Genauigkeit des Schemas ist von Diesem abhängig und variiert zwischen erster Ordnung
bei � = 0 und zweiter Ordnung bei� = 1. Physikalisch kann dieser Faktor als ein Wert
zur Beein�ussung der numerischen Di�usion gesehen werden, wobei höhere Werte weniger
Di�usion und damit geringere numerische Stabilität bei höherer Genauigkeit bedeuten
[26].

DES Hybrid

Verschiedene Typen von Strömungssimulationen unterscheiden sich in ihren Anforderun-
gen an die Diskretisierung der Konvektionsterme. Wird die in Kap. 2.3.2 vorgestellte Large
Eddy Simulation (LES) verwendet, soll die numerische Di�usion minimiert und somit ein
zentrales Di�erenzenschema gewählt werden. Allerdings kann dieses bei Verwendung einer
RANS Simulation numerische Instabilitäten verursachen und Upwind basierte Schema-
ta werden bevorzugt. Wird nun ein hybrider Ansatz aus RANS und LES gewählt, muss
ein Schema gefunden werden, das eine möglichst hohe Genauigkeit in den LES Bereichen
sowie die ausreichende Robustheit in den RANS Bereichen realisiert.

Ein zentrales Schema hoher Genauigkeit wird in einem hybriden Ansatz mit einem robus-
tes Upwind Schema kombiniert. Dies kann global mit einem durch den Nutzer vorgegebe-
nen Parameter oder nach Travin et al. durch eine lokale Anpassung des Mischungsverhält-
nisses geschehen [16], [35]. Diese adaptive Variante wird DES hybrid Schema genannt und
bestimmt das Verhältnis aus dem lokalen Strömungsfeld, der lokalen Gitterau�ösung so-
wie einer durch den Nutzer vorgegebenen konvektiven Zeitskala. Neue Varianten der DES
erfordern Anpassungen des Schemas, weshalb die Variante nach Fuchs et al. verwendet
wird [36].

Total Variation Diminishing

Nun wird versucht, die Vorteile der bisher erläuterten Schemata zu kombinieren. Das
resultierende Schema soll die Beschränktheit des Upwind Verfahrens erster Ordnung bei-
behalten, um unphysiklaische Oszillation nahe starker Gradienten zu verhindern. Gleich-
zeitig soll die numerische Di�usion so gering wie möglich gehalten werden [37]. Da nach
Godunov's Theorem ein lineares Schema zum Lösen partieller Di�erenzialgleichungen, das
keine neuen Extrema verursacht (monotones Schema), höchstens erster Ordnung genau
sein kann, wird im Ergebnis ein nichtlineares Schema de�niert [38].

Ausgehend vom konvektiven Transport der skalaren Gröÿe� , diskretisiert durch ein ein-
dimensionales und äquidistantes Gitter, wird ein Schema mit Limitierung des Flusses
hergeleitet, das diese Bedingungen erfüllt. Nun wird auch die gestrichelt dargestellte Zelle
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2. Grundlagen

U in Abbildung 2.4 verwendet. Diese ist stromauf der ZelleP gelegen, währendN nun
immer stromab vonP gelegen ist. Die Übertragbarkeit auf ein nicht äquidistantes Gitter
ist möglich [10], während sich die Beschränktheit nicht auf eine dreidimensionale Lösung
übertragen lässt [30].

Es kann gezeigt werden, dass die erforderliche Beschränktheit gewährleistet werden kann,
indem die totale Varianz von� im Laufe der Zeit nicht zunehmen darf [39]. Dabei be-
schreibt das hochgestellten, dass es sich um den aktuellen Zeitschritt handelt, während
n+1 den nächsten Zeitschritt darstellt. Die totale VarianzTV(� n ) der Lösung ist de�niert
durch:

TV(� n ) =
X

f

� n
N � � n

P (2.30)

Die Bedingung der nicht zunehmenden totalen Varianz kann wie folgt de�niert werden:

TV(� n+1 ) � TV(� n ) (2.31)

Diese muss für jeden Zeitschritt erfüllt sein [10]. Gleichung (2.29) zeigt das Schema der
linearen Upwind Di�erenzen. Dieses kann als Überlagerung des Upwind Schemas erster
Ordnung und eines anti-di�usiven Flusses verstanden werden [37]. Gleichung (2.32) ver-
allgemeinert dies und bietet die grundlegende Schreibweise des neuen Schemas [10].

� f = � P +
1
2

	( r )( � N � � P ) (2.32)

Dabei beschreibt	 die Funktion zur Limitierung des Flusses undr das Verhältnis des
lokalen Gradienten in Zentrum vonf zum Gradienten stromauf. Dies wird durch (2.33)
beschrieben [26].

r =
� P � � U

� N � � P
(2.33)

Die Eigenschaften des neuen Schemas können nun über die De�nition von	 gesteuert
werden. Die klassischen Schemata können mit	( r ) = 0 für ein Upwind erster Ordnung
und 	( r ) = 1 für lineare Di�erenzen sowie	( r ) = r für lineare Upwind Di�erenzen
beschrieben werden. Durch einige Einschränkungen der Funktion werden die geforderten
Bedingungen erfüllt.

Zunächst soll die TVD Bedingung erfüllt sein, was nach Sweby mit der Erfüllung von
(2.34) gegeben ist. Dies wird durch den hellgrauen Bereich in Abbildung 2.5 beschrieben
[37].
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0 � 	( r ) � min(2r; 2) falls r � 0

	( r ) = 0 falls r < 0
(2.34)

Zusätzlich soll das Verfahren abseits groÿer Gradienten zweiter Ordnung genau sein, wes-
halb der Bereich durch den Verlauf für lineare und lineare Upwind Di�erenzen weiter
eingegrenzt wird [37]. Durch die zweite Bedingung mit	( r ) = 0 für r < 0 ist gegeben,
dass die Genauigkeit zweiter Ordnung in der Gegenwart starker Gradienten nicht aufrecht
erhalten werden kann. Die resultierenden möglichen Bereiche für ein TVD Schema der
geforderten Au�ösung entsprechen dem in Abbildung 2.5 dunkelgrau markierten Bereich
[37].

	

2

1

0 1 2 r

Abbildung 2.5.: Sweby Diagramm

Ein häu�g verwendetes Beispiel ist das Monotonic Upstream-centered Scheme for Con-
servation Laws (MUSCL) Schema. Gleichung (2.35) de�niert dieses, wobei zu sehen ist,
dass es sich für alle positiven Werte vonr innerhalb des dunkelgrau markierten Bereichs
bewegt, und damit die Bedingungen eines TVD Schemas zweiter Ordnung erfüllt [40].

	( r ) = max
�

0; min
�

2; 2r;
1 + r

2

��

(2.35)

2.5.3. Diskretisierung des Di�usionsterms

Der Di�usionsterm der Transportgleichung (2.20) wird auf ähnliche Weise diskretisiert
wie der Term für die Konvektion. Der Satz von Gauss (2.22) wird verwendet und mit den
Vereinfachungen aus Kap. 2.5.1 ergibt sich der folgende Zusammenhang:

Z

V
r � (� r � ) =

X

n
� ~S � (r � )f (2.36)

Ist das verwendete Netz orthogonal, ist der Flächen Normalenvektor der Fläche~S und der
Verbindungsvektor der Zellen~xP N parallel. In diesem Fall kann (2.37) zur Bestimmung
des Gradienten normal zur Fläche verwendet werden.
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~S � (r � )f = S
� P � � N

xP N
(2.37)

Ein Alternative, die auch auf nicht-orthogonalen Netzen gültig ist, aber einen höheren
Rechenaufwand erfordert ist:

(r � )P =
1

VP

X

f

� f S (2.38)

(r � )f = f x (r � )P + (1 � f x )(r � )N (2.39)

Beide genannten Verfahren bieten eine Genauigkeit zweiter Ordnung, allerdings ist bei
der alternativen Formulierung der Faktor vor dem ersten Term des Abbruchfehlers vier
Mal so groÿ wie bei der ursprünglichen Formulierung. Um die Auswirkungen dessen zu
verringern, wird der Gradient normal zur Fläche in einen orthogonalen (erster Term von
(2.40)) und einen nicht-orthogonalen (zweiter Term) Anteil zerlegt. Dabei gilt für die
Vektoren ~S = ~� + ~k. Hierzu existieren verschiedene Verfahren, auf die in dieser Arbeit
nicht weiter eingegangen werden soll [26].

~S(r � )f = ~� � (r � )f + ~k � (r � )f (2.40)

Der di�usive Transport von � ist in der Realität Beschränkt. Dies wird bei der Diskretisie-
rung nur für den orthogonalen Anteil beibehalten, während der nicht orthogonale Anteil
unbeschränkt ist. Dies kann bei Verwendung von Gittern hoher Nichtorthogonalität zu
Problemen der Stabilität führen, weshalb dieser Anteil in machen Fällen begrenzt werden
muss [26].

2.5.4. Diskretisierung des transienten Terms

Wird (2.21) in der Zeit integriert und mit den bisher vorgestellten Annahmen umgeformt,
erhält man die folgende semi-diskrete Form der Transportgleichung [26]. Hierbei wird der
Quellterm vernachlässigt und� sowie� als zeitlich konstant angenommen.

Z t+� t

t

" 
@��
@t

!

P

VP +
X

n
F � f �

X

n
� ~S � (r � )f

#

dt = 0 (2.41)

Mit der Annahme, dass� linear innerhalb eines Zeitschritts variiert, kann die zeitliche
Ableitung und das Integral anhand von (2.42) und (2.43) bestimmt werden.
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@��
@t

!

P

=
� P � n+1

P � � P � n
P

� t
(2.42)

Z t+� t

t
� (t)dt =

1
2

(� n + � n+1 )� t (2.43)

Dabei gilt � n = � (t) und � n+1 = � (t + � t). Daraus kann zusammen mit (2.41) das Crank-
Nicholson Schema hergleitet werden (2.44). Dieses bietet eine zeitliche Genauigkeit zweiter
Ordnung [26].

� P � n+1
P � � P � n

P

� t
VP +

1
2

X

n
F (� n

f + � n+1
f ) �

1
2

X

n
� ~S � ((r � )n

f + ( r � )n+1
f ) = 0 (2.44)

Zum Ermitteln von � f wird eins der zuvor vorgestellten Verfahren zur räumlichen Dis-
kretisierung verwendet. Das Crank-Nicholson Verfahren ist uneingeschränkt stabil, kann
aber die Beschränktheit der Lösung nicht garantieren [33].

Mit der Annahme, dass sich die Werte für� und � � während eines Zeitschritts nicht
ändern, können einige neue Schemata hergeleitet werden. Bei Verwendung des Zeitlevels
n ergibt sich das explizite und bei Verwendung vonn + 1 das implizite Euler Verfahren,
die beide erster Ordnung genau sind. Gleichung (2.45) zeigt die implizite Variante.

� P � n+1
P � � P � n

P

� t
Vp +

X

n
F � n+1

f �
X

n
� ~S � (r � )n+1

f = 0 (2.45)

Während das implizite Verfahren uneingeschränkt stabil ist, muss beim expliziten Verfah-
ren die Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Zahl kleiner als eins sein.

Bei einer CFL Zahl von eins kann gezeigt werden, dass die zeitliche Diskretisierung mit-
tels eines impliziten Euler Verfahrens genauso viel numerische Di�usion verursacht wie
die Verwendung eines Upwind Verfahrens zu räumlichen Diskretisierung. Dies kann si-
gni�kanten Ein�uss auf die Genauigkeit der Lösung haben [26]. Darauf aufbauend kann
die zeitliche Genauigkeit zweiter Ordnung wiederhergestellt werden, indem die zeitliche
Ableitung mittel Taylor-Reihen für � n+1 um � n und � n� 1 approximiert wird. Gleichung
(2.46) zeigt den resultierenden Ausdruck für die Zeitableitung, bei dem der führende Term
des Abbruchfehlers sich proportional zu� t3 verhält. Es kann gezeigt werden, dass auf
diese Weise der Term der numerischen Di�usion wieder aus der Lösung eliminiert werden
kann [26].

@�
@t

=
3
2 � n+1 � 2� n + 1

2 � n� 1

� t
+ O(� t3) (2.46)
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2. Grundlagen

Damit ergibt sich analog zu (2.45) das gesamte Verfahren zu folgendem Ausdruck.

3
2 � n+1 � 2� n + 1

2 � n� 1

� t
+

X

n
F � n+1

f �
X

n
� ~S � (r � )n+1

f = 0 (2.47)

Ähnlich zum Crank-Nicholson Verfahren hat dieses Verfahren die Genauigkeit zweiter
Ordnung, ist uneingeschränkt stabil und die Unbeschränktheit kann nicht gewährleistet
werden. Für das Crank-Nicholson Verfahren kann gezeigt werden, dass es in Kombination
mit einem beschränkten Di�erenzenschema für den Konvektionsterm eine beschränkte
Lösung produziert, was beim backward Verfahren nicht der Fall ist [26].

2.5.5. Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen

Analog zu den vorgestellten Möglichkeiten zur Diskretisierung der verschiedenen Ter-
me einer allgemeinen Transportgleichung zweiter Ordnung werden nun die Navier-Stokes
Gleichungen für inkompressible Strömungen betrachtet. Diese bestehen aus der Kontinui-
tätsgleichung (2.2) und der vektoriellen Impulsgleichung (2.3). Auch hier wirdp für den
kinematischen Druck (p=�) verwendet.

Bei der Diskretisierung der Impulsgleichungen ist insbesondere auf die Nichtlinearität des
Konvektionsterms zu achten, da die Geschwindigkeit konvektiv von sich selbst transpor-
tiert wird [26]. Durch eine direkte Diskretisierung würde ein nicht-lineares Gleichungssys-
tem entstehen. Da Dieses sehr aufwändig zu lösen ist, wird meist eine vorherige Lineari-
sierung verwendet. Allgemein kann die Diskretisierung wie in (2.48) geschrieben werden,
wobei die Koe�zienten aP und aN Funktionen von ~u sind. In der verwendeten Form wer-
den diese Koe�zienten anhand eines schon bekannten Geschwindigkeitsfeldes, das (2.2)
erfüllt, bestimmt. Daraus resultiert das nun lineare Gleichungssystem.

r � (~u~u) = aP ~up +
X

N

aN ~uN (2.48)

Auf die weiteren Besonderheiten der Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen kann
im Rahmen dieser Arbeit nicht eingegangen werden. Der interessierte Leser sei auf wei-
terführenden Literatur verwiesen [9], [10], [26].

2.5.6. Druck-Geschwindigkeit Kopplung

Durch die Annahme der Inkompressibilität kann der Druck nicht über eine Zustandsglei-
chung bestimmt werden. Daher muss ein anderer Ausdruck zur Bestimmung gefunden
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2.5. Diskretisierung

werden. Dieser wird nun aus der semi-diskreten Form der Impulsgleichungen (2.49) her-
geleitet [26].

M ~u = �r p (2.49)

Dabei entsprichtM der Matrix der Koe�zienten, die durch die Diskretisierung entstehen.
Diese hat die Gröÿem � m, wobei m der Anzahl der Zellen des verwendeten Gitters
entspricht. Alle Koe�zienten in M sind bekannt. Zur weiteren Herleitung wird die Matrix
M nach (2.50) aufgeteilt. Dabei bestehtA aus den Einträgen auf der Diagonalen vonM .

A ~u � H = �r p (2.50)

Die diagonale MatrixA bietet den Vorteil, dass diese leicht zu invertieren ist. Wird (2.49)
in (2.50) eingesetzt und das Ergebnis nachH umgeformt resultiert (2.51). Damit kannH
explizit aus dem Geschwindigkeitsfeld der letzten Iteration und den bekannten Matrizen
M und A bestimmt werden.

H = A ~u � M ~u (2.51)

Wird nun (2.50) nach~u umgeformt und in die inkompressible Kontinuitätsgleichung (2.2)
eingesetzt, resultiert daraus eine Poisson-Gleichung zur Bestimmung des Drucks:

r � (A � 1r p) = r � (A � 1H ) (2.52)

Aus den in (2.49) zusammengefassten Impulsgleichungen und (2.52) ergibt sich nun ein
System aus vier Gleichungen zur Bestimmung des Geschwindigkeitsvektors und des Drucks.

Daraus werden nun zwei Algorithmen abgeleitet, in denen die individuellen Gleichungen
in einer Schleife gelöst werden. Die Kopplung erfolgt durch wiederholtes Durchlaufen.
Aufgrund der individuellen Lösung der einzelnen Schritte wird dies als segragated Ansatz
bezeichnet [41].

Begonnen wird mit dem Prädiktor Schritt, in dem die Impulsgleichung gelöst wird, um das
Geschwindigkeitsfeld zu bestimmen. Dieses erfüllt die Kontinuitätsgleichung nicht. Dar-
aufhin wird mit (2.51) die Matrix H bestimmt und anschlieÿend die Poisson-Gleichung
(2.52) zur Bestimmung des Drucks gelöst. Im letzten Schritt wird mit (2.53) das Ge-
schwindigkeitsfeld korrigiert, damit es die Kontinuitätsgleichung erfüllt. Dieser Schritt
wird Korrektor genannt.

~u = A � 1H � A � 1r p (2.53)
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2. Grundlagen

M ~u = �r p

H = A ~u � M ~u

r � (A � 1r p) = r � (A � 1H )

~u = A � 1H � A � 1r p

P
IS

OS
IM

P
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Abbildung 2.6.: Algorithmen zum Lösen der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen

Abbildung 2.6 zeigt alle in der Schleife verwendeten Gleichungen. Wird ein stationäres
Strömungsproblem betrachtet, wird die gesamte Schleife mit dem linken Pfeil als Rück-
führung so lange iterativ durchlaufen, bis ein ausreichend konvergiertes Strömungsfeld
vorliegt. Dies wird Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations (SIMPLE) Algo-
rithmus genannt [42]. Für instationäre Strömungsprobleme wird der Algorithmus abgeän-
dert. Hierbei wird die erste Gleichung zu Beginn eines jeden Zeitschrittes gelöst und dann
mit dem rechten Pfeil als Rückführung iteriert, bis zufriedenstellende Konvergenz erreicht
ist. Daraufhin wird in den nächsten Zeitschritt gewechselt. Dies wird Pressure-Implicit
with Splitting of Operators (PISO) Algorithmus genannt [43].

Zum Lösen der linearen Gleichungssysteme stehen verschiedene Verfahren aus dem Be-
reich der linearen Algebra zur Verfügung. Diese unterteilen sich in direkte und iterative
Verfahren. Da das direkte Invertieren der Lösungsmatrix für groÿe LGS zu aufwändig
ist, werden in den meisten praktischen Anwendungen iterative Verfahren verwendet. Bei
diesen wird die Lösung so lange iteriert, bis das Residuum eine vorher festgelegte Toleranz
unterschreitet. Auf die Besonderheiten verschiedener Verfahren wird hier nicht genauer
eingegangen.

2.6. Statistische Betrachtung transienter Simulationen

Aufgrund des hohen Rechenaufwands transienter Simulationen, soll die benötigte Anzahl
der gerechneten Zeitschritte minimiert und die generierten Daten so e�ektiv wie möglich
genutzt werden. Im folgenden Abschnitt werden hierzu zwei Methoden der statistischen
Auswertung vorgestellt. Zunächst wird die Anfangstransiente aus den Rechenergebnissen
entfernt und anschlieÿend eine Abschätzung des statistischen Fehlers der verbleibenden
Messwerte erstellt.

Ersteres erfolgt anhand der heuristischen Methode nach Preston White [44]. Gegeben sei
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2.6. Statistische Betrachtung transienter Simulationen

die Auswertung einer transienten Simulation mitN Messwerteng = [ g0; g1; :::; gN � 1].
Der Index des letzten Messwerts der Anfangstransiented�

N;M (g) wird durch Lösen des
folgenden Minimierungsproblems bestimmt [45].

d�
N;M (g) = arg min

0<d � M

"
1

(N � d)2

N � 1X

i = d

(gi � �gN;d )2

#

(2.54)

Dabei ist M eine Eingrenzung der Messwerte, bei denen das Minimum erwartet wird und
�gN;d der Mittelwert der verbleibenden Messwerte.

�gN;d =
1

N � d

N � 1X

i = d

gi (2.55)

Die Autoren haben das vorgestellte Verfahren anhand verschiedener Simulationen getestet
und konnten eine zuverlässige Erkennung der Anfangstransiente nachweisen [45].

Nach Bereinigung der Daten, soll der statistische Fehler der verbleibenden Messwer-
te abgeschätzt werden. Die verwendete Methode berücksichtigt, dass es sich nicht um
unabhängig und identisch verteilte Zufallsvariablen handelt, sondern die Messwerte ei-
ne zeitliche Entwicklung abbilden und daher miteinander korreliert sind. Angenommen
g = [ g0; g1; :::; gN � 1] sind die zuvor um die Anfangstransiente bereinigten Messdaten. Der
Messfehler des Mittelwerts� = E[g] der Daten wird anhand (2.56) de�niert.

eN (�g) = �g � � (2.56)

Dabei entspricht �g dem Mittelwert der Messdaten und� ist aufgrund einer endlichen
Anzahl Messwerte unbekannt. Indem durch die Autokorrelation der Daten der Abstand
zwischen zwei unabhängigen MesswertenDN (g) abgeschätzt wird, kann die Approxima-
tion des quadratischen Messfehlers bestimmt werden.

e2
N (�g) �

DN (g)VarN (g)
N

(2.57)

Dabei ist VarN (g) die Varianz der Messdaten. Die Formulierung fürDN (g) kann in der
Verö�entlichung von Bergmann et al. nachgelesen werden [45]. Aus der Abschätzung des
quadratischen Fehlers wird das95%Kon�denzintervall (KI 95) bestimmt.

KI 95 = [�g � 1;96en ; �g + 1;96en ] (2.58)
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3. Stand der Technik

RANS Simulationen erlauben bei geringen Anforderungen an die Rechenleistung eine
Abbildung der dominanten physikalischen E�ekte der Kavitation in Turbopumpen [46].
Sollen weitere E�ekte berücksichtigt werden, erfordert dies eine Au�ösung turbulenter
Fluktuationen. Die dafür nötigen skalenau�ösenden Rechnungen stellen erheblich höhere
Anforderungen an die benötigte Rechenleistung. Insbesondere gilt dies für Simulationen
der Turbopumpen von Raketentriebwerken, weil hohe Pumpendrehzahlen und daraus re-
sultierende hohe Reynoldszahlen ein feine räumliche Au�ösung erfordern. Deshalb ist der
Einsatz skalenau�ösender Simulationen für diesen Anwendungsfall häu�g auf die akademi-
sche Forschung beschränkt und in der Industrie �nden überwiegend RANS Simulationen
Anwendung [47].

Groll et al. haben eine Untersuchung des Ein�usses einer tangentialen Einblasung auf das
Kavitationsverhalten eines Vorsatzläufers mit inkompressiblen RANS Methoden im kom-
merziellen CFD Paket Ansys CFX vorgenommen [3]. Dabei wurde ein Volume-of-Fluid
Ansatz mit dem Schnerr-Sauer Kavitationsmodell sowie das K-! SST Turbulenzmodell
verwendet. Ebenfalls mit Ansys CFX und der inkompressiblen RANS Methode haben
Karakas et al. das Verhalten verschiedener Vorsatzläufer mit und ohne Berücksichtigung
von Kavitation untersucht [48]. Dabei wurde das K-� Turbulenzmodell sowie das ebenfalls
auf der Rayleigh�Plesset Gleichung basierende Zwart-Gerber-Belamri Kavitationsmodell
gewählt [49]. Eine ähnliche inkompressible RANS Rechnung mit Schnerr-Sauer und K-!
SST haben Verhulst et al. an einer zweistu�en Pumpe mit StarCCM+ durchgeführt [50].
Dabei haben die Autoren eine zusätzliche Funktion zur Vorhersage der Erosion der Schau-
feln durch Kavitation implementiert.

Für die Betrachtung von Kavitation in Turbopumpen sind insbesondere zwei konzeptio-
nelle Nachteile der Kombination aus RANS und Kavitationsmodell relevant [47]. Zum
Einen werden turbulente Fluktuationen nicht aufgelöst, die signi�kanten Ein�uss auf die
Kavitation haben können. Des Weiteren kommt es bei dieser Kombination zur lokalen
Überschätzung der Wirbelviskosität. Damit werden Mechanismen des Zerfalls unterdrückt
und eine Überschätzung der Stabilität von Kavitationszonen wird beobachtet [51]. Da
in den letzten Jahren die zur Verfügung stehende Rechenleistung deutlich gestiegen ist,
kann diese zur Durchführung aufwändiger Untersuchungen in Form von skalenau�ösunden
Rechnungen genutzt werden.

Beispielsweise haben Tao et al. Berechnungen für Treibsto�pumpen von Flugzeugen in
Ansys CFX mittels Detached Eddy Simulation durchgeführt [52]. Untersucht wurde das
Auftreten von Kavitation für verschieden geformte Impeller. Die auf K-! SST basierende
DES Methode wurde mit� max verwendet und Kavitation mit dem Zwart-Gerber-Belamri
Modell berücksichtigt. Verschiedene transiente Mechanismen der Kavitation und deren
Korrelation mit turbulenten Strukturen an einem Vorsatzläufer wurden von Yan et al. mit
einer Large Eddy Simulation in Ansys Fluent untersucht [47]. Dabei wurde das WALE
SGS Modell sowie das Zwart-Gerber-Belamri Kavitationsmodell verwendet.
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4. Referenzsimulation

Da für den Pumpeneinlass mit tangentialer Einblasung keine Messdaten zur Verfügung
stehen, werden alle Einstellungen der Simulation zunächst an einem Referenzfall aus der
Literatur kalibriert. Anschlieÿend wird das so gewonnene Setup in Kap. 5 auf die Simu-
lation des Pumpeneinlasses übertragen.

4.1. Aufbau des Experiments

Bevor in den nächsten Abschnitten auf die Spezi�kationen der Simulation eingegangen
wird, wird zunächst das Experiment und die dabei verwendete Messtechnik vorgestellt.
Relevante Kennzahlen der Strömungsmechanik werden für das Experiment und den Pum-
peneinlass mit tangentialer Einblasung verglichen.

In dem gewählten Referenzfall haben Liu et al. einen kavitierenden Tauchstrahl aus ei-
ner runden Düse in Wasser untersucht [53]. Ziel der Untersuchung ist eine Erweiterung
des Verständnisses der Interaktion eines Hochdruck Tauchstrahls mit ruhendem Wasser
sowie der dabei entstehenden Kavitation. Particle Image Velocimetry (PIV) wird zur Be-
stimmung des Geschwindigkeitsfeldes und Schattenaufnahmen mit einer Hochgeschwin-
digkeitskamera zur Beobachtung der Kavitation eingesetzt. Mit einem Düsendurchmesser
D = 2 mm und einem Druck von 130 bar vor der Düse sind die Randbedingungen ähn-
lich derer im Pumpeneinlass. In Tabelle 4.1 werden Reynoldszahl und Kavitationszahl für
die beiden Fälle verglichen. Eine Ähnlichkeit der auf den Düsendurchmesser bezogenen
Reynoldszahl ist gegeben, womit eine gute Übertragbarkeit der Einstellungen möglich ist.
Durch die höhere Kavitationszahl für den Fall des Pumpeneinlasses wird hier deutlich
weniger Kavitation erwartet.

Tabelle 4.1.: Vergleich der Reynolds- und Kavitationszahl für Referenzfall und Pumpen-
einlass mit tangentialer Einblasung

Re �

Referenzfall 300 000 0;009

Pumpeneinlass 190 000 0;3

Der in Abbildung 4.1 gezeigte Aufbau besteht aus einem 1800 mm langen Wassertank,
der ausreichend hoch ist, damit der gesamte Strahl untergetaucht ist und der Ein�uss der
freien Ober�äche vernachlässigt werden kann. Ein Wehr hält den Wasserspiegel auf einem
festgelegten Niveau, um den hydrostatischen Druck während des Versuchs konstant zu
halten. Die Länge des Tanks ermöglicht eine ungehinderte Ausbildung des Strahls.
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4. Referenzsimulation

Abbildung 4.1.: Schematischer Aufbau des Experiments [53]

Die Düse ist mittig im Tank angeordnet, um den Ein�uss der Wände zu minimieren und
eine Hochgeschwindigkeitskamera ist stromab der Düse neben dem Tank montiert. Eine
Vorrichtung zur Belichtung für die PIV Messung be�ndet sich oberhalb des Tanks und
ein gleichmäÿiges Hintergrundlicht für die Schattenaufnahmen gegenüber der Kamera.
Abbildung 4.2 zeigt die Geometrie der konvergenten Düse.

2mm

2mm5mm

6mm

Abbildung 4.2.: Geometrie der Düse

4.2. Aufbau der Simulation

Basierend auf dem Aufbau des Experiments werden nun die Parameter der Simulation
festgelegt. Begonnen wird mit einer Beschreibung der verwendeten Geometrie und deren
Randbedingungen. Daraufhin wird auf die Vernetzung sowie die verwendeten Algorithmen
und deren Einstellungen eingegangen. Anschlieÿend werden die Ergebnisse der Simulation
ausgewertet und anhand der Messdaten validiert, bevor im letzten Schritt ein Test der
Übertragbarkeit auf abweichende Randbedingungen erfolgt.

Da E�ekte der freien Ober�äche vernachlässigt werden können und der Tank als groÿ
betrachtet wird, kann dieser durch einen Zylinder ersetzt werden. Die scharfen Kanten
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Tabelle 4.2.: Sto�eigenschaften des Wassers

Dichte � [kg=m3] kinematische Viskosität � [m2=s]

�üssig 998;2 1;003� 10� 6

gasförmig 0;01731 5;512� 10� 4

am Ende des konvergenten Teils der Düse (Abb. 4.2) können in der Simulation Kavitati-
on verursachen, was zu ungewolltem Verhalten des Drucks im Einlass führen kann. Des
Weiteren wird auch in der Simulation der komplexeren Geometrie ein gerader Einlass
verwendet, weshalb dies für den Referenzfall übernommen wird. Dabei wird der Einlass
als Rohr mit 2 mm Durchmesser modelliert, dessen Länge eine vollständige Ausbildung
der Grenzschicht ermöglicht.

Da die Autoren Temperatur und Luftdruck zum Zeitpunkt ihrer Experimente nicht nen-
nen, werden die Sto�eigenschaften von Wasser bei 20°C und 1 bar für die �üssige und bei
20°C und Dampfdruck (2339,3 Pa) für die gasförmige Phase festgelegt [53]. Tabelle 4.2
zeigt die verwendeten Sto�eigenschaften. In den Simulationen ohne Berücksichtigung von
Kavitation werden die Werte der �üssigen Phase genutzt.

4.2.1. Randbedingungen

Nun werden die Randbedingungen für die vorher beschriebene Geometrie festgelegt. Ta-
belle 4.3 zeigt einen Überblick über die in Abbildung 4.3 dargestellten Randbedingungen
für Geschwindigkeit und Druck.

Die gestrichelt gekennzeichnete Linie zeigt den Einlass, für den eine Geschwindigkeit von
150 m/s vorgeben und der Gradient des Drucks zu null gesetzt wird. Die Geschwindig-
keit wurde mit einer RANS Rechnung der Düse mitpt;einlass = 130 bar abgeschätzt. Der
Abstand zwischen Düse und Wand ist groÿ, womit deren Ein�uss vernachlässigt werden
kann. In der Simulation wird daher eine kombinierte Ein- und Auslassrandbedingung für
die durch eine Strichpunktlinie gekennzeichneten Flächen gewählt, somit kann durch jede
Fläche Wasser sowohl in als auch aus der Domäne �ieÿen. Zeigt die Strömungsrichtung
in die Domäne, wird aus dem Fluss normal zur Fläche die Geschwindigkeit ermittelt und
diese als Randbedingung aufgeprägt. Zeigt Sie aus der Domäne heraus, wird der Gradient
der Geschwindigkeit zu null gesetzt. Der Druck entspricht in beiden Fällenpauslass = 1 bar.
Die Wände werden mit durchgezogenen Linien gekennzeichnet und die Geschwindigkeit
sowie der Druckgradient senkrecht zur Wand zu null gesetzt.

Für diese Simulation wird ein gerades Rohr als Düse verwendet. Somit beinhaltet die Do-
mäne keine Flächen, auf denen positive Druckgradienten auftreten und Strömungsablö-
sungen werden nur an scharfen Kanten erwartet. Daher kann das Verhalten der Turbulenz
in der Grenzschicht näherungsweise mittels Wandfunktionen beschrieben werden [54]. Der
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Abbildung 4.3.: Randbedingungen der Simulation

erwartete Modellierungsfehler wird in diesem Fall als gering eingeschätzt. Dies ermöglicht
eine Reduktion der Anzahl der Zellen in der Grenzschicht und somit eine signi�kante
Einsparung des nötigen Rechenaufwands. Ein weiterer Vorteil ist die bessere Verteilung
der Zellen, da im Rohr die Höhe einer ersten Zelle mity+ � 50 etwa den Abmessungen
der umliegenden Zellen entspricht. Wird die Methodik zur Simulation von Geometrien mit
gekrümmten Flächen und möglicher Strömungsablösung verwendet, muss auf das Verwen-
den von Wandfunktionen verzichtet werden und ein Netz mity+ < 1 in der ersten Zelle
an der Wand verwendet werden. Dies gilt insbesondere für die Simulation einer Pumpe
mit Impeller, auf dessen Flächen keine sinnvolle Anwendung von Wandfunktionen möglich
ist. Hier würde es zu groÿen Ungenauigkeiten durch fehlerhafte Wanddruckverläufe und
Ablösepunkte kommen.

Am Einlass wird ein turbulentIntensityKineticEnergyInlet mit 5 % turbulenter Intensität
für k und ein turbulentMixingLengthFrequencyInlet für ! verwendet. Die nötige charak-
teristische Länge wird aus dem Durchmesser der Düse bestimmt. Da beide Randbedin-
gungen auch für Strömung aus der Domäne geeignet sind, werden für den Tank die selben
Randbedingungen verwendet.

Tabelle 4.3.: Randbedingungen für Geschwindigkeit und Druck

Geschwindigkeit Druck

Einlass �xedValue �xedFluxPressure

Tank pressureInletOutletVelocity �xedValue

Wand noSlip zeroGradient

4.2.2. Netzerzeugung

Da für skalenau�ösende Rechnungen hohe Anforderungen an Qualität und Au�ösung des
Gitters gestellt werden und die Komplexität der Geometrie gering ist, wird die Domäne
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4.2. Aufbau der Simulation

Abbildung 4.4.: Butter�y Netz in der Düse

mittels eines in Blöcken strukturierten Gitters, bestehend aus hexagonalen Zellen, dis-
kretisiert. Dieses kann mit dem in OpenFOAM integrierten Modul blockMesh erzeugt
werden, das anhand von Nutzervorgaben in einer Textdatei das Netz erzeugt [30].

Der zentrale Teil des Gitters wird mit einem Butter�y Netz, bestehend aus einem Block
mit quadratischem Querschnitt sowie vier o-förmig darum angeordneten Blöcken, dis-
kretisiert. Dieses ermöglicht die Vernetzung einer kreisförmigen Geometrie ohne Zellen
hoher Skewness, die bei der Vernetzung mit einem einzelnen Block auftreten würde [55].
Abbildung 4.4 zeigt einen Querschnitt innerhalb der Düse. Der Rest der umgebenden Do-
mäne wird über weitere o-förmig angeordnete Schichten realisiert, bei denen die radiale
Abmessung mit wachsender Entfernung vom Zentrum zunimmt.

Eins der primären Ziele der Vernetzung ist es, die Anzahl der Zellen bei möglichst hoher
Au�ösung relevanter Bereiche gering zu halten. Dafür müssen insbesondere die hohen
Gradienten beim Eintritt des Strahls und der nachfolgende Zerfall der dabei entstehenden
Turbulenz fein aufgelöst werden. Tritt Kavitation auf, ist darüber hinaus der Bereich bis
zum Zerfall der Kavitationszonen von besonderem Interesse.

Zunächst wird für 0 < z=D < 10 mit einer hohen Gitterau�ösung und ohne Wachstum
in z-Richtung vernetzt. Die Transition zum groben Netz der äuÿeren Region erfolgt im
Bereich10 < z=D < 50. Ein ähnliches Wachstum der Netzgröÿe wird in radialer Richtung
verwendet. Da das Netz für eine DES verwendet werden soll, muss zusätzlich darauf
geachtet werden, dass die Netzau�ösung an der Wand nicht� max =� = 0;2 unterschreitet,
um die RANS Modellierung in der Grenzschicht zu gewährleisten [19]. An dieser Stelle
kann ein zu feines Netz zu einer erheblichen negativen Beeinträchtigung der Ergebnisse
führen. Des Weiteren kann die mögliche Zeitschrittweite durch einzelne kleine Zellen stark
reduziert werden, weshalb für transiente Rechnungen eine gleichmäÿige Verteilung der
Zellen angestrebt wird. Eine Detailansicht des Netzes in der Nähe der Düse wird in Abb.
4.5 gezeigt.

Neben der Optimierung der Anzahl und Verteilung der Zellen wird auf eine möglichst
hohe Qualität geachtet, um Diskretisierungsfehlern und numerischen Instabilitäten vor-
zubeugen. In OpenFOAM werden dafür insbesondere die Kriterien nonOrthogonality und
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4. Referenzsimulation

Abbildung 4.5.: Detailansicht Gitter

Skewness verwendet [30]. Abbildung 4.6 zeigt deren De�nitionen [56]. Die maximale Skew-
ness im Gitter entspricht0;54 und die maximale nonOrthogonality34, diese Werte liegen
weit unterhalb der in OpenFOAM verwendeten Maximalwerte und deuten auf eine hohe
Qualität des Netzes hin.

Wie in Kap. 4.2.1 erläutert werden Wandfunktionen für die Modellierung des Verhaltens
der Turbulenz in der Grenzschicht verwendet. Somit kann die erste Zelle im logarithmi-
schen Teil der Grenzschicht positioniert werden. Damit ist die in Abbildung 4.4 gezeigte
gleichmäÿige Verteilung der Zellen in radialer Richtung möglich. Zusätzlich sind die Zel-
len in der Grenzschicht weniger anisotrop, was zu einem vereinfachten Übergang zum
möglichst isotropen LES Gitter in der freien Strömung führt. Abbildung 4.7 zeigt einen
Querschnitt des resultierenden Gitters mit insgesamt ca.9 Millionen Zellen.

� i

P

nonOrthogonality = max(� i )

P
fdi

ci

f N

N

skewness= max(di =ci )

Abbildung 4.6.: Qualitätskriterien der Vernetzung

Eine grobe Schätzung der nötigen Gitterau�ösung der LES Bereiche wird a priori aus den
Ergebnissen der RANS Simulation ermittelt. Auf das genaue Vorgehen wird im nächsten
Kapitel eingegangen. Da das Erstellen der Eingabedateien für das blockMesh aufwändig ist
und kleine Änderungen ein hohes Maÿ an manueller Nacharbeit erfordern, wurde die Er-
stellung der Eingabedatei blockMeshDict mittels eines Python Skripts automatisiert. Hier
werden zunächst alle nötigen Punkte erzeugt, bevor aus diesen die benötigten Blöcke und
deren gekrümmte Kanten erstellt werden. Abschlieÿend werden die äuÿeren Grenz�ächen
der Blöcke benannt, damit im weiteren Verlauf in OpenFOAM deren Randbedingungen
vorgegeben werden können.
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Abbildung 4.7.: Simulationsdomäne mit Gitter

4.3. Simulation

Im Folgenden werden die einzelnen Schritte zur Erstellung der vollständigen Simulation
erläutert. Beginnend mit einer stationären RANS Rechnung erfolgt zunächst die Erwei-
terung auf eine DES Rechnung. Im �nalen Schritt wird diese um die Modellierung der
Gasphase und des Phasenübergangs durch Kavitation erweitert. In allen Rechnungen wer-
den druckbasierte Löser für die als inkompressibel betrachtete Strömung verwendet.

4.3.1. RANS

Im ersten Schritt wird mit dem Modul simpleFoam (Kap. 2.5.6) eine stationäre Lösung
ohne Kavitation bestimmt. So können die Randbedingungen für Druck, Geschwindigkeit
und Turbulenzgröÿen getestet und die, für skalenau�ösende Rechnungen nötige, Gitter-
au�ösung abgeschätzt werden. Die Parameter der Simulation werden soweit möglich so
gewählt, dass sie auf spätere Rechnungen übertragbar sind. Beispielsweise wird das K-!
SST Turbulenzmodell verwendet, auf dem die später verwendete DES Formulierung ba-
siert.

Die verwendeten RANS Gleichungen sind anfällig gegenüber numerischer Instbilität, wes-
halb di�usive, aber robuste numerische Schemata gewählt werden. Diese werden in Tabel-
le 4.4 zusammengefasst. Zur Diskretisierung des Konvektionsterms der Impulsgleichungen
wird ein lineares Upwind Verfahren mit Limitierung des Gradienten verwendet. Die Wahl
des gleichen Schemas für den Transport der Turbulenzgröÿenk und ! führt aufgrund der
Unbeschränktheit der Lösung zu Problemen der numerischen Stabilität. Daher wird ein
Upwind Schema erster Ordnung gewählt. Die hohe Qualität des Gitters erlaubt die Ver-
wendung des unbeschränkten Gauss linear limited 1.0 Schemas für die Di�usionsterme.

Das System der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen wird mittels des SIMPLE Algo-
rithmus gelöst, wobei die Schleife um die diskretisierten Gleichungen fürk und ! erweitert
wird. Dabei wird für U, k und ! implizite (Faktor 0;7) und für p explizite Unterrelaxation
(Faktor 0;3) verwendet, was den Standardwerten vieler kommerzieller CFD Programme
entspricht [27]. Wären weitere RANS Simulationen erforderlich, würde der geänderte SIM-
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Tabelle 4.4.: Schemata zur Diskretisierung für RANS

Term Schema

div(phi,U) Gauss linearUpwind grad(U)

div(phi,k) Gauss upwind

div(phi,omega) Gauss upwind

grad default cellMDLimited leastSquares 1

laplacian default Gauss linear limited 0.33

ddt steadyState

PLEC Algorithmus verwendet werden, der ein deutlich geringeres Maÿ an Unterrelaxation
erfordert. Da das Gitter nicht vollständig orthogonal ist, wird eine zusätzliche explizite
Korrektur der Nichtorthogonalität vorgenommen (nNonOrthogonalCorrections= 1).

Zur Lösung der linearen Gleichungssysteme (LGS) der einzelnen Schritte des SIMPLE Al-
gorithmus werden verschiedene Verfahren der linearen Algebra verwendet. Diese werden
in Tabelle 4.5 zusammengefasst. Der proconditioned Bi-conjugate Gradient Solver mit
Stabilisierung (PBiCGStab) wird für alle asymmetrischen und ein algebraisches Mehrgit-
terverfahren (AMG) für alle symmetrischen LGS verwendet [57], [58].

Tabelle 4.5.: Lösungsverfahren der linearen Gleichungssysteme

Gleichungssystem Lösungsverfahren Finale Toleranz

alpha.water PCBiCGStab 1 � 10� 7

p GAMG 5 � 10� 7

U, k, omega PCBiCGStab 1 � 10� 7

Mit den Ergebnissen der RANS Simulation kann die für die DES Rechnung erforderliche
Gitterau�ösung abgeschätzt werden. Aus der Verteilung der Turbulenzgröÿen wird mit
(4.1) die integrale turbulente LängenskalaL int ermittelt, wobei ! die spezi�sche Dissipa-
tionsrate, k die turbulente kinetische Energie undC� eine Modellkonstante ist [30].

L int =
k1=2

C� !
(4.1)

Hiebei handelt es sich um eine ausschlieÿlich aus modellierten Gröÿen abgeschätzte inte-
grale turbulente Längenskala eines zeitlich gemittelten Strömungsfeldes. Daher wird diese
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1e-4 1e-31e-5
L int [m]

Abbildung 4.8.: Integrale Längenskala der RANS Lösung

nur für eine erste Abschätzung genutzt. Ihre Verteilung ist in Abbildung 4.8 dargestellt.
Im Bereich stromab der Düse beträgtL int etwa 1 � 10� 4 m. Zur Minimierung des nötigen
Rechenaufwands wird zunächst ein Gitter mit der Kantenlänge2;5 � 10� 5 m abgeschätzt.
Anhand erster DES Ergebnisse wird im nächsten Kapitel überprüft, ob diese Au�ösung
zur korrekten Simulaiton ausreichend ist. Ist dies nicht der Fall, werden weitere Anpas-
sungen vorgenommen.

4.3.2. DES

Im nächsten Schritt wird die bestehende Modellierung erweitert. Da nun instationäre
Strömungen betrachtet werden, wird das Modul pimpleFoam verwendet. Dieses bietet eine
Kombination aus PISO und SIMPLE Algorithmus (siehe Kap. 2.5.6) für inkompressible
instationäre Strömungen [30].

Zur korrekten Simulation der freien Scherströmung ist die Au�ösung der beim Strahlzerfall
entstehenden Turbulenz besonders wichtig. Die in Kap. 2.3 erläuterte DES Modellierung
ermöglicht dies beim Vermeidung des hohen Aufwands zur Au�ösung der wandnahen Tur-
bulenz. Dies ist insbesondere wichtig, da die Simulationseinstellungen auf eine komplexere
Geometrie übertragen werden. Um ein verfrühtes Umschalten innerhalb der Grenzschicht
auf LES zu verhindern, wird die Delayed Detached Eddy Simulation (DDES) verwendet.
Mit dem schon erwähnten K� ! SST Turbulenzmodell, das hier auch als SGS Modell
agiert, wird das OpenFOAM Modul kOmegaSSTDDES gewählt.

Besonders muss an dieser Stelle auf die Problematik der Grey-Area eingegangen wer-
den, da hier, wie in Kap. 2.3.3 erläutert, die freie Scherströmung stromab einer RANS
Grenzschicht betrachtet wird. Da es zu keiner ausgeprägten Rezirkulation kommt, ist die-
se Region besonders anfällig. Verstärkt wird die Problematik durch den Umstand, dass
die verwendete Gitterau�ösung nahe dem Minimum der zur sinnvollen LES Simulation
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erforderlichen Au�ösung ist. Daher wird bei der Erstellung des Netzes auf die Verwen-
dung möglichst isotroper Zellen geachtet, um ein möglichst geringes� max zu erreichen.
Dies alleine wird die Grey-Area Problematik nicht verhindern und zusätzliche Maÿnah-
men werden vorgenommen: Die in OpenFOAM implementierten Möglichkeiten werden
miteinander verglichen und das beste der Modelle ausgewählt. Dabei wird neben der kO-
megaSSTDDES Formulierung mit der klassischen Filterbreite� max die lösungsadaptive
Filterbreite � sla und � -DDES (Basierend auf komegaSSTDDES) mit~� ! getestet. Da
für den nicht kavitierenden Fall keine Messdaten zur Verfügung stehen, wird zunächst
� sla verwendet, da für diese in der Literatur vielversprechende Ergebnisse gezeigt werden
konnten [22]. Der vollständige Vergleich wird anhand der Rechnung mit Berücksichtigung
von Kavitation durchgeführt.

Die skalenau�ösende Simulation erfordert eine hohe Genauigkeit der verwendeten Diskre-
tisierung. Dies gilt insbesondere für den Konvektionsterm der Impulsgleichungen. Dabei
wird auf eine Minimierung der numerischen Di�usion in den LES Regionen geachtet, da
das explizite SGS Modell die gesamte Di�usion durch Turbulenz unterhalb der Netz-
au�ösung beschreibt und somit ein unphysikalisches Verschmieren der Lösung auftreten
würde. Daher sollten für den Konvektionsterm nach Möglichkeit lineare statt upwind ba-
sierte Di�erenzenschemata verwendet werden. Auch das linear Upwind Schema ist für
LES ungeeignet, da es trotz nomineller Genauigkeit zweiter Ordnung numerische Di�usi-
on verursacht [26]. Neben einer hohen Genauigkeit muss beachtet werden, dass die hier
erstellte Simulation auf komplexere Geometrien mit unstrukturierten Gittern übertragen
wird, bei denen von einer geringeren Qualität der Vernetzung ausgegangen wird. Daher
werden die Schemata robuster ausgelegt und mögliche Anpassungen für die Verwendung
mit Gittern geringerer Qualität genannt.

Die gewählten Schemata werden in Tabelle 4.6 zusammengefasst. Um die unterschiedlichen
Anforderungen in RANS und LES Bereichen zu berücksichtigen, wird das DES Hybrid
Di�erenzenschema (siehe Kap. 2.5.2) für den Konvektionsterm der Impulsgleichungen ge-
wählt. Dabei wird als Schema hoher Ordnung für den LES Bereich linearen Di�erenzen
und als robustes Schema MUSCL verwendet. Da es durch die hohen Gradienten beim
Zerfall des Strahls bei Verwendung des linearen Schemas zu unphysikalischen räumlichen
Oszillationen des Geschwindigkeitsfeldes kommt, wird dessen Anteil auf maximal80 %li-
mitiert. Dieser Wert kann je nach Strömungsproblem und Netzqualität angepasst werden.
Für den konvektiven Transport vonk und ! sind die Anforderungen an die Genauigkeit
geringer als bei den Impulsgleichungen. Daher wird etwas numerische Di�usion geduldet
und mit limitedLinear ein TVD Di�erenzenschema verwendet, das einen guten Kompro-
miss aus Stabilität und Genauigkeit bietet.

Die Diskretisierung der Di�usionsterme und die Methode zur Bestimmung der Gradienten
werden von der RANS Rechnung übernommen und die Limitierung verringert. Wird Glei-
chung 2.49 betrachtet, ist zu erkennen, dass insbesondere der Druckgradient mit möglichst
hoher Genauigkeit bestimmt werden sollte, da dieser direkt in die Lösung der Impulsglei-
chungen ein�ieÿt. Bei Übertragung der Einstellungen auf Gitter geringerer Qualität kann
weitere Limitierung des Gradienten nötig sein, um die Stabilität der Lösung zu gewähr-
leisten. Des Weiteren könnte die Verwendung eines anderen Netztyps das Ersetzen des
least-Squares Verfahrens durch das Green-Gauss Verfahren erfordern.
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Tabelle 4.6.: Schemata zur Diskretisierung für DES

Term Schema

div(phi,U) Gauss DEShybrid (linear, MUSCL)

div(phi,k) Gauss limitedLinear 1

div(phi,omega) Gauss limitedLinear 1

grad default leastSquares

grad(U) cellMDLimited leastSquares 0.3

laplacian default Gauss linear limited 1

ddt backward

CFLmax 0;6

� t 8 � 10� 8 s

Um eine hohe zeitliche Au�ösung des Strahlzerfalls zu gewährleisten, soll die maximale
CFL-Zahl 0;6 betragen. Dazu wird die Zeitschrittweite auf� t = 8 � 10� 8 s festgelegt. Um
zeitlichen Oszillationen der Lösung vorzubeugen, wird dieser Wert als konstant vorgege-
ben und auf eine Regelung verzichtet. Zur weiteren Reduktion der numerischen Di�usion
wird neben einem kleinen� t ein implizites Di�erenzenschema zweiter Ordnung, in Open-
FOAM backward genannt, zur zeitlichen Diskretisierung verwendet. Die geringe CFL-Zahl
ermöglicht die Verwendung des PIMPLE Algorithmus ohne äuÿere Iterationen (SIMPLE
Iterationen). Damit entspricht dieser dem PISO Algorithmus, der mit 2 inneren Iteratio-
nen sowie einer expliziten Korrektur der Nichtorthogonalität verwendet wird.

Zur Lösung der linearen Gleichungssysteme werden weiterhin die Verfahren aus Tabelle
4.5 verwendet. Da die Poisson-Gleichung zur Bestimmung des Drucks mehrfach in einem
Zeitschritt gelöst werden muss, wird die in der Tabelle ganannten Toleranzen nur im
letzten Durchlauf erzwungen. Vorher wird die relative Toleranz1 � 10� 2 verwendet. Dies
reduziert den erforderlichen Rechenaufwand, da das wiederholte Lösen des LGS für den
Druck den überwiegenden Anteil der Rechenzeit eines Zeitschritts ausmacht. Um ein
Aufhängen des Lösungsprozesses zu verhindern, wird für alle Gleichungen die minimale
Anzahl an Iterationen auf2 festgelegt.

4.3.3. Auswertung der DES Ergebnisse

Die Ergebnisse der DES werden ausgewertet und eine korrekte Umsetzung der Methodik
nachgewiesen. Zunächst wird aus den Messdaten die Anfangstransiente entfernt und der
statistische Fehler der verbleibenden Daten abgeschätzt. Weiterhin wird eine hinreichen-
de Gitterau�ösung nachgewiesen sowie ein mögliches Auftreten modellspezi�scher Fehler
(siehe Kap. 2.3.3) untersucht.

41



4. Referenzsimulation

Statistische Auswertungen

Die statistische Auswertung wird beispielhaft an einem Messpunkt der Positionr=D = 0,
z=D = 10 erläutert. Die erläuterte Methodik wird für alle im Rahmen dieser Arbeit ver-
wendeten transienten Daten angewandt. Um verlässliche Ergebnisse zu erhalten werden
zunächst105 Zeitschritte gerechnet, was einem simulierten Zeitraum von8 � 10� 3 s bezie-
hungsweise6 Durchströmungen des Rechengebiets bei Einlassgeschwindigkeit entspricht.
Nach Abschätzung des statistischen Fehlers wird Dies für nachfolgende Simulationen an-
gepasst.

Vor Auswertung der Messwerte wird zunächst die initiale Transiente entfernt. Eine repro-
duzierbare und nutzerunabhängige Umsetzung wird anhand der in Kap. 2.6 erläuterten
heuristischen Methode erreicht. Hierbei wird ein Minimierungsproblem zur Bestimmung
des letzten Zeitschritts der initialen Transiente aufgestellt. Die Rechenzeit zur Bestim-
mung des Arguments der Minimierungsfunktion ist gering. Somit kann das Minimierungs-
probelm mit einer �Brute-Force-Suche� gelöst werden und eine numerische Optimierung
ist nicht erforderlich. Zur Beschleunigung des Lösungsprozesses wird die mögliche Position
des Minimums auf das erste Viertel der Daten eingegrenzt. Das Ergebnis wird in Abbil-
dung 4.9 gezeigt, wobei die Messdaten als graue Linie und die Trennung als gestrichelte
schwarze Linie gezeichnet sind. In den folgenden Auswertungen werden nur noch Daten
auf der rechten Seite dieser Linie betrachtet.

0 20000 40000 60000 80000 100000
Zeitschritt

0:0

0:5

1:0

1:5

2:0

u=
u m

Abbildung 4.9.: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit an der Steller = 0, z=D = 10.
Anfangstransiente durch gestrichelte Linie abgetrennt

Nach Abtrennen der initialen Transiente wird der statistische Fehler der verbleibenden
Daten abgeschätzt. Bei der hierzu verwendeten Methode (siehe Kap. 2.6) wird zunächst
aus der Autokorrelation der zeitliche Abstand zwischen zwei unabhängigen Zeitschritten
DN ermittelt. Die Varianz der Daten wird bestimmt, und anhand von DN korrigiert.
Dabei gilt je nach MesspunktDN � [250; 1500]. Aus den Ergebnissen kann das 95 % Kon-
�denzintervall KI 95 bestimmt werden. Abbildung 4.10 zeigt den Verlauf des Mittelwerts
des Betrags der Geschwindigkeit in axialer und radialer Richtung. Um diesen herum wird
KI 95 durch den dunkelgrauen Bereich gekennzeichnet. Dabei ist ein Anstieg der Breite
des Kon�denzintervalls mit steigendem Abstand zur Düse zu erkennen. Dieses Verhalten
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Abbildung 4.10.: Geschwindigkeitsverteilung und Abschätzung des statistischen Fehlers

kann vermutlich mit einer längeren Starttransiente sowie der gröÿeren integralen Zeits-
kala für weiter stromab der Düse positionierten Messpunkte begründet werden. Für alle
Simulationen soll das 95 % Kon�denzintervall innerhalb von 5 % des Maximalwertes des
linken Plots liegen. Dieser Zielbereich wird hellgrau dargestellt. Damit wird der Zielwert
bei Betrachtung von 105 Zeitschritten erreicht und für weitere Simulationen könnte die
Anzahl der nötigen Zeitschritte auÿerhalb der initialen Transiente um ca.1=3 gesenkt
werden.

Nach Abschätzung der nötigen Anzahl gerechneter Zeitschritte wird nun betrachtet, in
welchem zeitlichen Abstand eine Speicherung der Messwerte erforderlich ist. Dazu wird
in Abbildung 4.11 die spektrale Energieverteilung der z-Komponente der Geschwindig-
keit gezeigt. Für hohe Frequenzen fällt die Amplitude um mehrere Gröÿenordnungen ab.
Daher erfolgt in nachfolgenden Simulationen die Speicherung der Messwerte nur noch
für jeden fünften Zeitschritt. Somit wird weniger Zeit zur Speicherung benötigt und der
Lösungsprozess beschleunigt. Der Abstand zwischen den Messungen ist geringer als die
zuvor ermittelte Anzahl korrelierter Messungen, womit kein Verlust der Genauigkeit bei
der Bestimmung gemittelter Werte zu erwarten ist. Die höchste verbleibende Frequenz
beträgt 1=(10 � dT) und wird durch eine senkrechte gestrichelte Linie gekennzeichnet.

Gitterau�ösung

Nach Abschluss der statistischen Betrachtungen, werden die Ergebnisse nun hinsichtlich
einer ausreichenden Gitterau�ösung untersucht. Dazu werden zwei verschiedene Ansätze
gewählt: Zunächst wird mit dem Kriterium nach Pope der aufgelöste Anteil der turbulen-
ten kinetischen Energie betrachtet [59]. Anschlieÿend wird aus dem Verlauf der Geschwin-
digkeit die integrale turbulente Längenskala bestimmt und mit der lokalen Au�ösung des
Gitters vergleichen.

Abbildung 4.12 (a) zeigt eine Auswertung anhand des Kriteriums nach Pope [59]. Dieses
vergleicht die aufgelöste turbulente kinetische Energie (TKE) mit der Gesamten. Nach
Pope wird das Kriterium erfüllt, wenn 80 % der TKE aufgelöst werden. In der Unter-
suchung von Matheou und Chung hat sich dies als nicht hinreichend herausgestellt [60].
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Abbildung 4.11.: Spektrale Energieverteilung der Geschwindigkeitskomponenteuz an der
Stelle r = 0, z=D = 10. Gestrichelte Linie: höchste Frequenz nach Re-
duktion der Schreibfrequenz

Hier wurde ein neuer Zielwert bei90 % festgelegt. In Abbildung 4.12 sind RANS Berei-
che in einem hellen Grauton gekennzeichnet, während die LES Bereiche nach Erfüllung
des Kriteriums eingefärbt werden. Dabei wird für nicht hinreichende Au�ösung gelb, bei
Au�ösung von über 80 %dunkelgrau und bei über90 %schwarz gewählt. Zunächst lässt
sich erkennen, dass innerhalb aller wandnahen Grenzschichten RANS gerechnet wird. So-
mit ist die Schildfunktion wirksam und eine MSD Problematik tritt nicht auf (vgl. Kap.
2.3.3). In den Bereichen direkt stromab der Düse wird das Pope Kriterium nicht erfüllt.
Im darauf folgenden Strahlzerfall wird es in allen relevanten Bereichen erfüllt und die
Gitterau�ösung kann nach diesem Kriterium als ausreichend betrachtet werden.

Da die Aussagekraft des Kriteriums nach Pope in der Literatur als gering eingeschätzt
wird, ist die Anwendung eines weiteren Kriteriums erforderlich. Hierbei wird ein Vergleich
der Gitterau�ösung mit der aus den Ergebnissen bestimmten integralen turbulenten Län-
genskala vorgenommen [61]. Dazu werden zunächst Messpunkte im Abstand der feinsten
axialen Gitterau�ösung (5 � 10� 5 m) auf der in Abbildung 4.12 (b) eingezeichneten Li-
nien erstellt. Diese werden in die Abschnitte 1 bis 8 eingeteilt. Jeder Abschnitt besteht
aus 100 Messpunkten, an denen die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtunguz ge-
speichert wird. Für jeden der Abschnitte wird nun die mittlere integrale Längenskala der
Turbulenz L int ermittelt. Zunächst wird anhand Gleichung 4.2 die zwei-Punkte Korrelati-
on in z-Richtung ausgewertet. Dabei wird nur der Schwankungsanteilu0(z) = u(z) � �u(z)
verwendet [62].

R(r ) =
hu0

z(z + r )u0
z(z)i

hu0
z

2i
(4.2)

Wird das Ergebnis der Korrelation nun für alle positiven Werte vonr integriert, kann
darausL int bestimmt werden.
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