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1. Statische Biegung eines Kragbalkens bei verschiedenen
Lastfallen

Ein metallischer Balken sei einseitig fest eingespannt (Kragbalken). Das Koordinatensystem ist so
gewahlt, dass die Balkenlangsachse der x-Achse entspricht und die Biegung des Balkens ist in
z-Richtung erfolgt (rechte Hand-Regel). Der Balken besitzt

e die lange L,
e die Breite b,
e die H6he (oder Dicke) h,

e den Elastizitatsmodul E,

e die Querkontraktionszahl

v und Abb. 1.1: Kragbalken mit appliziertem Piezoaktuator. Die Ldngenangaben

sind in mm. Unterstrichene GréBen sind dispersiv.

e die Dichte p.

In der Nahe der Einspannung ist ein piezoelektrischer Flachenaktuator des Typs DuraAct einseitig
aufgeklebt (Monomorph-Aktuator). An dessen elektrischen Eingang lasst sich eine elektrische
Spannung U, anlegen, die den Flachenaktuator durch den Piezoeffekt in x-Richtung verlangert.
Entlang der Klebeschicht erfahrt der Balken dadurch eine Normalkraft E, oberhalb der neutralen
Faser des Balkens. Sie erzeugt ein Streckenmoment m,,(x), das einem Moment pro Langeneinheit
entspricht, in den physikalischen Einheiten also eine Kraft ist. Das Integral Uber diese Funktion
ergibt den Betrag M gemal3

M = ["m,(x) dx, (1.1) m,(x)
Xm1
der in einen piezoelektrischen Anteil Myp;e,, des dyna- y g cc M.
mischen Biegemoments M, (x) eingeht. Verl4uft das Him1 Fon2 L X
Streckenmoment m,,(x) bei dem Balken in dem Bereich z|

<x< i i (
x’.’” =X= x'mz konStantf erglb’F sich fur den Abb. 1.2: Allgemeiner Verlauf eines Strecken-
piezoelektrischen Anteil des Biegemoments moments m.,(x)

M 0<x<xpy
MyPiezo (X) =40 Xm1 =x= Xm2 (].2)
M  xp,<x<L

Mit den Definitionen der beiden Sprungfunktionen

1 firx=0
0 sonst

u(x): = { (1.3)

und
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N | =

(1.4)

. 1
0 sonst

lasst sich der piezoelektrische Anteil auch umformulieren zu

MyPiezo x)=M (u(xml —x) tulx— xmz)) (1.5)

bzw. zu

x_%(xml"'xmz)
Mypieso@) = M (11— (2mitim)) ) (1.6)

Xm2~Xm1

Neben den Randbedingungen flieBen in das Biegemoment M, (x) alle externen und internen
Lasten:

e cine externe, senkrecht zur Auslen- q

kung wirkende Einzel- oder Quer- my(x) HH ”l 1FB

kraft Fz [N] in der Nahe des YA ;c c c;c c c;

1 1 I |
J ; ™
Balkenendes Xm1  Xm  Xm2  Xq1 X2 Xo Xee L

e ein piezoelektrische Streckenmo- y 4

ment m,, (x) [N—m = N] und auch

m Abb. 1.3: Balken mit 3 verschiedenen Lastféllen und Koordi-

e eine Streckenlast g(x) [%] natensystem.

senkrecht zur Auslenkungsrichtung, die entweder einem Druck oder einem
Gravitationsfeld oder einer nicht-punktuellen Querkraft entspricht.

Die dadurch entstehende Biegelinie w(x) ist der Verlauf der Balkenverformung. Der experimen-
telle Aufbau erhalt an der Position x = xgg, also an der Stelle der Krafteinwirkung durch die Fg
eine Messstelle zur statischen und dynamischen Aufnahme der Auslenkung, der Kraft und der
Schnelle vg. Diese Messposition befindet sich in der Nahe des freien Balkenendes. Am elek-
trischen Eingang des Piezoaktuators ergibt sich die elektrische Impedanz Z, als Quotient der
Spannung und dem Strom. Der Zusammenhang zwischen den elektrischen und den mechani-
schen GréBen ergibt sich aus der Kraft-Spannungsanalogie (siehe tbernéchstes Kapitel). Uber
einen elektrodynamischen Shaker oder Uber einen Impulshammer erfolgt die auf den Balken
wirkende Kraft Fz. Der Quotient aus Kraft und Schnelle ergibt die mechanische Impedanz an
dieser Position des Balkens:

5 &

= (1.7)

Zm s

Der Zusammenhang zwischen den diversen Lasten und der Balkenauslenkung lasst sich mithilfe
der gangigen technischen Biegetheorie ermitteln. Bei dieser Naherungstheorie ergibt die Annah-
me einer reinen Biegung, bei der es nur zu Belastungen in z-Richtung kommt, eine ausreichend
genaue Abschatzung des Spannungs- und Deformationszustandes [Hartmann, 2017]. Mit dem
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Schubmodul G = und den Wellenzahlen k; folgen aus den Spannungs-Verzerrungsbezie-

E
2(1+v)
hungen und den Gleichgewichtsbedingungen drei gekoppelte partielle Differenzialgleichungen
mit den drei Verschiebungsfunktionen u(x, y, z), v(x,y,z) und w(x,y, z). Diese Differenzialglei-
chungen entsprechen den Navier-Cauchy-Verschiebungsgleichungen unter Vernachlassigung der
dynamischen (zeitabhangigen) Einfllsse [Hartmann, 2017]:

0%u , 9%*u  9%u G (0%u 0%v 2%w
G(ﬁ-l_a_yz—'_ﬁ)—i_1—2v(ﬁ+ayax+azax)+Q-kx_0’ (1.8)

(o424 20) 4 o (Zh 20 Ty 4 ok, = Ound (1.9)

0x2 = 0y?  0z2 1-2v \dxdy dy2% 0zdy

2°w | 9%w . d*w G 0%u 0%v 0%w
(ﬁ m + F) 1-2v (axaz d0yoz + ?) teok, =0 (1.10)

Dabei entspricht

l
e

y (1.11)

=
N

einer volumenverteilten Kraft, wie beispielsweise einer Schwerkraft. Dieser Term lasst sich nach-
folgend jedoch vernachlassigen, da keine Streckenlasten wirksam sind. Fir einfache Geometrien
und Randbedingungen, wie bei einem geraden, isotropen Balken mit fest-freier Lagerung oder
beidseitig fester Einspannung ist die analytische Berechnung der Lésung gelungen. Mit der
Grundannahme, dass die Querschnittsflache auch bei einer Deformation senkrecht zur Mittel-
achse steht, reduziert sich die Suche nach der dreidimensionalen Deformation auf die Berechnung
der Funktion w(x), die der Biegelinie entspricht. Ausgehend von dem mathematischen Zusam-
menhang zwischen der Krimmung k und der Biegelinie

wrr(x) My, (x)
K= Gz T };3]1 (1.12)
(1+(wr(x)) ) y

ergeben sich mit den Materialgleichungen und fir kleine Durchbiegungen die Zusammenhdnge
(unter Vernachlassigung von Anisotropien und Querschnittsanderungen):

e fUr eine Streckenlast:

40) = (E@ L@ w'(®) =ELw"®) (1.13)

e fUr die resultierende Querkraft:

0,0 =~ (EC) L) w'®)) = —E L, w"'(x) (1.14)
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e flr das resultierende Biegemoment:
M,(x) = —E L, w"(x) (1.15)
e flr die resultierende Neigung:
Neig(x) = E I, w'(x). (1.16)
Bei einem Balken ergibt sich die allgemeine Biegefunktion bzw. Auslenkung
W) = 7 (22 G = )G = xp) = & (6 = xgn) (¥ = )
+% (x — xq2)4u(x —xg2) = [ Mypieso (X)d?x + Ml%2 + R, xj: +Cix+Cy,.  (1.17)
Das Doppelintegral Gber den piezoelektrischen Anteil fihrt bei dem Kragbalken zu dem Ergebnis
( %xz 0<x<2xXm

1
ff MyPiezo(x)dlzx =M Xm1X — Ex?nl Xm1 X < X,

1 1
Exz + (X1 — Xm2)x + (x,%,lz -3 (X1 + x,%,lz)) Xme <X <L

(1.18)
Fur das Querkraftgleichgewicht gilt beim vorliegenden Kragbalken
Ry+Ry—Fg—q(xga —x41) =0 (1.19)
und fur das Momentengleichgewicht:
My — My +3q(x2, — x2) + Fgxpp — M — R,L = 0. (1.20)

Dabei sind
e R, und R, die Lagerkrafte (Einheit: N) am linken und rechten Lager,
e M, und M, die Lagermomente (Einheit: Nm) am linken und rechten Lager und

e (; und C, Integrationskonstanten (Einheiten: Nm2 und Nm3), die aus den
Lagerbedingungen jeweils zu ermitteln sind.

So erzeugt beispielsweise eine statische Einzellast Fz an der Kragbalkenposition xgg die Verlaufe
im nachfolgenden Bild links, ein Piezoaktuator dagegen die Verlaufe im Bild rechts bei gleicher
Auslenkung bei xzg. Erwartungsgemal erfahrt der Querkraftverlauf Q,(x) einen Sprung nach
oben zur festen Einspannung hin, da die Kraft Fz nach unten zeigt. Es ist sehr bemerkenswert,
dass die Auslenkung durch einen applizierten Piezoaktuator bei einem Kragbalken keine Lager-
krafte erzeugt. Das liegt daran, dass der Piezoaktuator sich im Kraftfluss befindet und keine Quer-
krafte erzeugt.
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Bei diesem Kragbalkenbeispiel verschwinden alle Lagerkonstanten bis auf

X,
M, =M= fx:lz my, dx = my, (X — Xp)

(1.21)

so dass sich die statische Auslenkung des Balkens in dem Bereich des Piezoaktuators parabolisch

zeigt:

2

1 1 1
W(x)lxe[xml,xmz] = E_Iy (_xrznl — Xm1X + Emy(xmz - xml)xz)

Balken unter statischen Belastungen

0.16
WiXimp) = -3 40777 5 1076 [m]
it *w Ximp = 0.0: [ml
it Kyimp = 2.06 x 10° [im)
Ry
1.00 mit k=3 E lylxgg” = 13579.10 [Nim)]

Wixeg)noor = 0.000074 [m]

Resultierende Biegelinie w(x) [m]

10

Neigung Nei El, w'(x) [Nm?]

Resultierendes Biegemoment M, (x)=-El, w"(x) [Nm]

Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w™(x) [N]

10

my(x) [N]

-10
10

Abb. 1.4. Statische Auslenkung eines Kragbalkens:
links: bei einer Einzellast Fg,

Qx) N

() N

Balken unter statischen Belastungen
0.18
(Xtmp) 196 x 1076 [m]
WlXimp) = _: 106 [m
f‘ :7,‘:., = 0%3934 10 it Wmgx = ~0,000079 [m]
beix =0.17 fm]
i kximp = 2.06 x 10° [Vim) w(Xgg) = ~0.000074 [m)
4 bei xpg = 0.16 [m]

Wixeg)inoor = 0.000000 [m]
0.00 mit k=3 E lIxgg” = 13579.10 [Nim]

Resultierende Biegelinie w(x) [m]

010

Neigung Nei Ely w'(x) [Nm?]

010 0.15

Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm]

010

Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w'(x) [N]

010 15

my(x) [N]

rechts: bei einem piezoelektrischen Streckenmoment m.,(x).
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Balken unter statischen Belastungen Balken unter statischen Belastungen
™ 0.006 ¥
0.0005 004
045 328
002
,,,,, L ELREEERAL LA g el
Tinnlslele
A ialalalalel L L
Wiximp) = _7 898698 x 1076 [m] W(Ximp) = ~0.000071 [m] —
Ximp = 568 iml Winax = ~0,000079 [ 0002 Dei Ximp = 0.03 [m}
- beix =017 m) - Wmax = -0.001278 [m)
Kyimp = 2.06 x 10° [Nim) w(xeg) = ~0.000074 I,,,] it kyimp = 2.06 x 10° [Nim) beix =0.17 Im]
00005 Ry bei xgg = 0.16 m) 0004 Ry w(xeg) = ~0.001178 [mi
WiXEB)noor = 0.000000 [m] bl mra x40 )
1371 mit k=3 E lylxeg® = 13579.90  [Mim] ! 38.59 Wixrg)meo = 0.000000 [m)
% 0.006 mit k=3 E l,ixpg® = 13579.10 [Nim]
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 010 0.15 0.20
Resultierende Biegelinie w(x) [m] Resultierende Biegelinie w(x) [m]
0.00000 . - .
0,00002
0.00004
-0.00008
-0.00008 i " F i
0 0.0 010 015 000 005 010 .15
Neigung Nei El, w'(x) [Nm?] Neigung Nei Ely w'(x) [Nm?]
£ 005
~0.004 §
0.006
0,008
-0.010- n
) 0.05 010 015 0.00 005 .10 0.15
Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm] Resultierendes Biegemoment M, (x)=-El, w"(x) [Nm]
0.00 M - 00 = . = A
-0.05 05
£ -0.10 = -10
2 £ s
3 3 20
o2 3.0
-0.30 . . . .
000 005 010 0.15 000 005 0.10 015
Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w'™(x) [N] Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w"™(x) [N]
1 40 v
" ot n
000 0.05 010 015 000 005 010 015
F my(x) [N] P my(x) [N]
10 . . . ; 3 10f 4 ) ) : -
05 0
z 00 = 00
E '3
-05 =03
9 - N - - s . . - A9L " - - — "
0.05 0.10 0.15 0.00 0.05 0.10 0.15

Abb. 1.5: Zwei Fille einer statischen Auslenkung eines Kragbalkens bei einer Streckenlast q(x),
links: segmentweise,
rechts: vollstdndig, wie z.B. in einem Schwerefeld.
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1.1. Statische Steifigkeit des Kragbalkens

Grundsatzlich ergibt sich bei einem einseitig eingespannten Balken (Kragbalken) durch das Ein-
wirken einer Einzel- oder Querkraft Fz an der Stelle xzg die Auslenkung zu

3
w(xpg) = 3"E“jy Fp. (1.23)

Dementsprechend besitzt der Balken folglich dort die statische Steifigkeit

3EI
— Yy
klxszB

Y, (1.24)
XFB
Ist ein Piezoaktuator bereits auf dem Kragbalken appliziert, ist dessen Beitrag zur statischen
Balkensteifigkeit k enthalten. Diese Gleichung ist dann lediglich eine Naherung, da sowohl der
Elastizitatsmodul als auch das Flachentragheitsmoment ortsabhangig sind.

1.2. Aktive Kompensation statischer Auslenkungen des Kragbalkens

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn das Biegemoment M,,, das der Piezoaktuator Gber sein
Streckenmoment m,, erzeugt, die Auslenkung des Balkens durch eine externe statische Querkraft
F an einer Stelle kompensiert, z.B. an der Position x = xzg, wobei sich xzg in der Ndhe des
Balkenendes befindet: xy, < xzg < L. Die statische Auslenkung kann aber auch durch eine
externe statische Streckenlast g(x) in einem Balkensegment x € [qu,xqz] mMit0 < xq <xg <L
erfolgen.

Eine statische Kompensation an allen Positionen gleichzeitig ist nicht moglich, da Querkrafte und
Langskrafte unterschiedliche Biegemomente und Biegelinien erzeugen. Besonders deutlich wird
dies in dem Fall der aktiven Auslenkungsreduktion an der Position xg durch einen applizierten
Piezoaktuator. Die Zielsetzung w(x = xzg) = 0 flhrt zu der Forderung

1 i 3 def
W(xFB) = E_Iy(g(x) - ff MyPiezo(x)(dlzx + Ml x? + Rl x?) |x=xp3 =0 (1-25)

mit der Streckenlastverteilung

0 0<x<xg4
0(x):= { —iq(x—qu)‘l Xg1 S X = Xgz,
kﬁq (—x,‘;1 +xg, + él-x(xg1 - xgz) - 6x2(x§1 - xgz) + 43(3(xq1 - xqz)) X <X<L
(1.26)

dem Anteil durch das Streckenmoment des Piezoaktuators
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-~

1.2

3% 0<x<xm
1.2

ff MyPiezo(x)(dlzx =M Am1X — 5 Xm1 Xm1 =X < X2,

1 1
Exz + (X1 — Xm2)x + (x?nz 3 (x?nl + x?nz)) Xme <X <L

(1.27)
der Lagerkraft
Ry = Fg + q(xq2 — x41) (1.28)
und dem Lagermoment
M; =M — Fgxpg — %q(xéz —x21). (1.29)

Das optimale Moment My, das der Piezoaktuator fur die Kompensation an der Stelle x = xpp
im Balken generieren muss, ist somit:
1.2
( ~x 0<x<xXm
1
Mop: = { Xm1X — Exrzm Xm1 S X < Xmo (1.30)

1 1
bxz + (Xm1 — Xm2)x + (xrznz -3 (X + xrznz)> Xma <x <L

Mo = 2 xip e 1 Xg1—Xga+4xpp(x32=x31) (1.31)
Opt — 32 _ (2 _ a2 B 122 _ (2 _ .2 q. .
xFB(xml me) (xm1 xmz) xFB(xml me) (xml xmz)
bzw. das optimale Streckenmoment m,, o,
MOpt
My,opt = (1.32)

Xm2~Xm1

Die nachfolgenden Graphiken zeigen einige Beispiele der aktiven Kompensation durch das
optimale Streckenmoment m,, 5,,;. Solange zumindest ein Lager momentenfrei ist, bewirkt der

Piezoaktuator keine Querkrafte.

Es stellt sich die Frage, bei welcher Aktuatorgeometrie am wenigsten elektrische Energie aufge-
bracht werden muss, um eine stérende Auslenkung an einer bestimmten Stelle zu kompensieren.
Im statischen Fall ist die Energie, die ein Piezoaktuator bei einer angelegten elektrischen
Spannung U, bendtigt:

E=1
2

C- U2 (1.33)

Wahrend seine elektrische Kapazitat € nur linear mit der Aktuatorlange (x,,, — x,,1) ansteigt,
reduziert sich die anzulegende Spannung U, mit dem Quadrat der Aktuatorlange. Der Piezoaktu-
ator sollte daher so lang wie méglich sein fur diese statische Anwendung. Bei dynamischen An-
wendungen spielen die strukturellen Eigenformen eine wichtige Rolle (siehe nachfolgende
Kapitel).
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Balken unter statischen Belastungen Balken unter statischen Belastungen

o et

0.0005 00005
0.02 w(xeg) = 1.169562 x 10720 lm] 021
bei xpg = 0.16 m
- W{Xg)oo; = 0.000074 Im)
4 mit k=3 E lIxgg” = 13579.10 NG LRI TR HEEHE] | yrERINY
WlXimp) = _4.227349 x 1072 [m] WXimp) = —4 30418wr1E’ 6473 x 107¢ [m]
ﬁ; Ximp = 0.03 [m] g, e = 008 bt :m im]
Keimp = 2,06 x 10° N = 2,06 x ¥i¥ee) = ~ 53 x 1072 [
_— i (wim L 1 kuimp = 206 x ¥iee) = QAP &)
o0 i 00005 Ry
W(Xrg)eo, = 0.000000 {ml
1.00 1377 mitk=3E lylxeg’ = 13579.10 [Wim)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 015 0.20
Resultierende Biegelinie w(x) [m] Resultierende Biegelinie w(x) [m]
i 6%
121078
000 005 o10 015 000 005 010 0.5
Neigung Neli : Ely, w'(x) [Nm*] ) i Ne!gung Nei Ely, w'(x) [Nm?]
0.00
0,002
0.0
000
0.0
0.000
0.00
0.00 005 .10 0.15 0.00 005 010 015
Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm] Resultierendes Biegemoment M, (x)=-El, w"(x) [Nm]
005
0.00
1,10
0.00 0.05 | 0.10 015 0.00 | 0.05 ' 0.10 0.15
Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w"(x) [N] Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w™(x) [N]
1.0 - 1"
12k
08
10
Z 06 £
& 04 3 °
02 3
00 . n
000 005 010 015 000 005 010 015
P i | my(x) [N] i o i . P i ) my(x) [N]
5 20
= 15
€ 1.0
[) 05
0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 0.05 0.10 0.15

Abb. 1.6: Aktive Kompensation einer statischen Auslenkung mittels piezoelektrischem Streckenmoment my, o, (x) an

der Stelle xpg:
links: bei einer externen Querkraft Fg,
rechts bei einer Streckenlast q.
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iy () [N

Balken unter statischen Belastungen

Balken unter statischen Belastungen

00015+
156 010 262
0.0005. L
(RRERRY Rininislaialalalolelel | L ololalolplnisinimant mnaaaialalalelel || ot
LEEERRI VIR R AR ARl bt L Ll
—— 0.0000 o) f
W(Ximp) = ~0.000029 [m] Winsx = -0000127  |m] i WiXimp) = ~0.000051 [m]
bei Xy, = 0.03 [mi ~ i 0.0005 b6i Ximp = 0.03 m} Winax = ~0.000234 [m]
A + imp beix =0.10 iml - e " popdebyaaiiad |
Mit Kyt = 2.06 x 10° [Nim] w(xeg) = 4.467764 x 1078 [m] 00010 it Ky = 2.06 x 10° [Nim) - 0000010
Ry bel xeg = 0.16 [m] Ry 32‘.':;’,,’ =016 m
Wlxeg)tnoor = 0.000000 m 0.0015: Wixeg)noor = 0.001473 [m]
38.59 mit k=3 E l,ixpg” = 13579.10 Wim) 58.59 mitk=3E l,:x;:’ =13579.10 (Nim]
0.00 0.05 0.10 0. ‘f 0.20 B 0.00 0.05 0.10 015 0.20
Resultierende Biegelinie w(x) [m] Resultierende Biegelinie w(x) [m]
005 010 .15 005 010 .15
Neigung Nei Ely, w'(x) [Nm?] Neigung Nei Ely, w'(x) [Nm?]
005 .10 0.15 005 010 0.15
Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm] Resultierendes Biegemoment M, (x)=-El, w"(x) [Nm]
v 4
£
& -4
0.05 | 0.10 0.15 0.05 ' 0.10 0.15
Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w"(x) [N] Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w™(x) [N]
" o
005 . 010 015 B 000 005 . 010 0.15
F ‘ my(x) [N] P i v my(x) [N]
5
0.05 0.10 015 0.00 0.05 0.10 015

Abb. 1.7: Aktive Kompensation einer statischen Auslenkung an der Stelle xgg mittels piezoelektrischem
Streckenmoment my, o, (x) Uber die vollstindige Lange des Balkens:

links: im Schwerefeld q,

rechts: bei gleichzeitig Prdsenz von der Streckenlast und Einzel- bzw. Querkraft.
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Balken unter statischen Belastungen

Yy = 4753650 x 107 m

boix =
00005
002 Wixsg) = 1.169562 x 1029 [m)
R 5e lm]
v W(Xeg)oo, = 0.000074 [m]
A mitk=3E lyixgg’ = 13579.10 Nim)

WlXimp) = _4.227349 x 1072 [m]
=005 [m]

81 Ximp = 0.
kimp = 2.06 x 10° [Nim]

00005 Ry

1.00

0.00 005 0.10 015

Resultierende Biegelinie w(x) [m]

0.0 005 010

Neigung Neli Ely, w'(x) [Nm*]

0.00 005 0.10 0.15

Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm]

0.0X 0.05 | 0.10 0.15

Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w"(x) [N]

N

000 005 010 .15

Pi i my(x) [N]

my(x) (N

010 0.15

Balken unter statischen Belastungen

0.0005:

3 l
WiXimp) = _1 065851 x 10~6 [m] Wimax = -5 366716 x 10~ ]
é;b::x,,,,,, =003 [m beix =0.11 {m]
Kimp = 2.06 x 10° o (Xeg) = 2.796181 x 1077 |m)
Fre s e i) P s = 0.16 Iml
i Wlxeg)hooy = 0.000074 iml
1.00 mit k=3 E I,ixeg” = 13579.10 [Nim)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Resultierende Biegelinie w(x) [m]
000 010 )15
Neigung Nei > Ely, w'(x) [Nm?]
0.¢
o
0.
0,00 0.05 010 0.5
Resultierendes Biegemoment M, (x)=-El, w"(x) [Nm]
015
0.00 ) 005 0.10 0.15
Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w™(x) [N]
10
08
Z 06
02
000 005 010 015
Pi i my(x) [N]
06k
05
z 04
Z 03
E 0.
01
00 . :
000 X 015

Abb. 1.8: Vergleich: aktive Kompensation einer statischen Auslenkung an der Stelle xzg bei zwei verschiedenen

Aktuatorldngen:
links: kirzere Aktuatorldnge,

rechts: Aktuatorldnge entspricht fast der Balkenldnge. Das Ldngenverhéltnis (lang/kurz) ist etwa 2,797,
wdhrend das Verhdltnis der optimalen Streckenmomente (lang/kurz) nur 0,2166 ist. Die elektrische Energie
reduziert sich in diesem Fall etwa um den Faktor 7,6.
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Impedanzbasierte Modellierung eines flexiblen Kragbalkens mit piezoelektrischem Folienaktuator i DLR

Fur die Berechnung des allgemeinen Falls der aktiven statischen Kompensation, bei der die drei
verschiedenen Lasten in beliebigen, zusammenhdngenden Bereichen des Balkens wirksam sind,
empfehlen sich pathologischen Formulierungen. Bei der Einzelkraft Fg sind 2 Bereiche méglich,

bei der Streckenlast g und dem piezoelektrischen Moment M jeweils 3, die zu insgesamt

2+ 33 = 18 Kombinationen fuhren:

Fall,(x):
Fall,(x):
Fall;(x):
Fall,(x):
Falls(x):
Fallg(x):
Fall,(x):
Fallg(x):
Fally(x):

Fallyy(x):
Fally;(x):
Fally,(x):
Fall,5(x):
Fall,,(x):
Fall;5(x):
Fall,¢(x):
Fall,;(x):
Fall g(x)::

O0<sx<xpp N 0<x<x5 A 0<x <2y
0<x<xpp AN O0=X<Xg1 A Xppg S X <Xy
O0<sx<xpg AN 0<x<xg1 N Xppp<x<1L
0<x<xpg N X1 SX <X N 0=<x <y
0<x<xpp NXg1 SX S X AXpp1 S X < Xy
0<x<xpp N Xg1 SXSXp N Xpp <X <L
O0<x<xpp N X <X<L AN 0=x<xp
0<x<xpp ANXgp <XSL A Xy SX < Xy
0<x<xpp N X2 <XS<L A xpp <x <L
Xpp S X <L AN 0=Sx<x5 A 0<x <Xppq
Xpp S X <L ANOSx<Xgp A Xppg SX S Xy
Xpp SX<L A 0=Sx<x51 AN Xpp<x<L
Xpp S X <L AXg Sx<Xg2 N0 <x <Xpyq
Xpp S X <L AXgg S X S Xgp Ay S X S X
Xpp SX <L A Xy SXSXo N Xppp <X <L
Xpp SX <L A X <x <L ANO<Sx <Xy
Xpp SX <L A Xgp <X SLAXp SX < Xy

Xpp SX <L AXp <XSLA Xpp <x<L

Mit der Lagerkraft R, und dem Lagermoment M,

Ry =Fp+ Q(xqz - qu) - R,

1
Ml =M - FBxFB _Eq(xgz - xél) + M2 + R2L

gilt dann fur die Auslenkung des Kragbalkens:

w(x)

1 2 3 .
= E(Ml x? + R1 % + Clx + Cz + Wi(x)lFalli(x)) Vi € [1,18]

(1.34)

(1.35)

(1.36)

Seite: 16



Impedanzbasierte Modellierung eines flexiblen Kragbalkens mit piezoelektrischem Folienaktuator i DLR

Dabei sind die Auslenkungsterme w;(x) fur die 18 Fallunterscheidungen:
— 1 M 2
wi (x) = 2 X

wy(x) = Mx,x — = Mx2,

2
= lM 20 M - M| x2 _l 2 2
ws(x) 2 x% + MXmy — Xm2)x + Xm2 2 (X1 + Xm2)
1 s 1
w,(x) = ——q(x—qu) +5Mx2
=—— oy Moy, x — = Mx?
Ws0) = = = 4 (x = xq0)" + Mt — S M,
a1 1
we(x) = __CI (x - qu) +§Mx + M X1 = X)X + M | x5, __(xml + x72)
1 1
wy () = 52 (—xs + xd + 4y = x3,) = 6x2(xdy = x%,) + 4 (xg1 = %2) ) + 5 M
1 1
wg(x) = 229 (—x{;1 +xiy + 4x(xd — x3,) — 6x2(x2, — x2,) + 4x3(xg — xqz)) + Moy x — EMx,zn1
1 1
wo(x) = 529 (—xj;1 + xiy + 4x(x3) — x3;) — 6x2(x2y — x2;) + 4x3 (x4, — xqz)) + EMx2
2 _ 1., 2
+ M(xXm1 — X)X + M | X7 — 2 (Xm1 + Xm2)
Fy 1
wyo(x) = _K(X — xpp)* +5Mx2
FB 3 1 2
wyp(x) = _E(x — Xpp)” + MXpyx — EMxm1
Fg 3 1 2 2 1 2 2
wi,(x) = _Z(x — Xpg) +§Mx + MOy — X2)x + M | x50 _E(xml + Xm2)
Fg 4+ 1
wyz(x) = ——(x — xpp)® __CI (x —xq1) +5Mx2
1
EMxrzm

F 3 a1 2 2 1, 2
wis(x) = __(x_xFB) ——q(x qu) +5Mx + M(Xpmy — Xp2)x + M xmz_z(xml + Xin2)

F 3 4
wia(x) = ——(x — Xpg) __CI (x qu) + Mxpx —

F, 1
wie(x) = —ZB(X —xpp)® + ﬁq (_x§1 + x&‘z + 4x(x31 - xgz) - 6x2(x§1 - xéz) + 4x3(xq1 - xqz))
1
S afa2
+ 2Mx

F,
wy,(x) = —ZB(X —xpp)® + (_x§1 + x&‘z + 4x(x31 - xgz) - 6x2(x§1 - xéz) + 4x3(xq1 - xqz))

ﬁq
1
+ Mx,x — = Mx2,
2
Fy 1
wig(x) = —z(x —xpp)d + 224 (—x[;1 + xiy + 4x (a3, — x3,) — 6x%(x2) — x2,) + 4x3(xgn — xqz))
1 2 2 1 2 2
+ EMx + M(Xp1 — X)X + M| x5, — E(xm1 + x55)

Fur das optimale Moment M, das der Piezoaktuator fir die aktive Kompensation an einer
beliebigen Balkenstelle x, mit 0 < x, < L generieren muss, ergibt sich unter Bertcksichtigung der
Randbedingungen des Kragbalkens:

MOpt(xo:FB»CI» xFB:xqpxqz) = MOpt,i(xO)lFalli(xo) Vi € [1,18] (1.37)
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Impedanzbasierte Modellierung eines flexiblen Kragbalkens mit piezoelektrischem Folienaktuator i DLR

mit den 18 Termen:

MOpt,l(xo) - ©
—12C, — 12C, x5 — 6M,x§ — 6L Ryx§ — 2Fpx3 + 2R,x3 + 6Fpxxpp + 2qx3 %1 — 3qx5x31 — 2qx3 %4, + 3qx§ X2,
6(xg — Xm1)?
12C, + 12Cyx0 + 6Myx§ + 6L Ryx§ + 2Fpx§ — 2R,x3 — 6Fpx3Xpp — 2qx3Xq1 + 3qxix2, + 2qx3x,, — 3qx§ x2;
6(Xm1 — X2 ) (—2%0 + Xy + Xim2)

MOpt,Z (x0) =

MOpt,3 (xo) = —

MOpt,4(xo) — o
Mopes (%0)

 —24C, — 24C;x — 12M,x§ — 12L Ryx§ — 4Fpx + 4Ryx§ + qxg + 12Fpx§ xpp — 4q X Xa1 + qx gy — 4q X3xqp + 6qx5 x5,
B 12(X0 - xml)z

MOpt,G(XO)
—24C, — 24C,x0 — 12M,x§ — 12L Ryx§ — 4Fpx§ + 4R,x3 + qxg + 12Fpx§ xpp — 4q Xo Xy + qxg1 — 4q x3%x4; + 6qx¢x2;

12(Xp1 — Xm2) (—2x0 + X1 + Xmz)
MOp:,7(xo) -
24C, + 24Cyxy + 12M,x§ + 12L Ryx§ + 4Fpxd — 4R,x3 — 12Fpxg Xpp + 4q Xo X3 — qXg1 — 4q XoX3 + qx3;
12(xg — Xp1)?
24C, + 24Cyxo + 12M,x§ + 12L Ryx§ + 4Fpxd — 4R,x3 — 12Fpx§ xpp + 4q Xo X321 — qXg1 — 4q XX, + qx 3,
12(Xpm1 — Xm2) (—=2x0 + X1 + Xmz)

MOpt,S (xo) = —

MOpt,‘J(xo) = -

MOpt,lO(xo) - ©
12C, + 12Cyx0 + 6M, x5 + 6L Ryx§ — 2R,x3 — 6FpXoxFp + 2Fpxip — 2qx3xgy + 3qx§x2, + 2qx3x4, — 3qx§ x2,
6(xg = Xpn1)?

MOpt,ll(xo) ==

12C, + 12C;xy + 6M,x§ + 6L Ryx§ — 2R,x3 — 6FpXoxfp + 2Fpxdp — 2qx3xg1 + 3qx3x%: + 2qx3x4; — 3qx3 x2;

6(xm1 - xmz)(_zxo t X1 t xmz)

MOpt,lZ(xo) ==

MOpt,lS(xo) - ©
MOpt,14(x0)

—24C, — 24C,x0 — 12M,x§ — 12L Ryx§ + 4R, X3 + qx¢ + 12Fpx, xfg — 4Fg X3 — 4q Xo X351 + qxy — 4qx3 x4, + 6qx5x2,
B 12(xo = Xn1)?

Mom,15(xo)
_ —24C, — 24Cyxo — 12Mpx§ — 12L Rypx§ + 4Rox3 + qxg + 12Fpx, Xfp — 4Fp Xip — 4q X0 X3y + qxg1 — 4q X3xq + 6qx5x7,
B 12y = Xm2) (=2x + Xn1 + Xm2)

MOpt,ls(xo) - 00
24C, + 24Cyxo + 12M,x§ + 12L Ryx§ — 4R,x3 — 12Fxg Xfp + 4Fp Xip +4q X X3 — qxgy — 4q xo X35 + q X7,
12(x — xpm1)?
24C, + 24Cyxo + 12M,x§ + 12L Ryx§ — 4R,x3 — 12Fgxg Xfp + 4Fp Xip +4q X X3 — qxgy — 4q X0 X302 + q X7,
12001 — Xm2) (—2%0 + Xy + Xim2)

MOpt,17(x0) =-

MOpt,lB(x()) =-

Das Ergebnis in der anschlieBenden Graphik zeigt sehr anschaulich, dass eine Kompensation links
vom Piezoaktuator, also in dem Bereich 0 < x; < x,,; nicht maglich ist. Das liegt daran, dass der
Piezoaktuator keine Querkrafte und Momente zur Einspannungsseite hin erzeugen kann. Die
Stelle xq = x,,; (@m linken Rand des Aktuators) ist ebenfalls von einer Kompensation ausge-
schlossen. Dort mUsste der Aktuator ein unendlich hohes Moment aufbringen, da ihm dort keine
relevante Aktuatorlange zur Verfligung steht.

Die Berechnung weist eine weitere Polstelle auf, namlich bei x, = w (exakt in der Mitte des

Aktuators). Sie tritt bei den Anwendungsfallen 3, 6, 9, 12, 15 und 18 auf. Allerdings ist diese
Polstelle nicht wirksam, weil die Kondition fur den Ort in diesen Féllen stets x,,, < x, < L lautet.
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FUr das piezoelektrische Streckenmoment ergibt sich somit:

Mopt(X0.FB,q.XFB.Xq1.%q2)

p—— (1.38)

Nachfolgend sind zwei Simulationsbeispiele aufgeftihrt mit dem Verlauf des piezoelektrischen

Streckenmoments. Es zeigt sich ein Kurvenminimum nur dann, wenn der Piezoaktuator nur
geringe Langen aufweist.

my,Opt(XO: Fg,q, xFB'qu'qu) =

Balken unter statischen Belastungen

0.0005 Bl
0.01
///. T
0.0000 : _
W(Ximp) = _5.317800 x 107 [m] Wmax = -0.000014 [m]
Ry bei Xymp = 0.03 [m] bei x =0.17 [m]
LT
Mit Kejmp = 1.85 x 10° N/m] g‘é(,.’(;’fg T000012 m
e & W(Xe)neor = 0.000082 [m] |
mit k=3 E l,Ixgg® = 12194.82  [N/m]
1.00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Resultierende Biegelinie w(x) [m]
0.00000
E -5.x1070|
X
3 -0.00001
L I 1 L L L :: I
0.00 0.05 0.10 0.15
Optimales piezoelektrisches Streckenmoment my opi(Xo) [N]

T T

my, opt(Xo) [N]

0.00 0,65 0 ‘10 0 ‘15
Xo [m]
Abb. 1.9: Aktive Kompensation einer statischen Auslenkung in Abhdngigkeit von der gewdnschten Position x,, bei der

die Kompensation (magenta-gefarbte Markierung) mittels piezoelektrischem Streckenmoment my, gy ()
(unterstes Bild) erfolgen soll.
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Balken unter statischen Belastungen

T

0.010 Wmax = 0.000280 [m]
[ beix =0.17 [m]

1.60 w(xgg) = -0.000053 m 1

[ bei xgg = 0.0
0.005} FB

t T ALILA AR A AR AR R R AL AL
0000F | I .

W(Ximp) = -0.000019[m] .~
SaNE bei Xjmp = 0.03 [m]

-0.005 - ! 3 4
[ mit Kyjmp = 1.85 x 10° [N/m) 1

W(XEB)theor = 4-217115x 1076 [m] |
TREAR B AR A% AL 8 88 40 48, 88 41 | mit k=3 E ly/x,.-B3 =237128.96 [NIm]

—

Rq

-0.010 r 14.30 y

L L . . . L . s L . 1 . . . " 1 s L . . L
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Resultierende Biegelinie w(x) [m]

: ,
0.00025 F 3
0.00020 3
0.00015 3
0.00010f
0.00005
0.00000 |-
-0.00005

w(x) [m]

| FUTET P

T

1

0.00 0.05 ) 0.10 - 0.15

Optimales piezoelektrisches Streckenmoment my op(Xo) [N]
350 r ” : * '

ol lailaaald

my opt(Xo) [N]

Lol sl

0.00 0.05 0.10 0.15
Xo [m]

Abb. 1.10: Aktive Kompensation einer statischen Auslenkung in Abhdngigkeit von der gew(inschten Position x, der
Kompensation (magenta-geférbte Markierung) mittels piezoelektrischem Streckenmoment my, g,¢ (xo) im
Bild unten.
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1.3. Wirkungsweise des Piezoaktuators bei einem beidseitig
eingespannten Balken

Die Wirkungsweise des Piezoaktuators ist bei einem beidseitig eingespannten Balken dhnlich: Die
Einzellast verursacht Querkrafte (in z-Richtung) senkrecht zum Kraftfluss (x-Richtung), der Piezo-
aktuator dagegen erzeugt bei dem angenommenen Wirkungsbereich durch Normalkrafte an der
Ankopplungsflache Biegemomente. In dem vorliegenden Fall nimmt die Lange des Piezoaktuators
die Balkenlange an. Auch hier ist eine vollstandige Kompensation der statischen Deformation nur
an einzelnen Stellen maoglich.

Balken unter statischen Belastungen Balken unter statischen Belastungen

WiXimp) = ~3.944175 x 1077 [m] ~1,380780 x 107 [m] WiXimp) = 8 043435 x 1077
imp = 0,03 [m) 65 {m] i

[m]
- fﬁ imp = 0.03 {m]
it =206 x10° (xp5) = ~1.385662 x 107 [m]
) i it kyimp = 2.06 x 10 INingtxes) = o138 ] )
1 2
WiXeB)nsor = 0.000000 {m
mit k=3 E I, Ixpg® = 90567.88 (Wim) 18710

{e/ Xi

it yimg = 2.06 x 10° Iny(x¢8) = =1.380180 x 10~ [m)

it it Kyimp = 2.06 x 10° W’%;ﬁ;:aw [m]

1
W{Xeg)hoo; = 0.000011 {m)

0.50 mitk=3 E l,Ixpg" = 90567.88 (Wim) 0.

Vimax = ~1.385662 x 1078 [m]
A =003 {m] A
|
=2 m
50

-1.97x10°"

10

Resultierende Biegelinie w(x) [m] Resultierende Biegelinie w(x) [m]

14x10°8 L
10 0.0 0

Neigung Nei Ely w'(x) [Nm?] Neigung Nei Ely, w'(x) [Nm?]

10

Resultierendes Biegemoment My (x)=-El, w"(x) [Nm] Resultierendes Biegemoment M (x)=-El, w"(x) [Nm]

10

Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w™(x) [N] Resultierende Querkraft Q,(x)=-El, w"(x) [N]

N

my(x) [N] Pi i my(x) [N]

Abb. 1.11: Statische Auslenkung eines beidseitig fest eingespannten Balkens bei einer mittigen Einzellast (links) und
durch einen Uber die ganze Balkenldnge applizierten Piezoaktuator (rechts).
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2. Biegeschwingungen des Kragbalkens

Bei einem klassischen, schubstarren @) )
Balken (Euler-Bernoulli-Balken) sind / e
jegliche Schubverformungen aus Quer-
kraften vernachlassigt. Ein Querschnitt

steht demnach auch bei einer Verfor- U = z 0
mung stets senkrecht zur Balkenachse. ”
Zudem sei angenommen, dass ein ur- Abb. 2.1: Verformung bei einem () schubstarren und bei einem
spriinglich ebener Querschnitt bei der (b) schubweichen Biegebalken [Ochsner, 2016]
Verformung eben und unverwdlbt bleibt

(Bernoulli-Hypothese). Die Breite und Hohe des Querschnitts bleiben also unverandert. Die
Bernoulli-Hypothese gilt nachfolgend als angemessen, da die charakteristischen Abmessungen
des Querschnitts mehr als zehn Mal kleiner als die Balkenlange angenommen sind und der

Schubanteil an der Verformung in erster Naherung vernachlassigbar ist. Zur Vereinfachung der
Schreibweise sind die Unterstreichungszeichen fortan weggelassen.

Biegewellen erfordern zu ihrer Beschreibung 4 FeldgroBen:

e die (transversale) Schnelle v, eines Elements,

e seine Winkelgeschwindigkeit (Winkelschnelle) w,, (um die zur Balkenachse und
Auslenkung w senkrechte y-Achse),

e das am Querschnitt angreifende Biegemoment M,, (z.B. durch einen applizierten
Piezoaktuator bedingt) und

e die durch den Querschnitt weitergeleitete Querkraft F,.

Dies 4 FeldgréBen sind Uber differenzielle Beziehungen stets miteinander gekoppelt:

v, d d
wy = 2= (2.1) Zr= B2 (22)
vV
_ _ oMy _0F _ . 0V ‘
FZ__W (23) 9% =m ot (24) FZ ‘
Der Leistungstransport P einer Biegewelle in x-Richtung kann
also sowohl durch einen auf dem Balken applizierten MC A >M+aﬂdx
Piezopatch-Aktuator initiiert sein, der das Biegemoment M,, w ox

generiert, als auch durch eine externe Storkraft E,:

—dx— aF

P=M. - F - =2 7 _ ) 5 FZ + _—Zdx
=My wy, +F v, =2cgm'v; = (g -m'v;. 2.5) X
X
Die dispersive Schall- bzw. Phasengeschwindigkeit der
. lle ist dabei Abb. 2.2: Vorzeichenwahl der Feld-
Biegewelle ist dabei gréBen bei einer Biegewelle
[nach Cremer, Heckl, 1982
4’ B 2 und Méser et al., 2010]. w ist
B = o Vo. (2.6) die Auslenkung.
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m' = p A ist die Masse pro Langeneinheit, p die Dichte, A die Querschnittflache, B = E - I, die
Biegesteife, E der Elastizitdtsmodul, I,, das Flachentragheitsmoment und w die Kreisfrequenz.
Der Quotient aus der Kreisfrequenz w und der Biegewellen-Wellenzahl k

Z=cp (2.7)

ergibt ebenfalls die Phasen-Geschwindigkeit cg, mit der man fortschreiten muss, um immer die
gleiche Phase der harmonischen Wellenbewegung anzutreffen [Cremer, Heckl, 1982]. Die
Gruppengeschwindigkeit der Biegewelle ist fir den Fall, dass Kreisfrequenzen und Wellenzahlen
infinitesimal dicht beieinander liegen, durch den Differenzialquotienten gegeben:

da B
CB=£=2\/;I¢=2-CB. (2.8)

Fur die Biegewellen-Wellenzahl k gilt demnach der Zusammenhang:

k= w22 (2.9)

Sie kennzeichnet die zeitliche und raumliche Periodizitat. Sobald Dampfungserscheinungen durch
einen komplexwertigen, dispersiven Elastizitdtsmodul E = E' + jE" = E'(1 + jd,) zu beriicksich-
tigen sind, ist die Wellenzahl ebenfalls komplexwertig [Kuttruff, 2004]:

k=k-(1-j%) (2.10)

Dabei ist d,, der einheitslose Kennverlustfaktor der Biegewelle. Letztere ist auch der reziproke
Wert der GUte Q und somit doppelt so groB wie das Lehrsche DampfungsmaB :

dy == = 28. (2.11)

1
Q
Der Kennverlustfaktor ist materialabhangig. Bei Stahl ist der typische Anhaltswert 10~%.

Die Kombination der obigen 4 differenziellen FeldgréBen-Relationen ergibt die homogene,
partielle Differenzialgleichung einer ungestorten Biegewelle auf einem unendlich langen Balken in
eindimensionaler Form:

92 92 92
m' = (vz wy, My, ;) + E<B(x)ﬁ(vz, a)y,My,FZ)> = 0. (212)

Ist der unendlich lange Balken gerade und aus isotropem Material, also homogen, vereinfacht
sich die Differenzialgleichung zu:

2 4
. aa? (v, wy, My, F;) + B :7 (vz wy, My, ;) = 0. (2.13)
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Der rein harmonische Ansatz, z.B.
v,(x,t) = U, - sin(wt — kx + @), (2.14)

erfullt die Differenzialgleichung fir beliebige Amplituden und Phasenwinkel [Cremer, Heckl,
1982]. Die Lésung w(x, t) der obigen Biegewellen-Differenzialgleichung 4. Ordnung besitzt 4
Bestandteile: die auf- und abwarts laufenden Wellenanteile als auch die nach rechts und links
abnehmenden Nahfelder an allen Storstellen. Letzte konnen durch Materialwechsel, Querschnitts-
springe oder durch Lagerbedingungen entstehen. Sie verursachen Spriinge des Wellenwider-
stands bzw. Impedanzspriinge. Sobald eine Welle auf einen derartigen Sprung trifft, kann sie dort
eine reflektierte Welle und ein Nahfeld auslésen.

Bei einem endlich langen Balken erzeugen hin- und riicklaufende Biegewellen stehende Wellen.
Es handelt sich hierbei um Biegeschwingungen, deren Form und Zeitverlauf von dem Material,
der Geometrie und den Anfangs- und Randbedingungen abhdngig sind.

Bezogen auf die freien Biegeschwingungen des ungedampften Balkens lautet die
Differenzialgleichung umgestellt:

m' 92

64
W) + o

w(x,t) = 0. (2.15)

Der Separationsansatz [Burg et al., 2010; Burg et al., 2013] fur zunachst nur einer Mode

w(x, t) = ¢(x) - q(t) (2.16)
(Produktansatz von Bernoulli) fuhrt die dadurch entstehende Relation

59w _ i@

— — 2
et Bq(t)—const tw (2.17)

nun zu zwei gewohnlichen Differenzialgleichungen, einer zeitabhangigen
G(t) + w*q(t) = 0 bzw. (2.18)
G(t) +— k*q(t) = 0 (2.19)
und einer ortsabhangigen
29" (2) — w?P(x) = 0 bzw. (2.20)

¢""(x) —k*¢(x) = 0. (2.21)

Die Randbedingungen fir Biegeschwingungen an Balken sind durch die Lagerwahl an den Enden
gegeben. Diese sind in Tabelle 2.1 aufgelistet.

Seite: 24



Impedanzbasierte Modellierung eines flexiblen Kragbalkens mit piezoelektrischem Folienaktuator i DLR

FeldgroB d
groBen an den Q o T
Balkenenden:
1 gelenkig gelagert: fest eingespannt:
v=20 N
N
Ség N
frei: querkraftfrei:
F=0 =
—j=

Tabelle 2.1: FeldgréBen an den Balkenenden.

Mit diesen Randbedingungen ergeben sich nur vereinzelte, diskrete Werte k; (i € N) fir die
Wellenzahl k, bei denen sich Biegeschwingungen bei einer vorgegebenen Balkenlange L
ausbilden kénnen. Mit diesen Werten k; sind die Biege-Eigenfrequenzen f5; und die Biege-

Eigenformen ¢;(x) festgelegt.

Die Losung der obigen zeitabhdngigen Differenzialgleichung ist fur die i-te Schwingungsform

)

. | B ,2
PO | /—/ki t+o;
qi(t) =g;-eN™ (2.22)
wobei sich die Amplitude und Phase aus den Anfangsbedingungen ermitteln lassen.

Die L6sung der obigen ortsabhangigen Differenzialgleichung lasst sich fir die i-te Schwingungs-
form mit Exponentialfunktionen oder gleichwertig auch mit trigonometrischen und hyperbo-
lischen Funktionen darstellen:

() = PyreIF + py_etTkX 4 by, je + ¢y, jethix (2.23)
N—— N— — N—— N————_—
nach rechts nach links nach rechts nach links

laufende Welle laufende Welle abnehmendes Nahfeld abnehmendes Nahfeld
bzw. umgerechnet:

$:i(x) = Pys sin(k;x) + Py, cos(k;x) + Pisn sinh(k;x) + Py cosh(k;x). (2.24)
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Bei dieser Umrechnung sind die Konstanten:

Biimj =5 (Bisen — Pissn) (2.25)
is =5 (Pcn + Pisn) (2.26)
e =5 (Bic +J bis) (2.27)
i =5 (Bic = J bis)- (2.28)

Bei einem fest-freien Balken fihrt eine weitere Umfor-
mung durch die Symmetrieeigenschaften

dA)i;c = $i;ch und (2'29) i !

$i; = g[A)l-; sh (2.30) Abb. 2.3: Ansichten des einseitig einge-

spannten, hier bereits mit
und mit der Normierung auf ¢;.. zu der vereinfachten appliziertem Piezoaktuator und

Zusatzmasse (2,2 g) am Balken-
ende [Sparenberg, Melcher,
2022].

Form:

% = cos(k;x) — cosh(k;x)
+y;(sin(k;x)), (2.31)
mit nur noch einem Randbedingungsfaktor pro Eigenform:

_ cos(k;L)+cosh(k;L)
Yi= sin(k;L)+sinh(k;L)"

(2.32)

Seine Bestimmung erfolgt aus der Ansetzung von 4 Randbedingungen, jeweils 2 an jedem
Balkenende. Das dabei entstehende homogene lineare Gleichungssystem hat nicht-triviale
Lésungen, wenn seine Determinante verschwindet. Bei einem fest-freien Balken der Lange L
lautet diese charakteristische Gleichung:

1+ cos(kL) cosh(kL) = 0. (2.33)

Mit den Nullstellen fuhrt sie zu den diskreten Werten k;L, bei denen sich eine Biegeschwingung
ausbilden kann. Mit den Material- und Geometriewerten aus Tabelle 2.2 ergeben sich die
Eigenwerte, Wellenzahlen, Eigenfrequenzen, Schallgeschwindigkeiten und Wellenlangen in
Tabelle 2.3 und die ersten 4 Eigenformen ¢;(x) (i € [1,4]) gemaB der nicht-normierten und
normierten Verlaufe in den beiden Graphiken in Abb. 2.5.
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10000

Charakt. FKt. fiir fest-freiem Balken: |Cos[kL] Cosh[kL]+1]|

8000

|Cos|kL] Cosh[kL]+1]

2000

6000 -

4000 -

kL

Log(|Cos[kL] Cosh[kL]+1|)

Charakt. Fkt. fir fest-freiem Balken: |[Cos[kL] Cosh[kL]+1|

1000 -

"

kL

Abb. 2.4: Lineare und logarithmische Darstellung der charakteristischen Funktion fir einen fest-freien Balken.

Tabelle 2.2: Material- und Geometriewerte des Biegebalkens.

Balkenlange: L=017 [m]
Breite: b =0,040 [m]
Hbéhe: h =0,00315 [m]

Querschnittsflache:

A=bh=0000126 [n’]

Dichte: _ 7850 [k_g]
(Federstahl) e= m3
Korrekturfaktor:

(wg. Piezoklebung u. Extramasse)

KorrFaktor = 1,72121 [1]

i — 135115 [

Korr. Dichte Qeff = , [E]
/ kg
Masse pro Lange m' = gqrr - A =1,70245 [;]
9 O 9 N
Elastizitatsmodul: E=206-10 [;]
) . b h3 _

Flachentragheitsmoment: L, = =7 = 1,04186- 10710 [m']

Biegesteifigkeit:

B =EIL,=214624 [nn’]
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. . . SCha”' Biege_
Mode |Eigenwerte [Wellenzahlen Randbedingungs- | Biege-Eigen- geschwin- | \yellen-
1 faktoren frequenzen Lo
i kil [1] | K [—] E digkeiten | |5ngen
m Y, W fei [HZ] m
CB,i Ag; [m]
S :
1 1,8751 11,03 -0,734096 68,75 39,1631 |0,5696
2 14,6941 27,6124 -1,01847 430,9 08,0404 |0,2276
3 7,8548 46,2047 -0,999224 1206,4 164,054 0,1360
4 10,9956 64,68 -1,00003 2364, 1 229,653 [0,09714
) ) fis ) Fis cos(k;L) + cosh(k;L) wg; k? |B _4[B, _SBi
>4 (@i- 1)5 @i- DZ ve=- sin(k;L) + sinh(k;L) foi = 21 = 2w m' CB"'_\/;‘/QT"’ Ao fB.i

Tabelle 2.3: Eigenwerte, Wellenzahlen, Eigenfrequenzen, Schallgeschwindigkeiten und Wellenldngen des Biegebalkens

Die ersten 4 Eigenformen des fest-freien Balkens

x [m)

— ligsix)il
— gt
05— lidatxll
— Ndubxil

Die ersten 4 Eigenformen des fest-freien Balkens (jew. normiert)

Abb. 2.5: Nicht-normierte und normierte Eigenformen des fest-freien Balkens.

Bei einem Balken mit beidseitig fester Einspannung ist der Randbedingungsfaktor

cos(k;L)—cosh(k;L)

a; = sin(k;x)—sinh(k;x) (2'34)
wogegen die Formulierung der Eigenformen erhalten bleibt:

% = cos(k;x) — cosh(k;x) + a;(sin(k;x) — sinh(k;x)). (2.35)
Die charakteristische Gleichung lautet jedoch verandert:

cos(kL) cosh(kL) —1 = 0. (2.36)

Mit den Nullstellen fuhrt sie zu den diskreten Werten k;L;, bei denen sich eine Biegeschwingung
ausbilden kann. Mit den Material- und Geometriewerten (Tabelle 2.4) resultieren die Eigenwerte,
Wellenzahlen, Eigenfrequenzen, Schallgeschwindigkeiten und Wellenlangen (Tabelle 2.5) und die
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ersten vier Eigenformen ¢;(x) (i € [1,4]) gemaB der nicht-normierten und normierten Verldufe in
den beiden Graphiken in Abb. 2.8: Bei einer freien Schwingung sind grundsatzlich unendlich viele
Eigenschwingungsformen beteiligt, so dass der Produktansatz in vollstandiger Weise alle
Eigenformen ¢;(x) mit den entsprechenden Zeitverlaufen g;(t) zu

w(x, t) = XiZ1 $i(x) - q; (1) (2.37)
superponiert.

Charakt. Fkt. fur fest-festem Balken: [Cos[kL] Cosh[kL]-1| Charakt. Fkt. fiir fest-festem Balken: |[Cos[kL] Cosh[kL]-1]

10000

10% |
8000 -
1000

@
=]
=1
=]

=)

T

0.100

N
o
=]
=]

|Cos|kL] Cosh[kL]-1|
Log(|Cos[kL] Cosh[kL]-1|)

0.001
2000

kL kL

Abb. 2.6: Lineare und logarithmische Darstellung der charakteristischen Funktion fir einen beidseitig fest
eingespannten Balken.

Balkenlange: L=0,068 [m]
Breite: b = 0,040 [m]
Hohe: h =0,00315 [m]

Querschnittsflache: A=bh=0,000126 [m*]

Dichte: kg

= 7850 [—]
(Federstahl) ¢ m3
Korrekturfaktor:

(wg. Piezoklebung u. | KorrFaktor = 1,72121 [1]
Extramasse)

w kg
Masse pro Lange M = Qopr+ A = 1,70245 [;]
e N
Elastizitatsmodul: E =206 10° [_]
mZ

Flachentragheits- 3

SEUEE] s I, = ﬂ =1,04186- 1071° [m'] Abb. 2.7: Ansichten des beidseitig einge-
moment: 12 spannten Balkens, hier bereits

: — : mit appliziertem Piezoaktuator
Biegesteifigkeit: B=EI, =21,4624 [nm’] [Sparenberg, Melcher, 2022].

Tabelle 2.4. Material- und Geometriewerte des fixierten Biegebalkens.
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Mode| Eigen- Wellen- Randbedingungs- Biege- Schall- Biege-
i werte zahlen faktoren Eigenfrequenzen |geschwindig| wellen-
kiL [1] | . [l] vi [1] fei [HZ] keiten langen
iz ™ g [m]
CB,i [?] Bi

1 4,73 69,56 -0,982502 2734 247 0,09
2 7,853 115,49 -1,00078 7537 410 0,05
3 10,996 161,7 -0,999966 14776 574 0,04
4 14,137 207,9 -1,0 24425 738 0,03
. ) 4 ) n _ cos(k;L) — cosh(k;L) wp; kP |B| _«[B, A, = B
>4 | Qi+D7 | @i+1Do7 Vi = T Sin(k,L) — sinh(k,L) |/Bi = zf, =2 | B V@B | ABi =

Tabelle 2.5: Eigenwerte, Wellenzahlen, Eigenfrequenzen, Schallgeschwindigkeiten und Wellenléngen des fixierten

Biegebalkens

Die ersten 4 Eigenformen des fest-festen Balkens (jew. normiert)

Die ersten 4 Ei des fest-festen Balkens.
T T

10-

— Bl

[ — Batal
sl
il

L L i L L
0.00 [ 002 003 004 005 0.06 0.00 [ 0.02
x [m] x [m]

Abb. 2.8: Nicht-normierte und normierte Eigenformen des beidseitig fest eingespannten Balkens der Lénge L=0,068 m.
Rot gekennzeichnet ist der Ort der Impulshammer-Anregung.
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3. Impedanzbasiertes Modell fiir dynamische Anregungen

3.1. Bewegungs- und KraftgroBen, Impedanzen und
Wandlerkonstante

Reale strukturintegrierte oder applizierte Piezoaktuatoren lassen sich sehr gut mit Hilfe elek-
trischer Ersatzschaltbilder modellieren, die sowohl die elektrischen als auch die mechanischen
Eigenschaften vereinen [Melcher, 2001]. Die Basis ist die Kraft-Spannungsanalogie [Guicking,
2016]. Bei einem idealen (verlustfreien) Wandler gelten bei dieser elektromechanischen Analogie
die Relationen zwischen dispersiven Kraften F und dispersiven Spannungen U bzw. zwischen
Strémen I und Schnellen v gemaR

F=a-Ubzw. 31)

[=a-v. 3.2)

Mit Hilfe der WandlergréBe a erfahren die mechanischen Komponenten dabei eine Transforma-
tion in elektrische GréBen. a ist eine skalare GroBe, durch die sich der applizierte Piezo-Aktuator
bzw. -Sensor kalibrieren lasst. Die WandlergréBe ist abhangig von den piezoelektrischen Ladungs-
konstanten (wie z.B. d34, d33, dy5) und von den Steifigkeiten der beteiligten mechanischen Struk-
tursysteme. Bei einer Positionsanderung des Aktuators andert sich daher auch der Wert der
Wandlerkonstanten a. Aktuator- und Sensorbetrieb des identischen Piezowandlers besitzen eine
identische WandlergréBe a. In der Relation zwischen elektrischen und mechanischen Impedanzen
geht sie quadratisch ein:

F
_U_"a

Zetek=7=7, =7

1
= ﬁgmech- 3.3)

1
az

I I

Bei der Kraft-Spannungsanalogie andert sich allerdings der Schaltungstyp bei dem Wechsel vom
Elektrischen ins Mechanische: eine elektrische Parallelschaltung entspricht im Mechanischen einer
Serienschaltung und umgekehrt. Das liegt daran, dass sich im Elektrischen die Stréme bei einer
Parallelschaltung aufteilen und die Spannungen Uberall gleich sind, wogegen sich die mecha-
nischen Krafte bei einer mechanischen Serienschaltung aufteilen und die Schnellen dann gleich
sind.

Durch Einfihrung der Wandlerkonstanten a sind die elektrischen und die entsprechenden mecha-
nischen GroBen grundsatzlich gleichwertig. Allerdings bedarf es einer besonderen Sorgfalt bei der
Verschaltung der mechanischen Masse (serielle oder parallele Masse), da eine Masse im Gegen-
satz zu einer Induktivitat nur einen Anschlusspunkt besitzt.
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Eg vp Z,,

Abb. 3.1: Schema des mechanischen Aufbaus (oben)und dazugehdriges elektrisches Ersatzschaltbild (unten) des
Balkens mit einem applizierten piezoelektrischen Aktuator. Mechanische GréBen erfahren mit Hilfe der
Wandlerkonstanten a eine Transformation in elektrische GréBen. Beide Spannungsquellen sind nicht ideal
(R; # 0). Die mechanischen Komponenten Z,,; und Z,,, sind exemplarisch als Ein-Freiheitsgradsysteme
dargestellt. Die Analogie des Ankoppelpunkts und der Messpunkte sind gestrichelt gekennzeichnet. Die
Vorzeichenkonvention richtet sich nach der priméren Stoérquelle. An der Ankoppelstelle bewegen die der
Piezoaktuator und der Balken mit der gleichen Schnelle v. Der Piezoaktuator und der Balken sind daher
mechanisch parallel angeordnet.

Das elektrische Ersatzschaltbild ist eine vereinfachte Analogie des mechanischen Aufbaus. Sie
kann sich in dem vorliegenden Fall auf die Klebestelle des Piezoaktuators mit dem Balken
beziehen oder auf die beiden Messpunkte, das sind der elektrische Eingang des Piezoaktuators
und die Messstelle der mechanischen GréBen in der Nahe des Balkenendes. Zudem enthalt das
Ersatzschaltbild konzentrierte, diskrete Schaltelemente. Abweichungen davon, z. B. durch An-
nahme einer Ankoppelstrecke -bzw. -flache anstelle eines Ankoppelpunktes, fihren zu
modifizierten Betrachtungsweisen (s. spater).

Der Piezoaktuator besitzt durch seinen Kondensatoraufbau die elektrische Kapazitat

A
Cp=¢€"¢& p (34)
€ und g, sind die absolute und die relative Dielektrizitatszahl, A ist die Flache des Flachenaktua-
tors und h der Abstand der Elektroden. Die Kapazitat geht alleinig in die innere elektrische
Impedanz Z,; ein gemal

_ 1
jow Cp

(3.5

Zej

Die mechanischen Komponenten des Piezoaktuators (einschlieBlich der Klebeschicht) sind in der
inneren mechanischen Impedanz
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. 1
Zmi = Jw My + dpy; +jjkmi (3.6)

enthalten. In dem elektrischen Ersatzschaltbild ist sie die elektrische Impedanz

Zmi . Mpmi , dmi 1 kmi
Zmi — gy - Tomi 4 Gmi L Kmi 3.7
a? a? a?  jw a? (3.7)

Mmi

entspricht die mitschwingende Masse m,,; nun einer Induktivitat. Der ohmsche Wider-

Als =3
kmi
a

stand % ist die elektrische Analogie der physikalischen Dampfung d,,,; und der Term == ist die
analoge, reziproke Kapazitat der Steifigkeit kop;.
Die mechanische Impedanz Z,,, reprasentiert den Balken. Sie ist die ortsabhangige, mechanische

Eingangsimpedanz des Balkens aus Sicht des Shakers oder (mit veranderten Werten, s. spater) die
mechanische Eingangsimpedanz aus Sicht des Piezoaktuators an der Stelle des Aktuators:

Zmar am Ankoppelpunkt F
Zma = Jw Mg +dpg + ]iw kma =:4Zmarg am Ankoppelpunkt Fpg. (3.8)
Zmax anbeliebiger Stelle x

Auch hier ist zunachst lediglich die erste Schwingungsform betrachtet. In dem elektrischen
Ersatzschaltbild ist die Balkenimpedanz reprasentiert durch die elektrische Impedanz

Zma . Mma dma 1 kma
Th=jo- B+ B +— B2 3.9
a? J a? a? jw a? ( )
Induktivitat  Widerstand reziproke
Kapazitit

mit der identischen Wandlerkonstanten a wie bei der Impedanz Z,,,;. Die beiden Spannungsquel-
len U, und F—;B sind nicht-ideal. Ihr Innenwiderstand verschwindet daher nicht. Auch ein Shaker ist

nicht rickwirkungsfrei. Ggf. ist fir ihn die Impedanz Z, vorzusehen, die, aus Sicht des Piezoaktu-
ators, die Impedanz Z,,,, additiv erganzt. Sobald der piezoelektrische Wandler aktuatorisch betrie-
ben wird, flieBt ein elektrischer Strom I,, der sich in den Strom I,;, der den piezoelektrischen
Kondensator ladt, und in den Strom awv,,;, der die mechanischen Komponenten der Schaltung
versorgt. Die Vorzeichenkonvention des Stroms am Ankoppelpunkt richtet sich nach der primaren
Stoérquelle, so dass gilt:

1 a? AP Zoi+Zmi+Z,
L:i—a v,.=L,—av=—U, + — -y, .-—=e=m cma 310
£t =mt £ Zei_p = ZmitZma = Zei(Zmi"'Zma) ’ ( )

Mit der Impedanzaufteilung folgen die Stromrelationen:

XVmi _ aZZei
lei  ZmitZmd (311
g ZmitZma und (312)

I % Zei+ZmitZma
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XVmi _ a2Zei
Iy @PZei+ZmitZma (313)
Die aktuatorische Kraft- und Bewegungsgleichung lauten somit:
Fg=a-Uy+ (Zmi+Zna) vz und (3.14)
L =2-Up ~ U, —a-vg, (3.15)
zusammengefasst in der Aktuatorgleichung:
1 Zml"'gﬂltl
Up a
[1 ] |2 zml+zma [ (3.16)
o) Up
aZei AZei
Liegt am Piezoaktuatoreingang die Spannung U, an, ergibt sich am freien Balkenende die
Schnelle
1
vs(Up) = v(Up) = vmi(Up) = —a* Uy - (3.17)

ZmitZma’

Bei einem freien Balkenende ist die Kraft Fg ist dort null. GegenUber einer unendlich hohen
Steifigkeit hatte sie an einem dadurch fixierten Balkenende aber den Wert einer Blockierkraft
(Blocking force):

L@ Zel"'Zml"'Zmafo

Fs(Uy) =a-U,- e (3.18)

Zu beachten ist dabei, dass sich die Impedanz Z,q ri, nicht mehr auf einen Kragbalken beziehen
kann.

Bei der sensorischen Kraft- und Bewegungsgleichung éandern sich nur zwei Vorzeichen:
Fy=0a Uy~ (Zmi +Zme) vs und (3.19)
I, = —Z—aU —a-vg, (3.20)

die sich in der Sensorgleichung zusammenfassen lassen gemaf:

+ ZmitZma ZmitZma

F, aZei a U.

B| _ Zei =p

[ZB] B 1 e _1 [!p]' (3.21)
aZei a

Nomenklatur bei Parallelschaltungen:

Zy1Z,

Z4||z, = Z_1 7,

212y Z3
212y + 2123 + 2323

bzw. Z,||Z;|Z3 =
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Die sensorische Spannung U, (Fz) lsst sich gemaB der Schaltung auch als Funktion der Kraft Fp

ausdrucken:
_FEB, Zei _Fp . a?Zei
gp(EB) N a _Zimi*'zZma_‘_Zei N a azgei‘l'gmi“'Zma. (322)
p Z,

An den Elektroden des Piezoaktuators ist die elektrische Eingangsimpedanz Z, messbar:

_ ) (Zmi"’gma_EB/RB) _ Zei'(Zmi"'Zma__B/EB)
Ze = L a? @?Zei+(Zmi+Zma—Fp/vB) (3.23)

FUr den Fall, dass keine mechanische Krafteinwirkung vorhanden ist (Fz = 0), gilt:

Ze — Zei'(Zmi‘l'Zma) (324)

2 Zoi+Zmi+Zma’
An einer definierten Position des Balkens (z.B. am Ende oder an der Anbringungsstelle des
anregenden Shakers, siehe nachste Kapitel) besitzt das System gemaB der Ersatzschaltung unter
Berlcksichtigung der Vorzeichenkonvention die mechanische Ausgangsimpedanz Z,,

= ~(Zni + Zna) = @ Zail| 32 (3.25)

5 &

Zm
Fur den Fall, dass am Piezoaktuator keine Spannung anliegt (U, = 0), gilt:

= —(Zmi * Zma) — @ Zes. (3.26)

Zm

5 &
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3.2. Betriebsmodi des aktivierbaren Balkens am Ankoppelpunkt

Die Ankopplung des Piezowandlers an den Balken erfolgt tber eine Klebeschicht. Dort bewegen
sich der Piezoaktuator und der Balken mit der gleichen Schnelle v. Sie sind daher mechanisch
parallel angeordnet und im elektrischen Ersatzschaltbild seriell geschaltet. Zwischen dem Piezo-
aktuator und dem Balken wirkt die Normalkraft F. Die Kraft und die Schnelle sind dort grund-
satzlich bestimmbar, wenn die beiden Impedanzen mechanischen Z,,; und Z,,,, einzeln bekannt
sind. Die mechanische Impedanz am Ankoppelbereich ist hier zunachst als Kraftimpedanz
angesetzt:

z== (3.27)
bzw. als elektrische Impedanz in der Schaltung:

Z

S== (3.28)

Da die Kraft F dispersive Biegemomente M erzeugt, kann die Impedanz auch als eine Momenten-
impedanz W = M/w mit der Winkelgeschwindigkeit w aufgefasst werden (s. Kap. 3.6, unter

Berlcksichtigung der Anderung der physikalischen Einheiten). Um die Abhéngigkeiten der drei
GroBen Z, F und v von den beiden Quellen U, und Fp zu erhalten, ist die Betrachtung der nach-

folgenden drei Betriebsmodi hilfreich.

3.2.1. Piezoaktuator nicht im Betrieb (U,, = 0), nur Einzelkraft am Balkenende (Fz + 0):

GemaB der Schaltung ergibt sich dann fir die Schnelle v am Ankoppelpunkt der Strom:

Fp a?

I (529
und fur die Normalkraft F die Spannung

E_ Fun _Fs, A Zei+Zmi

« T a  a a®Za+ZmitZma (3.30)

Die mechanische Impedanz Z entspricht somit erwartungsgemaf der Impedanz des Aktuators:

A Fay/a Zmi
Z_foft_ g 4 In (3.31)

a v
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3.2.2. Piezoaktuator im Betrieb (U, + 0), keine Einzelkraft am Balkenende (Fp = 0):

Bei dieser Einstellung ergibt sich fir die Schnelle v am Ankoppelpunkt der Strom:

2

vy —e s =_y -—=
arr=a E(Z) =P Zmi+Zma.

Die Stromaufteilung

a? a?Zeoi*+ ZmitZma

=] av—1
I __Zei

u,+U,-
=, = ZmitZma = Zei(gmi"'gma)

_EN

fahrt in der Schaltung zu dem Stromverhaltnis

]
<

_ a?Zq

N 2 Zoi+Zmi*+Zma’

&l

Aus der linken Masche der Schaltung ergibt sich fur die Normalkraft F die Spannung

_fo _ Zmi _
== = Uy + B av = Uy (1-

| I

Zmi ) — . Zma
ZmitZma P ZmitZma

und somit fur die mechanische Impedanz Z

Z _FEa/a _ Zma
az avy  ar’

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Wegen der Vorzeichenkonvention fuhrt dieser Betriebsmodus zu einer negativen Impedanz.

3.2.3. Beide Quellen im Betrieb (U, # 0 A Fg + 0):

In diesem Fall superponieren die beiden vorangehenden Falle. Die Schnelle

1 1
—__qU,-
a“ZeitZmitZma ZmitZma

v(Uy, Fp) = Fp

entspricht dem Strom

a? a?

a a?Zei+ZmitZma = ZmitZma

|5

Q' v=a v tavp) =

und die dortige Normalkraft

2
@2 Zoi+Zmi z
F U F — e et =mi + aU L—=ma
_(_p’—B) B @27+ Zmi+Zma P ZmitZma
der Spannung
F_Ey n F@y _Fp . @%Zei+Zmi . _Zma
a a a a a2Zei+Zmi+Zma =P Zmi"’gma.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Bei vollstandigem Betrieb ist die mechanische Impedanz des Ankoppelpunkts

2 . i — Zma 25 . .
_ EB(“ Zel‘l'Zml)‘Hpr Zmi"'Zma(a Zel'*'ZmL‘l'Zma)
- 1
Fp-aly

Z(Up, Fs) =

I 1™

A% Zei+Zmi+Z
mi+Zma( Let"Z2mi _ma)

in elektrischer Form:

Fpr 2., . . . Zma 2, . .
1 7(0‘ Zel‘*‘Zml)"'gp M(a Zel+Zml+Zma)

Fla
1

. 2 Fp
av a =D __ = (x2 . .
= p ng tZ a(a Zei+Zmi+Zma)

Y[IN

(3.41)

(3.42)
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3.3. Am Ankoppelpunkt lGibertragene komplexe Leistung
P(t) enthalt die reale Wirkleistung Py, (t) und die imaginare Blindleistung Pg(t) [Melcher, 2001]:
(3.43)

FF
Z

;_x

*

= IE[*

Nlr—l
INIH

L=

Nlb—‘

v-v

N |

P(t) = Py(t) +j - Pg(t) = 3F v =

Die Leistung, die die mechanische Struktur an dieser Stelle aufnimmt, ist nur durch die Kraft F
und die Schnelle v bzw. durch die Eingangsimpedanz g(l_]p) an dieser Stelle gegeben [Méser, et

al., 2010]:
Py (t) _Re{P(t)}_—(F v +F* ) _-Re{F v }_ |F|"Re {Z(U )} (3.44)
Da sich die mechanische Eingangsimpedanz Z elektrisch durch U, gemaB
EB(“ZZei"'Zmi)"'an' I (02 Zoi+ Zmi+Zma)
2(Up) =— i (3.45)

verandern lasst, sind nahezu alle Werte fur Z aktiv einstellbar, solange Fg # 0 ist.
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3.4. Aktive und passive Impedanzeinstellungen am Ankoppelpunkt
3.4.1. Infinite Impedanz (Aktive Schwingungsunterdriickung)
Die Impedanz Z kann durchaus unendlich hohe Werte annehmen (Infinite Impedance)

Z =Ly — oo. (3.46)

Dazu ist fir die Ansteuerspannung U,, die Einstellung

_ Fp ZmitZma
Upinf = 2271717 (3.47)
& aZeitZmitZma

erforderlich. Die aktive dynamische Steifigkeit des Piezoaktuators strebt dann ebenfalls gegen
unendlich:

K=s-:Zns— . (3.48)

Die Balkenschnelle v verschwindet bei der infiniten Impedanz (entsprechend eines elektrischen
Stroms bei einem Leerlauf):

v = Vzing = 0. (3.49)
Dagegen ist die Kraft F nun maximal. Sie entspricht exakt der Storkraft Fp:
F =Fziny = Fp (3.50)

Sie hat den Charakter einer Blockierkraft (blocking force), die an der Stelle des Piezoaktuators
eine virtuelle feste Einspannung des Balkens erzeugt, bei der der Balken keine Bewegung
vollziehen kann. Durch das virtuelle Festklemmen entzieht der Piezoaktuator dem Balken bei der
infiniten Impedanz Z;,,¢ keine Leistung:

Py(®lz-0 =0. (3.51)
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3.4.2. Null-impedanz (Aktive Kraftkompensation)

Die Impedanz Z ist null (Null-impedanz, Zero-Impedance)
Z="Zzero =0, (3.52)

wenn U, den Wert

_ _Fp ZmitZma . a?Zei+Zmi
l_]p,ZO N @ a?ZeitZmitZma Zma (353)
bzw. umgeformt
_ _F__B . QZZeiZmi
Qp,ZO B a (1 + Zma(“ZZei"'Zmi"'Zma)) (354)
annimmt. Die aktive dynamische Steifigkeit des Piezoaktuators verschwindet dann ebenfalls:
K=5"Zzero = 0. (3.55)

Besitzt der Balken in dem relevanten Frequenzbereich Eigenfrequenzen, reduziert sich die Impe-
danz Z,,, bis auf den Wert seiner physikalischen Dampfung. Ist der passive Piezoaktuator sehr
steif ausgelegt, sind die elektrischen Spannungen U, 7, entsprechend sehr hoch, eventuell sogar

jenseits seiner Machbarkeit. Ist der Piezoaktuator jedoch an den Balken impedanzangepasst, so
dass bereits passiv

QZZei +Zmi = Zma (3.56)

gilt, ist zur Realisierung der Null-Impedanz lediglich die Einstellung

&

- (3.57)

U ~
Zp,Z0 a

vorzunehmen. Die Kraft F verschwindet bei der Null-Impedanz (entsprechend einer elektrischen
Spannung bei einem elektrischen Kurzschluss)

F=Fz =0, (3.58)
wogegen die Balkenschnelle v ihren maximalen Wert annimmt:

V=15 =Fpy— (3.59)
Bei dieser Einstellung hat der Piezoaktuator sich selbst sozusagen virtuell verschwinden lassen
(., strukturdynamische Transparenz"), einschlieBlich seiner elektrischen Eigenschaften, als ob er
nicht mehr auf dem Balken appliziert ware. Der Piezoaktuator vollzieht dabei die maximalen Aus-
lenkungen, die er auf dem Balken appliziert austiben kann ohne auf den Balken Leistung zu Uber-
tragen. Ist die Impedanz Z,,,, bekannt, lasst sich durch Messung der Schnelle auf die Storkraft

schlieBen ohne sie dabei direkt zu messen [Melcher, Kletz, 2016]:
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Fp = Zna " Vz0 (3.60)

Da der Piezoaktuator aber bei dieser Einstellung keine Krafte auf den Balken austibt, entzieht er
dem Balken auch keine Leistung:

Py(®)lz=0 =0. (3.61)

3.4.3. Balken mit passivem, nicht betriebener Piezoaktuator

Ist der Piezoaktuator lediglich passiv appliziert bzw. ist seine aktuatorische Versorgungsspannung
U, null, fhren die daraus resultierende Schnelle

1

Vlw=0 = Fp* a7 —7— (3.62)

die Normalkraft
2ZeitZmi

Flo,=0 = B Gagorgriiimn (3.63)
zu einer Impedanz am Ankoppelpunkt, die erwartungsgemal der des Aktuators entspricht:

Z(Up = 0) = a?Ze; + Zm:. (3.64)
Demnach erfolgt bereits im passiven Betrieb eine Leistungsabsorption mit dem Wert:

SR7SY _1 . _ 1 Re{a’Zei+Zmi} 2

Pu(D)lgy=0 = 5 RelE 2}y =0 = 57— = h s || (3.65)

Dieser Betrag kann bereits sehr groB sein, namlich dann, wenn der Piezoaktuator im passiven
Zustand bereits an den Balken passiv konjugiert komplex impedanzangepasst ist, wenn also
optimalerweise

(@ Zei + Zmi) 5, = Zima (3.66)
bzw. vereinfachend im Kurzschlussfall

Zmiopt = Zina (3.67)
gilt. Dann ist der Leistungsentzug sogar maximal mit dem Betrag:

e 1 1 2
Py ()|y, =0 SIEs[ (3.68)

~ 8 Re{Zy,
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Der passive Piezoaktuator fungiert in diesem Fall wie ein optimaler breitbandiger Tilger. Doch ist
die Frage nicht einfach zu beantworten, welches Aktuatordesign zu dieser passiven Eigenschaft
fahrt. Bei dem maximalen Leistungsentzug sind die Impedanz

Z = Zopt = Zma (3.69)
die Schnelle
1
Vlz=z,p. = Fp AT (3.70)

=F —Zme_ (3.71)

3.4.4. Impedanzanpassung (Maximaler Leistungsentzug)

Bei nicht-optimalem Aktuatordesign lasst sich eine optimale Leistungsabsorption nur durch eine
Aktivierung des Aktuators erreichen. Fir den Leistungsentzug gilt in Abhangigkeit von der
Ansteuerung:

P (Up) =5 Re{F(U) - 1" (Uy))

1 QP Zpi+Zmi Z 1 1 *
=—Re{(_3-# Uy 2. (Fy o~ all, - )}
2 a“ZeitZmitZma ZmitZma a“ZeitZmitZma ZmitZma

* Zma
—a?U Uy ————
|Zmi + Zmal
Zma azzei + Zmi
= —Re{ +talU,Fg- +— alUpFpg - —
(Zmi + Zima) (@ Zei + Zini + Zima) (Zni + Zma) (@®Zei + Zimi + Zma)
A?Zoi + Zmi
+EBE§ . Zel Zmi :
|02 Zei + Zimi + Zma

(3.72)

Es handelt sich hierbei um eine reellwertige Funktion mit einer komplexwertigen Variablen. Die
Funktion P, (U,) ist stetig differenzierbar, jedoch nicht holomorph, da sie aufgrund ihrer Reell-
wertigkeit den Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen nicht gentigt. Zur Berechnung der
optimalen Ansteuerung empfiehlt sich die Aufspaltung der komplexen Variable U, in zwei reell-
wertige Variablen:

U, =:Up + jUy, (3.73)
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wobei (U, Uy') € R2. So entsteht das elliptische Paraboloid

Zma 12 Zma Y
r |Zmi+Zma|2 (aUp) |Zmi+gma|z (aUp )
( ZmaF5 _ (azgmzmz)ﬂa ) al’
E(U’, U”) — l Re ! (Zmi+Z7na)(aZZei+Zmi+Zma) (Zmi"’gma) (azgei+gmi+Zma) p 9
p 2 " j( ZmaF5 _ (azgmzmz)ﬁg ) QU
(Zmi+Z7na)(aZZei+Zmi+Zma) (Zmi"’gma) (azgei+gmi+Zma) p
* a2 Zei+Zmi
k +EB_B |“22ei+Zmi+Zma|2 J

(3.74)

Es ist nach unten ge6ffnet und besitzt nur ein Extremum, namlich ein globales Maximum, da die
Determinante der Hesse-Matrix gréBer als null ist,

0P\ . (2%Pw _( 0%Pw )2 N
(au,’,2> <au;,’2> aul-aul >0 (3.75)
und zugleich gilt:
e
(a P,VZV><0 bzw. (3.76)
au},

10\ ....... A

W(U"g;)s\ “““““ _____

PR
g‘:ﬁ;“fx‘l‘lmmh \

Abb. 3.2: Elliptisches Paraboloid des aktiven Leistungsentzugs an der Position des Piezoaktuators. Negative
Leistungswerte sind mdglich, bedeuten aber ein Hinzufligen mechanischer Energie in die Struktur durch den
Piezoaktuator.
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<a2m> <0. (3.77)

12
aUp

Um dieses Maximum zu erreichen, ist die optimale Aktuatoransteuerung erforderlich:

. Zmi+Z ZmitZ Fp
U’ + " =U — ( ZmitZima __Zmi _ma) 2B 278
p.0pt J p.0pt —p,0pt a%Zei+ZmitZma  ZmatZma a ( )

Sie sorgt am Ankoppelpunkt fir eine optimale Schnelle

Yopt = Fp " ——— (3.79)
und flr eine optimale Normalkraft

Fope = Fp - szsz (3.80)
wodurch der Piezoaktuator die perfekte Impedanzanpassung (Matched Impedance) aktiv
eingestellt:

Z = Zopt = Zpa. (3.81)
Das Leistungsmaximum ist dann:

Pulu,=vyop = sre ol (3.62)

Dieser Wert entspricht der vollstandigen Leistung, die der Balken durch die externe Anregung
aufnimmt. Die Dissipation erfolgt zu 100 %. In einer graphischen Prinzipskizze lasst sich das
grundsatzliche Verhalten des Leistungsentzugs in Abhdngigkeit von den aktiven Impedanzein-
stellungen sehr gut erkennen. Aus Sicht der Struktur besitzt der Piezoaktuator eine mechanische
Eingangsimpedanz, die sich aktiv verandern lasst:

a?ZeiUp

U.
= . 27 |2 = , _ =et=p
2(Up) = Zmi + @ Zeil| 2= Zmi + pi (3.83)
passiver —
Anteil aktiver Anteil

Sobald der Piezoaktuator an die mechanische Struktur impedanzangepasst ist, vereinfachen sich
alle Einstellwerte. Im Fall einer optimalen Leistungsabsorption ist dann keine aktive MaBnahme
mehr erforderlich, ggf. nur noch eine Phasendrehung zur Realisierung konjugiert komplexer
Werte oder eine spezielle Bauweise [Melcher, Schréter, Fingerhut, 2008], die die Konjugation
bewirkt.
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Pu(U,)]

o 1 1
Wmax — SRB[Z"“,}
(=100%)

|Fs|* 4

LRl )
2
2|a@Zy; + Zyi + Zinal

»Matched Impedance”

Dissipierte
Energie

»Infinite
Impedance”

nlero Fp
Impedance"| Z=0 ol yp 7
2 |0 2
Znit Zma QLY+ Zyni e . Zymi t
I, 717 o iy ot Lua Lot t Lo FIRETA v )
Zoi v Zmit Zma  Zma t Zina 'Hmzugefugte
Energie
e r
Pw(U,)
11 »Matched Impedance”
Pt = 5o 1l
Wmax SRG{LM] )_\
Dissipierte
Energie
»Zero Infinite
Impedance* Impedance®
U /é
=0 | /g

=3 =

Hinzugefugte
Energie

Abb. 3.3: Aktiver Leistungsentzug an der Position des Piezoaktuators. Zwei-dimensionale Prinzipskizze der aktiven
Impedanzeinstellmdglichkeiten. Oben: Einstellungen der Impedanzen bei nicht-angepasstem Piezoaktuator,

unten: bei impedanzangepasstem Aktuator.
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3.5. Aktive und passive Impedanzeinstellungen nahe des
Balkenendes

Eine Besonderheit dieses Kragbalkens ist der applizierte Piezoaktuator: Mit ihm lassen sich mecha-
nische GroBen elektrisch erfassen und man kann das strukturdynamische Eigenschaften des
Kragbalkens aktiv beeinflussen. Spezielle Einstellungen kénnen zur vollstandigen Schwingungs-
unterdriickung oder zur Kraftkompensation oder zur Maximierung der Leistungsabsorption
fuhren. Je nach Zielsetzung Ubernimmt der Piezoaktuator dabei die Aufgabe, ganz bestimmte
Impedanzverhaltnisse am Balkenende einzustellen.

Der unmittelbar vor dem Balkenende angekoppelte Shaker besitzt die mechanische Eingangs-
impedanz Z;, die ebenfalls dispersiv, also komplexwertig, anzusetzen ist. Im Gegensatz zu der
Schaltung, die fur den Ankoppelpunkt des Piezoaktuators vorgesehen ist, entspricht die mecha-
nische Impedanz Z,, der Eingangsimpedanz des Balkens inklusive des applizierten Piezoaktuators
aus Sicht des externen Shakers. An dessen Ankoppelpunkt gibt es drei MessgroBen, die von der
externen Einzelkraft E,,, die der Shaker erzeugt, und von der an dem Piezoaktuator angelegten
elektrischen Spannung U, abhangen:

e die Schnelle vg, fur deren Abhangigkeiten das komplexwertige Funktional gilt:

1 1

E =FE,- - — .84
25 (Eex, Up) = Eox a2 Zei+Zmi+ZmatZs Uy ZmitZma+Zs (389
e die Kraft F5 am Ankoppelpunkt
&2 Zei+Zmi+Zma Zs

Ep(Bex: Up) = Eox et tmittnatls T O Tty (3.85)

e und die daraus sich bildende mechanische Eingangsimpedanz Z,, gemal3
(a2Z it T Zs(a?Zoi+Zypi+Zma+Zs)
7 (Fo U = Fg _ Fex'(a Zet"’gml"'gma)"'agp ZmitZmatZs 2 96
Zn(Focy) = 2 = (389

Fex—aUp g +Zma+Zs

Da sich die mechanische Eingangsimpedanz Z,,, elektrisch mithilfe von U,, verandern lasst, sind
nahezu alle Werte fir Z,, aktiv einstellbar, solange E,, # 0 ist.

Seite: 47



Impedanzbasierte Modellierung eines flexiblen Kragbalkens mit piezoelektrischem Folienaktuator i DLR

U,Z

-=p, =

Z Z /o Z, /o

Abb. 3.4: Schema des Kragbalkens mit applizierten Piezoaktuator (oben)und dazugehdriges elektrisches Ersatzschaltbild
(unten) fir den Ort der Shakeranregung (ber dessen Eingangsimpedanz Z.

3.5.1. Aktive Schwingungsunterdriickung am Balkenende durch eine infinite Impedanz

Bei einer vollstandigen Schwingungsunterdriickung verschwindet die Schnelle vz am Ankoppel-
punkt, obwohl dort eine externe Kraft F,, den Balken zu Schwingungen anregen kann. Die
Unterdrlickung erfolgt dabei aktiv mit Hilfe einer elektrischen Spannung U,, am Piezoaktuator-
eingang. Dafur muss die Impedanz Z,, unendlich hohe Werte annehmen (Infinite Impedance):

Zim = Zm,inf = . (3.87)
Diese Einstellung lasst sich erreichen mit der Aktuator-Ansteuerspannung

F, ZmitZmatZ
Lex ZmitZmatis
Up, s 27 17 : (3.88)
Q@ a’Zei+ZmitZmatZs

Die aktive dynamische Steifigkeit des Balkens strebt an dieser Stelle dann ebenfalls gegen
unendlich:

K =5 Zuyng = . (3.89)

Die Balkenschnelle vz verschwindet bei der infiniten Impedanz (entsprechend einem elektrischen
Strom bei Leerlauf):

Vg = Vg zinf = 0. (3.90)
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Dagegen ist die Kraft F5 nun maximal. Sie entspricht exakt der externen Storkraft E,,:

Fpmax = Fox (3.91)

Sie hat den Charakter einer Blockierkraft, die exakt am Ankoppelpunkt des Shakers eine virtuelle
feste Einspannung des Balkens bewirkt, bei der der Balken keine Bewegung vollziehen kann.

Durch das virtuelle Festklemmen nimmt der Balken keine mechanische Leistung auf:

- 1 .
PW(t)|gm—>oo = ERe{EB,max : ZB,Zinf} =0. (3.92)

3.5.2. Aktive Kraftkompensation am Balkenende durch eine Null-impedanz

Im Gegensatz zu einer infiniten Impedanz bewirkt die Einstellung einer Null-impedanz (Zero-
Impedance) am Ankoppelpunkt, dass dort keine Krafte auf den Balken wirken:

Fpz0=10 (3.93)
Eine verschwindende Impedanz
Zm = Zmzero = 0, (3.94)

ist mithilfe der Ansteuerung

__Fex . ZmitZmatZs  @*ZeitZmitZma
Up20 = = 0 et Lo Ba¥ s z (3.95)
erreichbar. Die damit resultierende Schnelle ergibt sich zu dem maximalen Wert
1
Vpz0 = VBmax — Fox Z (3-96)

Ist die Impedanz Z bekannt, lasst sich durch Messung der Schnelle vy auf die Storkraft E,,
schlieBen ohne sie dabei direkt zu messen [Melcher, Kletz, 2016]. Mit der Einstellung der Null-
Impedanz bewirkt der Piezoaktuator, dass der Balken, einschlieBlich er selbst, am Ankoppelpunkt
strukturdynamisch transparent ist. Wie auch der Balken vollzieht der Piezoaktuator dabei
maximale Auslenkungen.

Da der Balken jeglichen Kraften ausweicht, nimmt er keine mechanische Leistung auf:

Py (t)1z,,=0 = 0. (3.97)
Die aktive dynamische Steifigkeit des aktiv manipulierten Balkens verschwindet ebenfalls:

Kn=s" Zm,Zero =0. (3-98)
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Besitzt der Balken in dem relevanten Frequenzbereich Eigenfrequenzen, reduziert sich die
Impedanz Z,,,, bis auf den Wert seiner physikalischen Dampfung. Ist der passive Piezoaktuator
sehr steif ausgelegt, sind die elektrischen Spannungen U, 7o entsprechend sehr hoch, eventuell
sogar jenseits seiner Machbarkeit. Ist der Piezoaktuator inkl. des Balkens jedoch an den Shaker
impedanzangepasst, so dass bereits passiv

QZZei+Zrni+Zma =Zs (3.99)
gilt, ist zur Realisierung der Null-Impedanz lediglich die Einstellung

Upgo=—E2 i (Zntlna_ 1) o _En (3.100)

vorzunehmen.

3.5.3. Balken mit passivem, nicht betriebenem Piezoaktuator

Ist der Piezoaktuator lediglich passiv appliziert bzw. ist seine aktuatorische Versorgungsspannung
U, null, fhren die Schnelle vy am Ankoppelpunkt des Shakers

1

V8 (Fex)lup=0 = B oy 77— (3.101)
die dortige Kraft
A2 Zoi+Zmit+Z,
Fs(Fex)luy=0 = Eex " oy sy oz (3.102)

zu einer Impedanz Z,, am Ankoppelpunkt, die erwartungsgemaf der des Balkens mit applizier-
tem Aktuator entspricht:

Fp(Fex)
ZB(Eex)

Zm (Exx)ly,=o0 luy=0 = @*Zei + Zmi + Zma (3.103)

Im passiven Betrieb erfolgt demnach bereits eine Leistungsabsorption durch den Balken mit dem
Wert:

_ 1 Re{a®Zoi+Zmi+Zma}

2 |E| (3.104)

N | =

Py (®)y,=0 = Re{F3 '2§}|gp=o

 2|@2Zei+ Zimi+ Zma+ |

Dieser Betrag kann bereits sehr grof3 sein, namlich dann, wenn der Balken inkl. Piezoaktuator im
passiven Zustand bereits an die Impedanz der Anregung, in diesem Fall an die Impedanz des
Shakers, passiv konjugiert komplex impedanzangepasst ist, wenn also optimalerweise

(@2Zei + Zimi + Zma) o, = 22 (3.105)
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bzw. vereinfachend im Kurzschlussfall
(Zimi + Zma) o = 25 (3.106)

gilt. Dann ist der Leistungsentzug sogar maximal mit dem Betrag:

— 101 2
Pw (Oly,=0 A zpn=2: :§@|Eex| . (3.107)

Der passive Balken fungiert in diesem Fall wie ein optimaler breitbandiger Tilger. Doch ist die
Frage nicht einfach zu beantworten, welches Aktuatordesign zu dieser passiven Eigenschaft fihrt,
denn selbst wenn der Balken mit seiner Impedanz Z,,,, nicht angepasst ist, muss die
Aktuatorimpedanz (a?Z,; + Zy;) bereits im passiven Fall diese Fehlanpassung kompensieren:

(@®Zei + Zmi)opt =Z5 —Zma (3.108)

Bei einem optimalen, maximalen Leistungsentzug ist die Impedanz am Ankoppelpunkt

Zm,opt = Zs. (3.109)

Zm

Dabei sind dann die Schnelle

v (Eex)zn=z; = Bex "5 (3.110)
und die dortige Kraft
z;
Fo(Bx)lzn=z; = Eex " 57 (3.111)
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3.5.4. Maximaler Leistungsentzug am Balkenende (Impedanzanpassung)

Die von der Punktkraft F,, Gbertragene komplexe Leistung P(t) [Melcher, 2001] enthalt die reale
Wirkleistung Py, (t) und die imaginare Blindleistung P (t):

. 1 . 1 N 1 FgF, 1
P(O) = Pw(®) ) P(t) = 3 Fy v = 30 Vi Zn = 522 = 1 |Fy (3.112)

Bei nicht optimalem Aktuatordesign lasst sich eine optimale Leistungsabsorption nur durch eine
spezielle Aktivierung des Aktuators erreichen. Flr den Leistungsentzug gilt in Abhdngigkeit von
der Ansteuerung:

Py (Up) =5 Re{Fz(Uy) - v35(Up)} =

1 A% Zoi+ZmitZ 1 1 *
:_Re (_ex el miL'Zma agp;)_(fex _agp—) .
2 % Zei+Zmi+Zma+Zs ZmitZmatZs a2 Zoi+Zmit+Zma+Zs ZmitZmatZs

(3.113)
Umformuliert ergibt sich fir den Leistungsentzug:
( _ ZU U - Zs )
P it et 2]
Z
+aU,E, - = -
Uplex 2
— 1 (Zmi+Zma+Zs)(@? Zeit Zmi+Zma+Zs)
PW(QP) - ERe ) a*Zei+Zmi+Zma (3114)

_aggfex' L
(Zmi+Zma+Zs) (€% Zei+Zmi+Zma+Zs)
@ Zoi*+Zmi+Zma

+Eeer>§c '

2
\ |a’2Zei+Zmi+Zma+Zs| J

Es handelt sich hierbei um eine reellwertige Funktion mit einer komplexwertigen Variablen. Die
Funktion P, (U,) ist stetig differenzierbar, jedoch nicht holomorph, da sie aufgrund ihrer Reell-
wertigkeit den Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen nicht gentigt. Zur Berechnung der
optimalen Ansteuerung empfiehlt sich die Aufspaltung der komplexen Variable U, in zwei

reellwertige Variablen:
U, =:Up +jUy, (3.115)

wobei (U, U,') € R2. So entsteht das elliptische Paraboloid

() - (aty)’
|Zml+Zma+Zs| p |Zmi+Zma+zs|” ~
( ZsFex __ (a? Zeli’gmt"'gma)fex )(XU’
P (UL, U) = X Re (Zmi+Zma+Zs)(a?Zei+Zmi+Zma+Zs)  (Zmi+Zma+Zs) (a®Zei+Zmi+Zma+Zs) .
P 2 ( ZsFex (@?Zei+Zmi+Zma)Fex ) U’
(Zml+Zma+Zs)(aZZeL+Zml+Zma+Zs) (Zmi"’Zma"’Zs)*(azgei"'gmi"'Zma"'Zs) “
+Eeer*x ._a *ZeitZmitZma .
|@?Zei+Zmi+Zma+Zs|

(3.116)
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Es ist nach unten gedffnet und besitzt nur ein Extremum, nadmlich ein globales Maximum, da die
Determinante der Hesse-Matrix gréBer als null ist. Es gilt

%Py \ (0%°Pw _( 9?Py )2

(au{,2> <au;,’2> auauy) = 0 (3.117)
und zugleich:

9Py

( ,2> < 0 bzw. (3.118)

au},

9Py

(auz,’ﬂ) <0. (3.119)

Um dieses Maximum zu erreichen, ist die optimale Aktuatoransteuerung erforderlich:

. ZmitZmatZ ZmitZmatZ F,
U{J opt +]Uz’9’0pt = Upopt = ( = — S ST _5) n=E (3.120)
’ ! ! a*ZeitZmitZmatZs ZmatZma a

Sie sorgt am Ankoppelpunkt fir eine optimale Schnelle

V8 (Fox) U=y, 0pc = Fox * (3.121)

und flr eine optimale Kraft

Z
Fp(Eox)luy=uy ope = Eox " 5257 » (3.122)

wodurch der Piezoaktuator die perfekte Impedanzanpassung (Matched Impedance) aktiv
eingestellt:

Zin = Zmyopt = Z5. (3.123)

Das so eingestellte Leistungsmaximum besitzt den Wert:

NSy 101 2
Pw (®ly,=v,0p = §@|Eex| . (3.124)

Dieser Wert entspricht der vollstandigen Leistung, die der Balken durch die externe Anregung
aufnimmt. Die Dissipation erfolgt zu 100 %. Diese Gleichung sagt zudem aus, dass jegliche
strukturelle Dampfungen die Leistungsibertragung behindern.
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Abb. 3.5: Elliptisches Paraboloid des aktiven Leistungsentzugs an der Position des Shakers. Negative Leistungswerte
sind méglich, bedeuten aber ein Hinzufigen mechanischer Energie in die Balkenstruktur durch den
Piezoaktuator.

In einer graphischen Prinzipskizze lasst sich das grundsatzliche Verhalten des Leistungsentzugs in
Abhangigkeit von den aktiven Impedanzeinstellungen sehr gut erkennen. Aus Sicht des Shakers
besitzt der Balken eine mechanische Eingangsimpedanz, die sich aktiv durch den Piezoaktuator
verandern lasst:

Zn(Up) = Zna + Zni + @ Zeill 72 = Zna + Zns + & Ll

passiver
Anteil

(3.125)

a?Zeilp+Up
~—_——————

aktiver Anteil

Sobald der Piezoaktuator den Balken an die Impedanz des Shakers strukturdynamisch angepasst
hat, vereinfachen sich die Einstellwerte. Im Fall einer optimalen Leistungsabsorption ist keine
aktive MaBnahme mehr erforderlich, ggf. nur noch eine Vorzeichenumkehr aufgrund der Not-
wendigkeit einer konjugiert komplexen Impedanzanpassung.
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i DLR

Py (U,)

Pr =i L
Wmax — 8Re{ls}

|£ex|2 =

(=100%)

1 Re{a’Zei + Zimi + Zma)

3 Fef

2|Q2Z i + Zyi+ Zma + Z|

»Matched Impedance

EDissipierte
iEnergie

»Infinite

“
»Zero Z —0 Impedance U /Eex
“ Zm - - T
Impedance 1/ 0 ; Zp—> o Zp a
} >
Zuni+ Zna + 2 azze,—ﬂ.ﬁzm 0 o izmiz zuizasz Zimi Nema + Zs
T OPZ o+ Ly + B + s 3 @ Zy+ Zopi + Za + 2, Zma+ Zing @ Loi + Lo+ Zna + L -
Hinzugefiigte
Energie
- »
Py (U,)
= _1 1 IForl? »Matched Impedance”
Wmax = §Relz,] Lo ;
z:) I =Zs
Dissipierte
Energie
»Zero ) »Infinite
Impedance Impedance” U /Eex
Zn=20 Z, > =P o

0
0

>

Hinzugefugte
Energie

Abb. 3.6: Aktiver Leistungsentzug an der Ankoppelstelle des Shakers: Zwei-dimensionale Prinzipskizze der aktiven
Impedanzeinstellméglichkeiten. Oben: Einstellungen der Impedanzen bei nicht-angepasstem System, unten:
bei impedanzangepasstem System (Balken mit Aktuator).
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3.6. Momentenimpedanz statt Kraftimpedanz

Solange die Abmessungen nicht groBer als etwa ein Zehntel der Wellenldnge der auftretende
Biegeschwingung ist, entspricht Z einer Punkt- oder Kraftimpedanz. Ansonsten ist es physikalisch
naheliegend, fir die Anbringungsflache die Momentenimpedanz W einzufiihren [Cremer, Heckl,
1982],

m:

e =

. (3.126)

die dem Quotienten aus dem dort auftretenden dispersiven Moment M und der dort erzeugten
Winkelgeschwindigkeit w entspricht. Dabei ist allerdings zu beachten, dass W sich auch in den
Einheiten von der punktuellen Kraftimpedanz Z unterscheidet. Die Momentenimpedanz W besitzt
dort die Einheit i—gmz statt ks—g. Ahnlich den elektrischen Ersatzschaltbildern aus der Elektroakustik

[Zollner, Zwicker, 1993] und der Fluidmechanik [Tafel, Schaedel, 1969] liegt der Schritt zunachst
nahe, von einer Kraft-Spannungsanalogie auf eine Druck-Spannungsanalogie zu wechseln, um
die Strecken- bzw. Flachenlasten direkt in den Grundgleichungen mitfhren zu kénnen. Ange-
passt an die Modifikation wirde sich die Einheit der modifizierten Wandlerkonstante a,, ent-

e N N As Nm . . .
sprechend andern, namlich von 5= auf —- =A4s.In dem vorliegenden Fall liefe es jedoch auf

eine gemischte Darstellung hinaus, da sowohl Punktkrafte als auch ein- bzw. zweidimensional
wirkende Momente wirksam sind. Fur dynamische Falle ist es daher ratsam, zwei Aspekte ein-
flieBen zu lassen, dass namlich

EB, !B, Zm

Z, W/,

Zm/ﬂz

Abb. 3.7: Modifiziertes Schema des mechanischen Aufbaus (oben) und des dazugehdrigen elektrischen Ersatzschalt-
bildes (unten) des Balkens mit appliziertem piezoelektrischen Aktuator, wenn die Abmessungen des Piezo-
aktuators gréBer als ein Zehntel der Biegewellenldnge sind. An der Ankoppelstelle ist dann eine Momenten-
impedanz W vorzusehen. Dort treten das Moment M und die Winkelgeschwindigkeit w auf. Dement-
sprechend ersetzen Momentenimpedanzen die bisherigen Kraftimpedanzen.
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e die Ausdehnung des anregenden elektrischen Feldes im Piezoaktuator zwar ein- bzw.
zweidimensional ist, dessen Ansteuerung jedoch Uber die Elektroden punktuell erfolgt,

e und dass die in dem Klebebereich unendlich vielen Langskrafte, die das Moment M bewir-

ken, an den beiden Messstellen (am elektrischen Eingang bzw. Ausgang des Piezoaktu-
ators und in der Nahe des Balkenendes) zu punktuellen GréBen superponieren (z.B. U,

und Fp oder vg),

mit anderen Worten: eine null-dimensionale GréBe, wie U, bewirkt in einer Schaltung, in der
Piezowandler als Aktuator fungiert, ein- bzw. zweidimensionale ZwischengréBen, wie M oder w,
die ihrerseits wieder zu einer nulldimensionalen AusganggréB3e fihren (Fz oder vg) und
entsprechend umgekehrt, wenn der Piezowandler als Sensor dient.

Es wird daher empfohlen, bei der Gblichen Kraft-Spannungsanalogie zu bleiben, an der
Ankoppelstelle anstelle von %E, av und %g die GréBen %M, ayw und aizm vorzusehen und
M M

. Zmi Zmi . . W, : w.
anstelle der Kraftimpedanzen ;—"2” und 7’;“ mit den Momentenimpedanzen —a—;’” und % zu
M M

ersetzen.

Erfolgt die Anregung von Biegewellen durch die gleichzeitige Prasenz von Kraften Fz und
Momenten M,,, hilft die Admittanzmatrix Y weiter, denn sie erzeugen die BewegungsgréBen v,
und w gemal [Méser, et al., 2010]:

U1 _[Yi1 Y2 EB]
[6]=[n: wallw) (3127)
Y
. 1 m N . 1 S
Neben der Kraftadmittanz ¥;; = Z [N—s = E] und der Momentenadmittanz Y,, [N—ms = W]

treten mit ¥;, und Y,; zwei Kopplungstbertragungsfunktionen mit identischer Einheit auf

Nis = kng] Das Separieren von punktuellen und héherdimensionalen GréBen Gberfihrt die

Gleichung in die Form:

[I\Q/I] N ﬁ[%z _d_e_tl(lx) [1_%;] (3.128)

H

mit der Matrix H und ihren Elementen. Die Matrixelemente und die dazugehdérigen Einheiten sind
in Tabelle 3.1 aufgelistet. An einer Balkenstelle ist es also mdglich, eine durch eine Punktkraft Fg
bewirkte Biegewellenauslenkung durch ein geeignetes Moment M,, vollstandig zu unterdriicken.
Dabei ist jedoch zu beachten, dass exponentiell abklingende Nahfelder tbrigbleiben kénnen,
durch die keine mechanische Leistung tbertragen wird, denn fir von dem Piezoaktuator
Ubertragene Leistung gilt:

P =3 Re{M, - w5} = My [*Re{Wony). (3.129)
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Matrixelement: Einheit:
-y 5]
YT Y, m
Y.
1y
Hy, = T [m]
pEY)
b = det(Y) [ 1 ]
112 — X12 NZSZ
1
Hy; = Y [Ns]
pEY)

Tabelle 3.1: Auflistung der Matrixelemente von H
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3.7. Balken mit strukturintegriertem Piezoaktuator

Ist der Piezoaktuator multifunktional ausgelegt, Gbernimmt er lasttragende Aufgaben. Er tragt
auch im passiven Betrieb zur Steifigkeit des Balkens bei und gilt nunmehr als strukturintegriert.
Seine Krafttbertragung auf die ihn umgebende Struktur des Kragbalkens erfolgt Gber alle,
raumlich angeordneten Kontaktflachen. An diesen Kontaktflachen weisen jedoch sowohl der
Piezoaktuator als auch der Kragbalken gleiche Dehnungen auf, so dass der Piezoaktuator und der
Kragbalken nach wie vor mechanisch parallel zueinander angeordnet sind. Im zugehdrigen
elektrischen Ersatzschaltbild sind die mechanischen Impedanzen Z,,; und Z,,,, daher seriell
geschaltet. Bei einer Anregung durch den Piezoaktuator wirken die Schwingungen des Krag-
balkens auf den strukturintegrierten Aktuator zuriick, da er sich im direkten Kraftfluss der
mechanischen Struktur befindet. Der Piezoaktuator gilt als perfekt kraftflusskonform, wenn er bei
kurzgeschlossenen Elektroden statisch und dynamisch die identischen mechanischen Eigen-
schaften der passiven Strukturkomponente besitzt, fir die er ausgetauscht wurde. Bei offenen
Elektroden bewirkt der piezoelektrische Effekt eine zusatzliche dispersive Versteifung des Krag-
balkens. Der unmittelbar vor dem Balkenende angekoppelte Shaker besitzt die mechanische Ein-
gangsimpedanz Z,, die ebenfalls dispersiv anzusetzen ist. Im Gegensatz zu der Schaltung, die fur
den Ankoppelpunkt des Piezoaktuators vorgesehen ist, entspricht die mechanische Impedanz Z,,
der Eingangsimpedanz des Balkens aus Sicht des externen Shakers. An dessen Ankoppelpunkt
gibt es drei MessgréBen, die von der externen Einzelkraft F,, und der elektrischen Spannung U,

des Piezoaktuators abhdngen:
e die Schnelle vg:

1 1

E =FE,- —al, ————— 1
25 (Eex Up) = B Pt it nat sy P Tyt (3.130)
e die Kraft Fg:
a*Zoi+ZmitZma Zs
Ep(Bex: Up) = Eox ot mitimate T ¢ Tt et (3131
e und die daraus sich bildende mechanische Eingangsimpedanz Z,, gemal3
27 . .
Fox (@*Zei+Zmi+Zma)+alU Z5(@ Zei*ZmitZma+Zs)
Zn (B, Uy) = £ = —ZmitZmatis (3.132)
=mi=exr=p/) g (€?Zo+Z i+ Zma+Zs) :

Fex = *Zma+zs

des Kragbalkens bzw. die Ortsverteilung der beteiligten GréBen nicht beriicksichtigt sind, ergeben
sich an dem Ankoppelpunkt bzw. an den Ankoppelflachen des strukturintegrierten
Piezoaktuators die Schnelle

1 1
V(Fox, Up) = By - —al, ————.
9o Up) = Eox @?Zoi+ZmitZma+Zs T ZmitZma+Zs

(3.133)
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| Z Z=/0Lz ) | Zm o?

Abb. 3.8: Schema des mechanischen Aufbaus (oben) und dazugehériges elektrisches Ersatzschaltbild (unten) des Bal-
kens mit einem strukturintegrierten piezoelektrischen Aktuator. Die mechanischen Komponenten Z,,; und
Zma Sind exemplarisch als Ein-Freiheitsgradsysteme dargestellt. Die Analogie des Ankoppelpunkts und der
Messpunkte sind gestrichelt gekennzeichnet. Die Vorzeichenkonvention richtet sich nach der primdren
Stérquelle.

GemaB des hier angefuhrten elektrischen Ersatzschaltbildes, in dem die modalen Eigenformen
Sie entspricht dem Strom in der Analogieschaltung

a? a?

Q2 Zei+Zmi+Zma+Zs P  ZmitZma+Zs

a-g=a-y(1)+a-y(2)=% (3.134)

Fur die Kraft ergibt sich

A Zoit+Zmi Zma+Z
F(E,U,) = F,y === +al, ————— 3.135
_(_ex' _p) =X a2Zoi+ZmitZma+Zs P Zmi+Zma+Zs ( )

bzw. in der Analogie die entsprechende Spannung

E_fw  Fo) _ Fex, a*Zei+Zmi . ZmatZs
a a a a  a?Zei+Zmi+Zma+Zs P  ZmitZma+Zs

(3.136)

Bei vollstandigem Betrieb ist die mechanische Impedanz Z am Ankoppelpunkt

2, . . __ZmatZs 2, . .
Z(F U ) _F_ Fox(a Zel"'Zml)“'a'Qp _Z—mi+Zma+Zs(a Zeoi+Zmi+Zma+Zs) (3 137)
=\ =pS Ty Fox—aUpy—r——r (02 Zoi+ Zimi+ Zma+Zs) '

- P Zmi+Zma+Zs ==

bzw. in elektrischer Form in der Analogieschaltung

Eex(,2, . . . Zma+Zs 2,5 )
_ Fla 1 a (“ Zel"'gml)"'gp Zmi"'Zma"'ZS(a Zel"'Zml"'Zma"'Zs) 21328
T av Fex 1 ’ ( - )

2 . 27 . .
@ « Up Zmi‘*Zma(a Zet"’Zml"‘Zma"‘Zs)

(IS
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3.8. Modaler Impedanzformalismus

Mechanische Impedanzen, die sich wie Z,,, oder Z,,; auf flexible, schwingungsfahige Strukturen
beziehen, lassen sich auch modal formulieren. Dadurch erfolgt eine Konzentration auf die
Eigenfrequenzen und es ermoglicht die Berticksichtigung der Verhaltnisse an einer beliebiger
Ankoppelstelle, fur die z.B. eine Impedanz anzugeben ist. Unabdingbar fiir die modale
Modellierung sind die Kenntnis der Eigenformen und die Einfihrung generalisierter Parameter.

Bei dem modalen Impedanzformalismus [Melcher, 2001] sind die Eigenformen ¢; einer Struktur

als linear unabhangige Eigenvektoren in der Modalmatrix @ spaltenweise zusammengefasst. Bei
N Schwingungsmoden ergibt sich die quadratische spaltenregulare Matrix

P=[p1 ¢z - b o Pul (3.139)

Der Kehrwert der spektralen Impedanz Z(s), die Admittanz Y (s), ist die strukturdynamische
Ubertragungsfunktion, bei der die L Krafte die EingangsgréBen und die K Sensoren die Schnellen
ausgangsseitig erfassen:

Vi(s Fi(s
PO e - we] [P9)
_2: — : : . |—2: | (3.140)
N =Z(S)ECKXL ——
=K(s)ECKX1 =£(S)E(CLX1
Die Admittanz-Matrix Y (s) lasst sich physikalisch formulieren gemaf
Y(s)=V(s) - E7'(s) (3.141)

(dabei ist F~1(s) die Pseudoinverse von F(s)) und ggf. modal umzuschreiben zu, wenn N < K
gilt:

Y(s) = & - diag|Y;(s)]- @7 mit (3.142)

diaglYi(s)]| = @T-Z71(s)- @ (3.143)
oder auch

Y(s) = XL, Yi(s) - i, (3.144)

wobei fUr die i-te Schwingungsmode gilt:

1 .
N _ /Mi S
Mis2+Dis+K; 242w Bis+wl ;]

Yi(s) = (3.145)

Es sind wy ; die i-te Kreiseigenfrequenz, B; das i-te Lehrsche DampfungsmaB und M; das i-te
Element der generalisierten, quadratischen N x N-Massenmatrix M, die aus der Diagonalisierung
der physikalischen K x K -Massenmatrix m herrhrt:
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M=0T -m- &. (3.146)
Zudem gilt unter Annahme der Bequemlichkeitshypothese

D=oT-d- & und (3.147)

K=o k- . (3.148)

Fur die Matrixelemente der Matrix Y (s) gilt mit k € [1,K] und [ € [1, L]:

Y (s) = XL Yi(s) - pucu- (3.149)

=Y iri(s)

Hieraus ergibt sich die Ortsabhangigkeit, denn ¢, ist der Eigenformfaktor ftr die Schnelle der
i-ten Eigenform durch den k -ten Schnellesensor an dessen Position und ¢;; ist der Eigenform-
faktor fur die Kraftanregung der i-ten Eigenform durch die [-te Kraftanregung an deren Position.

Die Multi-Input-Multi-Output-Variante der Impedanz fihrt zur Impedanzmatrix Z(s), fur die gilt:

[5(5)] [ - zee)] 2]

o ' ZZ:(S) bzw. (3.150)
i) 12 - 2Oy o))

=F(s)eCLx1 =Z(s)eC =E@F&1

Z(s) =Y (s) =E(s)-V7(s). (3.151)

Die modale Beschreibung der Impedanz Z(s) € C¥*N beansprucht die Modalmatrix @, denn es
gilt

Z(s) = [¢ - diag[t,(s)] - 7] "

= (@7)1 - diag[¥i(s)] " - &1
= (@7)™' - diag|Z;(s)] - 7! (3.152)
mit den Termen fir die i Schwingungsmoden:

2
MiSZ+DiS+Ki 1 52+2(‘)O,iﬂi5+w0,i
M;

Z;(s) = (3.153)

Die Matrixelemente der physikalischen Impedanzmatrix Z(s) haben in der modalen Form die
Elemente:

Zlk(s)z i= 1_1(5)(¢1 ) l 1_1(5) (¢Ll¢1k) ! (3.154)

=:Zj(s)
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mitl € [1,L] und k € [1,K].

Bezogen auf die mechanische Eingangsimpedanz des Kragbalkens Z,,,, zeigt sich die

Ortsabhangigkeit durch ihre modale Formulierung:

Zmar(s) am Ankoppelpunkt bei F
Zma(s) = (1) - diag[Zgi()] @7 =i] Zmara(s)  am Ankoppelpunkt bei Fy
Zmamp(s) am Ort der Impulshammeranr.

Bei der I-ten Krafteinleitung und dem k-ten Sensor besitzt die Impedanz Z,,,, den Wert

Zmae(s) = Xil1 Zma,i(s) " (D) ™"

Am Ort der Shakeranregung hat der Balken also die Eingangsimpedanz
Zima,re(S) = XiL1 Zma,i(s) * (PirpPiw) ™"

und an der Ankoppelstelle des Piezoaktuators die Impedanz
Znar($) = X1 Zimai (Dirdin) ™"

Messungen mit dem Impulshammer fiihren ggf. zu einer Ubertragungsimpedanz

-1
Zma,]mp (s) = lev=1 Zma,i ’ (‘.bilmpd)ivB) .
Dabei gilt fur die i Schwingungsmoden

2
Mma,iS“+Dma,iS+Kma,i

Zma,i(s) = S

mit

und Dy =@T “dpg - @

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)
(3.162)

(3.163)

Die Eigenvektorelemente am Ort der Shakeranregung fir die Kraft und die dortige Schnelle sind
¢;rp Und ¢;,5, Wogegen die Eigenvektorelemente am Ort des Piezoaktuators ¢;r und ¢, sind.

Die Eingangsimpedanz des Kragbalkens an der Position des Piezoaktuators verandert sich gegen-
Uber der Impedanz an der Shakerposition lediglich durch die Eigenvektorkomponenten. Bis zum

ersten Schwingungsmode gilt beispielsweise die Impedanzrelation:

7 _ $1re P18
Zma,F — b1 Zma,FB»
1,F l1’1,1}

(3.164)
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Z '/0’..2 x\.\ .
o = " 2 .
!mi m! “~ (1! ol N a‘!B
° . ¢

Abb. 3.9: Schema des mechanischen Aufbaus (oben) und dazugehériges elektrisches Ersatzschaltbild (unten) des
Balkens mit einem strukturintegrierten piezoelektrischen Aktuator. Die mechanische Impedanz Z,,, ist hier
modal dargestellt. An den Ankoppelpunkten wirken die jeweiligen Eigenvektorkomponenten.
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3.9. Bestimmung der Parameter der elektrischen Ersatzschaltung

Mit der Annahme, dass der Piezowandler punktuell zu betrachten ist, seine Abmessungen also
klein zur Biegewellenlange sind, liefern die nachfolgenden Spezialfdlle die Grundlage fur die
Bestimmung der Schaltungsparameter. Dazu erfolgt eine Variantion der Randbedingungen derart,
dass sich die relevanten Paramater separieren und dadurch identifizieren lassen.

3.9.1. Aufbau: Piezoaktuator ist freiliegend, nicht appliziert

Sobald der Piezowandler frei liegt oder hangt, wirken keine duBBeren Krafte auf ihn (F = 0). Bis
auf die duBere isolierende Verkapselung sind keine fixierenden Randbedingungen vorgegeben.
Allerdings kénnen diese Isolationsschichten durchaus fir Dampfungsverluste und Ruckwirkungs-
krafte sorgen. Fur die Leitungs- und Relaxationsverluste sind die Widerstdnde Ry, und R4
vorgesehen. Gemal dieses sog. Guan-Modells [Guan, Liao, 2004] ergibt sich fur die Modell-
erweiterung die innere elektrische Impedanz

1
1 ) _ Rpar(RseT+m> _ Rpar(1+jo CpRser)

Z.i =R (R + - = =— : 3.165
Lei par“ ser T jw ¢, RpaT+Rser+ﬁ 1+jw Cp(Rpar+Rser) (- )
Sobald die mechanischen Eigenschaften des piezoelek- Zu o
trischen Aktuators (oder Sensors) in der mechanischen b O Yomi
Impedanz Z,,; zusammengefasst sind, lassen auch sie e
sich in das elektrische Modell als elektrische Impedanz o
gp RF
Zmi _ . My A, 1 kg c,
2 = Jo a"2”+ﬁ+jj - (3.166) }
N——r N N *
=:Lg =Ry =:1/Cs
z
=R, +j- (a) L.— L) Abb. 3.10: Elektrisches Ersatzschaltbild eines frei
s 5w hédngenden Piezoaktuators.

mit den elektrischen Parametern Lg, C, und Ry integrieren. Fir die elektrische Eingangsimpedanz
Z, ergibt sich aus der Schaltung:

Z, = Z,|| Bt = ZevZmt (3.167)

a?  a?Zy+Zmi

Aufgrund der beiden Kapazitaten in der Schaltung ergibt sich aus der Realteilmessung von Z, zu
kleinen Frequenzen hin den parallelen Widerstand:

gri_r)% Z, = grz_r);% Re{Z.} = Ryar- (3.168)

Zu groB3en Frequenzen hingegen ergibt sich der Widerstand:
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Lim Re{Z,} = Rpar |Rser = Zparser _ R ss, (3.169)

RpartRser

woraus sich der serielle Widerstand Rg,,- ermitteln Idsst gemal:

Ryer = - 22 ppst (3.170)

Rpar_Rppss

Die fr Z, maBgeblichen Parameter sind jedoch die Komponenten: €, Lg, Cs und R;. Diese vier
GroéBen sind aus einer einzigen Z,-Messung eindeutig bestimmbar durch die folgenden vier
Zusammenhange:

e Bei der seriellen Resonanzfrequenz

1 1

fs = EE (3.]7])
hat der Realteil der Admittanz Y, das Maximum
MY := Max[Re{Y,}] = Re{Y,}|._, = Re {i} == (3.172)
f=fs Ze f=fs Rs
e Bei der parallelen Resonanzfrequenz
_ 1 [2(Cp+Cs)Ls—CpCsRE
fo = 271'\/ 2C,CsL2 (3.173)
e hat der Realteil der Impedanz Z, das Maximum
1 4CgL%
MZ = Max[Re{Z.}| = Re{Z.}| ._ P (3174)
Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich eindeutige Werte fur die zu identifizierenden
Parameter:
Ry=—, (3.175)
1
Cp = W\/}?RS + f,2(Rs — MZ) + JMZ (FH(MZ — Ry) + fRs), (3.176)
1+ [Leam2CERE (12-13)
Ls=—=Swom (3.177)
1
(3.178)

S gnm? fiLs’
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Abb. 3.11: Typischer Verlauf der elektrischen Impedanz, Betrag: oben links; Phase: oben rechts, Realteil: unten links;
Realteil der Admittanz: unten rechts. Die senkrechten Linien kennzeichnen die beiden Resonanzfrequenzen:
blau: f;; rot: f,. In diesem Beispiel sind die Werte der elektrischen Parameter: Cp=3,7445* 10 F, Rser=0 Q,
Rpar-> 00 2 Cs=4,2812*107° F, Rs=56500 €, Ls=50548,5 H.

Zu beachten ist allerdings, dass diese vier Werte sich durchaus deutlich von denen unterscheiden
kénnen, die sich bei einem applizierten oder strukturintegrierten Piezoaktuator ergeben.

Typischerweise zeigt sich in der Nahe der Resonanzfrequenz von Z—"Z” ein S-Schlag im Spektrum
a
des Betrags |Z,|. In der Literatur wird leider nicht selten irrtimlicherweise angenommen, dass das

Minimum des S-Schlags bei der seriellen Resonanzfrequenz f; und das Maximum bei der paral-
lelen Resonanz f, lagen. Dem ist jedoch nicht so, wenn die Dampfung groB ist, wie man in der

Graphik leicht erkennen kann. Nur bei geringen Dampfungen ist eine Naherungsangabe sinnvoll:

fo~f /1 +§—: . (3.179)

Die serielle Resonanzfrequenz f; entspricht exakt der ersten Eigenfrequenz f m: der
mechanischen Komponente, reprasentiert durch Z,,;:

1 Kmi
fs = fomi = 5 /mmi- (3.180)
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3.9.2. Aufbau: Kragbalken ohne appliziertem Piezoaktuator

In der Nahe des freien Balkenendes besitzt der Balken die messbare mechanische Impedanz

I =

5 &

. 1
=Zma =Jj@ Mma + dma + 55 kma (3.181)

wenn der Piezoaktuator noch nicht appliziert ist. Bei einem mechanischen System mit nur einem
Freiheitsgrad hat der Betrag sein Minimum bei der Resonanzfrequenz

1 Kma
fo=5 /H (3.182)

Im tieffrequenten Bereich fallt die Betragskurve aufgrund der Steifigkeit hyperbelférmig ab, im
hoéherfrequenten Bereich steigt die Kurve wegen der trdgen Masse fast linear an. Je nach Anwen-
dung bieten sich unterschiedliche Verfahren zur Bestimmung der Parameter m,,4, kmq UNd dppg
an. Dabei kann die dynamische Kraftanregung Fg durch einen Shaker oder einem Impulshammer
erfolgen. Die MessgroBen sind die anregende Kraft Fz und die BewegungsgroBen vy bzw. wg.

a) Spektrale Parameteridentifikation:

Exakt bei der Resonanzfrequenz f;, hat der Betrag der Impedanz Z,,, den Wert d,,.4:

|Zmal Ama- (3.183)

f=fo

Die anderen beiden Parameter k,,, und m,,, lassen sich aus den Verlaufen der dynamischen
Steifigkeit K,,,, und der freien effektiven Masse M,,,, gemaf

=S+ Zpng und (3.184)

Kna

=2+ Zma (3.185)

Mina

ablesen. Sie erhalt man aus den Grenzwertbetrachtungen:

|5ma||f=0 = kpq bzw. (3.186)
}ETZ}O |Moma| = Mima- (3.187)
= ) —
\ |
il R —
|
/‘F

b 65.625 200 o 65625 200
Frequenz [ [Hz] Frequenz f[Hz]

Abb. 3.12: Typischer Verlauf der mechanischen Impedanz Z,,, am Ankoppelpunkt des Shakers (links: Betrag, rechts:
Phase). Die mechanischen Parameter sind in diesem Beispiel:
Mg = 0.0405855 kg; King = 6900.32°2; dyng = 1kg/s.
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b) An f, angepasste Parameteridentifikation:

Eine messtechnisch geeignetere Identifikationsmethode wendet das Wissen an, dass das Verhalt-
nis von Steifigkeit und mitschwingender Masse die Resonanzfrequenz f,, bestimmt (siehe oben).
Eingesetzt in die analytische Gleichung fir den Betrag der mechanischen Impedanz, ergibt sich

eine Funktion

|Zma(f)| = \/drzna + (27Tf "Minag — % krna)2 = drzna + (an)z (1 - (%)2)2 mrzna ’ (3-188)

die mit einem numerischen Curve-Fit-Verfahren den optimalen Wert fir m,,, identifiziert. Der
Steifigkeitsparameter k,,,, ergibt sich nachfolgend aus der Beziehung mit der Resonanzfrequenz:

kma = (Zﬂfo)z "Mma- (3.189)

Bei diesem Verfahren bleibt sichergestellt, dass die Werte um die Resonanzfrequenz herum
optimal angepasst sind.

60000
180+
E —
Py <
o T 90-
<
6900.32
0 0 ‘
0 65.625 200 0 65.625 200
Frequenz f[Hz] Frequenz f[Hz]
0
0.5
E = -90
-l E |
T s
fm 1Y
0.0405853* | -180
0 65.625 200

0 65.625 200
Frequenz f[Hz]

Frequenz f[Hz]

Abb. 3.13: Der Verlauf der dynamischen Steifigkeit K;q = s+ Zma (Obere Zeile: Betrag und Phase) ergibt
ke = 6900.32 ’;—f. Der Verlauf der freien effektiven Masse M, = i Zma (untere Zeile: Betrag und Phase)
ergibt mpy,, = 0.0405855 kg.
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c¢) Statisches Identifikationsverfahren:

Die Messung der statischen Auslenkung wg exakt an der Stelle des Kragbalkens, fur die die Impe-
danz Z,,, definiert ist, fihrt zu den Werten

sz
shFo (3.190)

wg (Xpp) =

Die dafur erforderliche Kraft ist die statische Querkraft Fg. Flr die statische Steifigkeit k., ergibt
sich somit der Wert

k,, = 8Gre) _3Ely (3.191)

wp(xpp) x3g

Voraussetzung fur dieses Verfahren ist die Kenntnis des Elastizitdtsmoduls E und des Flachentrag-
heitsmoments 1,,.
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3.9.3. Aufbau zur Messung der mechanischen Eingangsimpedanz des Shakers

Der Shaker ist kein rtckwirkungsfreies Tauchspulsystem, dass beliebig groBe dynamische Krafte
auf eine mechanische Struktur austiben kann. Ruckwirkungen sind zu erwarten, wenn die dyna-
mische Steifigkeit des Shakers deutlich geringer ist als die der angeregten Struktur. In einem elek-
trischen Ersatzschaltbild ist dieser Aspekt modellierbar mithilfe der Impedanz Zs. Sie ist die
mechanische Eingangsimpedanz des Shakers aus Sicht des Balkens und macht sich durchaus be-
merkbar, wenn der Balken noch weitere Anregungen erfahrt, die sich ebenfalls am Ankoppel-
punkt des Shakers auswirken.

Am einfachsten lasst sich dieser Sachverhalt an einem vereinfachten Ersatzschaltbild erkennen
[Melcher, 2001], bei dem die primare Balkenstruktur samt Piezoaktuator durch die mechanische
Impedanz Z,,, und die piezoelektrische Kraftgenerierung durch

Ei=a- U, (3.192)

reprasentiert sind. F, ist also diejenige mechanische Kraft, die der elektrische Kondensator durch
den Piezoeffekt auf seine eigenen mechanischen Komponenten in Z,,,; ausubt. Sie ist daher auch
Bestandteil der mechanischen Kraft F, die zwischen den beiden mechanischen Impedanzen Z,,;
und Z,,, an deren Kontaktstelle wirkt. Fir einen unbelasteten piezoelektrischen Aktuator gilt das
Kraftgesetz

F=a Uy=Zniv=F—Znv (3.193)
und das Bewegungsgesetz

L=—U,—a-v (3.194)

T o
| Z |Z-/a2

Abb. 3.14: Kragbalken und Ersatzschaltbild fir den Ankoppelpunkt des Shakers. Die Shakeranregung erfolgt (iber
dessen mechanischer Impedanz Z.

;m ('X.z
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In dem vereinfachten Ersatzschaltbild bleiben weiter- Z, Vg Z
hin die Shakerimpedanz durch Zg und dessen Kraft-
ausUbung durch E,, reprasentiert. Direkt am
Ankoppelpunkt des Shakers sind die Schnelle vz und
die Kraft Fz messbar. Gemeinsam fihren sie zur

mechanischen Impedanz am Ankoppelpunkt:

<

Zy: =

(o1]

(3.195)

5 I

Abb. 3.15: Elektrisches Ersatzschaltbild fiir eine
Sind beide Quellen aktiv, ergeben sich mit der hier mech. Struktur mit der Impedanz Z,,

. . . bezogen auf den Ankoppelpunkt des
gewa.\hlten Vorzeichenkonvention am Ankoppelpunkt Shakers mit der Impedanz Z,.
far die Schnelle

— (Ex — B (3.196)
Zm+*Zs

fur die Kraft

Z Z
B = ;2 + 2 b (3.197)
und flr die Impedanz:
Zy==g B B gy B g (3.198)

Ist nur der Shaker durch E,, # 0 A E, = 0 aktiv, entspricht die Impedanz am Ankoppelpunkt der
Impedanz der mechanischen Struktur:

—B|fex¢0A pymo = D (3.199)
Bleibt der Shaker jedoch passiv und die anderweitige Anregungsquelle ist aktiv, entspricht die
Impedanz am Ankoppelpunkt der negativen Eingangsimpedanz des Shakers:
=—Z.. (3.200)

ZB|Eex=O/\ Fp#0
Das negative Vorzeichen rihrt aus der gewahlten Stromrichtung von vg in dem Ersatzschaltbild.

Die mechanische Impedanz Z; 13sst sich messtechnisch also dadurch bestimmen, dass der Piezo-
aktuator den Balken zu Schwingungen anregt und der Shaker dabei passiv bleibt. Die Charakte-
ristik des Balkens hat bei der Messung von Zg keinen Einfluss auf das Ergebnis, auch wenn sie
eine Vielzahl von Schwingungsmoden aufweist, jedoch aber alle mechanischen Adapterstiicke
zwischen einem Impedanzsensor und dem Shaker, wie z.B. die St6Bel. Aufgrund deren hoher
Steifigkeit wirken sie meist wie zusatzliche, parallel geschaltete Massen.
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3.9.4. Aufbau: Piezoaktuator auf unendlich steifem Untergrund

Sobald der Piezoaktuator auf einem unendlich steifen,
nicht schwingungsfahigem Untergrund appliziert ist,
reduziert sich das elektrische Ersatzschaltbild lediglich

auf die Impedanzen Z,; und Z;i. Ein derartiger Unter-

grund lasst sich bereits durch den Balken realisieren, auf
dem der Piezoaktuator aufgeklebt ist. Dazu muss der
Balken beidseitig fest eingespannt sein mit etwa der
Lange des Aktuators. Die Bedingung der unendlich
hohen Steifigkeit ist allerdings nur bis zur ersten Biege-
eigenfrequenz ansatzweise gegeben. In dem vorliegen-
den Fall liegt die erste Biegeeigenfrequenz bereits Uber
2600 Hz. Bis 2000 Hz sollte man das reduzierte Ersatz-
schaltbild als Modell daher annehmen durfen, wobei
die Klebeschicht zur Impedanz % einbezogen ist. Im

Gegensatz zu dem freiliegenden, nicht applizierten Fall
(siehe 3.9.1) entspricht sie nun exakt derjenigen, die

. . .y . . Abb. 3.16: Oben: beidseitig festgek t
auch beim Kragbalken vorliegt. Fur die elektrische Ein- o DETisely TS e emmer

Balken mit appl. Piezoaktuator;

gangsimpedanz des Piezoaktuators gilt dann nur noch: Unten: zugehériges Ersatzschaltbild.
— Zmi . Zei'Zmi
Z, = Zoi|| 5 = Pzt (3.201)

Bei bekannter Impedanz Z,; und mit der gemessenen Impedanz Z,, ergibt sich somit die

Impedanz:
Zmi — ZeZei
= et (3.202)

Ist die Wandlerkonstante a bekannt, liegt die mechanische Impedanz Z,,,; vollstandig separat vor.
Sie ist bei diesem Aufbau der mechanische Teil der mechanischen Eingangsimpedanz des Piezo-
aktuators aus Sicht des Balkens. Der andere Teil der mechanischen Eingangsimpedanz des
Piezoaktuators ist die mechanische Impedanz a?Z,;, die der elektrische Kondensator C,, bewirkt.

Die Schnelle v entspricht bei diesem Aufbau derjenigen Schnelle, mit der sich der Balken und die
untere Seite der Klebeschicht an der Anbringungsstelle bewegt. Da der Aktuator bei diesem
Aufbau durch den unendlich steifen Untergrund einseitig festgeklemmt ist, verschwindet sie:

v=0. (3.203)

Dagegen entspricht die Normalkraft F

Z
F=aU, —22 (3.204)

ZmitZma
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nun der Blockierkraft Fg;c des Aktuators:

Fgioer = _lim F = a U, (3.205)

Sie ist die maximale Kraft, die der Piezoaktuator auf eine Struktur, auf die er appliziert ist,
austben kann.

Die Impedanz Z strebt dabei — vorzeichenbedingt — gegen minus unendlich

Z:

I= 1=

- —oo, (3.206)

da sie den unendlich steifen Untergrund charakterisiert. Fir den Strom, der durch den Aktuator
flieBt, gilt

u A% Zoi+Zmi
L(Up) =3 =7 Up. (3.207)

Zei'Zmi

Umgekehrt, wenn eine externe Kraft F (z.B. durch einen Impulshammer generiert) auf den
Balken wirkt, ergibt sich die piezosensorische Spannung Qp(ﬁ) gemaR der Schaltung:

F._Zei _E, a?Zei
U(E) =3 Tyiey =0 @mrzon (3.208)
Durch den Piezosensor flieBt dann der Strom
a? F
L(F)=7—% (3.209)
Der Strom lasst sich auch in Abhangigkeit von der Schnelle v ausdriicken. Durch die
Stromaufteilung ergibt sich:
2 . .
I(v) = -2 Em. gy, (3.210)

a?Ze; -
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3.9.5. Aufbau: Kragbalken mit Piezoaktuator zur Bestimmung der Wandlerkonstanten «
uber die Modellparameter

Zur vollstandigen Bestimmung der Schaltungsparameter

ist die Identifikation der WandlergréBe a unerlasslich. &"’%ﬂ
Grundsatzlich gibt es mehrere Methoden der Wert der X
WandlergroBe zu bestimmen. Ein vielversprechender ° - N |_'d:
. . . e : Mo, E=c, ==
Weg ist der Vergleich der identifizierten elektrischen o K o
Parameter Lg, Cs und Ry aus der Messung der elektri- —|Z,
schen Impedanz Z, mit den identifizierten mechanischen Cr
Parametern m, k und d aus der Messung der mechani- o
schen Impedanz Z,,,, wenn der Piezoaktuator auf dem 7
Kragbalken kurzgeschlossen ist. =
Abb. 3.17: Ersatzschaltbild des Kragbalkens mit
FUr die gemessene elektrischen Impedanz Z, ergibt sich appl. Piezoaktuator fur die Messung
ohne eine externe Krafteinwirkung (Fz = 0) der elektrischen Impedanz Z,.
Zmi+Z, Zei(ZmitZ
Zo = Zi| 2mitme = Zetlnitlns), 3.211)
T Zmi+gma
Aus ihrem Verlauf lassen sich die elektrischen Parameter
. m=a3L, k=g—z d=a’R,
o Kapazitat C,, :
e Induktivitat Lg,
e Kapazitat C; und
e ohmscher Widerstand Ry
ermitteln Abb. 3.18: Ersatzschaltbild des Kragbalkens
' mit appliziertem, aber kurzge-
Die Messung der mechanischen Impedanz Z,, liefert bei schlossenem Piezoaktuator fur
. _ i . die Messung der mechanischen
kurzgeschlossenem Piezoaktuator direkt die mechanischen Impedanz Z,,.
Parameter, denn die Wandlerkonstante a tritt bei dieser
Messung nicht in Erscheinung:
I =2 =7+ Zma = jw-m+d+—-k. (3.212)
= vg = jo

Dabei superponieren die Parameter der beiden Impedanzen Z,,; und Z,,,, zu:

m = Mpy; + Myq, (3.213)
k = ki + kg, und (3.214)
d =dpi + dna. (3.215)
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Bei der elektrischen Messung werden sie als ZinitZma
Induktivitat Ly, Kapazitat C; und ohmscher
Widerstand R, identifiziert:

m=a?L, k:-g—2 d=o’R]

m 2
LS = ?’ (3216) Otz;ei ::cp:%p
a?
Cs :7und (3217)

Abb. 3.19: Ersatzschaltbild des Kragbalkens mit
R, =—. (3.218) appliziertem Piezoaktuator fiir die
Messung der mechanischen Impedanz
Da sich die Dampfungswerte (R; bzw. d) meist nur Z-mit offenen elekt. Kontakten.
ungenau bestimmen lassen, ist die Identifikation von

a nur aus den beiden Gleichungen

o= \/LE haw. (3.219)
a=+kCs (3.220)

empfehlenswert. Beide Gleichungen sollten zu nahezu gleichen Werten fur a fthren.

Zu einem verkirzenden Verfahren fuhrt der Vergleich der jeweiligen mechanischen Impedanz Z,,
bei kurzgeschlossenem und bei offenem Piezoaktuator. Das Offnen der elektrischen Anschliisse
erfordert die Berlcksichtigung der inneren elektrischen Impedanz

1
Zei = m, (3.22])
wobei C,, die elektrische Kapazitat des Piezoaktuators ist. Sie bewirkt eine ausschlieBliche additive
Komponente der Steifigkeit um den Betrag

kp =5 (3.222)
denn es gilt fir die Impedanz Z,,, bei offenen Piezokontakten:
I =B = Zoni + Zoma + 022y = jo - m+d +—- (k + k). (3.223)
;] jw

Die Masse m und die Dampfung d sollten unverandert bleiben. Allerdings verschiebt sich die
Eigenfrequenz bei offenen Elektroden zu dem vergréBerten Wert

1 |k+ky

m
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Die Eigenfrequenzverschiebung erfolgt also um den Betrag

Afy:= fO,offen - fo,geschlossen = ﬁ (\/ k + kp - \/F) (3.225)

Sind die elektrische Kapazitat des Piezokondensators und die Steifigkeitsanderung bekannt, lasst
sich direkt die Wandlerkonstante a ermitteln, denn es gilt:

a=./k, C, (3.226)

[a] =2 =22 (3.227)

Der Zusammenhang zwischen der Wandlerkonstanten @ und den piezoelektrischen Koeffizienten
d;; zeigt sich aus deren Eigenschaft, dass diese auch die piezoelektrischen Verzerrungskoeffizien-
ten sind. Sie geben an, inwieweit eine Verzerrung des Kristallgitters aufgrund eines angelegten
elektrischen Feldes erfolgt:

_ 9D _ 95
U =57, = o5, (3.228)
mit den Laufvariablen i € [1,3] und j € [1,6]. So gesehen sind die piezoelektrischen Koeffizienten
d;;j Materialkonstanten 2. Ordnung, namlich als die partiellen Ableitungen 2. Ordnung des ent-
sprechenden thermodynamischen Potenzials. Makroskopisch ergibt sich die piezoelektrische
Ladungskonstante d3; auch aus der Wandlerkonstanten a, deren Wert sind dandert, sobald der

Piezoaktuator appliziert ist:

a
dz; =—.
31 kpp

(3.229)

Hier ist kpp diejenige ortsabhdngige Steifigkeit, gegen die der Piezoakuator agiert. Fir den vorlie-
genden Fall des Kragbalkens mit appliziertem Piezoaktuator ist dies seine eigene mechanische
Langssteifigkeit und zusatzlich die Eingangssteifigkeit des Balkens an der Ankoppelstelle (in
axialer Richtung). Da bis zum ersten Schwingungsmode die Impedanzrelation gilt (s. Kap. 3.8):

Zinap = LB 7 p, (3.230)
’ b1y —
wobei ¢, r und ¢, ,, die Eigenvektorelemente an der Stelle des Piezoaktuators und ¢, rp und
¢4 vp die der Shakerposition sind, ergibt sich fir den Steifigkeitsvergleich dementsprechend:

kpp = ko + 2rE 108 (3.231)
¢1,F ¢1,v

Ist bei einer Messung der elektrischen Impedanz Z, der Shaker noch an den Balken angekoppelt,
ist in den obigen Gleichungen die Impedanz Z,,, gegebenenfalls noch um die Impedanz Z;
additiv zu erganzen und bei der Berechnung der Wandlerkonstanten a vorab zu bertcksichtigen.
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3.9.6. Bestimmung der Wandlerkonstanten a durch drei Messungen

Solange keine externen dynamischen Krafte auf den Piezo-
aktuator wirken, lasst sich die Wandlerkonstante a auch

durch drei einzelne Messungen ermitteln. Dabei sind weder T
die Messung einer mechanischen Impedanz noch die Be- T
stimmung von Modellparametern erforderlich. Der Piezo- —mim==,

.. . . L L, C. R, oy
aktu‘a’For kann bei dlese?*r Bestllmmu.ng frei gelagert oder . m
appliziert oder strukturintegriert sein und tber mehrere Z.+Z. .
Moden in dem betrachteten Frequenzbereich verfligen. Das u |Z£| z, ¢« @
zugrunde liegende Modell ist das bekannte Vierpol-Netz-
werk. Es sieht die innere elektrische Impedanz Zc 2

o
1
Zoi = jo Cp (3.232) Abb. 3.20: Elektrisches Ersatzschaltbild des
Piezoaktuators zur Bestimmung

der Wandlerkonstanten a.

vor und die mechanischen Eigenschaften des Aktuators und
der Struktur durch die elektrische Impedanz

a? w Cg;

ZmitZma — €V=1 (Rsi 4 (sti _ ;)) . (3.233)

Dabei ist eine finite ganze Zahl N fur die Anzahl der Schwingungsmoden in dem betrachteten
Frequenzbereich angenommen. Ist der Piezoaktuator frei gelagert, qgilt Z,,, = 0.

Die erforderlichen drei Messungen sind im Einzelnen:

1. Messung der Kapazitat C,: Durch die elektrische Messung der Kapazitéat C, ergibt sich die
Impedanz Z,;.

2. Messung der elektrischen Impedanz Z,: Gemal3 der Schaltung gilt

Ze — Zei || ZmitZma — Zei'(Zmi"’Zma) (3234)

a? a?Zoi+Zimi+Zma’

Nach den mechanischen Impedanzen umgestellt ergibt sich

Zmi"‘Zma — Zei'Ze (3235)

a?  Zei—Ze

3. Messung der Ansteuerspannung U und der Schnelle v: Gemal der obigen Schaltung gilt fur
die Abhangigkeit der Schnelle v von der Spannung U:

1

v(U) =-aU-——. (3.236)
Umagestellt ergibt sich

ZmitZma _ g

=g (3.237)
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Der Vergleich der letzten beiden Ergebnisterme liefert die Wandlerkonstante a:

Zmizzma - — Q(Ze_Zei) 3238
prr i Y (3.258)
a

Dieses Verfahren liefert einen dispersiven Verlauf von a. Der konstante Verlauf sollte jedoch die
Modenunabhangigkeit erkennen lassen. Erfolgt die Messung der Schnelle berthrungslos, sollten
die mechanische und die elektrischen Messungen sehr gut tbereinstimmen, da sich an der
Struktur bzw. an dem Piezoaktuator und seinen Randbedingungen nichts geandert hat. Zu
berlcksichtigen sind ggf. messtechnisch bedingte Totzeiten und Sensitivitatswerte.

3.9.7. Bestimmung der stat. Steifigkeit des applizierten Piezoaktuators nebst
Klebeschicht

Wie bei dem Aufbau in 3.9.2c lasst sich die statische Z +Z
Steifigkeit k auch durch eine Messung der statischen T
Auslenkung wg exakt an der Stelle des Kragbalkens, far o ]
die die Impedanz Z,,, definiert ist, ermitteln. Doch im neL %’=C, %:R,
Gegensatz zu dem Kragbalken ohne appliziertem Piezo-

ei

aktuator (3.9.2¢) ergibt sich nun an der Krafteinleitungs- c
stelle (Position des Shakers) die Steifigkeit:

o

3EI
k() = kg + ki = 2222 =320 (3239) |z

wp(xpg)  X3p e
Abb. 3.21: Ersatzschaltbild des Kragbalkens
Sofern die Steifigkeit k,,,, vorab am Kragbalken ohne mit appliziertem Piezoaktuator fir
applizierten Piezoaktuator ermittelt wurde, ist somit auch ﬁ;e %25;;’729 der elektrischen
die statische Steifigkeit k,,; des Piezoaktuators und der P =
Klebeschicht identifizierbar durch
ki = k — kypg. (3.240)

Da der Piezoaktuator Uber die Strecke von x,,; bis x,,, durch Normalkrafte auf den Kragbalken
ausUbt, handelt es sich bei der statischen Steifigkeit k,,; um die (einseitige) Langssteifigkeit des
Aktuators.
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3.9.8. Sensorische Erfassung externer Gr6Ben mit dem Piezosensor/-aktuator

Wirkt eine Kraft Fp auf den Balken, verursacht sie am elektrischen Ausgang des Piezoaktuators,
der nun als Sensor fungiert, die elektrische Spannung

_Fp aZZei
Up(Fs) = T wzoizeize (3.241)
Demnach lasst sich die Kraft Fz aus der gemessenen Piezospannung U,, ermitteln gemaB:
ZmitZma
Fs(Up) = a- Uy (1 +2m2me), (3.242)

sofern die GroBen a, Z,; und die Summe (Zy,; + Zimq) bekannt sind. Fir die Normalkraft F
zwischen dem Piezoaktuator und dem Balken ergibt sich in diesem Betriebsmodus

a2 Zoi+Zmi
2 Zoi+Zmi+Zma’

F(Fs) =Fp - (3.243)

Die Spannung U, lasst sich aber auch in Abhangigkeit von der Schnelle vz ausdriicken, die dabei
am Balkenende auftritt:

Up(vs) = a v Zes. (3.244)
Demnach lasst sich auch die Schnelle vg aus der gemessenen Piezospannung U,, ermitteln
geman:

v5(Up) = 27 Up- (3.245)

GemaB der elektrischen Ersatzschaltung ergibt sich fir die Schnelle v am Ankoppelpunkt:

1
a2 Zoi+Zmi+Zma’

v(Fy) = Fy - (3.246)

Die Messung der mechanischen Impedanz Z,,, am Balkenende ergibt erwartungsgemaf (vgl. Kap.
3.1):

Zn = 0Zoi + Zini + Zma (3.247)

Die mechanische Impedanz Z (zwischen dem Piezoaktuator und dem Balken) entspricht in diesem
Betriebsmodus somit erwartungsgemal der Impedanz des Aktuators:

Z=a’Zy; + Zp:. (3.248)
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4. Exp. Bestimmung der mech. und elektr. Komponenten
und Parameter

Die Untersuchungen am Balken zeigen speziell den Einfluss der Einzelkomponenten auf das
Gesamtsystem und das hier dargestellte Vorgehen ermdglicht ein Lésen des Balkens, ohne die
Einspannung zu verandern. Die Einspannung des Balkens hat hierbei einen groBen Einfluss auf
das statische und dynamische Verhalten. Wahrend des Klebeprozesses bleibt die Einspannung des
Balkens selbst moglichst unverdndert. Diese Einspannung bleibt daher stets erhalten (siehe roter
Pfeil in Abb. 4.1), da die Schrauben (rot gestreifte Pfeile) fixiert bleiben. Um den Balken zu I6sen,
wird die gesamte Aufhangung gel6st. Der Balken hat die MaBBe (gemessen ab der Einspannung)
170x40x3,15 mm? mit einer 8,5 mm Bohrung an der Shaker-Position xg;;, (160 mm von der
Einspannung entfernt).

Abb. 4.1: Einspannung des Biegebalkens
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4.1. Betrachtung der Einzelkomponenten

4.1.1. Ermittlung der statisch mechanischen Eigenschaften des Biegebalkens

Beginnend mit den statischen Eigenschaften sind Dichte und Steifigkeit wichtige Eigenschaften
fur die nachfolgende Untersuchung. Die Ermittlung der Dichte des Balkens erfolgt Gber zwei
Proben, welche aus demselben Material wie der Tragerbalken bestehen. Abb. 4.2 zeigt die
verwendete Probe ,,1". Diese Probe besitzt insgesamt fiinf Bohrungen. Vier Bohrungen haben
einen Durchmesser von 3 mm und eine 4 mm. Mit einer Lange von 148,8 mm und einer Breite
von 40 mm sowie einer Starke von 3 mm ergibt sich somit ein Volumen von 1,773348 - 1075 m3.
Mit einem Gewicht von 139 g ergibt sich eine Dichte von 7838,28 kg/m3. Die zweite Probe mit
den MaBen 11,06x40x3 mm?3 und einem Gewicht von 10,4 g ist in Abb. 4.3 dargestellt. Sie hat
somit eine Dichte von 7836,05 kg/m3. Im Mittel hat dieses Material eine Dichte von

7837,165 kg/m3. Dieser Wert liegt im Bereich der Austenit-Stahle, welche mit

7800 — 7850 kg/m3angegeben sind [Wittel, 2011 und Hamm, 1976]

m

_m_ kg m kg

Die Ermittlung der statischen Steifigkeit erfolgt durch zwei verschiedene Sensoren. Die
Krafteinleitung erfolgt in eine 8,5 mm Bohrung in der modifizierte M8x20 Schraube die am Ende
des Balkens angebracht ist. Die genaue Position ist 10 mm entfernt vom Balkenende bzw.

160 mm von der Einspannung. Die erste Messung erfolgt mit einem Impedanz-Sensor der Firma
,Briel & Kjzer” (siehe Abb. 4.4). Der Impedanz-Sensor mit der Typbezeichnung ,,8007" hat zwei

Abb. 4.2: Probe 1 vom Trdgerbalken mit einem Gewicht  Abb. 4.3: Probe 2 vom Trdgerbalken mit einem Gewicht
von 139 g. von 10,4 g.
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AnschlUsse: einen fir die Beschleunigung und einen fur die
Kraft. Vor dem Sensor ist ein Gewinde angebracht, welches mit
2,2 g bei allen Messungen zu berlcksichtigen ist. Flr diese
Messung wird lediglich die Kraft verwendet. Der Versuchs-
aufbau ist in Abb. 4.5 dargestellt. Uber einen Verstérker von
Kepco ,BIPOLAR OPERATIONAL POWER SUPPLY! AMPLIFIER"
wird der Shaker mit dem Onosokki ,,FFT Analyzer CF-9200"
angesteuert. Der Kraftsensor sitzt zwischen dem Shaker und
dem Krafteinleitungspunkt des Balkens und misst somit die
Kraft, die durch den Shaker in den Balken eingebracht wird. Die
durch den Kraftsensor erzeugte Ladung wandelt der Nexus von

Briiel & Kjeer in die eingebrachte Kraft um. Die erzeugte Abb. 4.4; g{”%gf%fjgfor von Briiel
Auslenkung am Krafteinleitungspunkt misst der Distanzsensor Typbezeichnung ,,8001".
+MEL LASER Distance Senors M7LL/2" gegenlber dem

Impedanz-Sensor. Die Aufzeichnung der Daten sowie die

Erzeugung des Ansteuerungssignals Gbernimmt der Onosokki. Mithilfe eines Sinus-Signals mit
einer Amplitude von nahezu null (kleinstmoglichster Wert: 0,001V) ist ein quasistatisches Signal
Uber den Offset generierbar.

8001

Abb. 4.5: Versuchsaufbau zur Ermittlung der Steifigkeit mit dem Impedanz-Sensor
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Bei den Messungen mit dem Impedanz-Sensor fallt die gemessene Last bei statischer Belastung
kontinuierlich gegen den Wert null. Abb. 4.6 zeigt den zeitlichen Verlauf der gemessenen Kraft
bei statischer Last. Zu Beginn der Krafteinleitung ist der Anstieg durch den Sprung ins Negative
reprasentiert. Der Wert ist negativ, da es sich um eine Zugbelastung handelt. Sofort nach
Aufbringung der Kraft ist der Abfall sichtbar. Der zweite Sprung ist der Abschaltvorgang des
Ansteuerungssignals. Ein moéglicher Grund kénnte die Auslegung des Sensors sein, da es kein
reiner Kraftsensor ist. Um trotzdem ein méglichst genaues Ergebnis zu erhalten, ist es ratsam, den
Anfangswert gleich nach dem Anlegen der Kraft auszuwerten. Dieser Wert ist mit zwei Linien
interpolierbar (siehe die gestrichelten Linien in Abb. 4.6). Die senkrechte Linie gibt den Beginn der
Krafteinleitung und die angewinkelte Linie gibt die ungefahre Steigung zu diesem Zeitpunkt
wieder. Die Steigung nimmt kontinuierlich in der Zeit ab. Um den Effekt zu minimieren, ist
alternativ die Steifigkeit dynamisch messbar.

Kraftsignal vom Impedanzsensor

0.1}

-0.1}

-0.2}

Abb. 4.6: Kraftsignal des Impedanz-Sensors aufgrund eines Rechtecksignals.
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4.1.2. Dynamische Eigenschafen des Balkens

Die Messung der dynamischen Eigenschaften erfolgt entsprechend dem Aufbau in Abb. 4.5. Das
Anregungssignal ist ein Sinus Sweep im Frequenzbereich von 0 bis 100 Hz, da sich der erste
Mode in diesem Bereich befindet. Die gemessene Kraft und Auslenkung ergeben die Impedanz
bzw. auch die dynamische Steifigkeit. Ihr Betrag

|@| = \/(an)4 : mrzna + (an)z(d%na =2 kpa - Mpg) + krzna (43)

ist als Verlauf der dynamischen Steifigkeit abbildbar, wobei m,,,, d,,, und k,,, jeweils die
statischen Werte der Masse, Dampfung und Steifigkeit sind. Die Masse ist bestimmt durch

Moy = (f];;)z' (4.4)
Mit der am Phasenwechsel ablesbaren Resonanzfrequenz £, sind die Werte fur d,,, und ki,
numerisch ermittelbar. Der frei schwingende Balken hat eine Resonanzfrequenz von 65,6 Hz
(siehe Abb. 4.7). Abb. 4.8 zeigt den relevanten Ausschnitt zur Ermittlung der Déampfung: das
Minimum der Kurve. Abb. 4.9 zeigt den kompletten Verlauf der dynamischen Steifigkeit des
Balkens ohne aufgeklebten Piezo-Aktuator. Somit ergibt sich durch die dynamische Messung

- eine statische Steifigkeit von k,,, = 12047.2 N/m,
- eine Dampfung von d,,, = 0.035 kg/s
- und eine Masse von m,,, = 0.070934 kg.

Balken - Phase der Impedanz

K‘

Deg []
100

50

- ‘ ‘ ‘ — [ [Hz]
20 40 60 80 100

-50

- . -

-100

Abb. 4.7: Phasenverlauf der Balkenimpedanz von 0 bis 100 Hz.
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Dynamische Balken-Steifigkeit

I L I L I f [Hz]
64.5 65.0 65.5 66.0 66.5

Abb. 4.8: Ausschnitt der dynamischen Steifigkeit des Balkens zur Ermittlung der Ddmpfung. Die Punkte sind die Werte
der Messung und die Linie zeigt das Modell mit den angepassten Werten.

Dynamische Balken-Steifigkeit

k [N/m]

15000+

10000

5000 -

‘ ‘ — ' — [ [HZ]
20 40 60 80 100
Abb. 4.9: Dynamische Steifigkeit des Biegebalkens ohne Piezoaktuator. Die Messwerte sind rot dargestellt. Die blaue

darauf liegende Linie ist das errechnete Modell und die gestrichelte Linie ist die aus der Messung ermittelte
statische Steifigkeit.
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4.2. Ermittlung der mechanischen und elektrischen Eigenschaften
des Piezoaktuators

In diesem Aufbau fand der , DuraAct P-876.A12" Anwen- 61:05
dung. Die exakten Abmessungen des Patches sind B
60,65x34,7x0,5 mm?3. Die aktive Schicht erstreckt sich o
entsprechend Abb. 4.10 tiber eine Flédche von 30x50 mm?.
Abb. 4.11 zeigt die vom Hersteller mitgelieferten Eigen-
schaften des Piezoaktuators. Die durch einem , Fluke 117"
Multimeter ermittelte Kapazitat von 87 nF entspricht den
Herstellerangaben.

35+0.5
30
21

TH:0.1

Abb. 4.10: P-876.A1x, Abmessungen
in mm, Quelle: ,,DuraAct
Patch Transducer”,
www.PlL.ws, 19.06.2020

Operating voltage range -50 to 200 -100 to 400 -250 to 1000 -100 to 400

Motion and positioning

Min. lateral contraction 400 650 800 650 pm/m
Rel. lateral contraction 1.6 1.3 0.64 1.3 um/m/V
Mechanical properties

Blocking force 90 265 775 280 N

Min. bending radius 12 20 70 = mm

Drive properties

Electrical capacitance 150 90 45 ] nF +20%
Piezo ceramic PIC255 PIC255 PIC255 PIC255
Piezoceramic height 100 200 500 200 pm

Miscellaneous

Voltage connector Soldering points Soldering points Soldering points Soldering points

Dimensions 61 mm x 35 mm = 61 mm x 35 mm = 61 mm x 35 mm x 16 mm x 13 mm =
0.4 mm 0.5 mm 0.8 mm 0.5 mm

Recommended slectronics E-413, E-821, E-413, E-821, E-413, E-821, E-413, E-821,
E-835 E-835 E-835 E-835

Abb. 4.11: P-876.A1x, Eigenschaften vom Hersteller; Quelle: ,DuraAct Patch Transducer”, www.PlL.ws, 19.06.2020

Mit Hilfe der elektrischen Impedanzspektroskopie wird die elektrische Impedanz wie in

[Melcher, 2001] und [Buchholz, 2018] Uber eine Spannungsteilerschaltung aus der zu messenden
Impedanz Z, und einem ohmschen Widerstand R gemessen. Der Messaufbau ist in Abb. 4.12
schematisch dargestellt. Uber den Signalgenerator des FFT-Analysators (,, OnoSokki CF 9200")
wird ein Gleitsinus-Signal ausgegeben und Uber die Zusatzschaltung sind Aktuator mit der
Impedanz Z, und Widerstand (R = 120 Q) mit der Spannungsquelle in Reihe geschaltet. Die

Eingangsspannung sowie die Uber den Widerstand abfallende Spannung werden dem
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FFT-Analysator Gber die Kanale B und A zugefihrt. Die Funktion FRF (Frequency Response
Function) transformiert die Signale in den Frequenzbereich und teilt sie durcheinander, wodurch
die Ubertragungsfunktion B/A gemessen wird. Da durch die Spannungsteilereigenschaften der
Zusatzschaltung

R
QA_R'I_R%E'

Up (#.5)
gilt, ergibt sich der Zusammenhang
—p.(%_
Z =R (UA 1). (4.6)

Mit Gleichung (4.6) und der gemessenen Ubertagungsfunktion Uy /U, ist die Impedanz Z, nach
Betrag und Phase ermittelbar. Die elektrische Impedanzmessung zeigt erst bei deutlich héheren
Frequenzen einen S-Schlag. Erst bei einer Frequenz von 25218.75 Hz tritt das erste Maximum der
Phase ein und somit eine messbare Resonanzfrequenz auf. Abb. 4.14 zeigt links den Verlauf des
Betrags der elektrischen Impedanz und rechts die Phase der Messung bis 100.000 Hz. Die nach-
folgenden S-Schldage im Betrag der Impedanz und die Anhebungen der Phasen signalisieren wie-
tere Resonanzfrequenzen.

Kanal A A Mess-Box Generator

=

Ono Sokki CF 9200 Impedanz- .

= 1200
1

R/

Anschl. Schwarz

Anschl. Rot

Abb. 4.12: Schematischer Aufbau zur Messung der elektrischen Impedanz. Uber die Zusatzschaltung sind Aktuator mit
der Impedanz Ze und Widerstand (R=120 ;) mit der Spannungsquelle in Reihe geschaltet. Die Eingangs-

spannung sowie die (ber den Widerstand abfallende Spannung werden dem FFT-Analysator Gber die
Kanéle B und A zugefihrt.
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Abb. 4.13: Messaufbau zur Messung der elektrischen Impedanz.
1) Piezoaktuator; 2) Impedanzmessbox mit 120 ; Widerstand; 3) OnoSokki CF 9200.

Betrag der elektrischen Impedanz

|Ze(h) @] Phase der elektrischen Impedanz

: Winkel [°]
1000 ;

150
800-

100

50!

A f [Hz]
20000 40000 100000

=50
200-

-100

S M TP
20000 40000 60000 80000 H)(HLNLIOl !

Abb. 4.14: Elektrische Impedanz z . des frei hdngendem Piezopatches bis 100.000 Hz
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Die Auswertung dieser Messergebnisse durch die in ,Aufbau: Piezoaktuator ist frei liegend, nicht
appliziert” dargelegten Modelle ist in Abb. 4.15 dargestellt. Aus diesen Kurven gehen folgende
Parameter des einzelnen Piezoaktuators im frei hangendem Zustand hervor:

fur Z :
-e

fourz
-m

i

1

C, =7,82927-107°F,
Rger = 3,30088 Q,
Rper = 3,2-10°Q,

Ly = m/a® = 0,0114894 H,
Ry, = d/a* = 79,2097 Q,
C, = a*/k = 3,54962 - 1077 F,

mit den Resonanzfrequenzen

500 T . 0.10
400 - 0.08
— Messung
5 300¢ — Modell @ 0.06
3 >
N 200 T 0.04]
100 0.02
0 ‘ ) ‘ | 0.00
5000 10000 15000 20000 25000 3000¢ 5000
Frequenz f[Hz]
0 T 200
-20p i 150
—— Messung
T -40 — Modell =)
g -3 100
g N
s 60 &
50
-80
100 L 1 L L D L
5000 10000 15000 20000 25000 3000C 5000

f, = 249219 Hz,
f, = 249219 Hz,
f, = 25468,8 Hz.

— Messung
— Modell

AL

10000 15000 20000 25000 3000
Frequenz f[Hz]

—— Messung
— Modell

Frequenz f[Hz]

10000 15000 20000 25000 3000
Frequenz f[Hz]

Abb. 4.15: Messergebnisse der elektrischen Impedanz und das dariber liegende Modell.
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4.3. Aufklebeprozess des Aktuators auf den Biegebalken

Fur den Aufklebeprozesses blieb die Einspannung des Balkens selbst unberthrt. Es wurde die
gesamte Aufhangung geldst (siehe Abb. 4.16). Die Positionierung des Patches erfolgte mit Tapes,
welche mit dem Skalpell entlang drei Kanten geschnitten wurde, sodass durch Umklappen des
Aktuators eine Klebeschicht applizierbar ist. Das Anrauen der Flachen mit Schleifpapier beseitigt
Verunreinigungen und sorgt fir eine bessere Haftung fir den Klebeprozess. Neben dem Balken
ist der Vakuumbeutel vorzubereiten (siehe Abb. 4.17 links). Sofort nach dem Aufbringen des zwei
Komponentenklebers , Loctite EA9466" ist der Vakuumbeutel zu schlieBen und ein Unterdruck ist
Uber eine Vakuumpumpe aufzubauen. Der aufgebaute Unterdruck sorgt fir eine gleichmaBige
Verteilung der Kraft, die fur eine optimale Verklebung sorgt (sieche Abb. 4.17 rechts). Abb. 4.18
zeigt den fertigen Balken mit aufgeklebten Piezo-Patch nach ca. 8 Stunden und entsprechender
Kontaktierung.

PECTAN i I s ; . - . i

Abb. 4.16: Mit Tape fixierter Piezo-Patch als VVorbereitung zum Klebeprozess. Der Piezo-Patch ist mit einem Skalpell
freigelegt, um den Kleber aufbringen zu kénnen.

Abb. 4.17: Herstellung des Vakuumbeutels. Links: Vorbereiteter Beutel mit Balken. Nachdem der Kleber ,Loctite
EA9466" aufgetragen ist, wird dieser mit Dichtband geschlossen. Rechts: geschlossener Beutel.
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3

Abb. 4.18: Aufgeklebter Piezopatch auf dem Balken.
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4.4. Bestimmung der Eigenschaften des Gesamtsystems

Die messtechnische Erfassung der mechanischen
Impedanz lasst sich sowohl mit einem extern an-
gebrachten Shaker in Kombination mit einem
Impedanz-Sensor vornehmen, als auch mit einem
Impulshammer mit eingebautem Kraftaufnehmer.
Die Verwendung des Shakers besitzt den Vortell
der guten Reproduzierbarkeit. Allerdings bewirkt
seine direkte mechanische Ankopplung an die zu
testende Struktur eine Beeinflussung des Mess-
ergebnisses. Fur den Impulshammer gilt entspre- 4
chend gegenteiliges. Hinzu kommt die nahezu be- Abb. 4.19: Kragbalken mit angebrachtem Shaker und
liebige Positionswahl. Allerdings besteht stets die Impedanzsensor.

vvvvvv
e A

- e |

— g

Gefahr eines doppelten Hammerschlags, induziert

durch die schnell zurliickschwingende Struktur, auch bekannt als ,,Double Hit"”. Bei beiden
Methoden bedarf es daher einer sorgfaltig vorbereiteten und durchgeftihrten Messprozedur. Der
Impedanz-Sensor zwischen Shaker und Balken erfasst die dynamische Kraft F . die durch den

Shaker auf das Balkenende (Position xg,, = 0.16 m) eingebracht wird. Der gegenUberliegende
Lasersensor erfasst die Auslenkung w_ als Zeitsignal und somit auch v_. Die Messung der
dynamischen Steifigkeit, entsprechend Kapitel 4.1, erfolgt mit der Anregung des Systems durch
ein Gleitsinus-Signal von 0 — 100 Hz. Die Impedanzen der jeweiligen Zustande (mit offenen und
geschlossenen Kontakten) sind in Abb. 4.20 und Abb. 4.21 dargestellt. Die dynamische Steifigkeit
flr den Zustand mit offenen Kontakten ist in Abb. 4.22 und fir den geschlossenen Zustand in
Abb. 4.23 zu sehen. Abb. 4.24 und Abb. 4.25 zeigen die Phasenverlaufe der Impedanz und der
dynamischen Steifigkeit. Die Phasenverschiebung verursacht die Multiplikation mit der komplexen
Kreisfrequenzachse. Fur die jeweiligen Zustdnde Kontakte ergeben sich

die Steifigkeiten:

koffen =12062.8 N/m kgeschlossen = 12049,9 N/m,
die Massen
Myffen = 0.067205 kg Mgeschlossen = 0.067416 kg,

die Dampfungen
doffen = 0,056 kg/s dgeschlossen = 0,056 kg/s

und die Resonanzfrequenzen

=67.4Hz =67.3 Hz.

fooffen fogeschlossen
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