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Kurzfassung

Die Auslegung von Beliiftungssystemen in Flugzeugen, Ziigen und Autos ist in erster
Linie von der Erfahrung und dem Fachwissen der Entwicklungsingenieure sowie in-
tensiven Tests abhangig. Mit numerischen Optimierungsverfahren ist es jedoch mog-
lich, die Systeme noch weiter zu verbessern.

In der vorliegenden Arbeit werde ich eine Prozesskette entwickeln, die mit Hilfe der
adjungierten Formoptimierung auf Grundlage numerischer Stromungsmechanik den
Kabinenluftauslass des Dornier 728 Flugzeugs optimiert. Dabei soll in der Netzver-
formung eine hohe Zahl an Freiheitsgraden verwendet werden, die durch die adjun-
gierte Formoptimierung zur Verfugung steht.

Zusatzlich wird die vorgestellte Prozesskette auf ein vektrowertiges Optmierungs-
problem angewendet, wobei die Pareto-Front zweier Zielfunktionen fiir den Kabi-
nenluftauslass bestimmt wird. Laut Stand der Technik wird fur solche Problemstel-
lungen die Methode der gewichteten Summe angewendet. Diese bedeutet zugleich
einen enormen Rechenaufwand, wenn man komplexe Geometrien untersucht. Um
diesen Aufwand zu reduzieren, prasentiere ich ein Verfahren, bei dem die Sensitivi-
tatsfelder aus skalarwertigen Optimierungsproblemen kombiniert werden. Die Va-
riation dieser Skalierungsfaktoren erfolgt mit einem genetischen Algorithmus. Im
nachsten Schritt wird das Problem noch einmal umformuliert und die Variation der
Wichtungsfaktoren wird mit einem e-Schranken-Verfahren untersucht.

Im Vergleich zur Kombination der Zielfunktionen liefert das prasentierte Verfahren
bei gleichbleibender Rechenzeit eine Verbesserung der Zielfunktion von ca. 70% bzw.
ca. 40% Verbesserung bei einer Einsparung von 50% der Rechenzeit. Zusatzlich zeigt
auch die bestimmte Pareto-Front geringere Werte fur die untersuchten Zielfunktio-
nen.

Im letzten Teil der Arbeit verwende ich Direkte Numerische Simulation einer turbu-
lenten Kanalstromung als Grundlage der Optimierung. Das Ziel ist eine Reduzierung

der Wandschubspannnung durch eine Steuerung der wandnahen Transportprozesse
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des Fluids durch eine Verformung der Oberflache. Des Weiteren sollen die Fluktua-
tionen in Spannweitenrichtung gedampft und die dadurch entstehende Wandschub-
spannnung reduziert werden. Dabei wird eine Reduzierung der Wandschubspann-

nung an der oberen Kanalwand von ca. 13% erreicht.
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Abstract

The design of air distribution systems in aircrafts, trains and cars still relies on the
experience of the engineers and on extensive testing. However, the performance of
these air distribution systems can be improved by applying numerical optimization
techniques.

In this thesis I use adjoint Computational Fluid Mechanics to optimize a cabin out-
let of the air distribution system of the Dornier 728 aircraft. The aim is to develop a
process chain that takes into account the large number of degrees of freedom in the
mesh deformation, which is provided by the adjoint shape optimization.

This procedure is also applied to a multi-objective optimization of the complete air
distribution system. With state of the art techniques for multi-objective optimizati-
on, like the weighted-sum method, the computational costs are beyond the capability
when it comes to complex geometries. To avoid these high costs I present a new ap-
proach which is based on optimized combinations of sensitivity fields obtained with
single-objective optimizations in a post-processing step. It is shown that the variation
of the scaling factors allows to minimize the objective functions and to approach the
utopia point. To be able to systematically vary the scaling factors a multi-objective
genetic algorithm is proposed. In the next section the multi-objective problem is re-
formulated with an e-constraints method and the variation of the scaling factors is
optimized with a conjugated gradients optimization method.

The presented approach shows a significant reduction of the computational costs. By
comparing the computed pareto-fronts, the presented method is capable of finding
combinations that are located closer to the utopia point compared to those of the
weighted-sum method. With the same runtime, an improvement by 70% is possible.
With a reduction in runtime of 50%, an improvement of 40% is possible.

In the last part of the thesis I use Direct Numerical Simulation of turbulent channel
flow and use the results as input for the presented process chain. The aim is to redu-

ce the skin friction by controlling the near-wall transport processes based on surface



modifications. The idea is further to damp the spanwise fluctuations of streaky struc-
tures and thus, to reduce the associated skin friction. A reduction of the skin friction

by 13% can be achived on the upper wall in the respective time interval.

vi



Danksagung

In meiner Zeit als Mitarbeiter am Institut fiir Aerodynamik und Stromungstechnik in
Gottingen hatte ich die Moglichkeit selbststandig zu forschen und meine Ergebnisse
auf diversen internationalen Fachtagungen vorzustellen. Die vorliegende Dissertati-
on bildet den Abschluss dieser Forschungstatigkeit, deren Durchfiihrung in dieser
Form nur durch verschiedenste Unterstutzung moglich war. Dafiir mochte ich mich
an dieser Stelle aufrichtig bedanken.

Allen voran bedanke ich mich bei meinem Doktorvater Claus Wagner fiir seine stetige
Unterstiitzung und die Freirdaume, die es mir stets ermoglicht haben, die Forschungs-
arbeit nach meinen Vorstellungen zu gestalten. Auch die bereitgestellten Ressourcen
auf dem abteilungseigenen Hochleistungsrechner SCART waren sehr wichtig, um
die geplanten Ziele umzusetzen. Des Weiteren bedanke ich mich meinen Gutach-
tern Thomas Boeck und Keith Weinman fir die Ubernahme des Koreferats sowie bei
der gesamten Prufungskommission.

In der Zeit als Doktorand in Gottingen habe ich viele hervorragende Kollegen und
Freunde kennengelernt, die mir jederzeit ihre fachliche Unterstiitzung zukommen
lieBen. Besten Dank fiir endlose Diskussionen sinniger sowie unsinniger Natur, kon-
struktive Kritik, moralische Unterstiitzung und die notige Ablenkung.

Die grofite Unterstutzung habe ich jedoch von Beatrice erhalten, die alle meine Pléne,
Visionen, Vorhaben immer unterstiitzt und gefordert hat. Daflir meinen herzlichsten
Dank.

vii






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1 Motivation . . . . . . . . ..
1.2 Stand der Technik . . . ... .. ... ...
1.3 Zielstellung . ... .............

Grundlagen

2.1 Mathematische Grundlagen . ... . ...

2.2

2.3

2.1.1

Allgemeines zur Optimierung . . .

2.1.2 Variationsrechnung . . . . ... ..

2.1.3 Methode der Lagrange-Multiplikatoren . . ... ... ... ...

Transportgleichungen . . . . . . ... ...

2.2.1

Die Navier-Stokes-Gleichungen . .

2.2.2 Die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen . . . . ..

Adjungierte Transportgleichungen . . . .

2.3.1

Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren . . . ... ... ...

2.3.2 Sensitivitatsanalyse . . . . ... ..

Numerische Methoden

3.1 RANS-Verfahren in OpenFoam® . . . . . .

3.2

3.3

3.1.1

Diskretisierung des Rechengebietes

3.1.2 Losung der RANS-Gleichungen . .
3.1.3 Kopplung von Druck- und Geschwindigkeitsfeld . . . . ... ..

Direkte Numerische Simulation einer Kanalstromung . . .. ... ...

3.2.1 Instationare, inkompressible NSG .
3.2.2 Adjungierte, inkompressible NSG .
Netzverformung . . . . ... ... ... ..
3.3.1 Arten von radialen Basisfunktionen

15

19
19
19
21
24
27
27
28
32
34
36

41
41
42
46
48
48
49
51
52
52

ix



Inhaltsverzeichnis

3.3.2
3.3.3
3.3.4
3.3.5

Netzverformung mit radialen Basisfunktionen . . ... ... ..
Auswahl der Kontrollpunkte . . .. ... ... ... ... ...,
Parametervariation . . . . ... ... ... ... 0 0.

Erweiterung auf periodische Rechengebiete . . . . . .. ... ..

4 Skalarwertige Optimierung

4.1 Vorhersage des Stromungsfeldes . . . . .. .. ... ... ... .....

4.2 Skalare Optimierungsprobleme . . ... ... ... ... .........

4.2.1
4.2.2

Zielfunktion homogene Geschwindigkeit . . ... ... ... ..

Zielfunktion dissipierte Leistung . . . . . ... .. ... ... ..

5 Vektorwertige Optimierung

5.1

5.2

Kombination von Zielfunktionen . . ... . ... . ... .. ... ....

5.1.1
5.1.2

Methode der gewichteten Summe . . . . . . ... ... ... ...
Methode des gewichteten Produkts . . . . . ... ... ... ...

Superposition von Sensitivitatsfeldern . . . . ... ... ... ...

5.2.1
5.2.2

Genetische Algorithmen . . . . .. .. ... ... ... ......
e-Schranken Methode . . . . . . . . . ... ... ... ......

6 Adjungierte DNS einer Kanalstrémung

6.1

Die ebene Kanalstromung . . . . ... ... .. ... .. .........

6.2 Optimierung der turbulenten Kanalstromung . . . ... ... ... ...
6.3 Zielfunktion . ... ... ... .o oo o

6.4 Adjungierte Formoptimierung . . . . . ... ... ... ... ..., ..

7 Zusammenfassung

A Herleitung der adjungierten Gleichungen

65
66
70
70
78

87
88
88
94
96
98
99

105
106
112
116
117

139

143



Abbildungsverzeichnis

1.1 Versuchstrager Do728 . . . . . .. ... ... .. ... .. ...

2.1 Grundfunktion mit Nebenbedingung . . . . .. ... ... .. ... ...
2.2 Ubersicht zu Losungsverfahren . . . ... ... ... ...........
2.3 Methode der lokalen Variationen . . ... ... ... ...........

3.1 Darstellung von zwei benachbarten finiten Volumen . . ... ... ...
3.2 Verlauf der verschiedenenRBFs . . . . .. ... ... ... ... .....
3.3 Kontrollpunkte ¢; mit zugehorigen Radien. . . . . ... ... ... ...
3.4 Kontrollpunkte ¢; mit uberschneidenden Radien . . ... .. ... ...
3.5 Loschen von Nachbarpunkten auf dem Oberflachennetz . . . . . . . ..
3.6 Verformte Geometrien unter Verwendung eines Kontrollpunktes. . . . .
3.7 Verformte Geometrien unter Variation des freien Parameters a. . . . . .
3.8 Ausgangsgeometrie mit Sensitivitaten und verformte Geometrie. . . . .
3.9 Vergleich reduzierte Kontrollpunkte . . ... .. ... ... .......
3.10 Nicht-periodische Interpolation im Kanal . . . ... ... .. ... ...
3.11 Interpolationim Kanal . . . . ... ... ... .. ... ..., .

3.12 Periodische Interpolationim Kanal . . .. ... ... ... ........

4.1 Versuchstrager Passagierflugzeug Dornier 728 . . . . . . ... ... ...
4.2 Darstellungdes DoKLA . . . . . ... ... ... .. ...
4.3 RechennetzDoKLA . . ... ... ... ... .. ... .. ......
44 y*-WerteDoKla . . ... ... ... . . ...
4.5 Residuen der primalen Simulation . . ... ... ... ...... . ...
4.6 Visualisierung der Stromung im DoKLA . . . .. ... ... ... ....
4.7 Magnitude der Geschwindigkeit an den Auslassflichen des DoKLA. . .
4.8 Residuen der adjungierten Simulation (J,) . . .. ... .. .. ... ...
4.9 Sensitivitatswerte im DoKLA (J,) . . . . . . . . . .. . oL

65
66
67
67
68
69
70
71
73

xi



Abbildungsverzeichnis

xii

4.10 Verformung des DoKLA (J,) . . . . .. .. .. . .. . ... 74
4.11 Prozesskette skalarwertige Optimierung . . . .. ... ... ... .... 75
4.12 Zielfunktion (J,) . . . . . . . o e e 75
4.13 Endgultige Verformung des DoKLA (J,) . . . .. ... .. .. ... ... 76
4.14 Vergleich der Geschwindigkeitsmagnitude am Auslass . . . . . ... .. 77
4.15 Vergleich der Geschwindigkeitsmagnitude am Auslass 2 . . . . ... .. 78
4.16 Verteilung der Geschwindigkeitsmagnitude am Auslass . . . ... ... 78
4.17 Sensitivitatswerte im DoKLA (J;) . . . . . . . . ... ... 80
4.18 Residuen der adjungierten Simualtion (J4) . . . . ... ... ... .... 81
4.19 Verformung im DoKLA (J;) . .. ... .. .. . ... ... ... .. ... 82
4.20 Zielfunktion (J;) . . . . . . o e 83
4.21 Verformung im DoKLA (J;)2 . . ... .. ... .. . ... ... ... .. 84
4.22 Druck im verformten DoKLA (J;) . . . . . . . . . .o .. 85
5.1 Generischer Phasenraum . . . . ... ... .. ... ............ 89
5.2 Prozesskette vektorwertige Optimierung . . . . . .. ... ... ... .. 91
5.3 Wichtungsfaktoren in den ersten Schritten des Bisektionsverfahrens. . 92
5.4 Pareto-Front (MGS) . . . . . . . . . .. .. 93
5.5 Ergebnisse im Phasenraum (moga) . . ... ... ... ... ....... 95
5.6 Prozesskette Superposition . . . . . ... ... oL o 97
5.7 Pareto-Front (moga) . . . . . . . . ... ... .. 99
5.8 Schema e-Schranken Methode . . . . . . ... ... ... ......... 100
5.9 Pareto-Front (eSM) . . . . . . . . . . ... 101
5.10 Vergleich der Sensitivitatsfelder . . . . . .. ... ... ... .. ... .. 103
6.1 Ablaufdiagramm adjungierte DNS . . .. ... ... ... ........ 106
6.2 Rechengebiet der Kanalstromung . . . ... ... ... .......... 107
6.3 instantanes Geschwindigkeitsfeld . . . ... ... .... ... ... ... 109
6.4 Geschwindigkeitsprofilim Kanal . . ... ... ... ... ........ 110
6.5 RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit . . . .. ... ... ... ... 111
6.6 SpannungenimKanal. . . ... ... ... ... . 00 000 112
6.7 Wirbelarten . . . .. ... ... ... 114
6.8 Iso-Konturflachen (Referenzsimulation) . . ... ... .. ... .. ... 115
6.9 Sensitivitaten . . . . . . . ... oL L o 118
6.10 Zeitlich gemittelte Wandschubspannungen . . .. ... ... ... ... 118
6.11 Zeitlich gemittelte koharente Strukturen . . . . . . ... ... ... ... 119



Abbildungsverzeichnis

6.12 Normierte Sensitivitaten (obere Wand) . . . . . ... .. ... ... ... 120
6.13 Normierte Sensitivitaten (untere Wand) . .. ... ... .. ... .... 121
6.14 Vergleich der Wandauflosung . . .. ... ... .............. 123
6.15 Wandauflosung der verformten Geometrie . . . . . . ... .. ... ... 124
6.16 Verformte Geometrie . . . . . ... ... ... ... ... 125
6.17 RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit (verformt, nach 12¢%). . . . . 126
6.18 Spannungen im Kanal (verformt, nach 12¢%) . . . .. ... ... .. ... 127
6.19 Zeitreihe des Druckgradienten und der Wandschubspannung (12¢*) . . 128
6.20 Wandschubspannungen obere Kanalwand . . . . .. ... ... ... .. 130
6.21 Wandschubspannungen untere Kanalwand . . ... .. ... ... ... 131
6.22 Koharente Strukturen obere Kanalhalfte . . . . . ... ... ....... 132
6.23 Koharente Strukturen untere Kanalhalfte . ... ... ... ....... 133
6.24 Iso-Konturflachen (T =12¢7) . . . . . . . . .. . . o o ... 134
6.25 RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit (verformt, nach 65t%). . . . . 135
6.26 Spannungen im Kanal (verformt, nach 65¢t7) . . . . ... ... ... ... 136

6.27 Gleitender Mittelwert der Zeitreihe des Druckgradienten sowie der
Wandschubspannung. . . . .. ... ... ... . 000 L 137

xiii






Tabellenverzeichnis

2.1
2.2

5.1
5.2
5.3

Adjungierte Randbedingungen (U) . . . . . ... ... ... ....... 36
Adjungierte Randbedingungen (gq) . . . . . .. ... ... ... ..., 36
Scan des Phasenraums . . . . ... ... ..o 93
Ubersicht der e-Schranken . . . . . ... ... ... ... ......... 100
Ubersicht der Ergebnisse der vektorwertigen Optimierung . . . . . . . . 102

XV






Symbolverzeichnis

Einheit Bezeichnung / Verwendung

- Wichtungsfaktoren
m? Flacheninhalt
- Designvariablen
- Kontrollpunkt
- Vektor zwischen Zellmittelpunkten
m Abstand im Phasenraum
- Variationssymbol
- Schwellenwert
mTZ Dissipationsrate
- Hilfsfunktion
% dynamische Viskositat
kgs >~ Volumenkraft
3 spezifische Volumenkraft
kg m

lokale Reibungskraft

- beliebige Flache

- topologischer Rand von Q
m Kanalhohe

(%)
L]

XVii



Symbol Einheit Bezeichnung / Verwendung

J(x) - Zielfunktion
k 75"—22 spezifische turbulente kinetische Energie
L - Lagrange-Funktion
A - Lagrange-Multiplikatoren
Ma - Machzahl
1 kTg Massenstrom
n - Normalenvektor
N - Mittelpunkt der Nachbarzelle
v mTZ kinematische Viskositat
Vi mTZ Wirbelviskositat
Veff ’”TZ effektive Viskositat v + v;
Q - Rechengebiet
w Hz  charakteristische Wirbelfrequenz
p ?:gs 5 Druck
p’ r:gs > Druckschwankung
p 75”—22 spezifischer Druck
75”—22 mittlerer Druck in Kapitel 4 und 5
- dimensionsloser Druck in Kapitel 6
P - Zellmittelpunkt
P, kgg;n ’ Wandreibungsleistung
Dy - Dichtematrix
¢ - skalare Transportgrofse
q ?:gs 5 mittlerer adjungierter Druck
m Radius
Re - Reynoldszahl
R(x) - Nebenbedingung
p k—g3 Dichte
S - Oberflachensensitivitaten
t s Zeit
T S Mittelungsintervall

XViii



Symbol

Einheit Bezeichnung / Verwendung

T

u

uT
U
1%

% Schubspannung

= Geschwindigkeit

= mittlere Geschwindigkeit in Kapitel 4 und 5
- dimensionslose Geschwindigkeit in Kapitel 6
& Schubspannungsgeschwindigkeit

= mittlere adjungierte Geschwindigkeit
m3 Volumen

Kennzeichnung von bearbeiteten Groien

Symbol Verwendung

(xX)1 uber T gemittelte Grofe

X zeitlich gemittelte Grofie

x’ Schwankung einer Grofie

x* Grofse in Wandeinheiten

X entdimensionalisierte Grofde

XiX






Akronymenverzeichnis

CAD
CFD
CPU
DGL
DNS
DoKLA
eSM
NSG
FEM
FDM
FVM
IHV
KLA
LES
MGP
MGS
moga
PDE
RANS
RBF
RMS
SIMPLE
PIV

Computer aided design

Numerische Stromungsmechanik

Prozessor

Differentialgleichung

Direkte Numerische Simulation
Kabinenluftauslass des Do728 Passagierflugzeugs
e-Schrankenmethode

Navier-Stokes-Gleichung
Finite-Elemente-Verfahren
Finite-Differenzen-Methode
Finite-Volumen-Methode
Intervallhalbierungsverfahren
Kabinenluftauslass

Large-Eddy-Simulation

Methode des gewichteten Produkts

Methode der gewichteten Summe
multi-objective genetic algorithm

Partielle Differentialgleichung
Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen
Radiale Basisfunktion

Root mean square

Semi-implicit Method for Pressure Linked Equations
Particle Image Velocimetry

XX1






Einleitung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der adjungierten Formoptimierung von inter-
nen Stromungen, wie sie in Rohr- und Kanalgeometrien sowie in verschiedenen
Beluftungssystemen auftreten. Dabei kommt ein Optimierungsverfahren zum
Einsatz, das auf der Grundlage von numerisch vorhergesagten Stromungsfeldern
die Geometrie zugunsten einer vordefinierten Zielfunktion verandert. Von Interesse
sind dabei realitaitsnahe Anwendungen sowie die fur Beluftungssysteme relevanten
Zielfunktionen. Des Weiteren spielt die Interaktion der vorgestellten Zielfunktionen
miteinander eine zentrale Rolle.

Als Ausgangspunkt der Optimierung dienen Geometrien, die einer optimalen
Geometrie bereits sehr nahe kommen, da diese durch verschiedene Restriktionen,
wie z.B. Bauraumbeschrankungen, in ihrer Modifikation limitiert sind. Das Ver-
fahren dient daher zur Feinabstimmung komplexer Geometrien und soll nicht das

Fachwissen der Entwicklungsingenieure ersetzen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das Verfahren auf instationare Stromungsprobleme
in Kanalgeometrien angewendet. Das Ziel hierbei ist, mogliche passive Mafinahmen
zur Stromungskontrolle mittels Formoptimierung zu identifizieren. Die Stromungs-
felder werden dabei mittels einer Direkten Numerischen Simulation (DNS) vorher-

gesagt, da diese detaillierte Informationen uber das gesamte Stromungsfeld liefert.

1.1 MoTtivATION

Die Auslegung von Beliftungssystemen fur Flugzeuge, Zige und Autos ist in
hohem Mafle von der Erfahrung der Entwicklungsingenieure abhingig. Durch die
Anwendung numerischer Optimierungsverfahren kann die Leistung dieser Systeme

jedoch weiter verbessert werden. Diese Beliftungssysteme bestehen in der Regel



1 Einleitung

aus langen Rohrnetzwerken, Krimmungen, Verzweigungen, Luftausldassen usw. Je
komplexer eine Geometrie aufgebaut ist, desto mehr mogliche Ansatzpunkte bieten
sich fur die Optimierung, man spricht hier von Freiheitsgraden. Beispielsweise kann
in einem Krimmer der Krummungsradius als Freiheitsgrad dienen und ist somit
der Designparameter, der wahrend der Optimierung verandert wird. Bei steigender
Komplexitat steigt auch die Zahl der Freiheitsgrade. Um fiir die Formoptimierung
einen hohen Freiheitsgrad der Geometrie zu gewahrleisten, wird in der vorliegenden
Arbeit ein adjungiertes Verfahren verwendet. In der Literatur ist es allgemein
anerkannt, dass bei einer hohen Zahl von Freiheitsgraden im Optimierungsproblem
adjungierte Methoden zu den leistungsstarksten Verfahren hinsichtlich der Rechen-
zeit zahlen. Deshalb spielt die adjungierte Formoptimierung eine zentrale Rolle in

der vorliegenden Arbeit.

Am Deutschen Zentrum fur Luft- und Raumfahrt (DLR) in Gottingen werden
neuartige Beliiftungskonzepte fur Flugzeugkabinen untersucht. Dabei sind die
Kabinenluftausldsse von grofler Bedeutung, da diese eine direkte Schnittstelle
zwischen dem Beluftungssystem und der Kabine darstellen. Die Untersuchungen
erfolgen dabei in einem realistischen Kabinenversuchstrager, der aus der ,roll-out”
Version des Dornier 728 Flugzeugs (Do728) entwickelt wurde. Der Versuchstrager
ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

Um neue Beluftungskonzepte zur Verbesserung des Passagierkomforts umzuset-
zen, mussen die Luftausldsse in der Kabinen-Testanlage besondere Eigenschaften
aufweisen. Dabei ist die Homogenitat der Austrittsgeschwindigkeit in die Kabine
besonders wichtig, da diese fir die Beluftungskonzepte von zentraler Bedeutung
ist. Neben dem Komfort gilt es auch die Energieeffizienz der Kabinensysteme zu
optimieren, da sich diese mafigeblich auf den Treibstoffverbrauch auswirkt. Dieses
Ziel kann erreicht werden, indem die Systeme hinsichtlich des Druckverlustes
optimiert werden. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der Optimierung des
Kabinenluftauslasses des Dornier 728 Versuchstragers hinsichtlich der genannten
Zielfunktionen. Dazu sollen beide Zielfunktionen sowie die Auswirkung der Geom-
trieinderung auf die Zielfunktionen untersucht werden.

In der Realitat sind die verschiedenen Zielfunktionen nicht unabhangig voneinander,
sondern beeinflussen sich gegenseitig und konnen sogar in direktem Widerspruch
zueinander stehen. Die simultane Betrachtung mehrerer Zielfunktionen, die soge-

nannte Pareto- oder Vektoroptimierung, ist eine allgegenwartige Herausforderung,



1.1 Motivation

Abb. 1.1: Kabinen-Testanlage fiir Kabinenklimatisierung am DLR Gottingen. Oben: Auflen-
ansicht des Versuchstragers Dornier 728. Unten: Innenansicht der Flugzeugkabine
mit Dummies in Vorbereitung auf ein Experiment.

da sie in den meisten realitdtsnahen Problemstellungen anzutreffen ist. Eine weitere
Zielstellung der Arbeit liegt daher in der Vektoroptimierung der genannten Ziel-

funktionen am Beispiel des Kabinenluftauslass der Do728.

Der erste Teil der Arbeit zeigt das Potential der adjungierten Formoptimierung
fur stationdre Stromungen. Im zweiten Teil wird eine Erweiterung auf instationare
Problemstellungen vorgenommen. Am Beispiel einer voll ausgebildeten, turbulenten
Kanalstromung wird die Eignung der adjungierten Formoptimierung fiir eine passive
Mafinahme zur Stromungskontrolle untersucht. Das Ziel ist dabei die Reduzierung
der Wandschubspannung. Die Vorhersage der Stromungsfelder erfolgt mittels Di-
rekter Numerischer Simulation. Die Stromungsfelder werden zeitlich gemittelt, das
Mittelungsintervall wird dabei so gewdhlt, dass starke Fluktuationen verschwinden,
aber Fuflabdriicke zuriick bleiben. Die gemittelten Stromungsfelder werden dann als
zeitlich konstant angesehen, um eine stationare, adjungierte Optimierung vorzuneh-

men.
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1.2 StaND DER TECHNIK

Im folgenden Kapitel wird eine kurze Ubersicht tiber die Entwicklungen und den ak-
tuellen Stand der Forschung im Bereich der adjungierten Formoptimierung gegeben.
Diese Ubersicht beschrinkt sich auf Anwendungen und Entwicklungen mit Bezug
zur Aerodynamik bzw. Fluidmechanik. Des Weiteren erfolgt eine kurze Ubersicht
uber die Anwendung von Netzverformungstechniken und die simultane Optimie-
rung mehrerer Zielfunktionen.

Fur den zweiten Teil der Arbeit wird eine Ubersicht iiber die Optimierung auf Grund-
lage einer Direkten Numerischen Simulation gegeben sowie deren Anwendung auf
Kanalgeometrien.

Da die Optimierung ein sehr weitlaufiges Fachgebiet ist, soll als erstes eine kurze

Ubersicht uiber allgemeine Losungsverfahren gegeben werden.

OPTIMIERUNG

Die Optimierung als mathematisches Teilgebiet beschaftigt sich mit komplexen Sys-
temen und deren unbekannten Parametern. Letztere, auch Designvariablen genannt,
sollen dabei so variiert werden, dass eine definierte Zielfunktion einen minimalen
oder maximalen Wert erfahrt. Dieser Wert wird dann als Optimum bezeichnet und
entspricht einem Extremwert der Zielfunktion, also der Nullstelle der Ableitung der
Zielfunktion. Um diesen Wert zu bestimmen, stehen eine Vielzahl von Verfahren zur
Verfiigung.

Auf der einen Seite stehen sogenannte ,white box“-Methoden, die Informationen
uber die Struktur der Zielfunktion bzw. deren Ableitungen in die Suche integrieren.
Hierbei handelt es sich tiberwiegend um Gradientenverfahren zur Bestimmung der
Suchrichtung. Burden et al. [12] beschreiben als ableitungsfreies Verfahren das
Bisektionsverfahren und Nelder et al. [76] das Downhill-Simplex-Verfahren. Hestenes
et al. [42] nutzen das Verfahren der konjugierten Gradienten, das die erste Ableitung
der Zielfunktion verwendet, um sich an das Optimum anzundhern. Ein Verfahren,
das die zweite Ableitung der Zielfunktion auswertet, wird bereits 1774 von Isaac
Newton [78] vorgestellt. Das Verfahren wird, mit leichten Anderungen, auch heute
noch verwendet.

Demgegentiber stehen die sogenannten ,black box“-Methoden, bei denen die Ziel-
funktion nur punktuell ausgewertet wird, um daraus neue Punkte zur Auswertung

zu generieren. ,black box“-Methoden arbeiten generell weniger effizient als ,white
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box“-Methoden, der Vorteil liegt jedoch in der Anwendbarkeit auf beliebige Funktio-
nen. ,black box“-Methoden lassen sich prinzipiell in drei Klassen einteilen. Die erste
Klasse bilden die deterministischen Suchverfahren, mit denen, ausgehend von vorher
definierten Startpunkten, Losungen der Funktion berechnet werden, die die nachste
Auswertungsstelle bestimmen. Dieses Vorgehen wird dann iteriert, bis sich Konver-
genz einstellt. Eine umfassende Ubersicht zu deterministischen Suchverfahren findet
sich bei Kolda et al. [53]. Die zweite Klasse bilden die stochastischen und metaheuristi-
schen Verfahren. Diese erzeugen, im Gegensatz zu deterministischen Verfahren, neue
Suchpunkte durch zufillige Anderungen an Komponenten der Ausgangspunkte.
Anderungen, die gute Eigenschaften hervorrufen werden beibehalten, bei schlechten
Eigenschaften werden die Anderungen verworfen. In diese Klasse fallen u.a. die
genetischen Algorithmen, die von John Holland [49] etabliert wurden. Eine Ubersicht
zu heuristischen Verfahren findet sich bei Michalewicz et al. [68]. Die dritte Klasse
besteht aus Verfahren auf Basis von Metamodellen, mit denen Eigenschaften, die
einen signifikanten Einfluss auf die Zielfunktion haben, in ein vereinfachtes Modell
ausgelagert werden. Beispielsweise werden komplexe Geometrien stellvertretend
an vereinfachten Geometrien untersucht oder Erhaltungsgleichungen werden
durch Gleichungen geringerer Ordnung ersetzt. Es existieren eine Vielzahl von Va-

rianten und Ansétzen, die z.B. von Myers et al. [73] dargestellt und diskutiert werden.

Wie der vorhergehende Abschnitt zeigt, existieren zahlreiche Algorithmen
zur Losung von Optimierungsproblemen. Welche der zur Verfiigung stehenden
Vorgehensweisen am effizientesten ist, hangt jedoch stark vom betrachteten Opti-
mierungsproblem ab. Prinzipiell werden bei Letzteren zwei Arten unterschieden.
Einerseits kann eine Einteilung in lineare und nichtlineare Optimierungsprobleme
erfolgen, andererseits konnen Optimierungsprobleme mit und ohne Nebenbedin-
gungen betrachtet werden. Lineare Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
haben sowohl eine lineare Zielfunktion, als auch lineare Nebenbedingungen und
konnen exakt gelost werden. Schwieriger zu 1osen ist die Klasse der nicht linearen
Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen, da die Zielfunktion und / oder
die Nebenbedingungen nicht linear sind. Die generelle Vorgehensweise zur Losung
solcher Probleme besteht im Aufbau einer Hilfsfunktion, in der Zielfunktion und
Nebenbedingungen kombiniert werden. Ein weit verbreitetes Verfahren dieser
Klasse ist die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, die auf Joseph-Louis Lagrange
[56] zurtickgeht. Das Auffinden eines Optimums erfolgt dabei durch Minimierung
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bzw. Maximierung der Hilfsfunktion. Die Effizienz dieser Methode, hangt von der
Art der Hilfsfunktion ab.

Im Bereich der Aerodynamik wird als Zielfunktion haufig ein stromungsmechani-
scher Beiwert herangezogen. Dieser kann zum Beispiel der Auftrieb, die Reibung, der
Druckverlust oder eine beliebige andere Grofie in Abhangigkeit der Zustandsvaria-
blen sein. Als Nebenbedingungen gelten im Regelfall Erhaltungsgleichungen, die im
allgemeinen Fall nichtlinearer Natur sind. Es handelt sich bei der ,, Aerodynamischen
Optimierung” also um nichtlineare Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen.
Bei der Formoptimierung resultieren Designvariablen aus der geometrischen Form
des untersuchten Objektes. Eine der ersten Studien zur Kopplung von numerischen
Stromungssimulationen und numerischen Optimierungsverfahren stammt von Hicks
etal. [43]. In deren Arbeit wird die Form der untersuchten Tragflugelprofile durch ein
Polynom angenahert und die Koeffizienten der Polynome dienen als Designvariablen.
Nachteilig an dieser Annidherung ist, dass sich bei Anderung einer Designvariable
auch die Zustandsvariablen andern, sodass nach jedem Anderungsschritt eine neue
Stromungssimulation notig ist. Mit steigender Zahl der Freiheitsgrade steigt die Zahl
der benoétigten Simulationen und damit der Bedarf an Rechenzeit stark an. Ein weite-
rer Nachteil entsteht bei der Modellierung komplizierter Geometrien, insbesondere
komplexer 3D-Modelle, mit Hilfe von Polynomen. Eine etablierte Methode, mit der

die Freiheitsgrade reduziert werden, stellt das sogenannte adjungierte Verfahren dar.

AD]UNGIERTE FORMOPTIMIERUNG

Bei der aerodynamischen Formoptimierung auf Grundlage numerischer Simulatio-
nen handelt es sich um ein nichtlineares Optimierungsproblem mit Nebenbedin-
gungen, wobei die Nebenbedingungen durch Differentialgleichungen beschrieben
werden. Diese Problemklasse wird in der Mathematik als Optimale Steuerung be-
zeichnet und die Theorie wurde im Wesentlichen von Lions [61] begriindet. Die
Erhaltungsgleichungen, also die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems,
werden im Folgenden als primale Gleichungen bezeichnet. Durch Losung einer
adjungierten Gleichung ermoglicht die Optimale Steuerung indirekt die Bestimmung
des Gradienten der primalen Gleichung in Abhangigkeit spezifischer Grofien. Dieser
Ansatz erweist sich im Hinblick auf den Rechenaufwand signifikant effizienter
als zum Beispiel die Verwendung von finiten Differenzen. Des Weiteren gilt, dass

ein adjungiertes Problem entweder anhand von diskreten oder kontinuierlichen
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Gleichungen formuliert werden kann.

Eine diskrete adjungierte Gleichung erhalt man, indem alle Terme der bereits diskre-
tisierten primalen Gleichung mit der Variation der Parameter multipliziert werden.
Die Struktur der resultierenden Gleichung hangt daher vom Diskretisierungsschema
der primalen Gleichung ab. Wird die diskret adjungierte Gleichung exakt geldst,
gibt diese den exakten Gradienten der bereits diskretisierten Zielfunktion wieder.
Die Genauigkeit des Verfahrens wird also durch die Diskretisierung der primalen
Gleichung vorgegeben, da der Diskretisierungsfehler direkt auf die diskrete adjun-
gierte Gleichung ubertragen wird.

Bei der Verwendung eines kontinuierlichen Ansatzes erfolgt die Herleitung der
adjungierten Gleichung aus der kontinuierlichen Formulierung der primalen Glei-
chung. Durch die Anwendung des Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren [56]
(auch adjungierte Variablen genannt), wird die Variation der Zielfunktion mit der
primalen Gleichung kombiniert. Aus den Variationstermen lassen sich die adjun-
gierte Gleichung sowie deren Randbedingungen ableiten. Dieses Gleichungssystem
wird anschliefend diskretisiert und gelost. Wird die kontinuierlich adjungierte
Gleichung analytisch gelost, liegt auch eine exakte Gradienteninformation vor. Bei
der numerischen Losung ist die Genauigkeit der Losung vom Diskretisierungfehler
der adjungierten Gleichung abhingig.

Zusatzliche Fehler entstehen bei beiden Ansadtzen durch numerische Einfliisse (sys-
tematische Fehler) des jeweiligen numerischen Verfahrens. Ein Vergleich zwischen
diskret und kontinuierlich adjungierten Vorgehensweisen findet sich bei Nadarajah
et al. [74]. In der Arbeit wird die Genauigkeit der ermittelten Gradienteninformation
verglichen. Als Testfall dienen hier die Widerstandsreduktion und die Reduktion des
Uberschallknalls bei der Umstromung eines Tragfliigelprofils. Der Vergleich sowie
eine weitere Arbeit des Autors [75] zeigen, dass die resultierenden Gradiententerme
bei Betrachtung aller Fehlerquellen der Methoden ahnlich genau bestimmt werden.
Ein weiterer Unterschied zwischen der diskreten und kontinuierlichen Formulierung
besteht in der Implementierung des Verfahrens. Im diskreten Fall konnen Verfahren
aus dem Bereich des automatischen Differenzierens (siehe dazu z.B. Rall [86]) zum
Einsatz kommen, was die Implementierung erheblich vereinfacht. Jedoch muss
die adjungierte Gleichung fur jede Problemstellung neu hergeleitet werden. Die
Herleitung einer kontinuierlich adjungierten Gleichung ist dabei umfangreicher und
komplexer als bei der entsprechenden diskreten Gleichung. Wurde die kontinuier-

lich adjungierte Gleichung jedoch einmal hergeleitet, konnen damit verschiedene
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Problemstellungen gelost werden. Dafur ist nur der Austausch der Zielfunktion
in der abgeleiteten Gleichung notig. Da in der vorliegenden Arbeit verschiedene
Zielfunktionen und deren Wechselwirkungen miteinander untersucht werden, wird

in dieser Arbeit das kontinuierliche Verfahren eingesetzt.

Pironneau [84] wendet das Verfahren der Optimalen Steuerung erstmals auf
Problemstellungen im Bereich der Fluiddynamik an. Es werden Stromungsprobleme
behandelt, die durch elliptische Differentialgleichungen beschrieben werden. Die
Grundgleichungen der Problemstellungen werden dabei mit finiten Elementen
diskretisiert. Am Beispiel der Potentialstromung durch eine quaderformige Dise
wird eine Zielfunktion definiert, die eine vorgeschriebene Luftgeschwindigkeit in
vorgeschriebenen Bereichen fordert. Pironneau kann hier durch die Optimale Steue-
rung verschiedene Geometrien erzeugen, die genau die Forderung der Zielfunktion
erfilllen. Des Weiteren wird ein zweidimensionales Flugelprofil betrachtet, dessen
Umstromung mit einer Stromfunktion beschrieben wird. Die Form des Profils kann
dahingehend optimiert werden, dass eine Ablosung an der Hinterkante verhindert
wird. Durch diese Arbeit wird eine vollig neue Moglichkeit zum Entwurf von techni-
schen Vorrichtungen mit definierten, aerodynamischen Eigenschaften beschrieben.
Im Bereich der numerischen Stromungsmechanik (CFD) mittels finiter Volumen
leistet Jameson [44, 45] die Pionierarbeit zum Einsatz der adjungierten Gleichungen.
In den Arbeiten wird erstmals ein Kontrollproblem auf Grundlage der Euler-
Gleichungen betrachtet. Jameson wendet das Verfahren der Optimalen Steuerung auf
stromungsphysikalische Fragestellungen an und prasentiert eine kontinuierliche
Formulierung des adjungierten Verfahrens. In den Arbeiten werden transsonische
Umstromungen von Flugelprofilen auf Grundlage der Potential- und der Euler-
Gleichungen betrachtet. Durch die gezielte Steuerung der Designvariablen konnen
Fligelquerschnitte generiert werden, die eine vorgeschriebene Druckverteilung auf
der Profiloberfliche aufweisen. Die Erweiterung auf reibungsbehaftete Stromun-
gen erfolgt ebenfalls durch Jameson [46]. Indem die Navier-Stokes-Gleichungen
als Erhaltungsgleichungen verwendet werden, ist es moglich, dreidimensionale
Fliigelprofile hinsichtlich des Verhaltnisses von Auftrieb und Reibungswiderstand
zu optimieren. Die Ergebnisse zeigen ein verdndertes Fliigelprofil, das eine Wider-
standsreduktion von ca. 7% bewirkt.

Die Entwicklung eines diskreten adjungierten Ansatzes macht durch die Arbeiten

von Giles et al. [36] erhebliche Fortschritte, in denen die Herleitung der diskreten
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adjugierten Gleichungen mit Fokus auf die Formulierung der Randbedingungen
beschrieben wird. Dabei wird gezeigt, dass die Randbedingungen an einer Wand eine
Funktion der linearisierten Druckvariation (reibungsfreier Fall) bzw. eine Funktion
der Normal- und Tangentialkrafte an der Wand (viskoser Fall) sein mussen, um ein
korrekt gestelltes Problem zu erhalten. Ebenfalls von Giles et al. [37] stammt eine
Einfilhrung zu aerodynamischen Entwiirfen mittels adjungierter Verfahren, in der
der Aufbau der Gleichungen und Randbedingungen diskutiert wird. AbschlieSend
werden in der Arbeit beispielhaft vorangegangene Arbeiten diskutiert, in denen
beim Entwurf eines Flugzeuges die adjungierten Verfahren zum Einsatz kommen.
So berichten Elliot et al. [28] von einer Reduktion des quadratischen Mittelwertes
von einer vordefinierten Druckverteilung um 75%. Des Weiteren erzielen Reuther et
al. [88] eine Reduktion des Reibungskoeffizienten eines Geschaftsreiseflugzeugs fur

verschiedene Flugszenarien um 15% bzw. 23%.

Ein zentraler Aspekt der vorliegenden Arbeit ist die Formoptimierung von Luft-
auslassgeometrien von Flugzeugkabinen. Um eine Formoptimierung zu realisieren,
ist es notig, die zu untersuchende Geometrie zu parametrisieren und die verwen-
deten Parameter als Designvariablen zu nutzen. Erste Ansdtze fiir eine adjungierte
Formoptimierung finden sich bei Iollo et al. [21], durch die eine quasi eindimensio-
nale Lavaldiise hinsichtlich einer homogenen Druckverteilung entlang der Abszisse
optimiert wird. Als Transportgleichungen werden die Euler-Gleichungen verwendet,
auf deren Grundlage eine kontinuierlich adjungierte Formulierung abgeleitet wird.
Um die Form der Dise zu parametrisieren, wird eine generische Funktion in
Abhangigkeit von Form-Koeffizienten verwendet. Die Form der Diise soll zu einer
vorher definierten Druckverteilung fuhren. Das Vorgehen wird fur den Fall ohne
auftretende Schockwelle und mit auftretender Schockwelle demonstriert. Ein Nach-
teil des angewendeten Verfahrens ist, dass die Parametrisierung mit vergleichsweise
einfachen Funktionen bei der Modellierung komplexer Geometrien schnell an ihre
Grenzen stofst. Zusatzlich ist die Zahl der Freiheitsgrade durch die Anzahl der
Form-Koeffizienten begrenzt.

Eine Erweiterung auf komplexe Geometrien findet sich bei Reuther et al. [87, 88],
die in ihrer Arbeit ebenfalls die Euler-Gleichungen als Transportgleichungen ver-
wenden und eine kontinuierlich adjungierte Formulierung ableiten. Als Testfall
dient eine Flugzeugkonfiguration, welche zur Formvariation mit mehreren Hicks-

Henne-Funktionen angenahert wird. Aufgrund der steigenden Komplexitat wird der
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Optimierungsalgorithmus fir die Verwendung von Parallelrechnern ausgelegt. In
dieser Arbeit kann der Reibungsbeiwert der Flugzeugkonfiguration fiir verschiedene
Flugszenarien zwischen 15% und 23% reduziert werden.

Nielsen et al. [79] verwenden einen diskret adjungierten Ansatz, der auf
der Losung der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS-
Gleichungen) basiert. Als Testfall dienen zweidimensionale Flugelprofile, welche
durch B-Splines definiert sind. Durch den Optimierungsalgorithmus werden die
Koeffizienten der Splines variiert, um den Auftrieb zu maximieren bzw. den Stro-
mungswiderstand zu minimieren. Mit diesem Ansatz wird eine Reduzierung des
Reibungswiderstandes um 43% gezeigt.

Ein weiterer Ansatz wird von Othmer [80] prasentiert, der auf Grundlage der RANS-
Gleichungen eine kontinuierlich adjungierte Formulierung vorstellt. Zusatzlich
spezialisiert er sich auf gefithrte Stromungen (ducted flows). Fur die Optimierung
dienen alle Oberflachenpunkte der raumlichen Diskretisierung als Designvariablen,
fur die Oberflachensensitivitaten bestimmt werden. Die Sensitivititen entsprechen
dabei einer Verschiebung des betreffenden Punktes in oberflichennormaler Rich-
tung. Dieser Ansatz basiert auf einer Idee von Pironneau [84]. Er ermoglicht eine
starke Erhohung der Zahl der Freiheitsgrade fur die Formvariation. Als Testfall
wird ein S-formiges Segment eines Luftkanals verwendet und hinsichtlich des
Druckverlustes im Kanal optimiert. Das Ergebnis ist eine Sensitivitatsverteilung,
die die neue, optimale Form des Kanals anzeigt. Eine Methode zum Generieren der
neuen Geometrie sowie eine Stromungssimulation in der optimierten Geometrie und

der Vergleich mit der Ausgangsgeometrie werden allerdings nicht geliefert.

Alle gezeigten Ansatze liefern eine Art Sensitivitatsverteilung, die zu einer neuen,
optimalen Geometrie fithren. Unabhangig davon, ob die Sensitivititen fur die
Koeffizienten einer Funktion oder Verschiebung eines Oberflichenpunktes definiert
sind, muss die verdnderte Form der Oberflaiche noch auf das Rechennetz Ubertragen
werden. Lohner et al. [62] und Robinson et al. [91] verwenden CAD-Modelle und ver-
kntipfen die berechneten Sensitivitaiten mit den Parametern einer CAD-Umgebung.
Da ein Grofsteil der CAD-Software kommerzieller Art ist, kann der Anwender keinen
direkten Einfluss auf die Parametrisierung nehmen. Die CAD-Software muss daher
als eine art Black Box verwendet werden. Um dieses Problem zu umgehen, kann das
verwendete Rechennetz auch direkt verformt werden. Wang et al. [106] interpolieren

die Verschiebungen am Rand eines Rechengebietes entlang der Netzlinien auf die

10
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innenliegenden Punkte des Netzes. Dieses Verfahren der Transfiniten Interpolation
lasst sich nur auf strukturierte Netze anwenden. Bei der Betrachtung realitatsnaher
Geometrien ist jedoch meist die Verwendung unstrukturierter Gitter notwendig.
Batina [2] bildet die Punkt-zu-Punkt-Verbindung zweier benachbarter Netzpunkte
durch eine lineare Feder ab. Diese Feder-Analogie eignet sich auch fiir die Defor-
mation von unstrukturierten Gittern. Die Verformung erweist sich jedoch als wenig
robust, wie bei Blom [6] gezeigt wird. Um die Methode zu verbessern, ersetzt Farhat
et al. [29] die lineare Feder durch eine Torsionsfeder. Sederberg et al. [93] betten
das zu verformende Objekt in eine Box, welche dann stellvertretend fur das Objekt
verformt wird. Diese Freiform-Deformation ist jedoch in der Zahl der Freiheitsgrade
begrenzt.

In der vorliegenden Arbeit soll daher das Rechennetz auf Grundlage der ermittelten
Sensitivitdten verformt werden, um so die grofstmogliche Anzahl an Freiheitsgraden
zu ermoglichen. Bei der Netzdeformation auf Grundlage von radialen Basisfunk-
tionen ist es moglich, die Verformungen am Rand auf die internen Netzpunkte zu
interpolieren. Radiale Basisfunktionen sind ein weit verbreitetes Werkzeug bei der
Interpolation verstreuter Daten, wie bei Buhmann [11] und Wendland [107] gezeigt
ist. Ein Verfahren fiir eine Netzverformung mit radialen Basisfunktionen wird von

de Boer et al. [18] vorgestellt.

Ein weiterer Aspekt, der in der vorliegenden Arbeit verfolgt wird, ist die Behand-
lung mehrerer Zielfunktionen. Die sogenannte Vektor- oder Pareto-Optimierung ist
bereits Bestandteil zahlreicher Arbeiten und Lehrbiicher und weist dabei ein sehr
breites Anwendungsspektrum auf. Beispielhaft seien hier Vira et al. [102], Marler et
al. [65], Deb [20] und Ehrgott [26] genannt.

Nachdem die Optimierung in der Aerodynamik einen wachsenden Stellenwert be-
sitzt, steigt auch die Bedeutung der Pareto-Optimierung in diesem Fachgebiet. Peri-
aux et al. [83] verwenden beispielsweise genetische Algorithmen, um die Ausgangs-
geometrie eines umstromten Tragfliigels so zu verandern, dass der Auftriebskoeffi-
zient maximiert wird. Dabei sollen der Vorfligel, der Hauptflugel und die Tragfla-
chenhinterkantenklappe separat optimiert werden. Die einzelnen Losungen werden
so kombiniert, dass der Wert der Gesamtkonfiguration optimiert wird. Die Arbeit
von Mantel et al. [64] hat das Ziel, ein Tragfliigelprofil dahingehend zu optimieren,
dass die Reflexion von auftreffenden Radarwellen minimiert wird. Hierfur wird der

Tragfliigel fur zwei verschiedene Szenarien optimiert, in denen der Einfallswinkel

11



1 Einleitung

der Wellen unterschiedlich ist. In Mantels Arbeit wird ein Kompromiss gesucht, der
als Pareto-Problem fur beide Einfallswinkel eine Verbesserung darstellt. In beiden
genannten Arbeiten werden die Zielfunktionen kombiniert und die Wichtungsfakto-
ren variiert, bis sich ein Gleichgewicht entsprechend den Gesetzen der Spieltheorie
einstellt. Ausfithrungen dazu finden sich bei Wang et al. [104]. Weitere Anwendun-
gen finden sich bei Quagliarella et al. [85], in deren Arbeit die Auslegung von Fli-
gelprofilen hinsichtlich mehrerer Zielfunktion von evolutionaren Algorithmen ge-
steuert wird. Dabei soll der Auftriebskoeffizient maximiert und die Abweichung des
Nickmoments von einem definierten Wert minimiert werden. Als Ergebnis wird die
Pareto-Front der beiden Zielfunktionen prasentiert. In einem zweiten Beispiel soll
der Auftriebskoeffizient maximiert und der Widerstandsbeiwert fur Schockwellen
minimiert werden. Auch hier wird die Pareto-Front des Optimierungsproblems pra-
sentiert. Ein weiteres Beispiel ist die Arbeit von Zingg et al. [112], in der die Leis-
tungsfahigkeit von genetischen Algorithmen mit der Leistungsfahigkeit von Gradi-
enten-basierten Algorithmen anhand der jeweils ermittelten Pareto-Fronten vergli-
chen wird. Der Autor kann zeigen, dass beide Verfahren zuverldssig gegen das glei-
che Optimum konvergieren.

Ein verbreitetes Verfahren, um mehrere Zielfunktionen zu kombinieren, ist die Me-
thode der gewichteten Summe, in welchem die verschiedenen Zielfunktionen zu ei-
ner einzelnen kombiniert werden. Mehr Details tiber die Methode der gewichteten
Summe bietet die Arbeit von Marler et al. [66]. Nemec et al. [77] stellen einen Algo-
rithmus zur Formoptimierung von Tragflugelprofilen vor. Dieser Algorithmus nutzt
die Methode der gewichteten Summe, um die Pareto-Front fur die Zielfunktionen
maximaler Auftrieb und minimaler Reibungswiderstand fur verschiedene Reynolds-
und Machzahlen zu bestimmen. Dagegen vergleichen Zingg et al. [112] ein adjun-
giertes Verfahren zur Minimierung einer kombinierten Zielfunktion mit einem ge-
netischen Verfahren. An verschiedenen Beispielen der aerodynamischen Formopti-
mierung zeigen sie, dass beide Verfahren gegen das gleiche Ergebnis konvergieren,
wobei der genetische Algorithmus etwa die 5- bis 200-fache Anzahl an Funktionsaus-
wertungen benotigt. Zudem stellen Zhang et al. [110] eine adaptive Methode der ge-
wichteten Summe vor, um multidisziplinare Vektoroptimierungsprobleme zu losen.
Desweiteren zeigen Buckley et al. [10] die Formoptimierung eines Tragfliigelprofils.
Die Autoren verwenden die Methode der gewichteten Summe, um die Zielfunktio-
nen minimale Reibung und maximaler Auftrieb zu kombinieren und fir verschiedene

Flugzustande zu minimieren.
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Im Bereich der adjungierten Optimierung findet die Vektoroptimierung ebenfalls
Anwendung auf aerodynamische Problemstellungen. Auch hier wird in den meisten
Arbeiten das Verfahren der gewichteten Summe verwendet, um die Zielfunktionen
zu kombinieren. Fur das Auffinden optimaler Wichtungsfaktoren konnen auch hier
Gleichgewichte aus der Spieltheorie eingesetzt werden, wie bei Zhili et al. [111] ge-
zeigt wird, indem sie detailliert die Kopplung zwischen Spieltheorie und adjungier-
ten Verfahren diskutieren. Als Anwendung dient die Optimierung eines Flugelpro-
fils hinsichtlich der Maximierung des Auftriebskoeffizienten und der Minimierung
des Reibungswiderstandes. Diese Optimierung erfolgt mit adjungierten Methoden.
Um einen Kompromiss fur verschiedene Flugzustande zu finden, werden die Gesetze
der Spieltheorie angewendet und als Ergebnis die Pareto-Front des Problems gezeigt.
Eine weitere Moglichkeit besteht in der Verwendung von gradientenbasierten Ver-
fahren. Nemec et al. [77] verwenden einen gradientenbasierten Newton-Krylow Algo-
rithmus um einen Tragfliigel mit definierten Auftriebs- und Reibungskoeffizienten
zu erhalten. Auch sie prasentieren die Pareto-Front des Problems, mit der ein Kom-
promiss fur die Wichtung der Zielfunktionen aufgezeigt wird.

Ein weiteres Verfahren wird von de Villiers et al. [19] vorgestellt, bei dem eine Ansau-
goffnung einer Brennkammer mittels adjungierter Topologieoptimierung verandert
wird. Dabei werden die beiden Zielfunktionen Minimierung des Druckverlustes und
Maximierung des Verwirbelungsgrades separat betrachtet. Die resultierenden Sensi-
tivitatsverteilungen werden zur Laufzeit durch die Methode der gewichteten Summe
kombiniert. Dabei werden die Wechselwirkungen der Zielfunktionen untereinander
untersucht und dargelegt.

Die angefuhrten Arbeiten belegen, dass auch im Bereich der Vektoroptimierung ver-
schiedene Optimierungsalgorithmen verwendet werden konnen. Speziell bei Verfah-
ren, die verschiedene Zielfunktionen kombinieren, muss jedoch beachtet werden,
dass nicht die Formoptimierung, also die Variation der Designvariablen, sondern
die Wichtungsfaktoren des Kombinationsverfahrens, optimiert werden. Es handelt
sich also um ein geschachteltes Optimierungsproblem, in dem verschiedene Opti-

mierungsalgorithmen kombiniert werden.

INSTATIONARE OPTIMIERUNG VON KANALSTROMUNGEN

Im zweiten Teil der Arbeit steht die Optimierung einer vollentwickelten, turbulenten
Kanalstromung im Fokus, um die Anwendbarkeit der adjungierten Formoptimie-

rung auf instationdre Stromungsprobleme zu untersuchen. Die Optimierung erfolgt
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1 Einleitung

dabei auf Grundlage von Stromungsfeldern, die in Direkten Numerischen Simula-
tionen (DNS) berechnet werden.

Die ersten umfangreichen Studien zur DNS der vollentwickelten, turbulenten
Kanalstromung stammen von Kim et al. [51], eine Erweiterung der genannten
Arbeit stammt von Moser et al. [72]. In der Arbeit von Kim wird eine turbulente
Kanalstromung mit der Reynoldszahl Re, = 180 untersucht und umfangreiche
Statistiken ausgewertet, die mit experimentellen Daten verglichen werden. Die von
Kim et al. gewonnen Daten stehen als Referenzfall zur Verfugung, sodass auch in der
vorliegenden Arbeit die von Kim et al. prasentierte Konfiguration verwendet wird,
um darin die Reduzierung der Wandreibung zu untersuchen.

Das Verfahren der adjungierten Optimierung von instationaren Stromungsprob-
lemen stellt ebenfalls einen eigenstindigen Forschungsbereich dar. Arbeiten zu
diesem Thema werden z.B. von Economon et al. [25], Srinath et al. [97] oder Vezyris
et al. [101] vorgestellt. Um die adjungierte Gleichung eines zeitabhangigen Pro-
blems zu losen, wird im ersten Zeitschritt der adjungierten Simulation die Losung
des letzten Zeitschritts der primalen Simulation benoétigt. Im zweiten Schritt der
adjungierten Simulation wird die Losung des vorletzten Zeitschritts der primalen
Simulation benotigt usw. (vgl. dazu Cyr et al. [17]). Fur die daraus entstehende riick-
wdrts gewandte Integration sind alle instantanen Zeitfelder der primalen Simulation
notwendig, woraus ein enormer Speicherbedarf resultiert. Viele Arbeiten im Bereich
der instationdren, adjungierten Optimierung beschaftigen sich daher mit effektiven
Speicheralgorithmen (vgl. z.B. Griewank et al. [38], Spears et al. [96] und Wang et al.
[105]).

Ein Anwendungsgebiet der zeitabhangigen Optimierung stellt die aktive Stromungs-
kontrolle dar. Letztere kann durch Absaugen und Einblasen realisiert werden.
Dieses Prinzip wird bereits in den 60er Jahren von Sparrow et al. [95] und Moffat
et al. [69] vorgestellt. Durch Absaugen und Einblasen wird bei Lee et al. [15]
die Wandreibung in einer turbulenten Kanalstromung reduziert. Dabei wird die
wandnormale Geschwindigkeitskomponente an einer Stelle mit einem Abstand
von 10 y* von der Wand als Kontrollparameter genutzt, um an der Wand mit einer
gleichgrofien, entgegengesetzten Geschwindigkeit einzublasen und abzusaugen. Die
Simulationen zeigen eine Reduktion der Wandreibung um ca. 25%. Das angewen-
dete Verfahren erfordert jedoch einen enormen Rechenaufwand, da die bendtigten
Geschwindigkeitsinformationen nur durch eine Direkte Numerische Simulation

verfiigbar sind. Bewley und Moin [3] waren die ersten, die eine suboptimale Kontrolle
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1.3 Zielstellung

auf turbulente Kanalstromungen angewendet haben. Dabei werden die Kontroll-
parameter in vergleichsweise kurzen Zeitspannen gesucht, um eine langfristige
Widerstandsreduktion zu erzielen. In der Arbeit wird eine Reduktion von ca.
17% erreicht. Ebenfalls von Bewley et al. [4] stammt eine umfangreiche Studie
zur Reduzierung der turbulenten, kinetischen Energie und des Druckgradienten
durch die Anwendung eines adjungierten Verfahrens zur Steuerung des Einblasens
und Absaugens. Neben der Untersuchung verschiedener Zielfunktionen, die eine
Widerstandsreduktion erzielen sollen, wird von einer Relaminarisierung und ein-
hergehender Widerstandsreduktion von ca. 50% berichtet. Eine weitere Arbeit zum
Thema suboptimale Kontrolle stammt von Lee et al. [59], in der fiir eine praktische

Anwendung an der Wand verfiigbare Daten genutzt werden.

Das Ziel einer passiven Stromungskontrolle in einer Kanalstromung ist die Kon-
trolle einer Zielgrofse durch die Veranderung der Kanalwande. Ein prominentes Bei-
spiel sind die Riblets, also in stromungsrichtung ausgebildete Rippen, mit denen in
Experimenten von Walsh [103] durch die Variation der Hohe und Breite der Riblets
eine Widerstandsreduktion von bis zu 8% erreicht wird. Direkte Numerische Simu-
lationen einer turbulenten Stromung tiber Riblets stammen von Choi et al. [14], die

von einer Widerstandsreduktion um 5 — 6% berichten.

1.3 ZIELSTELLUNG

Die Ausfuhrungen des vorigen Kapitels belegen, dass die Optimierung ein brei-
tes Anwendungsspektrum bietet. Durch das Anwachsen der verfiigbaren Rechen-
leistung ist auch die Bearbeitung komplexer Problemstellungen moglich geworden.
Waihrend die aerodynamische Optimierung in den Anfangen meist auf vereinfach-
ten Transportgleichungen, wie z.B. die Euler’'schen Bewegungsgleichungen, basiert,
ist es nun moglich, eine Optimierung auf Grundlage der Navier-Stokes-Gleichungen
durchzufihren. In Abschnitt 2 werden die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen (RANS-Gleichungen) als Transportgleichungen vorgestellt, sowie die
Herleitung des adjungierten Verfahrens auf Grundlage der RANS-Gleichungen er-
lautert. Durch letztere ist es moglich, auch komplexe Stromungsprobleme zu unter-
suchen. Ein zentrales Thema der vorliegenden Arbeit besteht in der Implementierung
einer automatisierten Prozesskette zur Optimierung komplexer Geometrien. Um die

hohe Anzahl an Freiheitsgraden, die durch die adjungierte Formoptimierung zur Ver-
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1 Einleitung

fugung gestellt werden, effektiv nutzen zu konnen, wird eine Verformung mit radia-
len Basisfunktionen implementiert. Bereits dieser Schritt stellt eine Erweiterung des
Standes der Technik dar, da in der Forschung auf diesem Gebiet das Hauptaugen-
merk auf der Verbesserung der Theorie der adjungierten Optimierung lag und nicht
auf der Umsetzung auf anwendungsnahe Probleme. Zudem wurde in der Vergangen-
heit bei der sich anschlieSenden Verformung haufig mit einer reduzierten Anzahl an
Freiheitsgraden operiert, wodurch das Potential der adjungierten Formoptimierung
nicht voll ausgeschopft werden kann. Um eine zuverladssige und leistungsfahige Op-

timierungsumgebung zu entwickeln, sind folgende Arbeitsschritte durchzufiihren:

* Einsatz eines Simulationswerkzeugs zur adjungierten Formoptimierung an

komplexen Geometrien,

* Implementierung eines Werkzeugs zur Netzverformung auf Grundlage von ra-
dialen Basisfunktionen zur Verformung unstrukturierter Rechennetze bei Er-

haltung der Netzqualitat,

* Kombination der beiden Werkzeuge zum Aufbau einer automatisierten Prozess-
kette.

Um die Leistungsfahigkeit der Prozesskette zu untersuchen, wird als Anwendungs-
fall der Kabinenluftauslass eines Passagierflugzeuges betrachtet. In der Praxis ist
die Auslegung eines solchen Beluftungssystems aufgrund von spezifischen Anfor-
derungen, wie z.B. Bauraumbeschrankungen, von der Erfahrung der Konstrukteure
abhangig. Gleichwohl kann die Leistung der entworfenen Systeme durch numerische
Optimierungsverfahren weiter verbessert werden. Um das Potential der Verbesse-
rung zu demonstrieren, werden industriell relevante Problemstellungen untersucht,
wobei zwei Zielfunktionen mit besonderer praktischer Relevanz ausgewahlt werden.

Die Fragestellungen lauten:

* Lasst sich die Homogenitdt der Geschwindigkeit beim Eintritt in die Kabine um
mindestens 10% verbessern? Wenn ja, welche Reduzierung ldsst sich daruber

hinaus erreichen?

» Lasst sich der Druckverlust der Luftauslassgeometrie um mindestens 10% re-

duzieren? Wenn ja, welche Reduzierung lasst sich dariiber hinaus erreichen?
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1.3 Zielstellung

Im ersten Teil der Arbeit steht die Entwicklung der Prozesskette sowie die Untersu-
chung skalarer Optimierungsprobleme im Mittelpunkt. In der Realitdt stehen ver-
schiedene Zielfunktionen in Wechselwirkung zueinander, sodass sich die Optimie-
rung einer Zielfunktion negativ oder positiv auf eine zweite Zielfunktion auswirken
kann. Daher soll im zweiten Teil der Arbeit die simultane Optimierung mehrerer
Zielfunktionen untersucht werden. Auch hier ist die Anwendung auf industriell re-
levante Probleme von zentraler Bedeutung. Wie in Abschnitt 1.2 bereits erwdhnt,
gibt es bereits ein Vielzahl von Arbeiten, die sich mit vektorwertigen Optimierungs-
problemen beschaftigen. Darunter befinden sich ebenfalls Arbeiten zur adjungierten
Vektoroptimierung. Die am weitesten verbreitete Methode, um mehrere Zielfunktio-
nen zu kombinieren, ist die Methode der gewichteten Summe. Sollte dabei eine Ziel-
funktion dominant gegeniiber einer anderen sein, kann das Auffinden von geeigneten
Wichtungsfaktoren eine grofle Herausforderung darstellen. Dieses Problem wird in
Abschnitt 5 genauer diskutiert. Um das Losungsverhalten zu verbessern, wird die
Kombination der Zielfunktionen mit der Methode des gewichteten Produkts umge-
setzt. Diese Methode wurde von Bridgman [9] als product of powers vorgestellt, bisher
jedoch in der adjungierten Optimierung nicht verwendet. Als zweites wird die Kom-
bination der ermittelten Sensitivitatsfelder aus der skalaren Optimierung in einem
Nachbearbeitungsschritt vorgestellt, die in ihrer Umsetzung ein Novum darstellt. Mit

dem zweiten Teil der Arbeit sollen daher folgende Fragen beantwortet werden:

* Kann die Methode des gewichteten Produkts die Dominanz einer Zielfunktion

regulieren?

* Ermoglicht die vorgestellte Prozesskette, die Pareto-Front der oben genannten
Zielfunktionen zu bestimmen? Und ist diese mit der Pareto-Front vergleichbar,

die mit einem state-of-the-Art Verfahren bestimmt wurde?

* Kann die vom Autor vorgestellte Methode der Superposition von Sensitivitats-
feldern die benotigte Rechenzeit eines Optimierungsdurchlaufs signifikant re-

duzieren? Welche Einsparung an Rechenzeit kann damit erzielt werden?

Im dritten Teil der Arbeit steht die Widerstandsreduktion in der voll entwickelten,
turbulenten Kanalstromung im Mittelpunkt. Dazu ist es notwendig, die Stromungs-
strukturen detailiert vorherzusagen. Um dies zu realisieren, wird die Direkte Nu-
merische Simulation verwendet. Da Letztere mit einem enormen Rechenaufwand

einhergeht, konnen lediglich Problemstellungen akademischer Natur betrachtet wer-
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1 Einleitung

den. Die voll entwickelte, turbulente Kanalstromung gehort dabei zu den am bes-
ten untersuchten Stromungssituationen. Da es sich um ein instationdres Problem
handelt, lautet die zentrale Fragestellung des Kapitels, ob sich die vorgestellte Pro-
zesskette zur adjungierten Formoptimierung auch auf instationare Probleme erwei-
tern lasst. Wenn die zugrunde liegenden Erhaltungsgleichungen eine Zeitabhangig-
keit aufweisen, fithrt dieser Umstand zu extrem aufwandigen Simulationen. Um den
Rechen- und Speicheraufwand gering zu halten, werden in der vorliegenden Arbeit
die durch die Direkte Numerische Simulation vorhergesagten Stromungsfelder zeit-
lich gemittelt. Die Mittelungsdauer ist dabei so gewdhlt, dass starke Fluktuationen
gedampft werden und lediglich Fufspuren der fluktuierenden Strukturen in den ge-
mittelten Feldern sichtbar bleiben. Diese Felder werden dann als zeitlich konstant
betrachtet, wodurch die adjungierten Gleichungen stationdr gelost werden konnen.
Als Anwendungsfall wird die Verminderung des Reibungswiderstands untersucht.
In Kapitel 6 wird zuerst auf die notigen Grundlagen der voll ausgepragten, turbulen-
ten Kanalstromung eingegangen, bevor das Optimierungsproblem genauer erlautert
wird. Fur eine Widerstandsreduktion spielt die Zielfunktion eine zentrale Rolle, die
zunachst vorgestellt wird, um anschliefend die Anwendung der adjungierten For-
moptimierung auf die Kanalstromung aufzuzeigen. Da es sich bei Letzterer um ein
periodisches Problem handelt, muss auch das Netzverformungswerkzeug an die pe-
riodischen Bedingungen angepasst werden. Mit diesem Kapitel sollen daher die fol-

genden Fragen beantwortet werden:

* Inwiefern lassen sich die Stromungsstrukturen eines instationdren Stromungs-

problems durch eine stationare Optimierung beeinflussen?

* Lasst sich eine Zielfunktion definieren, um den Reibungswiderstand in der Ka-

nalstromung zu reduzieren? Wenn ja, wie hoch ist die erreichbare Reduzierung?
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Grundlagen

Da die adjungierte Formoptimierung auf einem multidisziplinaren Ansatz basiert,
ist es notig, zuerst die Grundlagen darzustellen. Dabei wird nicht nur auf die mathe-
matischen und stromungsmechanischen Grundlagen eingegangen, sondern auch das

Prinzip der Lagrange-Multiplikatoren erldutert.

2.1 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Im folgenden Abschnitt soll auf die Grundlagen der Optimierung und der Variati-

onsrechnung eingegangen werden.

2.1.1 ALLGEMEINES ZUR OPTIMIERUNG

Das Wort Optimum kommt aus dem Lateinischen und bedeutet soviel wie Beste oder
Bester und beschreibt dabei im mathematischen Kontext den Extremwert einer vorher
definierten Zielfunktion. Das Auffinden dieses Extremwerts bezeichnet man als Op-
timierung. Im Folgenden werden nun die verschiedenen Begrifflichkeiten definiert.

Eine allgemeine Einfiihrung in die Optimierung findet sich z.B. bei Jarre [47].

(GRUNDBEGRIFFE DER OPTIMIERUNG

Zielfunktion:

Die Zielfunktion ist die Funktion, die optimiert werden soll. Das bedeutet, dass fiir
diese ein Extremwert gefunden werden soll. Die Zielfunktion hiangt von Parametern
x ab, die variiert werden konnen. Die Optimierungsaufgabe stellt sich also wie folgt
dar:

minimiere J(x) oder maximiere J(x). (2.1)
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2 Grundlagen

Dabei kann die Zielfunktion verschiedenste Formen annehmen, wie z.B. den
Flacheninhalt eines Rechtecks in der elementaren Extremwertaufgabe oder das
Verhaltnis von Auftrieb und Widerstand in der Aerodynamik.

Jedes Minimierungsproblem kann auch als Maximierungsproblem definiert werden
und umgekehrt. In der vorliegenden Arbeit wird fortan von Optimierungsproblemen
gesprochen, auch wenn in diesem Kontext ausschliefflich Minimierungsprobleme

gemeint sind.

Optimierung mit Nebenbedingungen:

Bei der Suche nach Parametern, die J(x) minimieren, sind im praktischen Gebrauch
meist die Parameter von Bedeutung, die zusatzlich Nebenbedingungen erfiillen. Die-
se Nebenbedingungen konnen z.B. Gleichheitsbedingungen der Form R(x) = 0 oder
Ungleichheitsbedingungen der Form R(x) < 0 sein. Das Problem aus Gleichung (2.1)

wiurde dann z.B.

minimiere J(x),

sodass R(x) = 0 gilt (2.2)

lauten. Die Parameter, welche alle Nebenbedingungen erfiillen, bilden zusammen
die zuldssige Menge.

Wenn die Zielfunktion und die Nebenbedingungen in linearer Form auftreten,
spricht man von linearer Optimierung. Die Komplexitat der Optimierungsaufgabe
erhoht sich, wenn die Zielfunktion und/oder die Nebenbedingung nicht linear ist.
In diesem Fall spricht man von nicht linearer Optimierung. Die Problemstellungen,
die in dieser Arbeit betrachtet werden, fallen in diese Klasse der nicht linearen

Optimierungsprobleme.
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2.1 Mathematische Grundlagen

Lokale und globale Optimierung;:

Wenn J(x) eine beliebige, nicht lineare Funktion darstellt, treten im Verlauf der Funk-
tion lokale Minima und Maxima auf. Sucht man ein lokales Minimum/Maximum,
spricht man von lokaler Optimierung, bei der Suche nach dem globalen Mini-

mum/Maximum spricht man hingegen von globaler Optimierung.

Designvariablen:

Als Designvariablen bezeichnet man die Parameter, die wahrend der Optimierung
verandert werden. Bei der Extremwertaufgabe der Maximierung eines Rechtecks ent-
sprachen die Designvariablen den Kantenldngen. Bei der Optimierung des Verhalt-
nisses von Auftrieb und Widerstand eines Flugelprofils entsprache die Form des Flii-

gels den Designvariablen.

OPTIMIERUNGSVERFAHREN

Zur Losung der Optimierungsprobleme stehen diverse Verfahren zur Verfiigung, wo-
bei jedes Teilgebiet der Optimierung mit speziell abgestimmten Verfahren arbeitet.
Eine Ubersicht {iber verschiedene Methoden findet sich zum Beispiel bei Fletcher
[32]. Auch im Zusammenhang mit der numerischen Stromungsmechanik wurde be-
reits eine grofSe Anzahl an Optimierungsverfahren eingesetzt, wie bei Thévenin [99]
aufgefuhrt ist.

Das in der vorliegenden Arbeit verwendete Verfahren baut auf die Variationsrech-
nung auf, in der die Zielfunktion ein Funktional ist, also von einer Funktion und
deren Ableitungen abhangt. Im nachsten Abschnitt wird daher nur auf die Variati-
onsrechnung genauer eingegangen, fur andere Optimierungsverfahren sei an dieser

Stelle auf die bereits erwahnte Literatur verwiesen.

2.1.2 VARIATIONSRECHNUNG

Der Ursprung der Variationsrechnung liegt in einer Aufgabe, die Johann Bernoulli
1692 in der Leipziger Zeitschrift Acta Eruditorum veroffentlichte [35]. Die Aufgabe
bestand im Auffinden einer Kurve zwischen zwei Punkten, die im Schwerefeld der
Erde die kuirzeste Fallzeit besitzt. Diese Aufgabe wurde als das Brachistochronen-
problem bekannt. Unter den Einsendern richtiger Losungen waren dabei Namen
wie Isaak Newton, Gottfried Willhelm Leipnitz, Guillaume de L'Hospital und Jakob
Bernoulli. Letzterer schlug einen neuartigen Losungsweg ein, den Leonard Euler
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2 Grundlagen

spater als Variationsrechnung bezeichnete.

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick ber die fur die vorliegende Arbeit
wichtigsten Punkte gegeben werden. Die Herleitung der Gleichungen orientiert sich
am Skript einer Vorlesung von Prof. em. Ulrich Gabbert [34], die der Autor wahrend
seines Studiums horte. Da sich bereits viele Lehrbucher mit der Variationsrechnung
beschaftigt haben, sei an dieser Stelle auch auf die Fachliteratur verwiesen, z.B. Funk
[33] oder Bolza [7].

Im Unterschied zur elementaren Extremwertaufgabe, bei der die Extremwerte einer
Funktion gesucht werden, beschaftigt sich die Variationsrechnung mit dem Finden
von Extremwerten eines Funktionals, also einer Funktion, die wiederum von Funk-
tionen abhangt. Funktionale treten haufig in Integralform auf und enthalten Funk-

tionen und deren Ableitungen.

x=b

J{v(x)} = jF(x,y,y’,y”,...,y(”))dx — Extremwert (2.3)

X=a

Dabei bezeichnet y(x) die gesuchte Funktion, die die Randbedingungen y(x =a) =y,
und y(x = b) = y;, erfullt. Die Funktion F(...) wird als Grundfunktion bezeichnet und
als bekannt vorausgesetzt. Mit dem Argument in geschweiften Klammern J{...} soll
die Abhangigkeit des Funktionals von einer Funktion ausgedriickt werden.

Aus der Differentialrechnung ist bekannt, dass Funktionen haufig dann ein Minimum
bzw. Maximum annehmen, wenn die Ableitung der Funktion verschwindet. Analog
dazu kann man den Extremwert eines Funktionals ermitteln, wenn die Ableitung des
Funktionals | verschwindet. Hierbei handelt es um die Ableitung des Funktionals
nach einer Funktion. Um die Losung zu finden, werden zunachst variierte Losungen

der Form

9(x) =y(x) +€-n(x) (2.4)

mit dem Schwellenwert € betrachtet. Die Funktion #(x) hat dabei an den Intervall-
grenzen die gleichen Randbedingungen wie y(x). Damit ist sichergestellt, dass alle

Vergleichsfunktionen diese Randbedingungen erfillen.
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Mit der so erzeugten Kurvenschar wird das Integral (2.3) zu

= | F(x,y+en(x),y +en’(x),y” +en”(x),..)dx. (2.5)

Das Integral aus Gleichung (2.5) nimmt seinen Extremwert fiir € = 0 an, da J{y(x)}
per Definition einen Extremwert des Funktionals darstellt. Nach der elementaren

Extremwerttheorie muss daher die erste Ableitung Null sein, d.h.

d(e)
de

=0. (2.6)
e=0

Mit Gleichung (2.5) folgt daraus

V,9)]

de

b
eOJa‘
([9F a5 OF 95 OF 9
Fdy JF dy’ JF dy” | _
”ayae 5 0e 957 9e |70 (2.7)

Fiir die Ableitungen 2 T und & = Y sowie deren Ableitungen gelten die folgenden Re-

chenregeln:

OF JFdy OF
dg Jdydy Iy’
OF OF dy  OF
o Iy Iy Iy’
OF  JF dy”  OF
ay-// - ay// 837// - ay//’

J9

e T

ay

9
ay_” 77

50 =1 (2.8)
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Wendet man diese Regeln auf Gleichung (2.5) an, ergibt sich

b
aJ B 3 JF JF , JF ,, B
Jc 620—](6)—[[8—3}17+ ! + 27" +...|dx = 0. (2.9)
Schreibt man Gleichung (2.4) in der Form
e-n(x) =9(x) - y(x) = 6p(x), (2.10)

kann durch die Einfuihrung des Variationssymbols 6 Gleichung (2.9) mit € multipli-
ziert und Gleichung (2.10) in Gleichung (2.9) eingesetzt werden. Man erhalt

JF OF _, OF
ay//

oy’ +...|dx. (2.11)

Man nennt oy die Variation von y, was sich bezuiglich der Rechenregeln wie ein voll-
standiges Differential verhalt. Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
[33] und anschlielender partieller Integration ergibt sich daraus die Euler-Lagrange-

Differentialgleichung der Form

OF d (dF\ d*(oF gt | oF
— - i _ym A _
ox dX(ay’)+dx2(ay~)+"'+( 1) dx(”)(ay(”)) 0. (2.12)

Die Losung des Variationsproblems (2.3) ist identisch mit der Losung einer parti-
ellen Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung. Gleichung (2.12) stellt somit eine

notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums dar.

2.1.3 METHODE DER LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN

Bei Problemstellungen, die mit der Variationsrechnung behandelt werden, ist es oft
der Fall, dass zusatzlich zum Auffinden eines Extremums noch Nebenbedingungen
R erfillt sein mussen. Wenn diese zusatzlich in Form eines bestimmten Integrals

gegeben sind, spricht man von isoperimetrischen Problemen. Die Problemstellung
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aus Gleichung (2.2) wiirde dann lauten:

x=b
Jiw(x)} = | F(x,9,9")dx — Extremwert,
=a
sodass | R(x,v,v")dx =K gilt. (2.13)
=a

Mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren wird eine erweiterte Grundfunktion L der

Form
L=]+AR (2.14)

aufgestellt, wobei A die Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet. Analog zu der in Ab-
schnitt 2.1.2 beschriebenen Vorgehensweise kann auch hier die Euler-Lagrange DGL

aufgestellt werden. Diese lautet dann

oL_4d (aL):(l (2.15)

Iy dx\dy

Das Funktional J{y(x)} nimmt dann fir die Losung y(x) einen Extremwert an,
wobei die geforderten Nebenbedingungen R stets erfullt sind. Da das Verfahren
der Lagrange-Multiplikatoren den Grundbaustein des in der vorliegenden Arbeit
angewandten Optimierungsverfahrens darstellt, soll im Folgenden noch etwas

genauer darauf eingegangen werden.

Wenn man die Lagrange-Funktion mit zwei beliebigen Funktionen J(x,v) und R(x, )
betrachtet

L(x,9,A)=J(x,9)+ A (R(x,v)—¢) (2.16)

und annimmt, dass J(x(, yo) ein Extremum von J(x,y) darstellt, dann muss ein A, exis-
tieren, sodass (xg, o, A¢) einen Extremwert von L(x,y, A) darstellt. Die Lagrange-Mul-
tiplikatoren agieren daher als eine Art Strafterm, die Extremwerte von J(x,v) bestra-
fen, die nicht zur zuldssigen Menge gehoren, also die Nebenbedingungen verletzen.

Betrachtet man das Problem geometrisch, indem man die Funktion J(x,y) zusam-

men mit der Nebenbedingung R(x,y) = ¢ in einem Diagramm darstellt, konnen die
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J(x,9)

X

Abb. 2.1: Darstellung der Grundfunktion J(x,y) mit Hohenlinien in blau, sowie der Neben-
bedingung R(x,v) = ¢ (rote Linie)

Hohenlinien der Funktion J(x,y) ebenfalls dargestellt werden. Die Hohenlinie einer
Funktion J(x,y) zu einem Wert a beschreibt die Menge aller Punkte des Definitions-
bereiches, fur die J(x,y) = d gilt. Wenn man nun an der Linie R(x,y) = ¢ entlang lauft,
trifft man auf verschiedene Hohenlinien von J(x,y). Man sucht jedoch ausschlief3lich
Punkte, an denen sich J(x,y) nicht andert, denn an diesen Punkten ist der Gradient
von | Null, was auf einen Extremwert hinweist. Dies ist der Fall, wenn eine Hohen-
linie J(x,y) = a tangential zu R(x,y) = ¢ verlauft und bedeutet, dass die Gradienten
beider Funktionen an dieser Stelle parallel sind. Dieses Vorgehen ist in Abbildung 2.1
dargestellt. Wie bereits vorher erwahnt, hat das Funktional (2.16) einen Extremwert,

wenn der Gradient verschwindet.
VgL =V J(x,9)+ AV, - (R(x,9) —¢) =0 (2.17)

Die Grundfunktion und Nebenbedingungen sind dann tangetial zueinander, wenn

deren Gradienten gleich sind. Aus Gleichung (2.17) ergibt sich
Vx,y](x:y) =-A- Vx,y : (R(x; ;V) - C)- (2'18)

Die Lagrange-Multiplikatoren A dienen also als Skalierungsfaktoren, da die Gradien-
ten zwar in die gleiche Richtung zeigen, jedoch eine unterschiedliche Lange besitzen

konnen.
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2.2 Transportgleichungen

2.2 TRANSPORTGLEICHUNGEN

Da sich die vorliegende Arbeit mit aerodynamischer Optimierung beschaftigt,
miussen die Erhaltungsgrofien, also das Geschwindigkeitsvektorfeld und das Druck-
feld bekannt sein. Um die benoétigten Stromungsfelder vorherzusagen, werden die
Navier-Stokes-Gleichungen (NSG) gelost. Auf eine Herleitung soll hier verzichtet
werden, da sich bereits viele Lehrbuicher mit diesem Thema beschaftigt haben (siehe
dazu z.B. Landau [57]). Die Herleitung der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen wird kurz erlautert, da diese als Nebenbedingung fir die Optimierung

verwendet werden.

2.2.1 Die NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN

Da sich die vorliegende Arbeit mit Stromungen bei geringen Geschwindigkeiten be-
schaftigt, kann von einer inkompressiblen Stromung ausgegangen werden. Dies ist
der Fall, wenn die Machzahl Ma < 0,3 ist [41, Seite 285]. Daher bilden die Navier-
Stokes-Gleichungen fur inkompressible Fluide den Ausgangspunkt. Die Gleichungen

werden in koordinatenfreier Vektorschreibweise als

%+(u~V)u:P—Vp+vAu (2.19a)

V-u=0 (2.19b)

beschrieben. Die Navier-Stokes-Gleichungen setzen sich dabei aus der Impulsglei-
chung (2.19a) und der Kontinuitatsgleichung (2.19b) zusammen. Dabei sind die Zu-
standsgrofien Geschwindigkeit als u und der spezifische Druck als p = % dargestellt,
wobei der Druck mit p* bezeichnet ist. Die spezifische Volumenkraft wird als F = %
beschrieben, wobei F* die Volumenkraft darstellt. Die kinematische Viskositat ist de-
finiert als v = g. Die Gleichungen (2.19b) und (2.19a) stellen somit die allgemeinen
Bewegungsgleichungen fir inkompressible Fluide dar.

Theoretische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen exisitieren nur fiir Sonderfal-
le unter verschiedenen Annahmen. Solche Sonderfille sind meist ebene und axial-
symmetrische Stromungen. Eine Ubersicht dazu findet sich z.B. bei Schlichting [92].
Um die Gleichungen fur praktische Anwendungen zu losen, werden daher numeri-
sche Verfahren verwendet, um das Problem diskret zu betrachten. Als Diskretisie-

rungsverfahren kommen dabei neben Finiten-Differenzen-, Finiten-Elemente- und
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Finiten-Volumen-Verfahren auch Spektralmethoden zum Einsatz. Werden die Glei-
chungen (2.19a) und (2.19b) direkt gelost, spricht man von Direkter Numerischer
Simulation (DNS), wobei darauf geachtet werden muss, dass alle Stromungsskalen
raumlich und zeitlich aufgelost werden. Die kleinsten Skalen werden als Mikro-
skalen von Kolmogorov [54] bezeichnet und fiir deren Auflosung ist eine sehr fei-
ne Diskretisierung in Raum und Zeit notig. Bei der Untersuchung komplexer Ob-
jekte fuhrt dies zu einem Rechenaufwand, der die verfiigbare Rechenleistung schnell
ubersteigt. Um den Rechenaufwand zu reduzieren, besteht die Moglichkeit, verschie-
dene Stromungsstrukturen zu modellieren und damit die Verwendung einer grobe-
ren Diskretisierung zu ermoglichen. Dabei gehoren die Large Eddy Simulation (LES)
und die Losung der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS) zu den
am weitesten verbreiteten Methoden der Turbulenzsimulation. Bei der Herleitung
der RANS-Gleichungen werden die ErhaltungsgrofSen in einen Mittelwert und einen
um diesen Mittelwert schwankenden Wert aufgeteilt. Durch die Mittelung dieser
Schwankungsgroien entstehen im Gleichungssystem neue Terme mit zusatzlichen
Unbekannten. Um das nun unterbestimmte Gleichungssystem zu losen, wird ein
Turbulenzmodell verwendet, das die unbekannten Terme der Schwankungsgrofien
beschreibt. So werden bei der LES grof3skalige Strukturen direkt berechnet, wahrend
kleinskalige Strukturen ebenfalls modelliert werden. Eine Ubersicht iiber den Zu-
sammenhang von Rechenaufwand und Grad der Modellierung ist in Abbildung 2.2
fur die genannten Losungsverfahren gegeben. Eine grundlegende Einfithrung zu den

verschiedenen Losungsverfahren findet sich z.B. bei Ferziger [31].

2.2.2 Die REYNOLDS-GEMITTELTEN NAVIER-STOKES-(GLEICHUNGEN

Da in der vorliegenden Arbeit komplexe Geometrien untersucht werden sollen,
werden zur Vorhersage der Stromungsfelder die RANS-Gleichungen gelost, deren
Grundprinzip daher im Folgenden erlautert werden soll.

Bei einer turbulenten Stromung sind Druck und Geschwindigkeit unregelmafiigen
Schwankungen unterlegen. Um den Betrag der Schwankung zu ermitteln, lassen sich
die Zustandsgrofien der Stromung durch einen Superpositionsansatz von Reynolds
[89] aufteilen. Wenn der Mittelwert einer beliebigen Grofse a als @ und der Schwan-

kungswert als a’ bezeichnet wird, lassen sich die Geschwindigkeit und der Druck
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Grad der Modellierung

100%1 | RANS

LES

0% DNS

niedrig hoch sehr hoch
Rechenaufwand

Abb. 2.2: Ubersicht zum Verhiltnis des Rechenaufwandes und dem Grad der Modellierung
bei den verbreitetsten Losungsverfahren der Navier-Stokes-Gleichungen.

als
u=u+u und p=p+p/, (2.20)

darstellen. Die Mittelwerte werden in einem Zeitintervall von ¢, bis #; uber

to+t to+it1

ﬁ:ifudt und ﬁ:lfpdt (2.21)
t f
to to

gebildet. Das Zeitintervall sollte dabei groff genug gewahlt werden, sodass die Mittel-
werte von der Zeit unabhangig sind. Somit sind auch die zeitlichen Mittelwerte der

Schwankungsgrofien gleich Null und es gilt
u'=0 und p’'=0. (2.22)

Wenn man nun die superpositionierten Groflen aus Gleichung (2.20) in die

Kontinuitatsgleichung (2.19b) einsetzt, erhalt man
0=Vu=V(a+u')=Via+Vu' (2.23)
Da bei der zeitlichen Mittelung die Schwankungsgroflen verschwinden, wird die

Kontinuitatsgleichung sowohl von den Mittelwerten der Geschwindigkeit als auch
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2 Grundlagen
von den Schwankungsgrofien erfullt. Es gilt also
Vii=0 A Vu'=0. (2.24)

Als Nachstes erfolgt die Betrachtung der Impulsgleichung (2.19a), wobei sich durch

das Einsetzen der superpositionierten Grofien

(it +u')

TR (a+u)-V)(@+u)=F-V(@p+p)+vA(n+u') (2.25)

ergibt. Bei der anschlieBenden Bildung des zeitlichen Mittelwertes bleiben die in
den uberstrichenen Grofen quadratischen Terme unverandert. Die in den Schwan-
kungsgrofien linearen Glieder und die gemischten Terme verschwinden wegen Glei-
chung (2.22), die in den Schwankungsgrofien quadratischen Glieder bleiben je-
doch erhalten. Mit der gemittelten Kontinuitatsgleichung (2.24) lasst sich die Glei-
chung (2.25) zu den Reynolds-gemittelten-Navier-Stokes-Gleichungen fur inkom-
pressible Fluide vereinfachen. Da durch die zeitliche Mittelung auch der Einfluss
des zeitabhangigen Terms verschwindet, erhalt man die Impulsgleichung fur eine im

zeitlichen Mittel stationdre Stromung.

i
[l

(#-V)ia=F -Vp+vAa—Vu'u’ (2.26a)
\% 0

(2.26b)

p|
[l

Die Gleichungen (2.26) stellen ein Gleichungssystem dar, welches von den gemit-
telten Zustandsgroflen # und p abhangt. Zusatzlich bleiben im rechten Term noch
Anteile der Schwankungsgrofien zuruck, da diese durch die zeitliche Mittelung im
Allgemeinen nicht verschwinden und somit fir das Gleichungssystem zusatzliche
unbekannte Grofien darstellen. Es handelt sich also um ein unterbestimmtes Glei-
chungssystem. Der Einfluss des Terms u’u’, der auch als Reynoldsche Spannung
oder turbulente Scheinspannung bekannt ist, fuhrt dazu, dass eine turbulente Stro-
mung stets dreidimensionale Stromungsstrukturen auspragt. Die genaue Herleitung
des Zusammenhanges zwischen der mittleren Bewegung und den von der Schwan-
kungsbewegung verursachten scheinbaren Spannungen findet sich bei Schlichting
[92]. Diese Spannungen haben die Form eines symmetrischen Tensors und konnen
durch eine erhohte Viskositdat modelliert werden. Eine Moglichkeit, das Gleichungs-

system zu schlieflen, bietet die Wirbelviskositatshypothese von Boussinesq [8]. Dabei
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wird

uw'u =—-v, (Vﬁ + (Vﬁ)T) + %kl (2.27)

gesetzt, wobei v; die turbulente Wirbelviskositat und I die Einheitsmatrix bezeichnet.
Die turbulente kinetische Energie k beschreibt dabei die mittlere kinetische Energie

pro Masseneinheit in den turbulenten Stromungsstrukturen und ist als
k=—=u-u (2.28)

definiert. Mithilfe dieses Ansatzes kann der Reynoldsspannungstensor mit den Dif-

fusionsanteilen aus Gleichung (2.26a) wie folgt zusammengefasst werden.

(n-V)it=F -Vp+vAu-Vu'u’
2
(ﬁ~V)ﬁ:P—Vp+vAﬁ+V[vtAﬁ—§kI]

(ﬁ-V)ﬁ:F—V-[ﬁ—veff(Vﬂ+(Vﬁ)T)] (2.29)

Die in Gleichung (2.29) eingefiihrten Modellgroflen sind dabei als

Veff =V +v; (2.30)
p=p+ %k (2.31)

definiert. Aus den Gleichungen (2.24) und (2.28) ergibt sich, dass bei der Bildung des
Gradienten von p der Term, der von der turbulenten kinetischen Energie abhangt,
verschwindet. Zusammen ergeben die Gleichungen die Reynolds-gemittelten Navier-

Stokes-Gleichhungen fur stationdre, inkompressible Stromungen.

)ﬁ:P—V-[ﬁ—veff(VﬁHVﬁ)T)] (2.32a)
=0 (2.32b)

Es entsteht ein Gleichungssystem, das nur von den gemittelten Zustandsgrofien
und p und der unbekannten Modellgrofie v.rr abhdngt. Die Losung dieses Glei-
chungssystem wird im Folgenden als primales Stromungsfeld bezeichnet.

Um v,rr zu ermitteln, bendtigt man den konstanten Stoffwert v des betrachteten
Fluids, sowie die in Gleichung (2.27) eingefiihrte turbulente Wirbelviskositat v;.
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2 Grundlagen

Die Bestimmung der Grofie v; kann dabei auf verschiedene Arten erfolgen. Die
am weitesten verbreitete Methode ist dabei die Berechnung von v; als Funktion
der turbulenten kinetischen Energie k und deren Dissipationsrate &, wobei fur
beide eine weitere Transportgleichung gelost wird. Es ergibt sich ein sogenanntes
Zweigleichungsmodell [58].

In der Nahe einer undurchlassigen Wand unterscheidet sich die Physik der Stromung
stark von der Stromung in anderen Bereichen. Es ist daher notig, den wandnahen
Bereich fein genug aufzulosen, um die viskose Unterschicht hinreichend genau
bestimmen zu konnen. Man spricht dabei von sogenannten low-Re-Ansitzen. Um
Rechenzeit zu sparen, ist es moglich, eine grobere Auflosung im wandnahen Bereich
zu verwenden und diesen zu modellieren (high-Re-Ansatz). Durch sogenannte Wand-
funktionen wird das Verhalten der Geschwindigkeit, der turbulenten kinetischen
Energie und der Dissipationsrate im wandnahen Bereich modelliert.

Eine ausfiihrliche Erlduterung zur Modellierung der Turbulenz findet sich bei
Wilcox [108] oder Launder [58].

2.3  ADJUNGIERTE TRANSPORTGLEICHUNGEN

Das in Abschnitt 2.1.2 eingefiihrte Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren soll nun
angewendet werden. Als Nebenbedingung sollen die in Abschnitt 2.2.2 beschriebe-
nen RANS-Gleichungen gelten und die Zielfunktion soll minimert werden. Das Op-

timierungsproblem stellt sich also folgendermafien dar:

minimiere | = J (&, ),

so dass R(u,p) = 0 gilt. (2.33)

Dabei bezeichnet u die mittlere Geschwindigkeit und p den mittleren Druck.

Die Nebenbedingungen sind identisch mit Gleichung (2.29)

(Ry, Ry, R3)" i= (@ V)it + V-V (2 veps - D(#)) = 0 (2.34)
Ry:=-V-u=0, (2.35)
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wobei der dissipative Term % (Vﬁ + (VE)T) mit D(u) abgekurzt wird.
Als erstes wird die Lagrange-Funktion

L:=]+ fA-R(ﬁ,ﬁ)-dQ (2.36)
Q

aufgestellt, wobei die Lagrange-Multiplikatoren

A= [U] (2.37)
q

als mittlere adjungierte Geschwindigkeit U und mittlerer adjungierter Druck g be-
zeichnet werden. Q stellt das Rechengebiet dar, also das gesamte Volumen, in dem
die Stromung betrachtet wird.

Die Losung des Variationsproblems entspricht, wie in Abschnitt 2.1.2 bereits erldu-
tert, der Ableitung des Funktionals nach den Funktionen u und p, fiir welche stell-
vertretend die Losung einer DGL verwendet werden kann. Um letztere zu finden,
benotigt man die totale Variation von L, also die Variation nach allen veranderlichen
Grofien, dazu zahlen auch die Designvariablen, welche in Abschnitt 2.3.2 genauer
beschrieben werden.

Zunachst wird die Lagrange-Funktion mit beliebigen Designvariablen f betrachtet.
Durch eine Anderung der Designvariablen dndern sich auch die Zustandsgrofen,

weshalb die totale Variation durch

gegeben ist. Die Variation nach der Viskositat v,rr wird dabei vernachlassigt, was
eigentlich nur fur laminare Stromungen gultig ist. Fur turbulente Stromungen stellt
diese Vernachlassigung jedoch eine iibliche Annaherung dar, welche als frozen turbu-
lence [24] bekannt ist.

Um Gleichung (2.38) zu losen, miissen fiir jede Variation einer Designvariable die
Zustandsgrofien neu bestimmt werden, was der Losung der DGL (2.32) entspricht.
Dies wurde einen enormen Rechenaufwand bedeuten. Wenn man nun die Lagrange-

Multiplikatoren U und g so wahlt, dass

SzL+ 5L =0 (2.39)
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ergibt, vereinfacht sich die totale Variation zu einer Variation nach den Designvaria-
blen 6L = ogL. Dieses Vorgehen ist das zentrale Element der adjungierten Verfahren

und reduziert den Rechenaufwand enorm.

2.3.1 BESTIMMUNG DER LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN

Um die Lagrange-Multiplikatoren zu bestimmen, ist es notig, die zum Variationspro-
blem (2.36) gehorige DGL zu finden. Die folgende Herleitung ist der Arbeit von Oth-
mer [80] entnommen, die vollstaindige Herleitung befindet sich im Anhang A. Wie
bereits erwahnt, ist das zentrale Element des adjungierten Verfahrens die Forderung

aus Gleichung (2.39). Damit ergibt sich

0= 5ﬁL + bﬁL

= ) + 65 + f(U,q)égR(ﬁ,ﬁ) A+ f(U,q)éﬁR(u,ﬁ) -dQ. (2.40)
Q Q

Wenn man jetzt die Nebenbedingungen (2.34) in (2.40) einsetzt, ergibt sich fur die

einzelnen Terme

8a(Ry, Ry, R3)" = (8% V)it + (- V)5~V - (2 vs s - D(5%))

5:{R,) =V - 5@
&5(Ry, Ry, R3)T = Vop
55(Rq) = 0. (2.41)

Eingesetzt in Gleichung (2.40) ergibt sich

bﬁ]‘l—bﬁ]

+fdQ U-((5ﬁ-V)ﬁ+(ﬁ-V)5ﬁ—V-(2-veff-D(éﬁ)))
Q

—JquV-éﬁ+JdQU~V65:O. (2.42)
Q Q
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Die Zielfunktion ] lasst sich in die Anteile im Volumen Q) und auf dessen topologi-

schen Rand I" aufteilen, sodass

Q r

gilt. Mit dieser Aufteilung und einer partiellen Integration ergibt sich die Gleichung

0:de(U-n+%)5ﬁ+JdQ(—V~U+a]—Q)5ﬁ
r Q

Jp Jp

i S o). sz
+ [ dT|\n(U-u)+U(u-n)+2vpen-DU)—gqn + o -ou

(
- dF2veffn-D(5ﬁ)~U

T
+ dQ(—VU-ﬁ—(a-V)U—v-(zveffD(U))+Vq+%]—g)-aa. (2.44)
0

Diese Gleichung muss fur alle 6u und op gelten, welche auch die Navier-Stokes-
Gleichungen (2.34) erfiillen. Dies ist im Allgemeinen nur moglich, wenn jedes ein-
zelne Integral fir sich selbst Null ergibt. Daher kann aus den Volumenintegralen die

zum Variationsproblem (2.36) gehorige DGL abgeleitet werden.

—2D(U)ii = -Vq+V - (2v,D(U)) - %
_J
VU= (2.45)

Dabei wurde die transponierte konvektive Beschleunigung —-VU -u — (u - V)U als
—-2D(U)u abgekurzt. Als Losung der DGL (2.45), welche als adjungierte RANS-
Gleichungen bezeichnet werden, ergeben sich die Lagrange-Multiplikatoren.

Letztere werden im Folgenden als adjungiertes Stromungsfeld bezeichnet.

Analog zu den Volumenintegralen konnen aus den Oberflachenintegralen die Rand-
bedingungen zum Losen der DGL (2.45) abgeleitet werden. Bei durchstromten Ob-
jekten werden im Allgemeinen die typischen Stromungsrander Einlass, Auslass und
Wand verwendet. Um die zugehorigen Randbedingungen fiir die adjungierten Gro-

3en zu bestimmen, werden die charakteristischen Werte der primalen Grofien in die
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Tabelle 2.1: Randbedingungen der adjungierten Geschwindigkeit fir typische Stromungs-
rander.

U

Auslass 0=v,U;+ Veff (n-VYU,; + i‘;

Tabelle 2.2: Randbedingungen des adjungierten Druckes fiir typische Stromungsrander.

q
Wand n-Vg=0
Einlass n-Vg=0

Auslass q=U - -u+u,v,+ Veff(n -V)u, + S{/r

Oberflachenintegrale (2.44) eingesetzt. Die daraus resultierenden Randbedingungen
sind in Tabelle 2.1 und 2.2 dargestellt [80]. Die vollstaindige Herleitung der Gleichun-
gen, also der Schritt von Gleichung (2.44) zu Gleichung (2.45) und den Randbedin-
gungen in Tabellen 2.1 und 2.2, befindet sich im Anhang A dieser Arbeit.

2.3.2 SENSITIVITATSANALYSE

Nach der Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren werden nun die in Glei-
chung (2.38) eingefuihrten Designvariablen § naher erldutert. Die vorliegende Arbeit
beschaftigt sich mit aerodynamischer Formoptimierung. Dabei wird ein beliebiges
um- oder durchstromtes Objekt betrachtet. Die Form des Objektes hat dabei Ein-
fluss auf die Zustandsgroflen und somit auf die von den Zustandsgrofien abhangige
Zielfunktion. Um die Zahl der Freiheitsgrade zu maximieren, konnen die moglichen
Forménderungen als Uberlagerung von lokalen, wandnormalen Verschiebungen be-
schrieben werden. Pironneau fithrt dazu die Methode der lokalen Variationen [84] ein.
Die Ausgangsgeometrie wird als () beschrieben und deren Oberflache als I'. Eine
zweite Geometrie soll (Og heilen und die Oberfldche I'; besitzen. Letztere ist folgen-

dermafien definiert

Mg =x+p(x)n(x) mit xeT, (2.46)
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wobei 1;(x) den Normalvektor von I' an der Stelle x bezeichnet und f(x) eine reele
Funktion auf der Oberfldche I'. Damit ist es moglich, an jedem diskreten Punkt der
Oberfldche I' eine Verschiebung aus der Ausgangsgeometrie () heraus (6(2*), bzw. in
() hinein (0€)7) zu definieren, die dann die neue Oberflache I's beschreibt. Dieses Vor-
gehen ist in Abbildung 2.3 illustriert. Mit p(x) ist es moglich, jedem Punkt der Ober-

Abb. 2.3: Oberflache der Ausgangsgeometrie I' und Oberfliche der neuen Geometrie I}, die
als Funktion der Oberfldche I" beschrieben werden kann. 60" beschreibt dabei eine

Verschiebung aus Q) heraus, 6Q* eine Verschiebung in Q hinein. Quelle: Pironneau
[84]

flache der Ausgangsgeometrie eine skalare Verschiebung in wandnormaler Richtung
zuzuordnen. Die Anderung der Zielfunktion, die durch diese Oberflachenvariation
auftritt, kann durch die Variation der Lagrange-Funktion beschrieben werden. Durch
die Losung von Gleichung (2.45) ist die Forderung aus Gleichung (2.39) erfullt und
die Variation ist nur noch von der Variation der Designvariablen abhangig.

= 5ﬁ]+6ﬁf(U,q)-R(ﬁ,ﬁ)-dQ (2.47)
Q

Der erste Term beschreibt dabei die Abhdngigkeit der Zielfunktion von den Desi-
gnvariablen. Wenn die Zielfunktion von einem Oberflachenintegral abhangt, ist die-
ser Term nicht Null und kann aus dem primalen Stromungsfeld berechnet werden.

Fur den zweiten Term ist nicht nur die Losung des primalen und des adjungierten
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Stromungsfeldes notig, sondern man benotigt auch Informationen tiber die Auswir-
kungen der Oberflachenvariationen auf die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen
[62]. Eine Losung fir dieses Problem wird von Soto und Lohner [94] pradsentiert, die
das Volumenintegral in Gleichung (2.47) in ein Oberfldchenintegral transformieren.
Damit ist es moglich, Gleichung (2.47) in einem Nachbearbeitungsschritt aus dem
primalen und dem adjungierten Stromungsfeld zu bestimmen. Dieses Vorgehen soll
hier kurz erlautert werden (siehe dazu auch Othmer [80]).

Da durch jede zulassige Variation von u# und p die totale Variation der Nebenbedin-

gung R verschwindet
OR =0 © 6sR+065R+07R =0, (2.48)

lasst sich Gleichung (2.47) als

dsL= 0] + f(U,q)aﬁR(a,ﬁ)dQ + J(U,q)aﬁk(ﬁ,ﬁ)da (2.49)
Q Q

formulieren, wobei die Integrale bereits in Abschnitt 2.3.1 behandelt wurden (vgl.
dazu auch Anhang A). Wenn die Zielfunktion keinen Volumenanteil besitzt (/o = 0),
verschwinden auch die Volumenintegrale, da die Lagrange-Multiplikatoren U und g
die adjungierten Gleichungen (2.45) erfullen mussen. Fir die Variation ergibt sich

dann

ogL = 5ﬁ]—JdFU-néﬁ—de(n(U-ﬁ)+U(ﬁ-n)

r r

+2Verrn-D(U)—¢qn)-ou

+Jdr2veffn-D(5ﬁ)-U, (2.50)
Ir

wobei ou und op unbekannte Groflen darstellen. Fiir diese muss daher eine Naherung
gefunden werden. Da die Verschiebung der Oberfldche, die von den Designvariablen
B gesteuert wird, nur in wandnormaler Richtung stattfinden soll, konnen die unbe-

kannten Grofien als Taylorreihe entwickelt werden [94], so dass sich

ou=p(n-Vu+0O(p* und &p=p(n-V)p+0O(B%), (2.51)
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2.3 Adjungierte Transportgleichungen

ergeben.

Bei der Betrachtung von durchstromten Objekten wird angenommen, dass die Geo-
metrie von Ein- und Auslass konstant ist, es gilt § = 0. Die Zielfunktion ] ist als
Integral uiber Ein- und/oder Auslass definiert, Stromungsgrofien an der Wand wer-
den nicht in die Zielfunktion einbezogen. Bei der Betrachtung der Zielfunktion an
der Wand ist das Verfahren der unvollstandigen Sensitivitaten, welches keine adjun-
gierte Losung benotigt, besser geeignet [70, 71]. Das bedeutet zusatzlich, dass die
Zielfunktion ] nicht von der Verformung B abhingig ist und somit dJ/dp = 0 gilt.
Aus der Randbedingung U = 0 an der Wand (vgl. Tabelle 2.1 und 2.2) vereinfacht
sich Gleichung (2.50) zu

ogL = J dl(2verpn-D(U) —qn)- f(n - V)u, (2.52)
Wand
wobei
2n-D(U)=(n-V)U +V(U - n) (2.53)

entspricht. Durch die Divergenzfreiheit des adjungierten Geschwindigkeitsfeldes
(Jo = 0) und der Randbedingung U = 0 an der Wand ergibt sich (n - V)u, = 0. Die
Geschwindigkeit kann in einen normalen und einen tangentialen Anteil zerlegt wer-
den, wobei sich durch u, = 0 entlang der Wand fiir Gleichung (2.53) nur eine Abhan-
gigkeit der tangentialen Anteile ergibt. Die resultierende Sensitivitat fiir eine ober-
flaichennormale Bewegung an einem beliebigen Punkt § ergibt sich daher zu
% =-Av(n-V)U;-(n-V)u,, (2.54)
Ip
was dem Produkt der wandnormalen Gradienten der Tangentialanteile von primaler
und adjungierter Geschwindigkeit entspricht. A bezeichnet dabei die von der Verfor-
mung betroffene Flache. Mit Gleichung (2.54) ist es nun moglich, die Sensitivitaten
in einem Nachbearbeitungsschritt aus den primalen und adjungierten Geschwindig-

keitsfeldern zu bestimmen.
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Numerische Methoden

3.1 RANS-VERFAHREN IN OPENFoAM®

In Abschnitt 2 sind die Erhaltungsgleichungen erldutert, die der Arbeit zugrun-
de liegen. Ausgehend von den RANS-Gleichungen sind die adjungierten RANS-
Gleichungen hergeleitet und liegen in kontinuierlicher Form vor. Da die RANS-
Gleichungen grundlegender Bestandteil der vorliegenden Arbeit sind, soll die Ar-
beitsweise des verwendeten OpenFOAM®-Gleichungsldsers im Folgenden genauer
erlautert werden.

Um die adjungierten RANS-Gleichungen numerisch auszuwerten, miussen diese
in eine diskrete Form ubertragen werden. Prinzipiell existieren verschiedene Dis-
kretisierungverfahren, wobei die Finite-Differenzen-Methode (FDM), die Finite-
Elemente-Methode (FEM) und die Finite-Volumen-Methode (FVM) am weitesten ver-
breitet sind. Die Grundidee aller drei Verfahren ist, die partielle Differentialglei-
chung (PDE) rdumlich zu diskretisieren, d.h. die Losung der Gleichung nur an dis-
kreten Stellen zu berechnen.

Die FVM eignet sich besonders gut, um hyperbolische, partielle Differentialglei-
chungen, denen Erhaltungssitze zugrunde liegen, zu losen. Da die Navier-Stokes-
Gleichungen per Definition diese Voraussetzung erfiillen, hat sich die FVM bei
der Losung von anwendungsnahen Stromungsproblemen als Standardwerkzeug eta-
bliert. Der sich daraus ergebende Vorteil ist, dass konservative Groflen durch eine
Finite-Volumen-Formulierung tatsachlich erhalten werden. Diese Tatsache ist gerade
fur stromungsmechanische Problemstellungen interessant, da die Massenerhaltung
durch die Erfullung der Kontinuitatsgleichung stets gegeben ist.

Im folgenden Abschnitt soll eine kurze Ubersicht iiber die Anwendung der FVM und
die Losung der RANS-Gleichungen gegeben werden, fiir eine ausfithrliche Beschrei-

bung der verwendeten Methode sei hier auf Jasak [48] verwiesen.
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3 Numerische Methoden

3.1.1 DISKRETISIERUNG DES RECHENGEBIETES

Um die Navier-Stokes-Gleichungen innerhalb eines beliebigen Objektes raumlich zu
diskretisieren, wird das Rechengebiet in eine endliche Zahl kleiner Kontrollvolu-
mina aufgeteilt. Einzelne Kontrollvolumina werden dabei als Zelle, die Gesamtheit
aller Kontrollvolumina als Rechennetz bezeichnet. Die einzelnen Zellen diirfen
sich dabei nicht uberschneiden und mussen das gesamte Rechengebiet ausfuillen.
Die Erhaltungsgleichungen werden dann fur jedes Kontrollvolumen separat geldst,
wobei die Losungen der Gleichungen als Mittelwert der Zelle im Zellmittelpunkt
vorliegen. Das den Mittelpunkt der Zelle umgebende Zellvolumen ist Namensgeber
des Verfahrens und wird als finites Volumen bezeichnet. Die Volumenintegrale
der PDE, die einen Divergenzterm enthalten, werden mittels des Gaufischen In-
tegralsatzes in Oberflaichenintegrale umgewandelt und konnen als Fluss durch
die Oberflachen der Zelle ausgewertet werden. Letztere konnen in zwei Gruppen
unterteilt werden. Die erste Gruppe sind die internen Flachen, also jene Flachen
zwischen zwei Kontrollvolumina. Die zweite Gruppe sind die Randflachen, die mit

den Grenzen des Rechengebietes zusammenfallen.

INEES
| N
.7 SN

7 7

Abb. 3.1: Darstellung von zwei benachbarten finiten Volumen mit einer gemeinsamen Flache
(gelb) und deren Normalenvektor ny. Der Vektor d entspricht der Verbindung des
Zellmittelpunktes P mit dem Mittelpunkt der benachbarten Zelle N.

Um nun die Transportgleichungen auf dem diskretisierten Rechengebiet zu losen,
wird jede Zelle einzeln betrachtet. Die gerade betrachtete Zelle ist dabei mit dem
Index P versehen, wahrend die Nachbarzellen mit dem Index N versehen sind. Ab-

bildung 3.1 zeigt zwei benachbarte Zellen und deren gemeinsame Flache in gelb. Der
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3.1 RANS-Verfahren in OpenFoam®

Normalenvektor ny zeigt dabei stets von der betrachteten Zelle zur Nachbarzelle und
der Vektor d zeigt vom Zellmittelpunkt der betrachteten Zelle zum Mittelpunkt der
benachbarten Zelle.

Um eine Transportgleichung diskretisieren zu konnen, werden deren Terme einzeln
betrachtet. Die inkompressible, stationdre Transportgleichung einer skalaren Grof3e
¢ kann durch die Gleichung

V- (i)~ V- (pT,Veb) = (@) (3.1)

beschrieben werden, wobei der erste Term die Konvektion und der zweite Term die
Diffusion beschreibt. Auf der rechten Seite befindet sich ein Quellterm. Bei der Glei-
chung (3.1) handelt es sich um eine PDE zweiter Ordnung. Um eine ausreichende
Genauigkeit der Losung zu gewdahrleisten, ist ein Losungsverfahren zweiter Ordnung
notig. Die Grundlage fur die raumliche Diskretisierung bildet der Gauf3sche Integral-
satz, der folgende Identitaten beinhaltet:

[ v-adv=a-an (3.2

% 2%
JqudV = ggwn, (3.3)
% v
fVadV = ggadn, (3.4)
\% A%

wobei dV den Rand der Zelle und dn ein infinitesimales Flachenelement mit einem
Normalenvektor normal zu dV beschreibt. Da jede Zelle durch eine Reihe ebener
Flachen begrenzt ist, kann bei der Betrachtung eines Divergenzterms das Integral

99 dn als Summe Uber alle Flachen einer Zelle betrachtet werden, so dass

2%
JV-adegga-dn:Zaf-n (3.5)

% oV f

gilt. n beschreibt dabei den Normalenvektor der jeweiligen Flache und der Index f
soll hier die jeweilige Flache beschreiben. Da die Divergenz als Fluss durch die Ober-

flachen betrachtet wird, muss bei internen Flachen auch die Nachbarzelle betrachtet
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3 Numerische Methoden

werden, so dass:

Zaf-nf:Zaf-nf—Zaf-nf (3.6)

7 P N

gilt, wobei P die gerade betrachtete Zelle und N die Nachbarzelle der jeweiligen
Flache anzeigt. Diese Aufspaltung gilt fur alle internen Flachen und soll im Fol-
genden vorausgesetzt werden. Die Umwandlung eines Volumenintegrals in ein
Oberflachenintegral ist nach dem Gauf3-Theorem eine exakte Umwandlung. Das
gezeigte Vorgehen stellt dennoch eine Linearisierung dar, denn die Umwandlung
des Oberflachenintegrals in die Summe tiber alle Flachen impliziert, dass jeweils nur

ein Flachenmittelwert je Zelle betrachtet wird.

Der konvektive Term aus Gleichung 3.1 kann mittels Gleichung 3.5 diskretisiert und

linearisiert werden.

yfv-ma¢yc:§:n-ma¢y (3.7)

Vp f

=) n-(pin); by

f
- Zm(pf,
f

wobei 1 = n-(pﬁ)f den Massendurchfluss durch die Fldache f beschreibt. Dieser ergibt
sich aus den Werten im Zellmittelpunkt der Zellen, welche sich die betrachtete Flache
teilen. Das Feld ¢ kann mittels einer Vielzahl von Schemata bestimmt werden. Zum
einen besteht die Moglichkeit zentrale Differenzen (CD) zu verwenden. Die gesuchte
Grofle ¢ ergibt sich durch

¢f = fxdp + (1= fi)Pn, (3.8)

was einem Verfahren zweiter Ordnung entspricht.

fy ist definiert als f, = fN/PN, fN ist dabei der Abstand der Fliche f vom Zell-
mittelpunkt der Zelle N und PN ist der Abstand der beiden Zellmittelpunkte P
und N. Der Nachteil des Verfahrens liegt in der fehlenden Beschranktheit. Letzte-
re ist ein Stabilitatskriterium fiir numerische Diskretisierungsverfahren (siehe dazu

auch Patankar [82]), welches im Regelfall nur von Verfahren erster Ordnung erfullt
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3.1 RANS-Verfahren in OpenFoam®

wird. Auf Kosten der Genauigkeit kann die Beschranktheit z.B. durch ein sogenann-
tes Upwind-Verfahren (UD) erzwungen werden. Hier wird die gesucht Grofie ¢ allein
durch stromab vorliegende Werte bestimmt und es gilt

. { ¢p fiir i >0 59

¢N fur m < 0.

Es besteht weiterhin die Moglichkeit, die beiden oben genannten Verfahren zu kom-
binieren. Dadurch ist es moglich, die Beschranktheit des Verfahrens bei angemesse-
ner Genauigkeit sicherzustellen. Man spricht dann von gemischten Verfahren und die

gesuchte Grofe ¢ ergibt sich aus

¢r=QQ=y)N¢Pslup+v(Pf)cp (3.10)

mit dem Mischkoeffizienten y als Wichtungsfaktor.
Der diffusive Term aus Gleichung (3.1), der aufgrund des enthaltenen Laplace-

Operators auch Laplace-Term genannt wird, wird analog zum konvektiven Term fol-

gendermafien
JV-(pr(,,wp)dv = Zn-(pr¢v¢)f (3.11)
Vi f
= Z(PF¢)f"‘(V¢>f¢f
f

diskretisiert und linearisiert. Der Gradient der Transportgréfie (V¢p), kann implizit
berechnet werden, wenn der Vektor d (siehe Abbildung 3.1) zwischen dem Zellmit-
telpunkt der betrachteten Zelle P und dem der Nachbarzelle N parallel zum Norma-
lenvektor n¢ der Flache ist. Es ergibt sich

ng- (Vo) = |nf|¢N|;|¢P. (3.12)

Bei nicht-orthogonalen Rechennetzen sind n ¢ und d nicht parallel. Der Gradient wird
dann mittels zentraler Differenzen aus den Gradienten in den Zellmittelpunkten be-

rechnet. Die Bildungsvorschrift lautet

(Vo) = fx(VO)p + (1= fx) (V) (3.13)
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der Gradient wird anschlieSend mit dem Normalenvektor ny multipliziert.
Der Divergenzterm ist ein streng expliziter Term, der sich von dem konvektiven Term
dadurch unterscheidet, dass die Divergenz einer Grofse und nicht aus dem Produkt

zweier Groflen gebildet wird. Die Diskretisierung und Linearisierung erfolgt mittels
JV¢dVIJdﬂ¢:an¢f (314)
v S f

Gradienten konnen durch Gaufl-Integration, also die Anwendung des Gauf3-

Theorems, direkt bestimmt werden. Die Diskretisierung und Linearisierung erfolgt
durch

Jqu dV:Jdnqb:an(pf. (3.15)

v S f

3.1.2 LoOsunNG DER RANS-GLEICHUNGEN

In Abschnitt 2 wurden die RANS-Gleichungen als Erhaltungsgleichungen prasen-

tiert. Gleichung (2.32) lautet in Vektorschreibweise fiir die inkompressible Form

V- (@it) =V - (vesfVit) = -Vp (3.16a)
V-i=0, (3.16b)

wobei die Nichtlinearitat der Momentengleichung sowie die Kopplung von Druck
und Geschwindigkeit einen Einfluss auf die Losung haben. Im folgenden Abschnitt
wird daher der Losungsprozess, so wie er in der vorliegenden Arbeit verwendet wur-
de, genauer erldutert.

Fur die Diskretisierung des nichtlinearen Terms ergibt sich

V- (@i1) = Zn-(a)f(a)f (3.17)
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wobei 71, ap und ay Funktionen von # sind und die Flusse i1 die Kontinuitatsglei-
chung erfullen missen. Um diese Forderung zu erfullen, miissen die Kontinuitats-
gleichung und die Impulsgleichung gekoppelt gelost werden, was zu einem sehr
grofien, nicht linearen Gleichungssystem fithrt. Der nichtlineare Term wird lineari-
siert, indem angenommen wird, dass das Geschwindigkeitsfeld, mit dem die Koeffi-
zienten ap und ay berechnet werden, bereits divergenzfrei ist. Die Linearisierung hat
bei der Berechnung von stationdaren Problemen, wie sie in der vorliegenden Arbeit be-
handelt werden, keine Auswirkungen auf die Losung selbst. Wenn ein konvergierter,
stationdrer Zustand erreicht ist, sind die nicht linearen Anteile von untergeordneter
Bedeutung fiir die Losung (siehe dazu [48]).

Um darzustellen wie die Druckgleichung hergeleitet werden kann, wird die Momen-

tengleichung in semi-diskreter Form
apiup :H(ﬁ)—Vp (318)

verwendet, wobei H (i1) = — ) ayiuy gilt. Die diskretisierte Form der Kontinuitatsglei-
N

chung lautet

V-azzn-af:o. (3.19)
7

Das Geschwindigkeitsfeld # kann durch Gleichung (3.18) als

H# 1, (3.20)
ap ap

up:

beschrieben werden. Die auf den Flachen berechneten Geschwindigkeiten werden

auf den Zellmittelpunkt interpoliert, so dass sich

__(H(m 1
“f—(ﬁ)f‘(g)f‘v’”f 521

ergibt. Diese Gleichung wird zur Berechnung der Fliisse durch die Zellflachen ver-

wendet. Durch Einsetzen in die diskretisierte Kontinuitatsgleichung (3.19) ergibt sich
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die Druckgleichung zu

1 H(u
v (—vp) =V ( (”)) (3.22)
ap ap
_ Z"'(H (u)) _
ol
Die vollstindig diskretisierte Navier-Stokes-Gleichung lautet dann
apitp = H()~ ) _n(p)y, (3.23)
f

(#)

1
o) o3 2],
] i ] P
Die Fluisse werden durch Gleichung (3.21) bestimmt und es ergibt sich

F:n-ﬂf:n-[(H(a)) —(i) (Vp)f}. (3.24)
f f

H
a

ap ap

Wenn die Druckgleichung (3.22) erfullt ist, ist auch sichergestellt, dass das Geschwin-
digkeitsfeld divergenzfrei ist.

3.1.3 KorprLUNG VON DRUCK- UND GESCHWINDIGKEITSFELD

In der diskretisierten Form der Navier-Stokes-Gleichung hiangt die Geschwindigkeit
linear vom Druck ab und umgekehrt, wodurch ein hoher Bedarf an Rechenzeit und
Speicherplatz entsteht. Wird die Gleichung iterativ gelost, muss diese Abhangig-
keit nicht vollstandig aufgelost werden, da die Losungen der einzelnen Iterations-
schritte sich nur gering voneinander unterscheiden. Es kann ein entkoppelter Ansatz
gewdhlt werden. In der vorliegenden Arbeit wird ein SIMPLE-Algorithmus (Semi-
implicit Method for Pressure Linked Equations) nach Patankar [82]im Softwarepaket
OpenFOAM® verwendet.

3.2 DIREKTE NUMERISCHE SIMULATION EINER KANALSTROMUNG

Bei der Durchfithrung einer Direkten Numerischen Simulation wird die Navier-
Stokes-Gleichung direkt ohne Verwendung von zusatzlichen Turbulenzmodellen ge-

l16st. Um dies zu realisieren, muss das Rechengebiet ausreichend fein in Raum und

48



3.2 Direkte Numerische Simulation einer Kanalstromung

Zeit diskretisiert werden. Dabei ist zu beachten, dass die Kolmogorov Skalen [54]
aufgelost werden, was bei turbulenten Stromungen zu einer sehr feinen Auflosung
fuhrt. Mit der feinen Auflosung steigt die notwendige Rechenzeit stark an, weshalb
die Direkte Dumerische Simulation hauptsachlich zur Losung von akademischen
Problemen eingesetzt wird. Eine gut untersuchte Problemstellung ist die voll ausge-
pragte, turbulente Kanalstromung, das heifit die Stromung zwischen zwei unendlich
ausgedehnten, ebenen Platten. Um dieses unendlich grofie Rechengebiet numerisch
behandeln zu konnen, wird ein Abschnitt herausgeschnitten und an den Schnittfla-
chen mit periodischen Randbedingungen versehen. Dabei ist zu beachten, dass die
Grofle des untersuchten Ausschnitts einen Filter darstellt, die Abmessungen miissen
daher so gewahlt werden, dass die grofiten zu erwartenden Strukturen in dem ausge-
wahlten Abschnitt Platz finden.

3.2.1 INSTATIONARE, INKOMPRESSIBLE NSG

Die Stromungsfelder konnen mit der instationdren, inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichung (2.19a) vorhergesagt werden. Mit dem Plattenabstand h, der Bulkge-

schwindigkeit 1, und der Dichte p lasst sich die Gleichung entdimensionalisieren.

u & Ubulk

Es enstehen die dimensionslosen Grofien £ = %, A= WA,V = L2V, @t =

wpuie” © L
und p = pu’; und es ergibt sich die entdimensionalisierte Navier-Stokes-Gleichung
bulk
aﬁ N A N A ]. AL
§+(u-V)u:—Vp+EAu. (3.25)

Ersetzt man den konvektiven Term mit K = (ﬁ@)ﬁ und den diffusiven Term mit
D = L A ergibt sich

e

il .

% L K=Vp+D. (3.26)
ot

Der Term Vp lisst sich in seinen Mittelwert und die Fluktuationen Vp + Vp’ auf-
spalten. Der Druckgradient ist in Stromungsrichtung entlang der Kanalachse kon-
stant und stellt somit einen Kraftterm in der Gleichung dar. Um die Gleichung zu

l6sen, erfolgt im ersten Schritt die Zeitdiskretisierung mithilfe eines expliziten Euler-
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Verfahrens zweiter Ordnung und man erhalt

ﬁn+1 _ ﬁn—l N
R ——+K"=Vp+Vp’'+ D"}, (3.27)
(tn+1 - tn—l)

wobei 1 den jeweiligen Zeitschritt bezeichnet. Die Gleichung wird nun um ein Ge-

schwindigkeitshilfsfeld u™ erweitert

— (3.28)

Die Gleichung lasst sich nun in die beiden Gleichungen

i = " 4 (fyyq — 1) (K" + D" )+ F (3.29)

" =0 4 (Fg — 1,00 Vp (3.30)

aufspalten, wobei F = (f,,1—f,_1)Vp die konstante Volumenkraft darstellt. Bei der Ka-
nalstromung kann man diese Volumenkraft aus einer Volumenstromsteuerung oder
einer Druckgradientensteuerung bestimmen. Bei der Volumenstromsteuerung wird
ein konstanter Volumenstrom vorgegeben und der Druckgradient stellt sich als Er-
gebnisgrofie ein. Wahlt man eine Druckgradientensteuerung, treibt ein konstanter
Druckgradient die Stromung an und der Volumenstrom stellt sich dementsprechend
ein. In der vorliegenden Arbeit wird mit einer Volumenstromsteuerung gearbeitet,
indem das Geschwindigkeitsfeld mit einem geschatzten Druckfeld berechnet wird.
Das verwendete Druckfeld ergibt sich dabei aus den Anfangsbedingungen oder aus
dem letzten Zeitschritt. In einem zweiten Schritt wird dann das Druckfeld so ange-
passt, dass sich der vorgegebene Volumenstrom einstellt.

Die Gleichung (3.29) kann nun nach #™ gelost werden, wobei fir die Volumenkraft
E der Wert "' aus dem letzten Iterationsschritt gesetzt wird. Im ersten Iterations-
schritt n = 0 wird F = 0 gesetzt.

Da fiir das Geschwindigkeitsfeld #"*! Divergenzfreiheit gelten muss, ergibt sich

Vit = 0. (3.31)
Wendet man den V-Operator auf Gleichung (3.30) an, ergibt sich

Vit = Vi + (£ - £,o)Ap = 0. (3.32)
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Wird nach #™ aufgelost, erhalt man
i = ({1 — f,1)Ap’ = AF. (3.33)

Man erhalt eine Poisson-Gleichung

>>
no 'S
[l
=
¥

(3.34)

p’ wird nun so bestimmt, dass

J’F 9’F J*F .
" + 0 + = =Vi™ (3.35)

gilt. Fur #™ wird der Wert aus der Losung von Gleichung (3.29) verwendet. Da eine
Volumenstromsteuerung verwendet wird, folgt im letzten Schritt noch eine Korrek-

tur von F, so dass #t den vorgegeben Volumenstrom erzeugt.

3.2.2 ADJUNGIERTE, INKOMPRESSIBLE NSG

Um eine adjungierte Gleichung fur die Optimierung der voll ausgepragten, turbu-
lenten Kanalstromung zu entwickeln, kann Gleichung (2.45) als Ausgangspunkt ver-
wendet werden. Da die Viskositat im Gegensatz zu RANS-Gleichungen eine Materi-

alkonstante darstellt, ist eine Variation nach der Viskositat nicht notig, so dass sich

—2D(UXu)r = -Vq+V-(2vD(U)) - a<i]>T
__9J
V-U= ETT (3.36)

ergibt. Die Zeitableitung der adjungierten Geschwindigkeit %—ltj entfallt ebenfalls, da
das Optimierungsverfahren auf zeitlich gemittelte Stromungsfelder (:--); angewen-
det wird. Das Vorgehen ist in Kapitel 6 genauer erlautert. Die adjungierte Impuls-

gleichung ergibt sich damit zu

— a]
N u)r

und kann mit einem SIMPLE-Algorithmus gelost werden.

-2D(U)u)r =-Vq+V-(2vD(U)) (3.37)
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3 Numerische Methoden

3.3 NETZVERFORMUNG

Bei der adjungierten Formoptimierung werden Sensitivitaten fir jeden Punkt der
Oberflache eines Oberflachennetzes berechnet (vgl. dazu Abschnitt 2.3.2). Die-
ses Oberflichennetz ist Teil eines Volumennetzes, das zur Losung der RANS-
Gleichungen benotigt wird. Die Sensitivititen entsprechen dabei einer lokalen,
wandnormalen Verschiebung, die als Gradient einer vorher definierte Zielfunktion
in Abhangigkeit der Designvariablen bestimmt werden. Aus der neuen Oberflache
muss nun ein verandertes Volumennetz erstellt werden, um den Wert der Zielfunk-
tion auch in der optimierten Geometrie zu bestimmen. Wie bereits in Abschnitt 1.2
beschrieben, existiert dazu eine Vielzahl von Moglichkeiten. Eine Variante ist die Er-
stellung einer neuen Oberflache aus der Ausgangsoberfliche und den zugehorigen
Sensitivitaten. Dazu kann mittels rechnerunterstiitzter Konstruktion (CAD) der Ver-
netzungsprozess erneut durchlaufen werden. Da das vorgestellte Optimierungsver-
fahren in eine automatisierte Prozesskette eingebunden werden soll, soll der Schritt
des Neuvernetzens vermieden werden. Dazu wird das bestehende Rechennetz ver-
wendet, wobei die Sensitivitatsinformation von der Oberflache auf das Volumennetz
interpoliert wird.

In der Mathematik werden radiale Basisfunktionen (RBF) haufig fiir verschiedene In-
terpolationsaufgaben eingesetzt. De Boer et. al [18] haben bereits die Anwendung der
RBF Interpolation auf Rechennetze beschrieben. Im Rahmen dieser Arbeit entstand
am DLR Gottingen ein Netzdeformationswerkzeug, das auf dem von de Boer et. al
beschriebenen Verfahren basiert. Die Grundlagen dazu sollen im folgenden Kapitel

skizziert werden.

3.3.1 ARTEN VON RADIALEN BASISFUNKTIONEN

Im Zentrum des Interpolationsverfahrens stehen die radialen Basisfunktionen (RBF).
Letztere sind Funktionen, deren Wert nur vom Abstand zum Ursprung abhangt. Es
gilt also @(x) = @(||x||), wobei ||---|| die euklidische Norm beschreibt. Das Funktions-
argument wird als Radius r bezeichnet, wobei r = ||x —x;|| den Abstand zwischen zwei
benachbarten Punkten beschreibt. Der Index i stellt die Nummerierung der Nach-
barpunkte dar. Es existieren verschiedene Arten von RBFs. Die typischen Funktionen

sind:
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3.3 Netzverformung

* Gaufssche RBF (GRBF):

p(r)=e @’ (3.38)

P(r) = ﬁm)z (3.39)
* Wendlandfunktion (WRBF)[107]:
4
(p(r)zla—rl-(l—%) -(1+4%) (3.40)

Die RBFs enthalten den freien Parameter «, der fiir die Netzverformung auf die zu
verformende Geometrie abgestimmt werden kann. Darauf wird in Abschnitt 3.3.4
genauer eingegangen. Abbildung 3.2 zeigt den Verlauf der RBFs, wobei der gewahlte

Parameter der jeweiligen Funktion in der Legende in Klammern angegeben ist.

— WRBF (a = 1) = GRBF (a =¢) IRBF (a = 8)

Wert der RBF
o
ol
T
|

|
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
Radius r

Abb. 3.2: Verlauf der verschiedenen RBFs mit dem in Klammern stehenden Wert fur den frei-
en Parameter a.

Eine RBF kann an einem beliebigen Punkt aufgespannt werden. Sie beschreibt den

Einfluss des Punktes, an dem sie aufgespannt wurde, auf seine Umgebung.
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3 Numerische Methoden
3.3.2 NETZVERFORMUNG MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN

Die Interpolation mittels RBF stellt eine netzfreie Methode dar, was bedeutet, dass
die Zugehorigkeit von Punkten zu Netzstrukturen wie Zellen oder Flichen aufler
Acht gelassen wird. Das vorliegende Netz wird als Punktwolke betrachtet. Zusatz-
lich existieren beliebig im Raum verteilte Punkte, im Folgenden als Kontrollpunkte ¢
bezeichnet, mit einem zugehorigen Sensitivitatswert S. In der Anwendung stellt jeder
Punkt des Oberflachennetzes einen Kontrollpunkt dar, die zugehorigen Sensitivita-
ten entsprechen eine Verschiebung in oberflichennormaler Richtung. Letztere sind
nur an den Kontrollpunkten definiert und sollen auf die Netzpunkte im Volumen in-
terpoliert werden.

Der Funktionswert fur die RBF ergibt sich aus dem Abstand eines Netzpunktes x
zu einem Kontrollpunkt ¢, der Wert der RBF betrégt also ¢(||x — c||). Mittels der RBF
@(r) = @(||x—c||) wird nun der Einfluss der Kontrollpunkte auf die umliegenden Punk-
te bestimmt, mit der Sensitivitat S am Punkt ¢ multipliziert und auf die umliegenden
Punkte interpoliert wird. Den Verlauf entlang des Radius beschreibt die Funktion ¢
(vgl. Abschnitt 3.3.1).

R

Abb. 3.3: Kontrollpunkte ¢; mit zugehorigen Radien.

Abbildung 3.3 zeigt die Kontrollpunkte ¢; sowie die zugehorigen Radien. Die Radien
des Kontrollpunkts hdngen vom freien Parameter a ab (vgl. Abschnitt 3.3.1). Inner-
halb dieser Radien liegen Punkte, welche vom jeweiligen Kontrollpunkt beeinflusst
werden. Um den Einfluss zu ermitteln, wird die radiale Basisfunktion ¢(r) fiir jeden

Kontrollpunkt ¢; ausgewertet. Um die resultierende Verformung zu bestimmen, wird
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3.3 Netzverformung

der Funktionswert mit der zugehorigen Sensitivitat S(c;) multipliziert.

f(x1) =@ (llxy —eqll) - S(eq) (3.41)
f(x2) =@ (|lxa—e1ll) - S(er) (3.42)
f(x3) =@ (|lx3—c1ll) - S(er) (3.43)
f(x4) =@ (llxg—call) - S(ea) (3.44)

Die radiale Basisfunktion kann fiir beliebig viele Kontrollpunkte innerhalb der
Punktwolke angewendet werden. Das gezeigte Beispiel beschreibt den einfachen Fall,
in dem kein Punkt der Punktwolke im Einflussbereich von mehreren Kontrollpunk-
ten liegt. Im Anwendungsfall werden die Netzpunkte in der Regel von mehreren
Kontrollpunkten beeinflusst, was in Abbildung 3.4 dargestellt ist.

Abb. 3.4: Kontrollpunkte ¢; mit zugehorigen Radien. Punkt x; liegt dabei im Radius von bei-
den Kontrollpunkten.

Um die Einflusse mehrerer Kontrollpunkte bestimmen zu konnen, wird ein Wich-
tungsfaktor y eingefiihrt. Um den Wichtungsfaktor zu bestimmen, wird eine Dich-
tematrix @y, aufgestellt, welche die Einflusse der Kontrollpunkte untereinander be-
schreibt. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem der Form @,y =S.

[ o(ler—cil)  @ler—cal) - @ller—en D] (71 ) (S(er)

Plllez=crll) - llle; ~eall plllec=enlDf 72 ) _15(e) (3.45)

|pllen, —e1ll) @lllen, —eall) -+ @lle, —en D] \¥n,) S(cy)

N, beschreibt dabei die Anzahl der Kontrollpunkte. Da eine RBF nur vom Ab-
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3 Numerische Methoden

stand der betrachteten Punkte abhangt, haben weit entfernte Punkte keinen Ein-
fluss aufeinander. Zusatzlich weisen die gezeigten Funktionen (vgl. Abbildung
3.2) ihr Maximum im Zentrum auf. Die Diagonalelemente der Matrix haben den
grofiten Wert und man spricht von einem gut konditionierten Problem. Die Kon-
ditionszahl liegt nahe dem Wert 1, was sich positiv auf die Losungseigenschaften des
Gleichungssystems auswirkt.

Fur das Beispiel aus Abbildung 3.4 ergibt sich das Gleichungssystem zu

@WQ—CN)QKW1—%W}{7j:(5@ﬁ} (3.46)
¢lea—cill) @llea—eall)] \2) (Sler)

Nachdem die Wichtungsfaktoren bestimmt wurden, konnen die RBFs fiir jeden Netz-

punkt x mittels

N,
fx)=) vi-ellx-cl) (3.47)

i=1

ausgewertet und die resutlierende Verformung an jedem Punkt des Netzes f(x) be-
stimmt werden. Die Information aus den Sensitivitatswerten sind dabei in den Wich-

tungsfaktoren y enthalten. Fur das Beispiel aus Abbildung 3.4 ergibt sich

fx)=y1-@llxr —erll) + 72 - @(llxy — eall) (3.48)
f(x2)=y1-plxz2—eqll) (3.49)
f(x3)=y1-@(lxs —eqll) (3.50)
f(xg) =72 @lxg—call) (3.51)
f(xs5) =2 @(lxs —call). (3.52)

Die Ordnung des Interpolationsverfahrens ist abhdngig von der Zahl der Kontroll-
punkte und lasst sich vorher nur schwer abschatzen. Eine Moglichkeit um eine Inter-
polation dritter Ordnung sicherzustellen, ist das Hinzufuigen eines Polynoms dritter
Ordnung g(x) zu Gleichung (3.47).

Ne

f@=) yi-plx-cl)+q(x) (3.53)

i=1

Die Koeffizienten von q = by + byx + by + b3z werden mit dem erweiterten Glei-
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3.3 Netzverformung

chungssystem zusammen mit den Wichtungsfaktoren y gelost. Das sich ergebende

Gleichungssystem hat die Struktur

; )
|:f(cz):| _ [ bt Qb} [7’} (3.54)
0 Q, O0][B
dabei sind
* f(c;) die Funktionswerte an den Kontrollpunkten
* @y, die Matrix aus Gleichung (3.45)
* y die Wichtungsfaktoren y;
* f der Koeffizientenvektor von g(x)
* Qp eine Rechteckmatrix mit [1 ¢;  ¢;, ¢; ;] in jeder Zeile

Das Gleichungssystem in Gleichung (3.54) stellt eine Dichtematrix dar und wird
nach y und B durch LU-Zerlegung gelost. Dies ist aufgrund der gut konditionier-
ten Matrix moglich.

Die Verwendung des Polynoms ist optional. Werden allerdings wenige Kontrollpunk-
te verwendet, ermoglicht die Addition des Polynoms dritter Ordnung eine C2-stetige
Interpolation.

Um den Einfluss des Fernfeldes auf die lokale Interpolation zu vermeiden, werden
zusatzlich Fokuspunkte x; eingefithrt. Zu jedem Fokuspunkt wird ein innerer Ra-
dius r; und ein auflerer Radius r, definiert. Innerhalb von r; werden die Werte der
Kontrollpunkte entsprechend Gleichung (3.48) interpoliert, auflerhalb von r, wird
der Wert der RBF auf Null gesetzt. Dazwischen wird ein C2-stetiger Ubergang zwi-

schen den Bereichen erzwungen. Es gilt also

1, fur x <0,
P(x)=41-x*3-2x%), fir0<x<1, (3.55)
0, furx>1
wobei X = % ist. Man erhalt nun eine Interpolation mit Glattungsansatz, indem
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3 Numerische Methoden

man Gleichung (3.53) um (X) erweitert.

Ne

fE@=p@ ) yi-elx—cil)+q(x) (3.56)

i=1

Ein einzelner oder mehrere Fokuspunkte konnen beliebig in der Punktwolke verteilt

liegen.

3.3.3 AuswaHL DER KONTROLLPUNKTE

Bei der adjungierten Formoptimierung wird fur jede Oberflachenzelle eine Sensiti-
vitat im Zellmittelpunkt berechnet. Diese Sensitivitat entspricht einer Verformung
in oberflaichennormaler Richtung, mit der eine vorher gewahlte Zielfunktion mini-
miert werden kann. Somit entspricht jeder Zellmittelpunkt des Oberflachennetzes ei-
nem Kontrollpunkt c¢. Die Sensitivitat entspricht dem Verschiebungsvektor f. Bei der
Verwendung jedes Zellmittelpunktes als Kontrollpunkt wiirde die Gleichung (3.54)
schnell zu einem sehr groflen Gleichungssystem anwachsen, dessen Losung sehr ho-
he Rechenzeiten erfordern wiirde. Um dies zu verhindern, kann die Zahl der Kon-
trollpunkte sukzessiv verringert werden. Dazu wird die Anzahl der Kontrollpunkte
halbiert, indem jeweils der Nachbarpunkt geloscht wird. Die Verschiebungsvektoren
der geloschten Punkte werden dabei auf den verbleibenden Punkt gemittelt. Damit
kann sichergestellt werden, dass keine signifikanten Informationen verloren gehen.
Durch das Loschen der Nachbarpunkte bleibt die Verteilungsdichte der Punkte qua-
litativ gleich, was in Abbildung 3.5 dargestellt ist.

Abb. 3.5: Loschen von Nachbarpunkten auf dem Oberflachennetz mit der urspriinglichen
Punkteverteilung (obere Reihe) und der reduzierten Punkteverteilung (untere Rei-
he). Die qualitative Verteilungsdichte bleibt erhalten.

Abbildung 3.5 veranschaulicht, dass durch Loschen der Nachbarpunkte die Vertei-
lung der Kontrollpunkte erhalten bleibt und die Anzahl der Kontrollpunkte halbiert
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wird. Dieser Vorgang kann wiederholt werden, bis die gewtinschte Anzahl von Kon-

trollpunkten erreicht ist.

3.3.4 PARAMETERVARIATION

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 angesprochen, enthalt die RBF einen freien Parameter
a, mit dem der Einfluss der RBF auf die Geometrie gesteuert werden kann. Dies soll
an einem Beispiel verdeutlicht werden. In Abbildung 3.6 (a) ist ein Quader darge-
stellt, welcher in einem Punkt verformt werden soll. Als RBF wird dabei die Wend-

landfunktion 2 verwendet.

(a) Ausgangsgeometrie (b) verformte Geometrie

Abb. 3.6: Verformte Geometrien unter Verwendung eines Kontrollpunktes.

Abbildung 3.6 (b) zeigt die verformte Geometrie. Der freie Parameter a wurde da-
bei mit der halben Kantenldnge des Quaders angenommen. Bei Vergroflerung von «a

vergrofert sich der Einflussbereich des Kontrollpunktes ebenfalls.

(a) a entspricht der halben Kantenldnge (b) a entspricht Kantenldnge

Abb. 3.7: Verformte Geometrien unter Variation des freien Parameters «.
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Abbildung 3.7 zeigt die beiden Verformungen mit unterschiedlichem «. In Abbil-
dung 3.7 (a) ist der Einfluss des Kontrollpunktes auf das Zentrum des Quaders be-
grenzt, wihrend in Abbildung 3.7 (b) der Einfluss bis zur Kante reicht. Uber den
freien Parameter lasst sich also der Einflussbereich eines Kontrollpunktes auf die zu
verformende Geometrie regulieren. Zusatzlich ist die Form der RBF zu erkennen,
welche bereits in Abbildung 3.2 gezeigt wurde.

Ein weiteres Beispiel zeigt den Einfluss der Anzahl der Kontrollpunkte.

I

(a) Ausgangsgeometrie mit Sensitivitaten (b) verformte Geometrie

Abb. 3.8: Ausgangsgeometrie mit Sensitivitaiten und verformte Geometrie.

Abbildung 3.8 (a) zeigt eine einfache Ausgangsgeometrie mit zufallig erzeugten Sen-
sitivitaiten. Da diese eine Verformung in oberflichennormaler Richtung anzeigen,
werden diese als Pfeile dargestellt. Abbildung 3.8 (b) zeigt die verformte Geometrie,
wobei jeder Zellmittelpunkt an der Oberseite als Kontrollpunkt verwendet wurde,
insgesamt also 20 Kontrollpunkte. Um den Einfluss der Anzahl der Kontrollpunk-
te zu verdeutlichen, sind in Abbildung 3.9 die erzielten Verformungen entlang der
Oberflache aufgetragen. Dabei wurde bei den einzelnen Verformungsschritten die
Anzahl der Kontrollpunkte jeweils halbiert. In Schritt 1 wurden alle 20 Kontroll-
punkte verwendet, in Schritt 2 zehn und in Schritt 3 funf Kontrollpunkte.
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— Sensitivitat =— Schritt 1 Schritt 2 =— Schritt 3
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Abb. 3.9: Verformte Geometrie im Vergleich zu den Sensitivitaten bei verschiedener Anzahl
der Kontrollpunkte.

Abbildung 3.9 zeigt den Einfluss der Anzahl der Kontrollpunkte. Man erkennt in
Schritt 1 eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Sensitivititen. Mit verringerter
Anzahl der Kontrollpunkte nimmt die Qualitit der Ubereinstimmung ab. Dabei
verringert sich auch die Rechenzeit, die fur das Losen von Gleichung (3.54) benotigt
wird. Fur komplexe Anwendungen ist es daher ratsam, einen Kompromiss zwischen

dem Rechenzeitbedarf und der Anzahl der Kontrollpunkte zu finden.

3.3.5 ERWEITERUNG AUF PERIODISCHE RECHENGEBIETE

Im zweiten Teil der Arbeit soll die Widerstandsreduktion einer voll entwickelten,
turbulenten Kanalstromung untersucht werden. Da die Simulationen einer sol-
chen Stromung in einem periodischen Rechengebiet durchgefiihrt werden, ist eine
Erweiterung des vorgestellten Verformungsalgorithmus notwendig. Da der Kanal
auch nach der Verformung periodisch sein soll, muss die Interpolation tber die
Grenzen des Rechengebietes hinaus durchgefiihrt werden. Abbildung 3.10 zeigt ein
Rechennetz mit nicht-periodischen Randpunkten, wobei nur jene Punkte, die im
Interpolationsradius um den Kontrollpunkt in schwarz liegen, in die Interpolation

eingehen.

Im Fall einer periodischen Randbedingung muss der Interpolationsradius uber den

Stromungsrand hinausgehen, sodass die Gebiete am gegeniiberliegenden Rand be-
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rucksichtigt werden. Dieses Prinzip ist in Abbildung 3.11 veranschaulicht.

Abb. 3.10: Konfiguration fiir eine Interpolation eines Kontrollpunktes (schwarz) am Stro-
mungsrand im nicht periodischen Fall. Alle Punkte innerhalb des Interpolations-

radius (grau) werden fiir die Interpolation beriicksichtigt.

oo | I

Abb. 3.11: Konfiguration fiir eine Interpolation eines Kontrollpunktes (schwarz) am Stro-
mungsrand im nicht periodischen Fall. Alle Punkte innerhalb des Interpolations-

radius (blau) werden fiir die Interpolation berticksichtigt.

Um eine periodische Interpolation uber den Stromungsrand hinaus zu realisieren,

muss die Dichtematrix (3.45) dementsprechend erweitert werden. Dazu werden am

Stromungsrand zusatzliche Kontrollpunkte erzeugt, die auf den Wert der Kontroll-

punkte am gegenuberliegenden Rand gesetzt werden. Der hinzugefuigte Rand muss

dabei grofler sein als der gewdhlte Interpolationsradius. Abbildung 3.12 zeigt ein

Stromungsgebiet, das um Kontrollpunkte aufSerhalb des Rechengebietes erweitert

wird.
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6) 5) 5) 5) 5) 6} 6) 6) 6) 6)
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Abb. 3.12: Konfiguration fiir eine Interpolation eines Kontrollpunktes (schwarz) am Stro-
mungsrand fur einen periodischen Fall. Alle Punkte innerhalb des Interpolations-
radius (blau) werden fir die Interpolation bertuicksichtigt, wobei der Interpolati-
onsradius tiber den Stromungsrand hinaus reicht.

Wendet man nun die Interpolation wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben auf die Konfi-
guration aus Abbildung 3.12 an, findet eine Interpolation tiber die Rander des Stro-
mungsgebietes hinaus statt. Der resultierende Losungsvektor der Wichtungsfaktoren
enthdlt nun einen Eintrag fur jeden Kontrollpunkt (schwarz) und fiir jeden hinzuge-
fuigten Punkt (grau). Im letzten Schritt extrahiert man die zu den Kontrollpunkten
gehorigen Wichtungsfaktoren und kann die resultierenden Verformungen an jedem

Netzpunkt bestimmen, wobei die Periodizitat erhalten bleibt.
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Die Klimatisierung von Flugzeugkabinen erfihrt in den letzten Jahren eine stetig
wachsende Bedeutung. Zum einen spielt der Komfort eine wichtige Rolle fiir die Pas-
sagiere, zum anderen mussen durch die Zunahme der Unterhaltungselektronik auch
immer groflere Warmelasten abgefiithrt werden. Am Deutschen Zentrum fiir Luft-
und Raumfahrt werden daher am Passagierflugzeug Dornier 728, welches als Ver-

suchtrager zur Verfiigung steht, neue Klimatisierungskonzepte erforscht.

Abb. 4.1: Versuchstrager Passagierflugzeug Dornier 728 zur Erforschung neuer Klimatisie-
rungskonzepte am DLR Gottingen.

Diese neuen Klimatisierungskonzepte stellen auch neue Anforderungen an die Ka-
binenluftausldsse (KLA), welche eine direkte Schnittstelle zwischen der Klimaanlage
und der Kabine des Flugzeugs darstellen. Diese KLAs sollen nun mittels adjungierter
Formoptimierung verbessert werden. Als Anwendungsbeispiel dient der Kabinen-
luftauslass des Versuchstragers (DoKLA). Die Position des untersuchten KLAs in der

Kabine sowie dessen wichtigste Elemente sind in Abbildung 4.2 dargestellt.
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Abb. 4.2: Darstellung der Position des DoKLA in der Kabine (links, entnommen von Konstan-
tinov et al. [55]). Rechts ist der DoKLA dargestellt. Die Prall- (rot), die Bodenplatte
(blau), die Auslassflachen (griin) sowie der Einlass (schwarz) sind farblich hervor-
gehoben.

4.1 VORHERSAGE DES STROMUNGSFELDES

In den Kapiteln 4 und 5 werden die Losungen der RANS-Gleichungen verwendet.
Die Zustandsgrofien mittlere Geschwindigkeit # und mittlerer Druck p werden aus
Griinden der Ubersichtlichkeit in den genannten Kapiteln als # und p bezeichnet. Es

werden also stets mittlere Zustandsgrofien betrachtet.

Die Simulationen wurden auf dem Hochleistungsrechencluster SCART des Deut-
schen Zentrums fur Luft- und Raumfahrttechnik in Gottingen durchgefithrt. SCART
verfugt uber 256 Rechenknoten, die jeweils mit zwei 10-core Intel Chips (2.8 GHz)
ausgestattet sind. Genauere Informationen zur Konfiguration finden sich auf der
Website des SCART Clusters [22].

Die Optimierung des DoKLA erfolgt auf der Grundlage von Losungen der Reynolds-
gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS-Gleichungen). Die Diskretisierung
der Geometrie aus Abbildung 4.2 basiert auf einem unstrukturierten Gitter, beste-
hend aus 7.177.424 Zellen, wovon 5.554.910 Tetraederzellen fir das Volumen und
1.622.514 Prismenzellen in drei Schichten zur Auflosung der Grenzschicht verwen-
det wurden. Das Gitter wurde in Bereichen mit grofien Geschwindigkeitsgradienten
verfeinert, um die Stromungsvorgange besser darzustellen. Die wandnahen Bereiche

wurden durch drei Schichten von Prismenzellen aufgelost. Damit ergeben sich y*-
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Werte im Bereich von 0 bis 16, 3, welche durch Gleichung (4.1) definiert sind.

+ Y-ug

Y= , (4.1)

4

Dabei stellt Y den Wandabstand in wandnormaler Richtung, u, = /7,,/p die Schub-
spannungsgeschwindigkeit und v die kinematische Viskositdt dar. Da fiir die kor-
rekte Auflosung der viskosen Unterschicht y*-Werte < 1 notig sind, wurden Wand-

funktionen verwendet, um die viskose Unterschicht zu modellieren. Die y*-Werte im
wandnahen Bereich des DoKLA sind in Abbildung 4.4 dargestellt.

Abb. 4.3: Rechennetz (rdumliche Diskretisierung) des DoKLA in der Vorderansicht (links)
und der Seitenansicht (rechts).

4\\\\\8 \\\\\]2\\\\ ]6
L. — o -
0 16.323

y+

Abb. 4.4: Oberfldchenverteilung von y*-Werten in der Vorderansicht (links) und der Seiten-
ansicht (rechts).

Die stationaren, inkompressiblen RANS-Gleichungen werden mit dem Softwarepa-
ket OpenFOAM® gelost. Wie bereits in Abschnitt 2.2.2 erliutert wurde, miissen fiir
die Losung der RANS-Gleichungen die Elemente des Reynoldsspannungstensors
modelliert werden. In der vorliegenden Arbeit wurde dies durch Verwendung
des k — w SST Turbulenzmodells [67] realisiert. Dabei steht k fir die turbulente
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4 Skalarwertige Optimierung

kinetische Energie und w fur die charakteristische Frequenz der energiedissipie-
renden Wirbel. Nach jedem Simulationsschritt wird der Grad der Anderung der
Stromungsgroflen im Vergleich zum vorherigen Schritt berechnet und als Residu-
umswert gespeichert. Zeigt die Losung keine bzw. nur noch geringe Anderungen
zum vorherigen Iterationsschritt, spricht man von einer konvergierten Losung. Wie
in Abbildung 4.5 dargestellt, spiegeln die Residuen der in dieser Arbeit berechneten

Stromungsgrofien ein konvergentes Verhalten wider.
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Abb. 4.5: Logarithmische Darstellung der Residuen der Stromungsgrofien im Verlauf der pri-
malen Simulation.

Als Randbedingung fur die Simulation wurde am Einlass des DoKLA ein mittlerer
Geschwindigkeitswert von u = 72 vorgegeben, was einem Volumenstrom von V =
0.0181’”73 entspricht. Mit einem Durchmesser des Einlassrohrs von d = 0,057m und
einer kinematischen Viskositat von v = 1,49 - 10_57”72 fur Luft bei 20°C ergibt sich
eine Reynolds-Zahl

u-d

Re=—— (4.2)
v

von 26.800. Die Profile der mittleren Geschwindigkeit u sowie der turbulenten ki-
netischen Energie k und der charakteristischen Frequenz der energiedissipierenden
Wirbel w entsprechen am Einlass den Verlaufen einer voll entwickelten Rohrstro-
mung. Das Fluid stromt daher mit einem parabelformigen Geschwindigkeitsprofil
aus dem Einlassrohr in die Mischkammer ein, trifft auf die Prallplatte und wird in

der Mischkammer verteilt. Beim Aufprall wird das Fluid zur Seite gedrangt (Abbil-
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4.1 Vorhersage des Stromungsfeldes

dung 4.6 oben), so dass in der Mischkammer ein Wirbel ensteht (Abbildung 4.6 un-
ten). Durch die obere Wand der Mischkammer wird das Fluid durch die Lochbleche
zu den Auslassflachen gefiihrt. Die Geschwindigkeitsmagnitude an den Auslassfla-
chen ist in Abbildung 4.7 gezeigt. Dabei zeigen sich an den dufleren Auslassflaichen

deutlich hohere Ausstromgeschwindigkeiten als an den zentralen Auslassflachen.

. 2 4 6 8
,v\/)(“‘ I :\HH‘H\
0.0002 . 8.1409

Abb. 4.6: Visualisierung des vorhergesagten Stromungsfeldes u# im Querschnitt in Hohe der
Auslassflachen (oben) sowie als Stromliniendarstellung (unten).
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Abb. 4.7: Magnitude der Geschwindigkeit an den Auslassflichen des DoKLA.

4.2 SKALARE OPTIMIERUNGSPROBLEME

Im ersten Anwendungsteil werden skalare Optimierungsprobleme behandelt. Dabei
wird eine Formoptimierung durchgefiihrt, um eine definierte Zielfunktion zu mini-
mieren. Die Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Zielfunktionen werden da-
bei nicht berticksichtigt. Die Wahl der einzelnen Zielfunktionen beruht auf Anforde-

rungen, die in realen Anwendung an die Kabinenluftauslasse gestellt werden.

4.2.1 ZIELFUNKTION HOMOGENE (GESCHWINDIGKEIT

Der Betrag des mittleren Geschwindigkeitsvektorfeldes, kurz Geschwindigkeitsma-
gnitude, an den Auslassflachen des DoKLA zeigt ein sehr unregelmafgliiges Profil (vgl.
Abbildung 4.7). Da in der Kabine mehrere KLAs nebeneinander angebracht sind,
fuhrt das dargestellte inhomogene Geschwindigkeitsprofil zu einer entlang der Ka-
bine variierenden Auslassgeschwindigkeit. Eine Forderung fur die Umsetzung neuer
Klimatisierungskonzepte ist jedoch, dass sich das Geschwindigkeitsprofil in Langs-
richtung der Kabine moglichst wenig andert. Daraus ergibt sich die erste Zielfunkti-

on der Homogenitat der Geschwindigkeit am Auslass.

In= J %(u_udydrAuslass (43)

TAuslass
Durch Minimierung von Gleichung (4.3) soll die Abweichung der tatsachlichen Ge-
schwindigkeit am Auslass von einem vorgegebenen Geschwindigkeitswert moglichst

gering ausfallen. Letzterer ist durch die Massenerhaltung gegeben. Der Initialwert
der Zielfunktion liegt bei [0 = 0.0692471 ’;’—22
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4.2 Skalare Optimierungsprobleme

Aufbauend auf den in Abschnitt 4.1 vorhergesagten Stromungsfeldern kann nun
die adjungierte Simulation durchgefiithrt werden. Wie in Abbildung 4.8 dargestellt,
zeigen auch die Residuen der Lagrange-Multiplikatoren im Verlauf der Simulation

ein konvergentes Verhalten.
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Abb. 4.8: Logarithmische Darstellung der Residuen der Lagrange-Multiplikatoren im Verlauf
der adjungierten Simulation fiir die Zielfunktion Jj,.

Die aus den Ergebnissen der primalen und der adjungierten Simulation berechnete
Verteilung der Sensitivitdt ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Dabei treten die grof3-
ten Sensitivitdtswerte direkt entlang der Oberkante der Prallplatte auf. Eine Ver-
formung anhand solcher singuladrer Sensitivitatswerte ist jedoch problematisch. Ein
Grund hierfur ist, dass Sensitivitatswerte als Skalarfelder vorliegen, wobei jeder Ska-
larwert eine Verformung in oberflachennormaler Richtung anzeigt. Oberflachensen-
sitivitaten, die in den Zellmittelpunkten definiert sind, deren Zellen an die Kante der
Prallplatte grenzen, wiirden dabei auf die Kante interpoliert werden. An dieser Stelle
ist jedoch keine eindeutig zuordenbare Normalenrichtung bestimmbar, da diese nur
fur Flachen definiert ist. Um dieses Problem zu umgehen, werden die Sensitivitats-
werte vernachlassigt, die nach der Interpolation entlang der Kante gelten. Die Sen-
sitivitatswerte entlang der Kante sind im oberen Teil von Abbildung 4.9 dargestellt
und sind betragsmafliig deutlich grofler als die Sensitivitatswerte auf der Prallplatte.
Somit wirden die Werte die Verformung dominieren.

Die ubrigen Sensitivitatswerte auf der Prallplatte werden mithilfe eines Gauf3-Filters
geglattet. Dazu wird ein beliebiger Punkt der Oberflache ¢ betrachtet und der Ab-
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4 Skalarwertige Optimierung

stand zum Nachbarpunkt cn bestimmt. Dieser Abstand wird als Argument r = |c —cn|
2

an die Gaufische Verteilungsfunktion f(r) = e ubergeben. Letztere dient dabei als
radiale Basisfunktion. Als Steuerparameter fiir den Wirkungsradius der RBF dient
dabei die Standardabweichung o. Der Wert der Sensitivitat S(cn) am Punkt cn wird
folgendermafien bestimmt:

\c—cnl2

S(cn)=S(c)-e % . (4.4)

Dieser Wert wird fur alle Nachbarpunkte cn; ermittelt, die innerhalb des Wirkungs-
radius der RBF liegen. Das beschriebene Vorgehen wird fiir jeden Punkt der Oberfla-

che c wiederholt, so dass die geglatteten Sensitivitatswerte eines Punktes ¢ durch

\c—cni\z

S(c) = ZS(cn,-)-e 2 (4.5)

bestimmt werden. Das Vorgehen ist analog zur Interpolation der Sensitivitatswerte
fur die Verformung, die in Abschnitt 3.3.2 ausfiihrlich beschrieben wurde.
Die geglatteten Sensitivitatswerte sind ebenfalls in Abbildung 4.9 gezeigt und wer-

den nach der Glattung an das Verformungswerkzeug tibergeben.
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Oberflichensensitivititswerte (-10793)
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geglattete Sensitivitatswerte
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Abb. 4.9: Verteilung der Sensitivitatswerte auf der Prallplatte. Die berechneten Sensitivitats-
werte sind in der oberen Abbildung dargestellt, wobei die Werte entlang der Kante
dominieren. Im unteren Teil der Abbildung sind die Werte an der Kante vernach-
lassigt und die verbleibenden Werte gelattet.
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4 Skalarwertige Optimierung

Abbildung 4.9 verdeutlicht die Dominanz der Sensitivitatswerte entlang der Kante.
Diese sind deutlich grofler als im iibrigen Feld. Werden diese Werte vernachlassigt
und die Ubrigen Sensitivitatswerte geglattet, ergibt sich die Verteilung im unteren
Bild. Nach Ubergabe der Werte an das Verformungswerkzeug werden sie von diesem
auf alle Netzpunkte interpoliert. Die daraus resultierende Verformung wurde auf
einen Maximalwert von 1mm normiert, der in etwa der Hohe des Grenzschichtgitters
entspricht. Dieser Wert wurde bewusst klein gewahlt, da die Optimierung letztend-
lich in einer Prozesskette iterativ erfolgen soll. Der Wert sollte allerdings auch nicht
zu klein gewahlt werden, da ein zu kleiner Maximalwert eine Vielzahl von Durchlau-
fen der Prozesskette zur Folge hatte.

Abbildung 4.10 zeigt, dass nur die Prallplatte eine relevante Verformung erfahrt. An
allen anderen Flachen des Stromungsrandes liegt die maximale Verformung in der
GroRenordnung von 1073mm. Insgesamt zeigen die resultierenden Verformungen ei-
ne Ausbeulung der Prallplatte zum Einlassrohr hin. Die Verformungen sind in Ab-
bildung 4.10 fur jeden Oberflichenpunkt dargestellt. Im nachsten Schritt wird dann

eine erneute Stromungssimulation mit Hilfe des verformten Gitters vollzogen.
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Abb. 4.10: Darstellung der Verformungen, die jeder einzelne Punkt erfihrt, als Draufsicht auf
die Bodenplatte. Der Farbwert entspricht dabei der resultierenden Verformung.

Eine Auswertung der Zielfunktion nach der Stromungssimulation auf dem modifi-
zierten Rechennetz ergibt einen Wert von Jj,; = 0.0649621 ’;’—22, was einer Reduzierung
der Zielfunktion um ca. 6,2% entspricht. Bevor die Veranderung der Stromungsgro-
en durch die optimierte Form genauer diskutiert wird, soll eine iterative Optimie-
rung des KLAs erfolgen. Dazu wird aufbauend auf der neuen Stromungssimulation
erneut eine adjungierte Simulation durchgefuihrt. Dieser Vorgang wird wiederholt,
bis die Zielfunktion ein konvergentes Verhalten zeigt. Die dazu entwickelte Prozess-
kette ist in Abbildung 4.11 dargestellt.
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Abb. 4.11: Darstellung der einzelnen Schritte in der Prozesskette zur iterativen Optimierung
des KLAs.

In jedem Durchlauf der Prozesskette werden auf der Grundlage der Geometrie aus
dem vorherigen Durchlauf die primale und die adjungierte Gleichung gelost. Dem
folgt die Sensitivitatsanalyse und die Verformung des Rechengitters. Der finale Wert
der Zielfunktion liegt nach fiinf Optimierungsschritten bei J,5 = 0,0588965, was ei-
ner abschliefenden Reduzierung um 14,95% entspricht. Der Verlauf der Zielfunkti-
on Uber den einzelnen Optimierungschritten ist in Abbildung 4.12 dargestellt, wobei

Iterationsschritt 1 den Ausgangswert darstellt.
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Abb. 4.12: Verlauf der Zielfunktion uiber den Iterationschritten beim Durchlauf der Prozess-
kette.
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Die aus den funf Durchlaufen der Prozesskette resultierenden Zielfunktionswerte
werden kontinuierlich kleiner, sodass letztendlich Konvergenz erzielt wird. Dabei
stellt die Geometrie aus dem letzten Optimierungschritt die optimierte Form dar.
Die resultierende Verformung beschrankt sich weiterhin auf die Prallplatte. Die ab-
schlielende Geometrie ist als Verformung jedes einzelnen Punktes auf der Prallplatte
in Abbildung 4.13 dargestellt. Die aus der Prozesskette resultierende Geometrie zeigt
Ahnlichkeiten zur Geometrie nach dem ersten Iterationsschritt, der Maximalwert der

Verformung in der optimalen Geometrie liegt jedoch bei 2, 5mm.

2,5mm
s
A
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Abb. 4.13: Darstellung der Verformungen die jeder einzelne Punkt erfahrt als Draufsicht auf
die Bodenplatte. Der Farbwert entspricht dabei der resultierenden Verformung.

Die Optimierung ergab eine Verbesserung der Zielfunktion um ca. 15%. Damit wur-
de die in Abschnitt 1.3 als Ziel ausgegebene Reduzierung von 10% deutlich ubertrof-
fen.

Dass die Geschwindigkeitsverteilung am Auslass nach Optimierung der Geome-
trie deutlich homogener ist, zeigt der Vergleich der Geschwindigkeitsmagnitude an
den Auslassflichen in Abbildung 4.14, der hohere Geschwindigkeiten in der Mit-
te der Austrittsflachen widerspiegelt. Die Geschwindigkeitsmagnitude an den dufle-
ren Auslassflachen zeigt jeweils geringere Werte. In Abbildung 4.15 ist zusatzlich die
Verteilung der Geschwindigkeitsmagnitude in den jeweiligen Auslassflachen gezeigt.
Die Reduzierung der Zielfunktion fuhrt zu grofieren Geschwindigkeitsmagnituden
an den mittleren Auslassflachen und zu geringeren Geschwindigkeitsmagnituden an
den dufleren Auslassflachen. Diese Verbesserung ist in Abbildung 4.14 deutlich zu
sehen.

Durch die iterative Verformung bildet sich auf der Prallplatte eine Beule aus (vgl.
Abbildung 4.13), wodurch das Fluid in der Mitte der Prallplatte einen steileren An-
stieg iiberwinden muss. Das beeinflusst auch den Austritt des Fluids aus der Misch-

kammer, da es die Prallplatte nun tiber einen spitzeren Winkel verlasst. Der Winkel
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4.2 Skalare Optimierungsprobleme

beim Aufprall auf die Stirnseite des DoKLA wird dadurch kleiner. Die Geschwindig-
keitsmagnitude fir die urspriingliche und die modifzierte Geometrie ist in Abbil-
dung 4.16 im Querschnitt des KLA gezeigt.
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Abb. 4.14: Vergleich der Geschwindigkeitsmagnitude der Stromung durch den optimierten
KLA in der Auslassebene mit der Magnitude am Auslass der Originalgeometrie.
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Abb. 4.15: Vergleich der Geschwindigkeitsmagnitude der Stromung durch den optimierten
KLA an den einzelnen Auslassflichen. A: Ausgangswert, I,: nach der zweiten Ite-
ration, I4: nach der sechsten Iteration.
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Abb. 4.16: Verteilung der Geschwindigkeitsmagnitude im Querschnitt des DoKLA. Oben ist
die Verteilung in der Originalgeometrie gezeigt, unten die im modifizierten KLA.

4.2.2 ZIELFUNKTION DISSIPIERTE LEISTUNG

Bei der Konstruktion und Auslegung von Beluftungssystemen fiir Flugzeuge ergibt
sich der Stromungswiderstand des Systems aus den Widerstanden der einzelnen Tei-
le. Um den Energieverbrauch eines Beliiftungssystems so gering wie moglich zu hal-
ten, ist es notwendig, bereits bei der Konstruktion der einzelnen Komponenten und

Systeme einen energieeffizienten Aufbau zu gewahrleisten. Das fur die Klimatisie-
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rung notwendige Beliiftungssystem besteht aus langen Rohrsystemen, Verzweigun-
gen und Luftausldssen etc. Die Energie, die benotigt wird, um die Luft durch das
Rohrsystem bzw. einzelne Rohrsegmente zu transportieren, entspricht dem Druck-
verlust des gesamten Systems bzw. Teilsystems. Um eine energieeffiziente Beliiftung
zu gewahrleisten, soll der Druckverlust innerhalb des DoKLA, als Teil des gesamten
Klimatisierungsapparates, minimiert werden.

Die Leistung, die in einem durchstromten Objekt dissipiert wird, kann durch den
Energiefluss in Form des totalen Drucks durch die Rander des durchstromten Ob-
jekts berechnet werden. Die Zielfunktion [80] lautet

]::—f(p+%u2)u-n dr. (4.6)

r

Uber feste Winde kann dabei per Definition keine Energie aus dem System austre-
ten, man kann also ein durchstromtes Objekt als Kontrollvolumen betrachten, wobei
der Energiefluss am Ein- und Auslass bilanziert wird [81]. Die Leistung, die in ei-
nem System, das von einem Fluid mit konstanter Dichte durchstromt wird, dissipiert

wird, betragt

]d:_ J (p+%u2)u'ndr15inluss (47)

I‘Einlass

1
- J (p+5u2)u-n AT Ausiass-

I‘/-'mslass

Auf Grundlage der Simulationen aus Abschnitt 4.1 ergibt sich fur die Zielfunktion
ein initialer Wert von 0, 543997":—;.

Mit der neuen Zielfunktion kann die adjungierte Simulation durchgefiihrt werden,
um die Lagrange-Multiplikatoren zu bestimmen. Auch in diesem Fall stellt sich eine
konvergierte Losung ein, wie Abbildung 4.18 zeigt. Aufbauend auf der bereits gezeig-
ten Stromungsvorhersage und den bestimmten Lagrange-Multiplikatoren konnen die
Sensitivititswerte berechnet werden. Ahnlich wie bei der Zielfunktion J;, sind die
Sensitivitatswerte auch im vorliegenden Fall raumlich begrenzt. Der Haupteinfluss-
bereich der Geometrie auf die Zielfunktion J,; liegt dabei am Ubergang zwischen dem
Einlassrohr und der Mischkammer. Die Sensitivitatswerte werden, wie in Abschnitt

4.2.1 beschrieben, gegldttet und an das Verformungswerkzeug tibergeben.
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Oberflichensensitivititswerte (-107%4)
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Abb. 4.17: Verteilung der Oberflichensensitivititswerte am Ubergang zwischen Einlassrohr
und Mischkammer. Die berechneten Sensitivitatswerte sind auf der linken, die
geglatten auf der rechten Seite dargestellt.

Wie der in Abbildung 4.19 oben rechts gezeigte Konturverlauf deutlich macht, fuhrt
die Verformung zu einem weicheren Ubergang zwischen Einlassrohr und Mischkam-
mer. Der Querschnitt weitet sich auf und entspricht einer Form, welche man bereits
als Diffusor bezeichnen kann (vgl. Abb. 4.19). Um den Einfluss der Verformung auf
die Zielfunktion zu ermitteln, wird die Stromungssimulation auf dem verformten
Gitter durchgefuhrt.

Die Stromungssimulation auf dem verformten Rechennetz ergibt einen Wert fur die

Zielfunktion J;; = 0,513962, was einer Reduzierung um ca. 5,5% entspricht. Auch
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Abb. 4.18: Logarithmische Darstellung der Residuen der Lagrange-Multiplikatoren im Ver-
lauf der adjungierten Simulation fur die Zielfunktion J;.

die Optimierung hinsichtlich der zweiten Zielfunktion erfolgt mit der in Abbil-
dung 4.11 dargestellten Prozesskette. Fur die Zielfunktion der dissipierten Leistung
wurden 10 Optimierungsschritte durchlaufen. Der finale Wert der Zielfunktion liegt
bei J;19 = 0,443034, was einer Reduzierung um 18,56% entspricht. Auch dieser Wert
liegt deutlich iiber dem in Abschnitt 1.3 ausgegebenen Ziel von 10%. Abschlielend
ist der Verlauf der Zielfunktion tiber den durchlaufenen Optimierungsschritten in
Abbildung 4.20 dargestellt.
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—— Ausgangsgeometrie
—— modifizierte Geometrie

Abb. 4.19: Angenaherte Diffusorform am Ende des Einlassrohrs. Die links dargestellten Kon-
turen wurden aus den Koordinaten der rechts auf dem Einlassrohr gezeigten Punk-
te generiert. Die Konturen zeigen die Ursprungsgeometrie (schwarz) und die mo-
difizierte Geometrie (rot).
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Abb. 4.20: Verlauf der Zielfunktion uber den Iterationsschritten beim Durchlauf der Prozess-
kette.

Wie Abbildung 4.21 zeigt, fuhrt die Verformung zu einer Aufweitung des Quer-
schnitts beim Ubergang vom Einlassrohr in die Mischkammer. Dadurch nimmt das
Ende des Einlassrohrs eine Diffusorform an (vgl. Abbildung 4.19). Durch die Diffu-
sorform wird die Geschwindigkeit am Ausgang des Einlassrohrs verlangsamt und der
Offnungswinkel des austretenden Strahls vergroflert sich. Somit vergrofert sich auch
die Aufprallflache auf beiden Platten. Der Widerstand, den ein Fluid beim Aufprall
auf eine Wand erfahrt, hangt quadratisch von der Stromungsgeschwindigkeit und li-
near von der Querschnittsflache des Strahls beim Aufprall ab. Die Geschwindigkeits-
verringerung hat daher einen grofieren Einfluss auf den resultierenden Druckverlust
als die vergroflerte Flache, was zu einer Reduzierung des resultierenden Drucks auf
der Prall- und der Bodenplatte fithrt. Die daraus resultierende Druckverteilung auf
der Prall- und Bodenplatte ist Abbildung 4.22 dargestellt.
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—— Ausgangsgeometrie
—— modifizierte Geometrie

Abb. 4.21: Veranderter Eintrittsquerschnitt vom Einlassrohr in die Mischkammer. Die links

84

dargestellten Konturen wurden aus den Koordinaten der rechts auf dem Einlass-
rohr gezeigten Punkte generiert. Die Konturen zeigen die Ursprungsgeometrie
(schwarz) und die modifizierte Geometrie (rot).
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Abb. 4.22: Resultierender Druck auf der Prall- und Bodenplatte durch Auftreffen des Strahls
aus dem Einlassrohr. Oben ist die Druckverteilung der urspringlichen, unten die
der modifizierten Geometrie gezeigt.

Der vorangegangene Abschnitt beschreibt die Anwendung der adjungierten Form-
optimierung auf eine komplexe Geometrie mit industrieller Relevanz. Dabei hat die
Untersuchung verschiedener Zielfunktionen gezeigt, dass bereits ein Optimierung-
schritt Verbesserungen der Zielfunktionen zwischen 5 und 6% herbeifithren kann.
Wendet man die Optimierung nun iterativ in einer Prozesskette an, kann dieser Wert
sogar auf bis zu 20% erhoht werden.

Da der KLA von erfahrenen Ingenieuren fiir den Einsatz in einem Linienflugzeug
entwickelt wurde, erfullt bereits die Ausgangsgeometrie die an ihn gestellten Anfor-
derung, die hier mittels Zielfunktionen formuliert werden. Dennoch konnte mit der
adjungierten Formoptimierung eine deutliche Verbesserung der Zielfunktionen er-
reicht werden, was das Potential der adjungierten Formoptimierung aufzeigt. Zudem
konnten die in Abschnitt 1.3 gesetzten Ziele der Entwicklung einer Prozesskette und
einer 15%-igen Reduzierung der gewahlten Zielfunktion erreicht werden. Daruber
hinaus konnte der im Rahmen von numerischen Simulationen erzielte Erfolg in
einer experimentellen Untersuchung, fiur die das Stromungsfeld der hinsichtlich
der Homogenitat am Auslass optimierten Geometrie mit Hilfe der Particle Image
Velocimetry (PIV) vermessen wurde, bestatigt werden. Eine genaue Beschreibung

des Experiments und der Ergebnisse findet sich bei Lincke et al. [60].
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Vektorwertige Optimierung

Im vorherigen Kapitel wird die Optimierung skalarwertiger Optimierungsprobleme
behandelt, bei der Zielfunktionen unabhangig voneinander untersucht werden. In
der Realitat stehen die verschiedenen Zielfunktionen jedoch in Wechselwirkungen
zueinander. Wird eine Zielfunktion optimiert, andert sich der Wert der zweiten Ziel-
funktion ebenfalls. Die Zielfunktionen konnen sogar in direktem Widerspruch zu-
einander stehen. Bei der Betrachtung mehrerer Zielfunktionen spricht man von ei-
ner vektorwertigen Optimierung. Diese Problemklasse soll im folgenden Abschnitt
behandelt werden. Nach Stand der Technik werden mehrere Zielfunktionen zu einer
neuen Zielfunktion kombiniert. Dazu wird in der Regel die Methode der gewichte-
ten Summe verwendet. Letztere basiert auf Wichtungsfaktoren, deren Bestimmung
sehr aufwendig sein kann. Unabhangig von den gefundenen Wichtungsfaktoren be-
steht die Gefahr, dass eine Zielfunktion die anderen dominiert. Um dieses Problem
zu umgehen, soll die bereits bekannte Methode des gewichteten Produkts auf die ad-
jungierte Formoptimierung angewendet werden. Des Weiteren wird mit der Super-
position von Oberflachensensitivitaten ein neues Verfahren eingefiihrt. Die beiden
Verfahren werden an der Luftauslassgeometrie aus dem vorherigen Kapitel getestet
und mit dem Stand der Technik verglichen.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Vektoroptimierung der beiden Zielfunktionen und
die Ermittlung einer Pareto-Front. Als Zielfunktionen dienen dabei die im vorigen

Kapitel behandelten Zielfunktionen. Das neue Optimierungsproblem lautet

minimiere [ (5.1)

h(u,p)}
J(wp)|’
sodass R(u,p) = 0.
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5 Vektorwertige Optimierung

Um beiden Zielfunktionen Rechnung zu tragen, kann ein Pareto-effizienter Zustand
angestrebt werden. Dazu betrachten wir zunachst den Phasenraum zweier beliebiger
Zielfunktionen. Die Ausdehnung fiir die jeweilige Zielfunktion reicht vom Initial-
wert bis zum optimierten Wert aus der skalarwertigen Optimierung. Der Losung aus
Gleichung 5.1 wird nun eine Position im Phasenraum zugeordnet.

Im Phasenraum exisitiert ein Losungsraum des Vektoroptimierungsproblems. Losun-
gen auflerhalb dieses Losungsraumes stellen keine Losung von Gleichung (5.1) dar,
weil dort z.B. die Nebenbedingungen R nicht erfullt sind oder die Zielfunktion uber
den Initialwert hinaus ansteigt. Das Ziel der im Folgenden diskutierten Vektoropti-
mierung ist die Ermittlung eines Pareto-effizienten Zustandes, in dem es unmoglich
ist, eine Zielfunktion zu verbessern, ohne eine zweite Zielfunktion zu verschlechtern.
Zur Verdeutlichung ist eine Kurve eines Pareto-effizienten Zustands in Abbildung 5.1
gezeigt. Der Losungsraum liegt oberhalb der blauen Linie, nicht durchfithrbare Lo-
sungen darunter. Wenn man sich nun eine beliebige Losung g; (vgl. Abbildung 5.1)
im Losungsraum anschaut, so ist diese nicht als effizient zu bezeichnen, da J; ver-
bessert werden kann, ohne J, zu verschlechtern und umgekehrt. Die Losung g, hin-
gegen, welche auf der blauen Linie liegt, zeigt eine Pareto-effiziente Losung an, da
eine Verbesserung einer Zielfunktion nur mit der Verschlechterung der anderen Ziel-
funktion erreicht werden kann. Gesucht werden also Losungen auf der sogenanten

Pareto-Front.

5.1 KOMBINATION VON ZIELFUNKTIONEN

Durch die Kombination mehrerer Zielfunktionen kann eine Vektoroptimierung
durchgefihrt werden, indem, stellvertretend fur alle Zielfunktionen, die kombinier-
te Zielfunktion minimiert wird. Im folgenden Abschnitt werden die Methode der

gewichteten Summe und die Methode des gewichteten Produkts vorgestellt.

5.1.1 METHODE DER GEWICHTETEN SUMME

Die Methode der gewichteten Summe (MGS) [109] kombiniert verschiedene Ziel-
funktionen durch Multiplikation von Wichtungsfaktoren und anschlielender Addi-
tion. Mit der MGS kann ein vektorwertiges Optimierungsproblem in ein skalarwer-

tiges Problem umgewandelt werden, wobei eine positiv gewichtete Summe konvexer
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== Pareto-Front

| Verbesserung

nicht effizient

J>

& 0!l

nicht durchfiithrbar

Verbesserun
i Sserung
Abb. 5.1: Phasenraum zweier Zielfunktionen mit einem Teil des Losungsraums des Problems
und einem Bereich auflerhalb dieses Losungsraumes. Die blaue Linie ist mit der
Pareto-Front des Problems gleichzusetzen. g; zeigt dabei eine ineffiziente Losung,
g, eine Pareto-effiziente Losung an.
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5 Vektorwertige Optimierung

Zielfunktionen minimiert [13] wird. Die neue, kombinierte Zielfunktion lautet

J= iai Ji- (5.2)
i=1

Die Summe der Wichtungsfaktoren soll dabei gleich eins sein. Dabei sollen die Wich-
tungsfaktoren so kombiniert werden, dass die Ergebnisse im Phasenraum moglichst
nahe an den Wert heranreichen, der bei der skalarwertigen Optimierung erreicht
wurde. Der Punkt im Phasenraum, an dem beide Zielfunktionen diesen Wert ein-
nehmen, wird Utopia-Punkt genannt. Es handelt sich also um ein geschachteltes Op-
timierungsproblem, bei dem beliebige Startwerte fur die Wichtungsfaktoren gesetzt
werden. Mit diesen Startwerten wird nun die Formoptimierung durchgefiuhrt (inne-
rer Lauf). Im Anschluss werden die Wichtungsfaktoren variiert (auflerer Lauf) und
das Formoptimierungsproblem erneut gelost. Dann werden die beiden Losungen hin-
sichtlich ihres Abstandes zum Utopia-Punkt verglichen. Als Abstandsfunktion wird
dabei die euklidische Distanz

]i_]uoiaz ]i_]uoiaz
||di<1h,fd>||:\/( hi hutop )+( i _Jdutop ) (5.3)

Th,init Ja,init

ausgewertet, wobei J;,,;; der Ausgangswert der Zielfunktion in der urspriinglichen
Geometrie darstellt und J,4pi, den reduzierten Wert der Zielfunktion nach der ska-
larwertigen Optimierung. Die Wichtungsfaktoren werden in jedem dufleren Lauf neu
kombiniert, um so eine geeignete Kombination von Wichtungsfaktoren zu ermitteln,
die den Abstand zum Utopia-Punkt aus Gleichung (5.3) minimiert. Im Unterschied
zur vorher gezeigten Prozesskette wird nach der Auswertung der Zielfunktion das
modifizierte Netz geloscht. Die adjungierte Simulation mit den neuen Wichtungsfak-
toren erfolgt stets auf dem originalen Rechengitter. Der gesamte Optimierungszyklus
ist in Abbildung 5.2 dargestellt.

Fur die Simulation wurden 60 Prozessorkerne des Scart Clusters verwendet. Fiir je-
den Optimierungsschritt ist eine Rechenzeit von ca. 7 Stunden notig, das entspricht
~ 414 Prozessorstunden pro Durchlauf. Dieser Wert wird spater als Vergleichswert
fur die Untersuchung der benoétigten Rechenzeit herangezogen.

Die grofite Herausforderung bei der Verwendung der Methode der gewichteten Sum-
me ist die Identifikation geeigneter Wichtungsfaktoren, deren zugehorige Losung

einen moglichst kleinen Abstand zum Utopia-Punkt aufweist. Eine systematische
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primale
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Abb. 5.2: Darstellung des Optimierungszyklus zum Auffinden geeigneter Wichtungsfakto-
ren. Die adjungierte Simulation erfolgt dabei immer auf dem urspriinglichen Re-

chengitter.
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5 Vektorwertige Optimierung

Variation fithrt nicht zwangslaufig zur gesamten Pareto-Front [98], besonders wenn
letztere nicht konvexe Anteile enthalt. In der vorliegenden Arbeit wird die Metho-
de der gewichteten Summe fur eine erste Abschatzung der Pareto-Front verwendet,
die Wichtungsfaktoren werden durch ein Bisektionsverfahren (BSV) bestimmt. Als
Anfangswert wird ein Verhaltnis der Wichtungsfaktoren von eins verwendet, so dass
ay = ap = 0,5 ist. Dieser Startwert halbiert den Definitionsbereich der Wichtungs-
faktoren (0 < a; < 1), so dass zwei symmetrische Teilintervalle entstehen. Die Mitte
der neuen Teilintervalle liegt bei a = 0,25 fuir den ersten und a = 0,75 fir den zwei-
ten Teilintervall. Mit der Forderung ) ;a; = 1 ergibt sich der Wert fiir a,. Um zu
entscheiden welches Teilintervall weiterverfolgt wird, wird die Gleichung (5.3) aus-
gewertet. Die Richtung mit dem geringeren Abstand wird das im nachsten Schritt zu
halbierende Intervall. Die Wichtungsfaktoren aus den ersten Schritten des Bisekti-

onsverfahrens sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

Startpunkt:

Schritt 1:

Schritt 2 a, = 0,875 a = 0,625
chritt 2: a, =0,125 a, = 0,375

Abb. 5.3: Wichtungsfaktoren in den ersten Schritten des Bisektionsverfahrens.

Mit dem Bisektionsverfahren werden drei Iterationsschritte durchgefiihrt, deren Er-
gebnisse durchgehend in der unteren rechten Ecke des Losungsraumes liegen. Es
fuhrt also zu einer Minimierung von J;, wahrend J;, nahezu unverandert bleibt. Die-
ses Losungsverhalten deutet auf eine Dominanz von J; gegeniiber [, hin. Um beide
Zielfunktionen in etwa gleichem Maf3e zu minimieren, ist daher eine starkere Wich-
tung zugunsten von [, notig. Da kein a-priori-Zusammenhang zwischen der Wich-
tung und der Losung besteht [13], ist es die Aufgabe des Entscheidungstragers, eine
geeignete Wichtung zu finden. Um einen ersten Eindruck zur Wichtung der Zielfunk-

tionen zu bekommen, wird der Losungsraum mit verschiedenen Wichtungsverhalt-
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Abb. 5.4: Ergebnisse der MGS fiir das Abtasten des Phasenraums sowie der beiden Bisekti-
onsverfahren.

nissen abgesucht. Das Verhaltnis der Wichtungsfaktoren % wird dem Verhaltnis der
Initialwerte der Zielfunktionen (%) angepasst. Auflerdem wird das Verhaltnis noch
in der zweiten, dritten und vierten Potenz auf die Wichtungsfaktoren tibertragen.
Die resultierenden Abstande, die sich mittels (5.3) im Phasenraum ergeben, sind in

Tabelle 5.1 dargestellt.

Tabelle 5.1: Ergebnis fur verschiedene Verhaltnisse Z_; fir das Absuchen des Phasenraums.

Verhaltnis 1 i initial (]l,inirial )2 (]l,initial )3 (]lm—irml)4

Ja,initial T2 initial Ja,initial T2 initial

Ild;(J1,J2)Il | 0.0369 0.0363 0.0306 0.0128 0.0214

Das Abtasten des Phasenraumes ergibt, dass ein kubisches Verhaltnis der Wichtungs-
faktoren den bisher geringsten Abstand zum Utopia-Punkt aufweist. Dieses Verhalt-
nis wird nun als Startwert fir ein erneutes Bisektionsverfahren verwendet. Die Er-
gebnisse der verschiedenen Verfahren sind in Abbildung 5.4 dargestellt. Der mini-
male ermittelte Abstand zum Utopia-Punkt ist ||d,,;,|| = 0,01198. Es wurden insge-
samt 22 verschiedene Paramtervariationen berechnet. Wie eingangs erwahnt, sind fir
einen Durchlauf der Prozesskette 414 Prozessorstunden Rechenzeit notig. Mit 22 Ite-

rationen ist in Summe eine Rechenzeit von 9100 Prozessorstunden notig. Der Nach-
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5 Vektorwertige Optimierung

teil dieser Vorgehensweise ist, dass eine gleichmafiige Verteilung von Wichtungsfak-
toren nicht zwangslaufig eine gleichmafSige Verteilung von Losungen auf der Pareto-
Front liefert [13]. Daher besteht an nicht-konvexen Abschnitten die Gefahr, dass Teile
der Pareto-Front nicht gefunden werden. Ein weiterer Nachteil der MGS wird deut-
lich, wenn eine Zielfunktion die andere dominiert, denn trotz breiter Variationen der
Wichtungsfaktoren ist nicht gewahrleistet, dass die Losungen das gesamte Spektrum
des Phasenraums abdecken. Aus den in Abbildung 5.4 gezeigten Ergebnissen wird
die Pareto-Front interpoliert und als Vergleichswert fiir die folgenden Berechnungen
herangezogen.

Trotzdem bietet die Methode der gewichteten Summe eine Moglichkeit zur Abschat-
zung der Pareto-Front vektorwertiger Optimierungsprobleme, auch bei komplexen
Geometrien.

Um die Suche nach Pareto-optimalen Losungen eines vektorwertigen Optimierungs-
problems zu vereinfachen bzw. zu verbessern, werden im Folgenden zwei Moglich-
keiten untersucht, die in der aerodynamischen Formoptimierung bisher nicht einge-
setzt wurden. Die bisher gezeigten Ergebnisse dienen als Vergleichsbasis fiir die in

den folgenden Abschnitten vorgestellten Verfahren.

5.1.2 METHODE DES GEWICHTETEN PRODUKTS

Wie in Abschnitt 5.1.1 bereits erlautert wurde, hat die Methode der gewichteten
Summe zwei entscheidende Nachteile, die das Auffinden optimaler Wichtungsfakto-
ren erschweren. Einerseits fiihrt eine gleichmaflige Verteilung von Wichtungsfakto-
ren nicht zwangslaufig zu einer gleichmafliigen Verteilung der Losungen im Phasen-
raum. Insbesondere im Falle von konvexen Pareto-Fronten folgt daraus, dass nicht
die gesamte Pareto-Front ermittelt und somit das Potential der Optimierung nicht
vollstandig genutzt werden kann. Des Weiteren besteht die Gefahr der Dominanz
einer Zielfunktion gegenuber einer anderen, was bei algorithmischer Variation der
Wichtungsfaktoren dazu fithren kann, dass der Suchalgorithmus in einem Bereich
des Phasenraums "feststeckt". Abhilfe kann nur geschaffen werden, wenn ein grofe-
rer Parameterraum abgesucht wird. Dies hat jedoch eine signifikante Erhohung des
Rechenzeitbedarfs zur Folge.

Im folgenden Abschnitt wird die Methode der gewichteten Produkte (MGP) beschrie-
ben. Die Methode wurde bereits 1922 von Bridgman [9] als product of powers vorge-
stellt. Nach Kenntnis des Autors gibt es jedoch im Bereich der aerodynamischen Op-

timierung bisher keine Anwendungen. Ahnlich der MGS besteht der Ansatz fiir die
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MGP aus der Kombination verschiedener Zielfunktionen. Die kombinierte Zielfunk-

tion wird als

n a;

i=1
definiert. Fiir die Untersuchungen wird im ersten Schritt ein Bisektionsverfahren an-
gewendet. Die Vorgehensweise entspricht dabei der in Abbildung 5.3 dargestellten.
Im zweiten Schritt wird der Phasenraum ebenfalls mit Wichtungsfaktoren, die Ver-

haltnissen der Initialwerte der Zielfunktionen entsprechen, abgesucht.

Utopia-Punkt
0.695 | —MGS
§ — MGP
x MGP (Inter-
vall)
0.69 |
=
0.685 -
0.68
0675 - | | | | |
5.95 6 6.05 6.1 6.15 6.2
Jh 1072

Abb. 5.5: Losungen (moga) verteilt im Phasenraum. Als Referenzpunkte dienen der Utopia-
Punkt und die Pareto-Front, die mit der Methode der gewichteten Summe ermittelt
wurde.

Abbildung 5.5 zeigt, dass die MGP ein ahnliches Verhalten wie die MGS aufweist.
Mit dem Bisektionsverfahren wird erneut die Dominanz der Zielfunktion J; gegen-
uber J;, deutlich. Das Abtasten des Phasenraums liefert eine Pareto-Front, die im Ver-
gleich zur Pareto-Front der MGS schlechtere Optimierungsergebnisse liefert. Auch
eine stirkere Gewichtung zugunsten Jj, zeigt keine Verbesserung. Die MGP wird da-

her in der vorliegenden Arbeit nicht weiterverfolgt.
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5.2 SUPERPOSITION VON SENSITIVITATSFELDERN

Wie im ersten Abschnitt bereits erlautert, besteht bei der Kombination der Zielfunk-
tionen das Problem, geeignete Wichtungsfaktoren zu finden. Ein wesentlicher Zeit-
faktor ist dabei die adjungierte Simulation, die einen erheblichen Anteil an der Ge-
samtrechenzeit verbraucht. Um dieses Problem zu umgehen, wird die Wichtung der
Zielfunktionen in einen Nachbearbeitungsschritt ausgelagert. Aus der skalarwerti-
gen Optimierung in Abschnitt 4.2 konnen die berechneten Sensitivitatsfelder ver-
wendet werden, um diese linear zu superpositionieren. Fur die gewichtete Summe
werden anstelle Zielfunktionen in Gleichung (5.2) die Sensitivitatsfelder aus den Ab-
schnitten 4.2.1 und 4.2.2 kombiniert

S=y1-Su+y2-Sa (5.5)

Dieser Ansatz stellt eine Linerarisierung der adjungierten Transportgleichung (2.45)
dar, da eine Linearkombination der Losungen eine homogene lineare Gleichung vor-
aussetzt. Die zugrundeliegende Gleichung ist jedoch nicht linear, weshalb die Wech-
selwirkungen der einzelnen Zielfunktionen in der Losung der adjungierten Trans-
portgleichung (2.45) vernachldssigt werden. Die Annahme ist nach Auffassung des
Autors vertretbar, da der Rechenzeitbedarf in der praktischen Anwendung den li-
mitierenden Faktor darstellt. Bei der Kombination von Zielfunktionen lasst sich nie
ausschlieflen, dass eine Zielfunktion dominiert, was dazu fiihrt, dass in der Optimie-
rung eine Zielfunktion bevorzugt behandelt wird. Da die einzelnen Sensitivitatsfelder
normiert sind, tritt dieses Problem bei der Kombination von Sensitvitatsfeldern nicht
auf. Der zugehorige Optimierungskreislauf ist in Abbildung 5.6 dargestellt. Er zeigt,
dass die adjungierte Simulation fir jede Zielfunktion nur einmal benotigt wird. Da-
durch kann eine Vielzahl von Wichtungsfaktoren y ausgewertet werden. Diese Si-
mulation konvergiert in wenigen Iterationsschritten, da als Startwert die Losung der
primalen Gleichung auf dem urspringlichen Rechennetz verwendet wird und die
applizierte Verformung nur geringe Anderungen am Rechennetz verursacht (vgl. da-
zu Abschnitt 4.2.1).

Das neue Optimierungsproblem besteht nun im Auffinden optimaler Wichtungsfak-
toren [7/1}, um []h} zu minimieren. Erneut wird in jedem Optimierungszyklus die

Y2 Ja

ursprungliche Geometrie betrachtet. Die Netzverformung dient nur zur Auswertung

der Zielfunktion, anschlieSend wird das modifizierte Netz geloscht. Der Vorteil der
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Kombination der Sensitivitatsfelder liegt in der Einsparung von Rechenzeit, da die
adjungierte Simulation fiir jede Zielfunktion nur einmal durchgefithrt werden muss.
Die Rechenzeit fur einen Durchlauf reduziert sich dadurch um ca. 87% auf ~ 54
CPU-Stunden. Damit ist auch das zu Beginn der Arbeit formulierte Ziel, die benotig-
te Rechenzeit eines Optimierungsdurchlaufs um bis zu 85% zu reduzieren, erreicht.
Die Umsetzung des Optimierungskreislaufs aus Abbildung 5.6 erfolgt mit Hilfe des
Softwarepakets Dakota [1]. Letzteres bietet verschiedene Optimierungsalgorithmen,
mit denen optimale Wichtungsfaktoren fiir die Sensitivitatsfelder ermittelt werden

konnen. Diese werden im Folgenden im Detail diskutiert.

primale
Simulation
adjungierte adjungierte
Simulation Jj, Simulation J;
Sensitivitatsfeld Sensitivitatsfeld
Sh Sq
Optimierungs- Netz-
algorithmus verformung
Auswertung .
: primale
der Ziel- ; .
) Simulation
funktion

Abb. 5.6: Darstellung des Optimierungszyklus fiir die Superposition von Sensitivitatsfeldern
zum Auffinden geeigneter Wichtungsfaktoren fiir die Uberlagerung der Sensitivi-
tatsfelder. Die adjungierte Simulation muss dabei fur jede Zielfunktion nur einmal
durchgefiihrt werden.
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5.2.1 (GENETISCHE ALGORITHMEN

Das Prinzip der genetischen Optimierungsalgorithmen, als Klasse der evolutionaren
Algorithmen [49], ist an Darwins Evolutionstheorie angelehnt, nach der das starkste
Individuum uberlebt. Letztere entsprechen Desgignparametern, die gemessen an ei-
ner Fitnessfunktion den besten Wert ergeben. Die Fitnessfunktion im hier gezeigten
Beispiel ist der Abstand einer Losung im Phasenraum zum Utopia-Punkt (5.3). Eine
zufillige Verteilung von Wichtungsfaktoren stellt den Ursprung dar, von welchem
aus verschiedene Kombinationsmoglichkeiten getestet werden. Der Wert der Fitness-
funktion entscheidet dariiber, welche Eigenschaften sich fortpflanzen durfen, also an
die nachste Generation ubergeben werden. Der hier verwendete Algorithmus wird
von der Softwarebibliothek Dakota [1] zur Verfiigung gestellt und wird als multi-
objective genetic algorithm (moga) bezeichnet. Die Optimierung stoppt, wenn Konver-
genz oder eine festgeschriebene Obergrenze von Optimierungszyklen erreicht ist.
Eine Eigenschaft evolutiondrer Algorithmen ist die Abdeckung eines breiten Spek-
trums an Parametervariationen, was im Gegenzug einen erhohten Rechenaufwand
zur Folge hat. Da die Superposition von Sensitivitatsfeldern (vgl. Abbildung 5.6) eine
signifikante Ersparnis an Rechenzeit verspricht, wird der moga zur ersten Abschat-
zung des Losungsraumes eingesetzt.

Die Ergebnisse der genetischen Optimierung von superpositionierten Sensitivitats-
feldern ergeben eine breite Verteilung im Phasenraum. Es werden 187 verschiedene
Parametervariationen berechnet. Dabei erkennt man, dass einzelne Ergebnisse deut-
lich naher an den Utopia-Punkt heranreichen als die Losungen der Methode der ge-
wichteten Summe. Der kleinste gefundene Abstand betragt ||d(J;,J4)minll = 0.00338,
bei einer Rechenzeit von ~ 10000 CPU-Stunden. Im Vergleich zur Methode der ge-
wichteten Summe steigt die Rechenzeit nur um =~ 10% an, obwohl mehr als 8 mal so
viele Parametervariationen berechnet werden.

Die berechneten Losungen sind in Abbildung 5.7 gezeigt. Wie bereits erwdahnt, deckt
ein genetischer Algorithmus ein breites Spektrum an Variationen ab, sodass Ergeb-
nisse im gesamten Losungsraum berechnet werden. Dadurch wird auch eine Vielzahl
von ineffizienten Losungen berechnet. Um dies zu vermeiden, soll nun versucht wer-

den, relevante Losungen direkt zu ermitteln.
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Abb. 5.7: Losungen (moga) verteilt im Phasenraum. Als Referenzpunkte dienen der Utopia-
Punkt und die Pareto-Front, die mit der Methode der gewichteten Summe ermittelt
wurde.

5.2.2 €-SCHRANKEN METHODE

Die e-Schranken Methode (eSM) [102] ist ein Verfahren zur Umwandlung eines
vektorwertigen Optimierungsproblems in ein skalarwertiges Optimierungsproblem
mit Nebenbedingungen. Der Optimierungszyklus bleibt unverdndert (vgl. Abbil-

dung 5.6), wahrend das umformulierte Optimierungsproblem

minimiere J;(x),

so dass J,(x) < € gilt, (5.6)

lautet. Die fiir eine spezifische e-Schranke ermittelte Losung ergibt einen Punkt im
Phasenraum, der Teil der Pareto-Front ist. Wird dieses Vorgehen fir verschiedene
e-Schranken durchgefiihrt, lasst sich daraus die gesamte Pareto-Front abschatzen.

Dieses Vorgehen ist schematisch in Abbildung 5.8 dargestellt.
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I>

I

Abb. 5.8: Schematische Darstellung der e-Schranken Methode. Durch die Losung des Opti-
mierungsproblems mit verschiedenen e-Schranken lasst sich die Pareto-Front im
Phasenraum der Zielfunktionen abschatzen.

Fur das Anwendungsbeispiel wird festgelegt, dass ], die zu minimierende Ziel-
funktion darstellt, wahrend J; als Nebenbedingung eingesetzt wird. Um die Losung
des Optimierungsproblems fiir eine e-Schranke zu ermitteln, sind im Mittel acht
Durchlaufe des Optimierungszyklus notwendig. Als Optimierungsalgorithmus wird
ein Verfahren des steilsten Abstiegs [100] aus der Softwarebibliothek Dakota [1]
verwendet.

Tabelle 5.2: Ubersicht iiber die festgelegten e-Schranken fiir J; und dem zugehorigen Wert
nach der Verformung, sowie die zugehorigen Optimierungsergebnisse fiir J,.

Schritt || e fur J, Ja In

1 1 0.680609 0.0602984
2 0.697324 | 0.680109 0.0600117
3 0.695 0.679984 0.0604164
4 0.69 0.679976 0.0604153
5 0.6875 0.682594 0.0600667
6 0.685 0.680796 0.0598699
7 0.6825 0.680544 0.0602973
8 0.681 0.679973 0.0604154
9 0.68 0.679971 0.0604153
10 0.678 0.677701 0.0602036

Um die Pareto-Front abzuschidtzen, werden fur das Anwendungsbeispiel 10 vor-
definierte e-Schranken benutzt. Im ersten Schritt wird ein e-Wert gewahlt, der
deutlich iiber dem Wert fir J; in der Ausgangsgeometrie liegt. Im zweiten Schritt

wird der Wert fur J; in der Ausgangsgeometrie verwendet. Danach wird e schritt-
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5.2 Superposition von Sensitivitatsfeldern

weise verringert. Fur jedes € wird nun eine Optimierung entsprechend Gleichung
(5.6) durchgefiihrt. In Tabelle 5.2 sind fiir jeden Optimierungsschritt die gewahlte
e-Schranke sowie die zugehorigen Werte fiir J, und J; aufgefihrt, die sich aus der

Simulation mit dem deformierten Rechengitter ergeben.

0.692

Utopia-Punkt
—MGS
——moga

x €SM

0.69

0.688

0.686

0.684

Ja

0.682

0.68

0.678 |

0.676 |

| | |
5.95 6 6.05 6.1 6.15 6.2

In 1072

Abb. 5.9: Losungen (eSM) verteilt im Phasenraum. Als Referenzpunkte dienen der Utopia-
Punkt und die Pareto-Fronten, die durch MGS und moga ermittelt wurden.

Die Ergebnisse im Phasenraum sind in Abbildung 5.9 dargestellt. Sie liegen zwi-
schen den Ergebnissen von MGS und moga. Der kleinste ermittelte Abstand betragt
|d,inll = 0.0073. Durch die acht Optimierungszyklen pro e-Schranke und 10 vor-
definierte e-Schranken sind in Summe 80 Optimierungszyklen notig, fur die 4320
CPU-Stunden an Rechenzeit anfallen. Im Vergleich zur gewichteten Summe kann die
Rechenzeit um ca. 50% reduziert werden. Die Ergebnisse liegen auch unterhalb der
durch die MGS ermittelten Pareto-Front. Daraus folgt, dass durch die e-Schranken-
Methode sowohl die Rechenzeit gegentiber der MGS reduziert, als auch das Ergebnis
verbessert werden kann. Die Untersuchung verschiedener Methoden zur Behandlung
vektorwertiger Optimierungsprobleme hat gezeigt, dass die Methode der gewichte-
ten Summe eine Abschdtzung der Pareto-Front moglich macht. Die Nachteile des
Verfahrens liegen in der Suche nach geeigneten Wichtungsfaktoren und der Forde-
rung nach konkaven Zielfunktionen. Des Weiteren ist ein grofier Rechenaufwand no-
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5 Vektorwertige Optimierung

tig, um eine grofle Zahl an Parametervariationen auszuwerten, besonders bei der Be-
trachtung komplexer Geometrien.

Durch die Superposition von Sensitivitatsfeldern kann Rechenzeit eingespart wer-
den, da nur eine adjungierte Simulation pro Zielfunktion notig ist. Zusatzlich sind
die neu erzeugten Geometrien nur leicht verandert. Dadurch konvergiert die Stro-
mungssimulation auf dem modifizierten Netz in ca. 500 Iterationsschritten. Durch
diese Einsparung im Vergleich zur Methode der gewichteten Summe hat der An-
wender die Wahl, eine groflere Anzahl an Parametervariationen auszuwerten oder
Rechenzeit einzusparen. Fir die Variation der Wichtungsfaktoren steht dann eine
Vielzahl von Algorithmen zu Verfiigung.

Die ermittelten minimalen Abstinde zum Utopia-Punkt der Losungen im Phasen-
raum sowie die zugehorigen Rechenzeiten und die Anzahl der ausgewerteten Para-
metervariationen sind in Tabelle 5.3 zusammengestellt.

Tabelle 5.3: Ubersicht iiber die ermittelten minimalen Abstinde fiir die verschiedenen Ver-
fahren und den zugehorigen Rechenzeiten sowie der Anzahl der ausgewerteten
Parametervariationen. Dabei ist:

a- ”d(]hr]d)”min

b - Parametervariationen

¢ - CPU-Stunden je Durchlauf
d - gesamte CPU-Stunden.

H ‘ Superposition von Sensitivitatsfeldern

Methode || MGS moga eSM

a 0.01198 | 0.00338 0.0073
b 22 187 80

C ~414h | =~54h ~ 54h
d 9100k | 10098h 4320h

Ein abschliefender Vergleich der resultierenden Sensitivitatsfelder zeigt fur die Ver-
fahren MGS und moga eine dhnliche Verteilung. Die Sensitivitdten am Ubergang zwi-
schen Einlassrohr und Mischkammer sind durch Bestimmung mittels MGS deutlich
grofier. Das ist darauf zurtickzufiihren, dass diese aus der Zielfunktion ], resultieren.
Letztere ist gegenuber J;, dominant, eine Eigenschaft, die bei der Superposition von
Sensitivitatsfeldern nicht mehr relevant ist, da bereits normierte Felder uberlagert
werden.

Das Verhiltnis der Wichtungsfaktoren, die zum minimalen Abstand vom Utopia-
Punkt fihren, liegt bei der MGS bei % = 1257,5. Bei der Superposition von Sensi-
tivitatsfeldern liegt dieses Verhaltnis bei % = 2,86. Auch hier zeigt sich ein deutlich
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5.2 Superposition von Sensitivitatsfeldern

geringeres Verhaltnis der Wichtungsfaktoren, da die Dominanz der Zielfunktion J,
stark abgeschwacht werden kann. Das fithrt zu einer schnelleren Losung des Opti-

mierungsproblems, da der zu durchsuchende Parameterraum kleiner wird.

Abb. 5.10: Resultierende Sensitivitatsfelder, deren Verformung zum minimalen Abstand zum
Utopia-Punkt fuhrt. Auf der linken Seite ist das Sensitivitatsfeld nach der MGS ge-
zeigt, auf der rechten Seite das durch Superposition von Sensitivitatsfeldern (mo-

ga).

Abschliefiend lasst sich feststellen, dass die Methode des gewichteten Produkts die
Nachteile aus der Methode der gewichteten Summe nicht umgehen kann. Betrachtet
man daher die MGS als Stand der Technik, ist es mit der adjungierten Formopti-
mierung, eingebettet in die vorgestellte Prozesskette, moglich, die Pareto-Front eines
vektorwertigen Optimierungsproblems abzuschatzen. Die aus der Literatur bekann-
ten Probleme treten dementsprechend auch auf. Durch die vom Autor vorgestellte
Methode der Superposition von Sensitivitatsfeldern ist es moglich, eine Pareto-Front
fur das betrachtete, vektorwertige Optimierungproblem zu présentieren. Hier wird
die Annahme getroffen, dass eine Linearkombination von Losungen moglich ist, was
zwar mathematisch eine Linearisierung einer nicht-linearen Gleichung darstellt, je-
doch eine signifikante Einsparung an Rechenzeit von bis zu 85% je Optimierungs-
zyklus bietet. Zusatzlich liefert das Verfahren eine Pareto-Front, die gegentiber der
mit der MGS ermittelten Pareto-Front geringere Werte fiir die Zielfunktion liefert.

Auch die Dominanz einer Zielfunktion gegeniiber der anderen Zielfunktion ist im
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5 Vektorwertige Optimierung

vorgestellten Verfahren unproblematischer. Somit lasst sich die Linearisierung des

Problems aus der Sicht der praktischen Anwendung rechtfertigen.
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Adjungierte DNS einer Kanalstromung

Das folgende Kapitel befasst sich mit der adjungierten Formoptimierung eines zeit-
abhangigen Stromungsproblems. Genauer gesagt, wird die Widerstandsreduktion
in der voll ausgebildeten, turbulenten Kanalstromung untersucht. Anders als zuvor
werden entdimensionalisierte Groen betrachtet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird auf das entsprechende Symbol A iiber den Grofien in diesem Kapitel verzichtet.

Die gezeigten Groflen reprasentieren damit entdimensionalisierte Groflen.

Die dazu entwickelte und implementierte Prozesskette setzt sich aus den folgen-
den finf Schritten zusammen. Erstens: Die Simulation beginnt zum Zeitpunkt f,
mit einem initialen Feld fiur die Geschwindigleit und den Druck. Die Simulation
lauft, bis das System einen statistisch stationaren Zustand erreicht hat (Zeitpunkt
t1). Zweitens: Ab dem Zeitpunkt t; erfolgt eine zeitliche Mittelung aller relevanten
Stromungsgroflen uber das Mittelungsintervall T. Der Zeitpunkt ¢, ergibt sich also
aus t, = t; + T. Drittens: Die adjungierte Simulation wird auf Basis der gemittelten
Grofien, welche mit (---)7 gekennzeichnet sind, durchgefiihrt. Viertens: Mit den Er-
gebnissen der primalen und der adjungierten Simulation kann nun die Sensitvitats-
analyse erfolgen. Auf Basis der resultierenden Sensitivitaten erfolgt die Netzverfor-
mung. Die entstandene, deformierte Geometrie wird an den Zeitpunkt ¢, iibergeben.
Funftens: Es erfolgt eine erneute Direkte Numerische Simulation in der verformten
Kanalgeometrie, wobei erneut eine zeitliche Mittelung der relevanten Stromungsgro-
3en iiber das Intervall T erfolgt. Anschlieflend konnen die Ergebnisse aus der glatten
und der verformten Kanalgeometrie ausgewertet und miteinander verglichen wer-

den. Das beschriebene Vorgehen ist in Abbildung 6.1 veranschaulicht.

105



6 Adjungierte DNS einer Kanalstromung

(o] ] th

(ui)r
2%

verformtes Netz

1.) adjungierte Simulation
2.) Netzverformung

Abb. 6.1: Ablaufdiagramm der Optimierung mit den verschiedenen Zeitpunkten der Simu-
lation. Die Pfeile stehen fiir den Transfer von Daten zwischen primaler und adjun-
gierter Simulation.

Im Folgenden werden die einzelnen Schritte genauer erldutert.

6.1 Die EBENE KANALSTROMUNG

Als Kanalstromung bezeichnet man die Stromung eines Fluids zwischen zwei un-
endlich ausgedehnten ebenen Platten im Abstand 2h. Die Reynoldszahl wird mit der
mittleren Durchflussgeschwindigkeit, die auch Bulkgeschwindigkeit u;,;; genannt
wird, dem halben Plattenabstand h und der kinematischen Viskositat v gebildet und

ergibt sich zu

Re = Ybuik T (6.1)
v
Der universelle Charakter aller wandnahen, turbulenten Stromungen wird deutlich,
wenn man die relevanten Stromungsgrofien in viskosen Wandeinheiten skaliert. Die
entsprechende Reynoldszahl ist die Schubspannungs- oder Scher-Reynoldszahl
Re, = M, (6.2)
v
die auf dem halben Plattenabstand h, der Dichte des Fluids p und der Schubspan-
nungsgeschwindigkeit u, = \/% basiert, wobei 7, = y%" der Wandschubspannung
entspricht. Um einen numerischen Zugang zur Kanalstromung zu finden, betrachtet
man einen Ausschnitt zwischen beiden Platten und setzt an den Randern des Gebie-
tes in Stromungs- und Spannweitenrichtung periodische Randbedingungen fur alle
Groflen. Der obere und untere Rand des Gebietes wird als nicht durchstromte Wand
mit einer Haftbedingung (Dirichlet Randbedingung) fur die Geschwindigkeit und
einer Neumann-Randbedingung fir den Druck modelliert. In der vorliegenden Ar-

beit orientieren sich die Abmessungen des Simulationsgebietes an Kim et al. [51] und
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6.1 Die ebene Kanalstromung

betragen 27th in Spannweitenrichtung und 4rth in Stromungsrichtung. Das Simulati-
onsgebiet und das verwendete kartesische Koordinatensystem sind in Abbildung 6.2

skizziert.

27th

47ch
Upulk [> y
S
Z

Abb. 6.2: Skizze des Rechengebietes und des verwendeten Koordinatensystems mit der
Hauptstromungsrichtung x, der wandormalen Richtung y und der Spannweiten-
richtung z.

2h

Fur den Vergleich der Ergebnisse mit jenen anderer Untersuchungen werden folgen-
de dimensionsbehaftete Groflen gewahlt. Die Bulkgeschwindigkeit wird zu uy,; =
1% gesetzt, der Plattenabstand zu 2h = 1m, sodass die kinematische Viskositat v
als Steuerparameter verbleibt. Eine Festlegung auf v = 3,57 - 10~* fiihrt zu einer
Reynoldszahl von Re = 2800. Der Volumenstrom wird dabei konstant gehalten,
indem der Druckgradient in jedem Zeitschritt korrigiert wird. Somit ist sowohl
das treibende Druckgefille als auch die resultierende Schubspannungsgeschwin-
digkeit ein Ergebnis der Simulation. Die im statistisch stationdren Zustand gemit-
telte Schubspannungsgeschwindigkeit ergibt sich zu (r)r = 0.062%, was zu einer
Schubspannungs-Reynoldszahl von Re, = 174 fiihrt.

Eine Umskalierung der Stromungsgrofien mit Hilfe von v und u, fuhrt zu einer Dar-
stellung in viskosen Wandeinheiten, die fur gewohnlich mit einem + gekennzeichnet

sind. Fur den Wandabstand gilt zum Beispiel

)* = ur-(x,9,2)
-

(%,9,2 (6.3)

Die raumliche Diskretisierung der Geometrie erfolgt in x-Richtung mit 288 Zellen, in

y-Richtung mit 180 Zellen und in z-Richtung mit 560 Zellen, wobei in wandnorma-
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6 Adjungierte DNS einer Kanalstromung

ler Richtung eine feinere Auflosung an der Wand verwendet wird. Letztere wird mit
einer Tangens-Hyperbolicus-Funktion realisiert. In Wandeinheiten ergibt sich somit
eine Auflosung von Ax* = 7,57, Ay{jvlmd = 0,23 an der Wand, Ay;;ulk = 4,33 in der
Kanalmitte und Az™ = 1,95. Die Auflosung ist somit feiner als in der spektralen Refe-
renzsimulation von Moser et al. [72] und mit neueren Finite-Volumen-Simulationen
von Rohrstromungen wie z.B. von Feldmann et al. [30] oder spektrale Simulationen
wie z.B. von El Khoury et al. [27] vergleichbar. Walsh [103] hat gezeigt, dass in Stro-
mungsrichtung ausgebildete Rippen, sogenannte Riblets, eine Widerstandsreduktion
zur Folge haben konnen. In Spannweitenrichtung sind diese Strukturen sehr schmal.
Der widerstandsminimierende Bereich der Ribletabstinde wurde von Keck [50] von
5 < Az* < 30 identifiziert. Da in der vorliegenden Untersuchung dhnliche Strukturen
erwartet werden, wird die Auflosung in Spannweitenrichtung verdoppelt, um diese
feinen Strukturen mit den numerischen Rechengitter auflosen zu konnen. Die Hohe
der Riblets betragt ca. 2Az" in wandnormaler Richtung, auch hier ist die Auflosung
ausreichend fein.

Um die Stromungsfelder vorherzusagen, werden die Erhaltungsgleichungen direkt
gelost (vgl. dazu Abschnitt 3.2). Fir die raumliche Auflosung wurde ein zentrales
Differenzenvefahren zweiter Ordnung verwendet. Die Zeitintegration erfolgt mit ei-
nem expliziten Euler-Verfahren zweiter Ordnung. Die Kopplung von Druck- und Ge-
schwindigkeitsfeldern erfolgt mittels der Projektionsmethode nach Chorin [16]. Die
Ergebnisse werden mit der Referenzsimulation von Moser et al. [72] verglichen. Als
Ausgangspunkt der Simulation (fj) dient ein laminares Stromungsfeld, das mit Sto-
rungen versehen ist, um die Transition zu einem turbulenten Stromungszustand an-
zuregen. Vom Ausgangspunkt wird eine Direkte Numerische Simulation durchge-
fihrt, bis sich das System in einem statistisch stationaren Zustand befindet (t;).

Die raumliche und zeitliche Entwicklung der Turbulenz ist ein sehr komplexer Vor-
gang, da Stromungsstrukturen auf allen Groflenskalen auftreten. Die instantanen
Felder bilden daher eine Momentaufnahme, die lediglich qualitative Aussagen zu-
lasst. Um verschiedene turbulente Stromungen miteinander vergleichen und quanti-
tative Aussagen zu den Eigenschaften einer turbulenten Stromung treffen zu konnen,
werden statistische Methoden verwendet. Auch wenn die instantanen Felder der Er-
haltungsgrofien chaotisch und nicht vorhersagbar erscheinen, sind ihre statistischen
Eigenschaften reproduzierbar. Daher erfolgt eine zeitliche Mittelung der instanta-
nen Felder, um daraus statistische Groien ableiten zu konnen. Abbildung 6.3 zeigt

beispielhaft ein instantanes Bild des Kanals, an den Randern ist im Querschnitt das
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Geschwindigkeitsfeld in Stromungsrichtung zu sehen.

0.25 0.5 0.75 1
}.“UI\HI\‘\HHHH‘\HHIIH‘\HJ

0.000286 u 1.37
X

Abb. 6.3: Darstellung eines instantanen Geschwindigkeitsfeldes in Stromungsrichtung u,.

Entsprechend des Superpositionsansatzes von Reynolds in Gleichung (2.20) lasst sich
eine Erhaltungsgrofie u in ihren Mittelwert 77 und eine von diesem Mittelwert abwei-
chende Schwankungsgrofle u” aufteilen. Durch eine ausreichende zeitliche Mittelung
(arithmetisches Mittel) verschwindet der zeitliche Mittelwert der Schwankungsgro-
3en per Definition. Das Quadrat der Schwankungsgrofien verschwindet jedoch nicht

und lasst sich somit zur quantitativen Beschreibung der Stromung verwenden.

MiITTLERE GESCHWINDIGKEIT

Das erste statistische Moment bezeichnet das arithmetische Mittel der instantanen
Geschwindigkeitsfelder. Die mittlere Geschwindigkeit in Stromungsrichtung ergibt
sich durch eine zeitliche Mittelung iiber einen ausreichend grofien Zeitraum. Letzte-
rer muss so gewahlt werden, dass sich der zeitliche Mittelwert nicht mehr dndert. Da
die Vorhersage der Stromungsfelder mittels DNS erfolgt, ist dafiir ein enormer Re-
chenaufwand notig. Da die Hauptstromungsrichtung entlang der x-Achse verlauft,
ist die Stromung in Stromungs- und Spannweitenrichtung homogen. Durch die peri-
odischen Randbedingungen in Stromungs- und Spannweitenrichtung entspricht ei-
ne Mittelung tiber diese Raumrichtungen auch einer zeitlichen Mittelung. Die Ge-
schwindigkeitsfelder werden tiber einen Zeitraum von ca. 40 dimensionslosen Zeit-
einheiten gemittelt. Daraus resultiert die mittlere Geschwindigkeit in Stromungs-
richtung in Abhangigkeit vom Wandabstand. Die mittleren Geschwindigkeiten in
wandnormaler und Spannweitenrichtung ergeben sich zu 0. Die mittlere Geschwin-
digkeit trifft somit eine statistische Aussage uber den Durchfluss im Kanal und kann
quantitativ mit anderen Daten verglichen werden. Nachfolgend wird die mittlere Ge-

schwindigkeit mit den Referenzsimulationen von Moser et al. [72] und dem viskosen
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Wandgesetz verglichen. Letzteres besagt, dass die Geschwindigkeit an der Wand zu-
néchst linear verlduft und nach einem Ubergangsbereich - dem sogenannten Buffer
Layer - in einen logarithmischen Verlauf ubergeht (vgl. dazu z.B. Schlichting [92]).
Abbildung 6.4 zeigt den Verlauf der mittleren Geschwindigkeit uber dem Wandab-

stand p*.
— Simulation
< Moser, Kim, Mansour (1999)
— Wandgesetz
207 T T T 1717 T T T 1717 T T T 1717 T T T 1717 |
15+ n
Z uy=2,5log(y*)+5,5
310 f
o~
3
5 [ |
O [ |
[ [ [ [
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Abb. 6.4: Logarithmische Darstellung des Geschwindigkeitsprofils entlang der Kanalhohe
(rot), verglichen mit der Theorie des logarithmischen Wandgesetzes (schwarz) und
der Referenzsimulation (blau).

Das Stromungsprofil zeigt, dass die grofite Geschwindigkeit in der Mitte des Kanals
herrscht, direkt an der Wand verschwindet die Geschwindigkeit dagegen. Der Verlauf
des Profils der mittleren Geschwindigkeit zeigt sehr gute Ubereinstimmungen mit

der Theorie und der Referenzsimulation.

TURBULENZINTENSITAT

Das zweite statistische Moment wird durch das quadratische Mittel der Geschwin-

digkeit, den RMS-Wert (Root mean square), beschrieben

Upms = V(1) = (u2) — (u)? (6.4)
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und gibt die Intensitat der Schwankungsgrofie um den Mittelwert an. u,,,; beschreibt
die Standardabweichung der Schwankungsgrofie vom Mittelwert und ist - im Gegen-
satz zur mittleren Geschwindigkeit - in allen drei Raumrichtungen ungleich Null.
Die Standardabweichung gibt an, wie stark die betrachtete Grofle um den Mittelwert
schwankt und ist ein Maf fir die Turbulenzintensitat. Letztere ist dabei in der Nahe
der Wand am geringsten, erreicht ihr Maximum in der Ubergangsschicht zwischen
viskoser Unterschicht y* < 5 und dem logarithmischen Bereich y* > 300 und fallt zur
Kanalmitte hin wieder ab. Die Turbulenzintensitat ist in Stromungsrichtung deutlich
hoher als in wandnormaler und Spannweitenrichtung. Der RMS-Wert wird ebenfalls
mit den Ergebnissen der Referenzsimulation verglichen und ist in Abbildung 6.5 dar-
gestellt. Auch dieser Vergleich zeigt eine gute Ubereinstimmung der erzeugten DNS-

Daten mit jenen der Referenzsimulation.
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Abb. 6.5: RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit in allen drei Raumrichtungen (durchge-
hende Line), verglichen mit dem Ergebnis der Referenzsimulation (x-Marker).

SCHUBSPANNUNGEN

Die zeitlich gemittelte Schubspannung in wandnormaler Richtung (t(y)) setzt sich

1 d(uy)

aus der Reynoldsspannung (u,u,) und der viskosen Spannung g - i

Zusammen.

Es ergibt sich der Zusammenhang

1 duy)
Re; dy

(T(v)) = )+ . (6.5)
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Die viskosen Spannungen entstehen durch den Gradienten der mittleren Geschwin-
digkeit, haben ihr Maximum an der Kanalwand, dominieren im Kraftegleichge-
wicht im wandnahen Bereich (viskose Unterschicht) und fallen dann stark ab. Die
Reynoldsspannungen resultieren aus den Schwankungsbewegungen und verschwin-
den an der Kanalwand, steigen dann deutlich an und dominieren das Kraftegleich-
gewicht in der Ubergangsschicht. Sie erreichen ihr Maximum bei y* = 30. Die Schub-
spannungen sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Insgesamt lasst sich festhalten, dass
die in der DNS vorhergesagten statistischen Groflen gut mit den Ergebnissen der
Referenzsimulation uibereinstimmen. Das verwendete Losungsverfahren in OpenFo-
am ist also geeignet, um eine Direkte Numerische Simulation einer voll ausgeprag-
ten, turbulenten Kanalstromung durchzufiihren. Die Ergebnisse konnen nun als Aus-

gangspunkt fur Widerstandsreduktion verwendet werden.

)0 d{uy )7 d{uy
7<“x“y>7RLeT g;> (uxuy)+RLeT %})
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10° 10! 102
y+ [-]

Abb. 6.6: Zeitlich gemittelte Schubspannung (schwarz), viskose Spannung (blau) und
Reynoldsspannung (rot) iiber dem Wandabstand.

6.2 OPTIMIERUNG DER VOLL AUSGEBILDETEN, TURBULENTEN KANALSTRO-

MUNG

Maf3gebend fir den Widerstand in einer voll ausgeprégten, turbulenten Kanalstro-
mung ist die Wandreibung. Laut Kim et al. [51] wird Letztere vom wandnormalen

Transport des Fluids beeinflusst, welcher in sogenannten Sweeps und Ejections ab-
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lauft. Um diese zu erkennen, werden die Geschwindigkeitsfluktuationen bei einem
Wandabstand von 15y* betrachtet. Ausschlaggebend sind die Fluktuationen in Stro-
mungsrichtung u; und wandnormaler Richtung u,, die als kohdrente Strukturen, bzw.
streaky structures bezeichnet werden. Besitzen beide das gleiche Vorzeichen, spricht
man von inward interaction (beide negativ) bzw. outward interaction (beide positiv), es
findet jedoch kein wandnormaler Transport statt. Wenn u; < 0 und u;, > 0, spricht

man von einer Ejection, wobei Fluid von der Wand wegtransportiert wird. Wenn

/

y
portiert wird. Diese Einteilung ist in Abbildung 6.7 schematisch dargestellt. Weitere

u;, > 0 und u;, < 0 handelt es sich um einen Sweep, wobei Fluid zur Wand trans-

Informationen zur Fluidbewegung in einer turbulenten Grenzschicht finden sich z.B.
bei Guo et al. [39].
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Q?2, ejection
u, <0, u; >0

Q4, sweep
uy >0, ul’) <0

Stromungsrichtung

(a) Einfluss auf den Fluidtransport

Stromungs-
richtung

(b) Wirbelstrukturen in der Stromung

Abb. 6.7: Darstellung des Einflusses eines Wirbels auf den wandnormalen Transport des
Fluids (a), sowie verschiedene Anordnungen von Wirbeln in einer Stromung (b):
A: Hufeisenwirbel
B: Wirbel in Stromungsrichtung
C: grauer Bereich mit u} <0
D: Ausbildung eines neuen Wirbels
Bilder entnommen von Robinson [90].

Um diese unterschiedlichen Strukturen identifizieren zu konnen, werden Isokon-
turflichen der Geschwindigkeitsfluktuationen in Stromungsrichtung u; mit einem
Schwellenwert von u; = 2,42u, (high-speed streaks) bzw. u; = 2,42u, (low-speed stre-
aks) dargestellt. Der Schwellenwert ist frei gewahlt, wobei Werte zwischen 0, 5u, und
2,5u, in der Literatur haufig verwendet werden [40, 52, 63]. Die high-speed streaks
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sind Bereiche, in denen sich das Fluid schneller als die lokale mittlere Geschwindig-
keit bewegt. Low-speed streaks dagegen bewegen sich langsamer als die lokale mittlere
Geschwindigkeit. In Abbildung 6.8 sind die Isokonturflachen eines instantanen Ge-
schwindigkeitsfeldes fur die untere Kanalhalfte als Draufsicht dargestellt. Da es sich

um ein symmetrisches Problem handelt, wird nur die untere Halfte gezeigt.

Abb. 6.8: Isokonturflichen der Geschwindigkeitsfluktuationen in Stromungsrichtung u; mit
high-speed streaks (u; = 0,15) in rot und low-speed streaks (u; = —0,15) in blau.

In einer Studie von Bewley et al. [3] wird vorgeschlagen, den wandnormalen Trans-
port durch Einblasen und Absaugen zu unterbinden bzw. zu reduzieren. Trifft Fluid
auf die Wand, wird mit einer betragsmaflig identischen, jedoch entgegengesetzten
Geschwindigkeit Fluid eingeblasen. Damit soll der wandnormale Fluidtransport
reduziert werden. Im umgekehrten Fall, wenn Fluid von der Wand weg transportiert
wird, wird ebenfalls mit einer betragsmafig identischen, jedoch entgegengesetzten
Geschwindigkeit abgesaugt, um das Fluid an der Wand zu halten. Mit diesem
Vorgehen konnten beachtliche Ergebnisse erzielt werden und der Widerstand um
bis zu 20 % reduziert werden. Bei der vorgeschlagenen Methode handelt es sich um
eine aktive Maflnahme zur Stromungskontrolle, da fur das Einblasen und Absaugen

zusatzliche Energie in das System eingebracht werden muss.

In der vorliegenden Arbeit soll eine passive Methode zur Stromungskontrolle vor-
gestellt werden, die sich an der Idee von Bewley et al. [3] orientiert. Ziel ist es, den
wandnormalen Transport durch Veranderungen der Oberflache der Kanalwande zu
reduzieren. Trifft Fluid auf die Wand, wird die Wand lokal aus dem Rechengebiet hin-
aus bewegt, um das Auftreffen des Fluids auf der Wand zu verhindern. Wird Fluid
von der Wand wegtransportiert, folgt die Wand dem Fluid in das Rechengebiet hin-
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ein. Somit ensteht eine Wandoberflache, die die koharenten Strukturen raumlich be-
grenzen soll und die Geschwindigkeitsfluktuationen reduziert. Dies fithrt zu einem
verringerten Transport in wandnormaler Richtung, was die damit verbundene Wand-

schubspannung reduziert.

6.3 ZIELFUNKTION

Das Ziel der Optimierung ist die Reduktion der Wandschubspannung, welche auch
als Zielfunktion dient. In den Kapiteln 4 und 5 wird die Zielfunktionen uber die
Randbedingungen am Ein- und Auslass in das Gleichungssystem integriert. Da in
der vorliegenden, periodischen Geometrie keine physikalischen Ein- und Auslass-
rander definiert sind, steht diese Moglichkeit hier nicht zur Verfiigung. An der Wand
geht die Ableitung der Zielfunktion nach dem Druck %Lpr in das Gleichungssystem

ein (vgl. Tabelle 2.2). Die Wandschubspannung 7, = ,ua(;;" enthalt jedoch keine Ablei-

tung nach dem Druck p. Um dieses Problem zu umgehen, wird der Umstand genutzt,
dass Gradienten an der Wand uiber die Zellen im Volumen berechnet werden. Daher
wird die Zielfunktion im Volumen definiert. Die Zielfunktion geht dann uber den
Term % in das Gleichungssystem ein (vgl. Gleichung (3.37)). Um die Zielfunktion
effizient im Rahmen des adjungierten Optimierungsverfahrens einsetzen zu konnen,
wird eine lokale Wandreibungsleistung P, = F, - u; an jedem Punkt der Oberflache

definiert, wobei F, = fdeA die lokale Reibungskraft bezeichnet. Die Zielfunktion

A
ist dann definiert als die Reibungsleistung, zeitlich integriert iiber ein spezifisches

Zeitintervall T und ergibt sich zu
Jdu
]:Jlai-y-a—yx-Aw-ui dt, (6.6)
T

mit der Flache A, der jeweils betrachteten Zelle. a; fungiert dabei als Schalter und
ist in der ersten Zelle an der Wand mit «; = 1 definiert, im restlichen Volumen gilt
a; = 0. Somit wird die Zielfunktion ausschliefilich im relevanten Bereich nahe der
Wand ausgewertet und nicht im Bulk. Die numerische Bestimmung des Geschwin-
digkeitsgradienten an der Wand erfolgt mit einem Verfahren erster Ordnung.

Fir den Optimierungsprozess werden zeitlich gemittelte Stromungsfelder zur Si-
mulationsumgebung transferiert, in der sie die Nebenbedingung der adjungierten

Navier-Stokes-Gleichung bilden. Die Mittelungsdauer in den préasentierten Ergebnis-
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sen betragt T = 12t%, mit t* = t% Bei zeitabhangigen Problemen missen wahrend
der adjungierten Simulation alle instantanen Felder der primalen Simulation vorlie-
gen. Wenn fiir die primale Simulation R, n Zeitschritte berechnet wurden und somit
fur jeden Zeitschritt eine Losung Rq(u1,p1), Ro(u2,p2), -+, Ry(u,, p,) vorliegt, ist fur
den ersten Zeitschritt der adjungierten Losung Q die n-te primale Losung notig, es
gilt also Q1 (Rt Pu), Qo (R 1 (1, ps 1)), Qu (Ry (1y,py)). Das fiihrt zu einem
enormen Speicherbedarf, da alle primalen Losungen gespeichert werden miissen. Die
damit verbundenen Herausforderungen sind bei Griewank et al. [38] beschrieben.
Um dieses Problem zu umgehen, wird daher angenommen, dass die gemittelten Gro-
en zeitlich invariant sind und somit die entsprechenden Terme bei der Herleitung
der adjungierten Gleichung entfallen. Dadurch entfallt die aufwendige, zeitabhangi-
ge adjungierte Simulation.

Die gewahlte Mittelungsdauer T ist nicht ausreichend, um vollstandig konvergierte
statistische Groflen zu erhalten. Dies ist aber auch gar nicht das Ziel der Mittelung,
da sich in Hauptstromungs- und Spannweitenrichtung zeitlich invariante Grofien
ergeben wirden. Dies wirde zu einer gleichmafligen Verschiebung der Kanalwand
fihren und lediglich h verdndern. Das entspricht den Erwartungen aus dem Gesetz
von Hagen-Poiseuille [23], wonach der Druckgradient in einem Rohr sinkt, wenn der
Radius vergroflert wird. Die Mittelungsdauer ist daher mit Bedacht so gewahlt, dass
in den gemittelten Feldern noch deutliche Fuflabdriicke der dominanten Strukturen
erhalten bleiben. Die gewahlten 12 dimensionslosen Zeiteinheiten entsprechen dem
von Bewley et al. [3] empfohlenen Wert.

Fur die adjungierte Simulation wird Gleichung (3.37) gelost, die sich mit den gemit-

telten Feldern zu

2

~2D(U)w)r = =Vq+ V- (2vD(U)) = 50

(6.7)

ergibt.

6.4 ADJUNGIERTE FORMOPTIMIERUNG

Mit den zeitlich gemittelten Stromungsfeldern und der Zielfunktion (6.6) kann Glei-
chung (6.7) gelost werden. Mit der Losung fiir die adjungierten GrofSen und den zeit-
lich gemittelten Zustandsvariablen konnen nun die Sensitivitaten S berechnet wer-
den. Die resultierenden Sensitivitdtsverteilungen an den Kanalwanden sind in Ab-

bildung 6.9 in Form von eingefarbten Konturwerten dargestellt. Sie spiegeln in Stro-
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mungsrichtung gedehnte Struktur wider. Im Gegensatz zu Riblets, die einen konstan-
ten Querschnitt haben und in Stromungsrichtung verlaufen, variieren die Strukturen

in den Sensitivitatsverteilungen.

-0. 0126 O 0139 0. 00894 S O 00946

ADD. 6.9: Resultierende Oberflichensensitivitdten fur die obere Kanalwand (links) und die
untere Kanalwand (rechts).

Der Vergleich der Sensitivitatsverteilung S mit den zugehorigen Wandschubspan-
nungen (7,)r in Abbildung 6.10 weist aufgrund der Ahnlichkeiten auf eine hohe

Korrelation dieser beiden Grofien hin.

iHHH\‘H\HH
0. 0038 0 00649 0. 00401 0 00621
<Tw>T <Tw>T

Abb. 6.10: Zeitlich gemittelte Wandschubspannungen fiir die obere Kanalwand (links) und
die untere Kanalwand (rechts).

Um die Ahnlichkeit genauer zu untersuchen, wird der Korrelationskoeffizient nach

Pearson [5] durch

R v (U
y \/%z:;s 5P LT (-

bestimmt, wobei S und T, die Mittelwerte der Sensitivitaiten bzw. der Wandschub-

(6.8)

spannungen darstellen. Gleichung (6.8) ergibt eine Korrelation von 0,99891 fiir die
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obere Kanalwand und 0,99931 fur die untere. Das bedeutet, dass die beiden Grofien
stark miteinander korrelieren. Wie bei Kim et al. [51] erldutert, tragen die kohéren-
ten Strukturen, also die Geschwindigkeitsfluktuationen in Stromungsrichtung u, im
Abstand zur Wand von y* = 15, mafigeblich zum Verhalten der Wandschubspannun-
gen bei. Als Hypothese steht im Raum, dass die aus den Sensitivitaten resultierende
Verformung die Ausdehnung der Stromungsstrukturen verandert und damit eine Re-
duktion der Wandschubspannungen einhergeht. Die zeitlich gemittelten koharenten

Strukturen (u;)7 sind in Abbildung 6.11 gezeigt.

A 0.1 0 0.1 X 004 H0 ., 004 0.08
i

| ] )
-0.149 0.112 -0.0789 0.0821
<ux>T <ux>T

Abb. 6.11: Zeitlich gemittelte kohadrente Strukturen im Abstand von 15y* von der Wand fiir
die obere Kanalwand (links) und die untere Kanalwand (rechts).

Der Verlauf der Sensitivitdaten folgt den kohdrenten Strukturen, was der eingangs
getroffenen Annahme entspricht. Kommt es zu wandnormalem Fluidtransport, ent-
steht im Fall von negativen koharenten Strukturen eine Ejection, bei der Fluid von
der Wand wegtransportiert wird. Die Sensitivititen weisen in diesem Fall ebenso
ein negatives Vorzeichen auf, was einer Verformung in die Kanalgeometrie, also in
Richtung des konvektiven Transports, bedeutet. Bei positiven koharenten Strukturen
ensteht ein Sweep, es wird Fluid zur Wand hin transportiert. Die Sensitivitatswerte
sind in diesem Fall positiv, was einer Verformung der Kanalwand nach aufien ent-
spricht. Die Wand weicht also vor dem Fluid zuriick. Diese Vorgange sind in den
Abbildungen 6.12 und 6.13 veranschaulicht. Die Grafiken zeigen den Verlauf der
normierten Sensitivititen und koharenten Strukturen in Stromungsrichtung. Als Po-
sition in Stromungsrichtung wurde die Kanalmitte gewahlt. Der Verlauf der beiden
Groflen ist jedoch an jedem Punkt in Stromungsrichtung identisch. Die vorgestellte
Methode ist somit in der Lage, die Idee von Bewley et al. [3] aufzugreifen und ent-
sprechend den Vorgaben abzudndern. Statt des Ein- und Ausblasens wird eine Sen-

sitivitatsverteilung erzeugt, die den koharenten Strukturen folgt. Durch die Netz-
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verformung auf Grundlage der erzeugten Sensitivitatswerte soll eine Wandoberfla-
che erzeugt werden, die die kohdrenten Strukturen raumlich begrenzt und somit die
Geschwindigkeitsfluktuationen reduziert.

In den Abbildungen sind nur die Fluktuationen in Stromungsrichtung dargestellt,
die wandnormale Richtung ist dabei nicht berticksichtigt. Das fuhrt dazu, dass die
Sensitivitdaten nicht zwischen Ejection und inward interaction bzw. Sweep und outward

interaction unterschieden werden.

1} | s
—(up)r
0.5 8
O [ |
-0.5} 8
11 i
|

| | | | | |
-600 —-400 -200 0 200 400 600

Z+

Abb. 6.12: Verlauf der normierten Sensitivitaten und koharenten Strukturen in der Kanalmit-
te fur die obere Wand.
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Abb. 6.13: Verlauf der normierten Sensitivititen und koharenten Strukturen in der Kanalmit-
te fur die untere Wand.

Im nachsten Schritt erfolgt die Deformation der Geometrie. Die zur Bestimmung der
Deformationen berechneten Sensitivitaten sind im Mittelpunkt der jeweiligen Ober-
flachenzelle gespeichert und dienen als Kontrollpunkte. Mit Hilfe von Gleichung
(3.54) werden diese auf alle Netzpunkte interpoliert. Die Interpolation erfolgt dabei
uber die periodischen Rander hinaus, wie in Abschnitt 3.3.5 beschrieben. Dadurch er-
gibt sich eine Verschiebung fiir jeden Punkt des Rechengebiets. Um sicherzustellen,
dass das Volumen des Kanals konstant bleibt, wird an jeder Wand die durchschnittli-
che Verschiebung jedes Punktes bestimmt. Dieser Durchschnittswert wird dann von
jedem Verschiebungswert der betreffenden Kanalhalfte abgezogen. Der Kanal wird
dadurch gestreckt bzw. gestaucht und eine Anderung des Volumens wird durch eine
Vergroierung bzw. Verringerung der Hohe der Zellen in der Kanalmitte ausgegli-
chen. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass die Grofle der Zellen an der Wand und
damit die Auflosung in dimensionslosen Wandeinheiten erhalten bleibt.

Die aus der Verformung resultierende Oberflache des Kanals ist in Abbildung 6.16 (a)
am Beispiel der unteren Kanalwand dargestellt. In Abbildung 6.16 (b) ist eine Detail-
ansicht der Verformung entlang der schwarzen Linie in dimensionslosen Wandein-
einheiten Ay™ gezeigt. Die Auflosung an der Wand bleibt durch die Verformung er-
halten, was in der vergrofierten Ansicht des Netzes in Abbildung 6.15 deutlich wird.

In dem verformten Rechengebiet wird anschlieflend die Direkte Numerische Simu-
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lation gestartet, wobei die instantanen Felder aus Zeitpunkt 1 (vgl. Abbildung 6.1)
als Anfangsfeld dienen. Es erfolgt eine erneute zeitliche Mittelung der Zustandsva-
riablen Uber den Zeitraum T, so dass anschlieflend die Wandschubspannung fur die
glatte und verformte Geometrie miteinander verglichen werden konnen.

Die Auflosung an der Wand bleibt nach der Verformung erhalten. Abbildung 6.14
zeigt die Zellhohe uber die Punkte in wandnormaler Richtung. Von der verformten
Geometrie ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur jeder vierte Punkt gezeigt. Die
Zellhohen der beiden Geometrien zeigen dabei ein identisches Verhalten. Abbildung
6.14 zeigt die Zellhohen der ersten 20 Zellen ausgehend von der Wand. Direkt an der
Wand sind die Zellhohen mit einer maximalen Abweichung von 1% nahezu iden-
tisch. Mit zunehmendem Abstand von der Wand wachsen die Zellhohen nach der
Verformung bis zur 15. Zelle an, deren Hohe 4% grofer ist. Mit zunehmenden Ab-
stand werden die Unterschiede zwischen den Zellhohen geringer, so dass Letztere ab

der 24. Zelle weniger als 1% von der urspringlichen Zellhohe unterscheidet.
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Abb. 6.14: Abstand aller Netzpunkte (oben) bzw. der ersten 20 Punkte (unten) in y-Richtung
von der Wand. Die Punkte sind durchnummeriert, wobei Punkt 0 die Wand dar-
stellt und Punkt 90 die Kanalmitte. Die Verteilung im glatten und verformten Ka-
nal ist identisch.

123



6 Adjungierte DNS einer Kanalstrémung

<z o

(a) Draufsicht in Stromungsrichtung mit Vergrofierungausschnitt in schwarz.

(b) Vergroflerung

Abb. 6.15: In der vergrofierten Ansicht ist die Auflosung des wandnahen Bereichs dargestellt.
Diese bleibt erhalten und die Zellhohe bleibt gleichmafig verteilt.
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(a) untere Kanalwand
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(b) Detailansicht

Abb. 6.16: Verformung der unteren Kanalwand (a) mit Detailansicht der Verformung entlang
der schwarzen Linie (b).

STATISTISCHE MITTELUNG UBER T = 12t"

Die fur die Verformung des Kanals ermittelten Sensitivitatsverteilungen werden auf
Grundlage von zeitlich gemittelten Stromungsfeldern bestimmt. Die Mittelungsdau-
er betrdgt T = 12¢". Um die verformte Kanalgeometrie mit dem glatten Kanal zu ver-
gleichen, erfolgt ebenfalls eine zeitliche Mittelung tiber T = 12t*. Vergleicht man die
Turbulenzintensitdt der Stromung im verformten Kanal mit der des glatten Kanals,

so zeigt diese nur leichte Verdnderungen. In Stromungsrichtung weist die Turbulenz-
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intensitat ein unwesentlich geringeres Maximum auf, ist aber in der Kanalmitte leicht
erhoht. Die Schwankungsbewegung in wandnormaler Richtung und in Spannweiten-
richtung ist gemafl der etwas hoheren RMS-Werte in diesen Richtungen etwas starker
ausgepragt. Da die Unterschiede mit Werten von weniger als 1% sehr klein sind, sind

sie in den Profilen in Abbildung 6.17 nicht erkennbar.

TTTT] T T T TTT] T 1T T TTT] T T T TTT]
u;,rms
7u£,rms
21 | Uz, rms
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Abb. 6.17: RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit in allen drei Raumrichtungen fiir den
verformten Kanal (durchgehende Line), verglichen mit dem Ergebnis im glatten
Kanal (gestrichelte Linie).

Die Betrachtung der Schubspannungen im verformten Kanal zeigt im Vergleich zum
glatten Kanal um 1,6% geringere viskose Spannungen an der Kanalwand, was auf
eine geringere Wandschubspannung hindeutet. Die Reynoldsspannungen steigen im
verformten Kanal weniger stark an und weisen auch einen geringeren Maximalwert
auf. Im verformten Kanal liegt der Maximalwert 6,2% unter dem im glatten Kanal.
Die Schubspannungen im verformten Kanal und im glatten Kanal sind in Abbildung
6.18 dargestellt.
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Abb. 6.18: Viskose Spannung (blau) und Reynoldsspannung (rot) iiber dem Wandabstand,
die gestrichelten Linien entsprechen den Werten aus dem glatten Kanal, die durch-
gehenden Linien zeigen die Werte aus dem verformten Kanal.

Da es sich bei der vorliegenden Simulation um eine Volumenstromsteuerung handelt,
stellt sich der Druckgradient als Ergebnisgrofie ein. Abbildung 3.8 (a) zeigt, dass der
mittlere Druckgradient im verformten Kanal kleiner ist als im glatten Kanal. Nach
Mittelung iiber T = 12t" betrdgt der mittlere Druckgradient fiir den glatten Kanal
0,00403422 im Vergleich zu einem mittleren Druckgradienten von 0,00402039 fur
den verformten Kanal. Das entspricht einer Reduzierung um 0, 34%. Fiir die Bestim-
mung der mittleren Wandschubspannungen werden die Wandschubspannungsver-
teilungen uber die gesamte Kanaloberflache integriert. In Abbildung 3.8 (b) ist das
Ergebnis einer gleitenden Mittelwertbildung dargestellt. Nach der Mittelung ergibt
sich fur den glatten Kanal eine Wandschubspannung von 0,010729 und fur den ver-
formten Kanal von 0,0099540, was einer Reduzierung von 7,22% entspricht.

Die Reduzierung der Wandschubspannung sollte sich im statistischen Mittel in ei-
ner Reduzierung des mittleren Druckgradienten niederschlagen. Allerdings ist der
oben bestimmte mittlere Druckgradient kleiner als erwartet. Eine Erklarung konnte
sein, dass sich der mittlere Druckgradient zeitverzogert einstellt. Die Reduzierung
der Wandschubspannung ist durch die geringeren viskosen Spannungen an der Ka-
nalwand, die in Abbildung 6.18 gezeigt sind, belegt.
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(b) Wandschubspannung

Abb. 6.19: Gleitender Mittelwert der Zeitreihe des Druckgradienten sowie der Wandschub-
spannung.

Die Maximalwerte der gemittelten Wandschubspannungen des verformten Kanals
sind hoher als die des glatten Kanals. Das bedeutet, dass es lokal zu einer Erhohung
der Wandschubspannung kommt. Demgegentuiber stehen jedoch auch geringere Mi-
nimalwerte, was umgekehrt eine lokale Reduzierung der Wandschubspannung wi-
derspiegelt.

Wie zu Beginn des Kapitels erlautert, findet ein wandnormaler Fluidtransport nur
dann statt, wenn das Produkt aus (u;, - u;) < 0 ist (Sweep bzw. Ejection). In der Ziel-
funktion wird jedoch nur der Gradient der Geschwindigkeit in Stromungsrichtung

(uy) ausgewertet, es wird also nicht zwischen Sweep / Ejection und inward / outward
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interaction unterschieden, was dazu fihrt, dass eine Verformung auch dann erfol-
gen kann, wenn eigentlich kein wandnormaler Fluidtransport stattfindet. Dieser Um-
stand kann zu einer lokalen Erhohung der Wandschubspannung fiihren.

Wird die Wandschubspannung uiber die Oberflache integriert, ergibt sich ein geringe-
rer Wert fur den verformten Kanal und es kommt integral zu einer Reduzierung der
Wandschubspannung (vgl. Abbildung 6.19 (b)). Dabei unterscheiden sich die Auswir-
kungen der Verformung an den verschiedenen Kanalwianden. Der integrale Wert der
unteren Wand sinkt von 0,00541734 auf 0,0053140, was einer Reduzierung um 1, 9%
entspricht. An der oberen Kanalwand sinkt der Wert von 0,0053120 auf 0,00464, was
einer Reduzierung um 12,7% entspricht. Diese Asymmetrie ist eine Folge der Mitte-
lung. Die Stromungsfelder weisen nach der Mittelung tiber T = 12t* ebenfalls noch
Asymmetrien auf. Die statistische Mittelung ist dabei nicht konvergiert, wie zu Be-
ginn des Abschnitts erortert wurde. Die resultierenden Wandschubspannungen fur

den glatten und den verformten Kanal sind in Abbildungen 6.20 und 6.21 dargestellt.
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Abb. 6.20: Vergleich der Wandschubspannungen an der oberen Kanalwand fir den glatten
(oben) und den verformten Kanal (unten).
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0,0038 0 0,00649

WHHHH‘HHHW

(Tw>T

Abb. 6.21: Vergleich der Wandschubspannungen an der unteren Kanalwand fiir den glatten
(oben) und den verformten Kanal (unten).

Die koharenten Strukturen zeigen ein dhnliches Verhalten. Auch hier zeigt sich eine

Erhohung der Geschwindigkeitsfluktuationen in beide Richtungen.
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-0,149 0 0,112

(up)r

Abb. 6.22: Vergleich der koharenten Strukturen fiir den glatten (oben) und den verformten
Kanal (unten). Die Strukturen sind in einem Abstand von 15y* von der oberen
Kanalwand ausgewertet.
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-0,0789 0 0,0821

W\H\I‘\H\le

(up)r

Abb. 6.23: Vergleich der kohdrenten Strukturen fiir den glatten (oben) und den verformten
Kanal (unten). Die Strukturen sind in einem Abstand von 15y* von der unteren
Kanalwand ausgewertet.

Abbildung 6.24 zeigt die Isokonturflichen der Geschwindigkeitsfluktuationen in
Stromungsrichtung u; fiir den glatten und den verformten Kanal zu einem belie-
bigen Zeitpunkt. Dabei sind die high-speed streaks (u;, = 0,15) rot und die low-speed
streaks (u;, = —0,15) blau eingefarbt. Die Abbildung dient lediglich als Beispiel, da
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6 Adjungierte DNS einer Kanalstromung

ein instantanes Feld visualisiert wird. Der tatsachliche Einfluss der Verformung

kann nur mit statistischen Mittelwerten quantifiziert werden.

(c) verformter Kanal (d) verformter Kanal

Abb. 6.24: Isokonturflichen der Geschwindigkeitsfluktuationen in Stromungsrichtung u;
mit high-speed streaks (uy, = 0,15) in rot und low-speed streaks (u, = —0,15) in blau
fur die Mittelung tiber T = 12¢* im glatten und im verformten Kanal.

STATISTISCHE MITTELUNG UBER T = 65¢7

Im nachsten Schritt wird untersucht, wie sich das Optimierungsergebnis verandert,
wenn uber ein ldngeres Zeitintervall statistisch gemittelt wird. Da die statistische
Mittelung tber T = 12¢" im vorigen Kapitel nicht konvergiert, besteht die Moglich-
keit, dass die erreichte Reduzierung der Wandschubspannung bei ldngerer Mittelung
nicht reproduziert werden kann. Um dies auszuschlieflen, wird die obige Untersu-

chung fir ein langeres Mittelungsintervall T = 65t wiederholt. Diese Untersuchung
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6.4 Adjungierte Formoptimierung

fuhrt zu Turbulenzintensitaten, deren Werte sich wenig von jenen im glatten Kanal
unterscheiden. Trotzdem ist der RMS-Wert in Stromungsrichtung des verformten Ka-
nals leicht erhoht, wie die Vergrofierung in Abbildung 6.25 sichtbar macht.

Bei der Betrachtung der Schubspannungen fallt auf, dass die viskosen Spannungen
an der Wand nach der Mittelung iiber T = 65t™ 0, 9% geringer ausfallen im Vergleich
zu 1,6% nach T = 12t*. Auch die Reduzierung des Wertes der Reynoldsspannungen
um 2,1% fallt geringer aus als die 6,2%, die aus der Mittelung tiber T = 12¢* resul-
tiert. Die Reynoldsspannungen des glatten Kanals sind zum Vergleich in Abbildung
6.26 gezeigt.

TTTTT T T T T T T T
u;—,rms
7”;_‘:,rms
27 | uz,rms
W5
= 17 B
0, -
| Lo | |
107! 10° 10! 10?

vl
Abb. 6.25: RMS-Wert der mittleren Geschwindigkeit in allen drei Raumrichtungen fiir den

verformten Kanal (durchgehende Line), verglichen mit dem Ergebnis des glatten
Kanals (gestrichelte Linie).
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T T T T 71] T T T 1717 T T T 1717
1} 1 (uguy)
1 duy)
Re; dy
0.8 i
0.6 | i
04| i
0.2} i
0
1071 10° 10! 102

v+ [-]

Abb. 6.26: Viskose Spannung (blau) und Reynoldsspannung (rot) iiber dem Wandabstand,
die gestrichelten Linien entsprechen den Werten aus dem glatten Kanal, die durch-
gehenden Linien zeigen die Werte aus dem verformten Kanal.

Der mittlere Druckgradient und die resultierende Wandschubspannung werden
ebenfalls kleiner. Diese Abnahme fallt allerdings mit zunehmender Mittelungsdauer
geringer aus. Der Verlauf beider Grofien ist in Abbildung 6.27 gezeigt. Allgemein
lasst sich fiir alle betrachteten Grofien feststellen, dass der Einfluss der Verformung
mit zunehmender Mittelungsdauer geringer wird. Daher bleibt festzuhalten, dass
die grofite Abnahme der Wandschubspannung fur das von Bewley et al. [3] postu-
lierte und entsprechend oben gewahlte Mittelungsintervall T = 12t erzielt wird.
Betrachtet man den zeitlichen Mittelwert iber einen grofleren Zeitraum, bleibt der

Effekt in abgeschwachter Form erhalten.

AbschliefSend lasst sich festhalten, dass das gewdhlte Optimierungsverfahren sehr
gut geeignet ist, um die Stromungsstrukturen einer voll entwickelten turbulenten
Kanalstromung in einem gewahlten Zeitfenster zu beeinflussen. Die Korrelation zwi-
schen Zielfunktion und Sensitivitaten zeigt, dass das vorgestellte Optimierungsver-
fahren in der Lage ist, den Gradienten einer im Volumen definierten Zielfunktion
auf die Wand zu projizieren. Somit kann das in Kapitel 1.3 formulierte Ziel der An-
wendung auf instationdre Stromungsprobleme fir ein gewdhltes Mittelungsintervall
als erfuillt betrachtet werden. Auch die geforderte Reduzierung der Wandschubspan-

nung um 7% wurde erreicht.
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6.4 Adjungierte Formoptimierung

In weiterfuhrenden Arbeiten konnte eine Verbesserung des Optimierungsverfahrens
durch eine Filterung der Sensitivitaten nach Ejections bzw. Sweeps erreicht werden.
Es wiirde also nur dann zu einer Verformung kommen, wenn lokal auch tatsachlich
ein wandnormaler Fluidtransport stattfindet. Zusatzlich kann die Effizienz anderer
Zielfunktionen untersucht werden, um so eine dauerhafte Reduzierung der Wand-
schubspannung tiber das gewahlte Mittelungsintervall hinaus zu erreichen.

Vorstellbar ware auch der Einsatz einer adjungierten Formoptimierung zur aktiven
Stromungskontrolle. Dabei ware die Form der Kanalwande in der Zeit veranderlich
und konnte in kleineren Intervallen T neu bestimmt und angepasst werden, um fur

dieses Intervall die Zielfunktion effizient zu reduzieren.

0.00408

élatt |
0.00406 | verformt |

0.00404 | ]
|2 0.00402 | ]
0.00400 ]
0.00398 | ]

0.00396

0 10 20 30 40 50 60 70
dimensionslose Zeiteinheit t*

(a) resultierender Druckgradient

0.0130 ‘glatt‘
0.0125 } verformt .
0.0120 .
0.0115 | .
0.0110 - .
0.0105 ¢ :
0.0100 ¢ .
0.0095

0 10 20 30 40 50 60 70
dimensionslose Zeiteinheit t*

(b) Wandschubspannung

Abb. 6.27: Gleitender Mittelwert der Zeitreihe des Druckgradienten sowie der Wandschub-
spannung.
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Zusammenfassung

Das Thema der vorliegenden Dissertation ist die adjungierte Formoptimierung
in der Anwendung auf komplexe Geometrien sowie stationarer und instationarer
Problemstellungen. Fiir den stationdren Fall wird die Stromungssituation in einem
komplexen Luftauslass eines Passagierflugzeuges mit industrieller Relevanz un-
tersucht, wobei das Hauptziel darin besteht, eine zuverlassige Prozesskette fur die
gesamte Formoptimierung zu implementieren. Als Grundlage fur die Optimierung
von Kabinenluftauslassen dienen Stromungsfelder, die durch Losung der Reyn-
olds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen berechnet werden. Dagegen wird fir
die Optimierung eines instationdren Stromungsproblems eine Direkte Numerische
Simulation der ebenen Kanalstromung durchgefiihrt, um den stromungsinduzierten

Widerstand durch gezielte Verformung der Wande zu reduzieren.

Fur die Formoptimierung der Luftauslassgeometrie wird eine Prozesskette im-
plementiert, deren integrale Bestandteile die Vorhersage der Stromungsfelder, die
Sensitivitdtsanalyse und die Verformung des verwendeten Diskretisierungsgitters
sind. Dazu werden zwei Zielfunktionen vorgestellt, mit denen die implementierte
Prozesskette durchlaufen wird. Die zentrale Zielstellung, der Aufbau einer Pro-
zesskette, die die vorher genannten Punkte kombiniert, kann erfolgreich umgesetzt
werden. Dabei kann gezeigt werden, dass fir die Zielfunktion der homogenen
Geschwindigkeit bereits im ersten Schritt eine Reduzierung von ca. 6% erreicht
werden kann. Bei iterativem Durchlaufen der Prozesskette kann die Inhomogenitat
insgesamt um ca. 15% reduziert werden. Fir die Zielfunktion dissipierte Leistung
liegen die Verbesserungen bei ca. 19%. Die adjungierte Formoptimierung in Form
der vorgestellten Prozesskette bietet somit die Moglichkeit, durch Entwicklungs-
ingenieure mit Fachwissen und Erfahrung ausgelegte Beluftungssysteme nochmals

signifikant zu verbessern.
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7 Zusammenfassung

Da in der Praxis eine Optimierung hinsichtlich einer Zielfunktion einen Sonder-
fall darstellt, wird die Mehrfachoptimierung, also die gleichzeitige Optimierung
mehrerer Zielfunktionen, untersucht. Es wird die Methode der gewichteten Summe
verwendet, um eine Referenzlosung zu berechnen. Mit der Methode des gewichteten
Produkts kann keine Verbesserung erzielt werden. Es ist jedoch moglich, mit Hilfe
der vorgestellten Prozesskette eine Pareto-Front des Systems aus Zielfunktionen zu

prasentieren.

Das vom Autor entwickelte Verfahren der Superposition von Sensitivitatsfeldern
kombiniert nicht die Zielfunktionen, sondern Sensitivitatsfelder, die bei der Opti-
mierung einer einzelnen Zielfunktion entstehen. Fur die Kombination wird erneut
die gewichtete Summe verwendet, um normierte Sensitivitatswerte zu superpositio-
nieren. Dadurch kann die Dominanz einer Zielfunktion gegentiiber der anderen eli-
miniert werden. Die Variation der Wichtungsfaktoren fur die Sensitivitatswerte er-
folgt mit zwei verschiedenen Verfahren, dabei konnen im Vergleich zur gewichteten

Summe folgende Ergebnisse erzielt werden:

genetischer Algorithmus: Optimierungsergebnis um ca. 72% verbessert, bei vergleich-
barer Rechenzeit

e-Schranken Methode: Optimierungsergebnis um ca. 39% verbessert, bei Einsparung

von ca 50% Rechenzeit

Pro Optimierungsdurchlauf kann eine Einsparung der notwendigen Rechenzeit um

bis zu 85% erzielt werden.

Fur den instationaren Fall wird die adjungierte Formoptimierung zur passiven
Stromungskontrolle eingesetzt, um durch eine veranderte Kanalwand eine Re-
duktion der Wandschubspannung zu erreichen. Da fur diese Untersuchungen die
turbulenten Strukturen in ausreichender Auflosung vorliegen mussen, kommt zur
Vorhersage der grundlegenden Stromungsfelder die Direkte Numerische Simulation
zum Einsatz. Als Stromungsfall wird die ebene Kanalstromung betrachtet, da zum
Einen Referenzlosungungen fur diese verfiigbar sind und zum Anderen der zeitliche
Aufwand durch die hochauflosenden Simulationen tiberschaubar bleibt. Die statio-
nare Formoptimierung wird auf ein instationdres Stromungsproblem angewendet,

indem die Optimierung uber definierte Zeitrdaume stattfindet. Dazu werden die
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instantanen Felder gemittelt und als zeitlich invariant betrachtet. Anschlieflend
wird die vorgestellte Prozesskette mit adjungierter Simulation, Sensitivitatsanalyse
und Gitterverformung durchlaufen. Da es sich bei der Kanalstromung um ein
periodisches Problem handelt, wird fur die Netzdeformation eine ebenfalls peri-
odische Interpolation umgesetzt. Somit kann gezeigt werden, dass die vorgestellte

Prozesskette auch auf das Problem der Kanalstromung anwendbar ist.

Als Zielfunktion wird eine lokale Reibungsleistung im Volumen nahe der Wand
definiert. Die Ergebnisse zeigen, dass das vorgestellte Verfahren in der Lage ist,
relevante Strukturen in Sensitivititswerte an der Kanalwand zu ubertragen. Die
Analogie des Ein- und Ausblasens kann somit durch eine Formanderung der Wande
nachempfunden werden.

Durch die anschlieffende Verformung kann die Wandschubspannung iiber dem
Mittelungsintervall an der oberen Kanalwand um ca. 13% reduziert werden. So-
mit kann gezeigt werden, dass die adjungierte Formoptimierung fiir eine passive
Stromungskontrolle geeignet ist, um die Wandschubspannung in einem gewahlten
Zeitfenster zu verringern. Zusatzlich kann eine dauerhafte Reduzierung um ca. 4%

nachgewiesen werden.
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A

Herleitung der adjungierten Gleichungen

und Randbedingungen

Das Minimierungsproblem

minimiere | = J(v;,p),

sodass R(v;,p) = 0 gilt (A.1)

mit den Nebenbedingungen

. 0v;
AT [veff(av,+ v])l

=, U = o0 o |V \ o, T o,
- avj_o A2
Q=7 = (A.2)

wird als Lagrange-Funktion umformuliert
L::]+J[uiRi+qQ]dQ (A3)
Q

Ziel ist es nun, ein Extremum von L zu finden. Eine Methode, um den Extremwert
eines Funktionals zu finden, ist die Variationsrechnung. Handelt es sich um ein Va-
riationsproblem mit Nebenbedingungen, kann die Methode der Lagrange Multipli-
katoren angewendet werden. Die totale Variation von L lautet

oL =064l +0,,L+0,L, (A.4)
wobei B fiir beliebige Designvariabeln steht. Da sich bei der Anderung einer Desi-

gnvariable auch die Geschwindigkeits- und Druckverteilung dndern, ist bei der Va-
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A Herleitung der adjungierten Gleichungen

riation einer Designvariable auch immer eine neue Losung der Nebenbedingung no-
tig. Um diesen Aufwand zu reduzieren, wird ein adjungiertes Verfahren eingesetzt,
dessen zenrales Element ist, die Lagrange-Multiplikatoren so zu wahlen, dass die

Forderung
Oy, L+06,L=0 (A.5)

erfullt ist. Damit ist die totale Variation von L nur noch von der Variation der Desi-
gnvariabeln abhdngig und es gilt 6L = 6gL. Auf die Designvariablen wird spater noch
genauer eingegangen.

Wenn die Lagrange-Multiplikatoren so gewahlt werden, dass (A.5) gilt, ist nur noch
eine Simulation zur Losung der Nebenbedingung und eine Simulation zur Bestim-
mung der Lagrange-Multiplikatoren notig. Entsprechend der Lagrange-Funktion, er-
gibt sich die Forderung 6,,L + 6,L zu

0=0,J+5,]

+ 57/:’ [uiRi+qQ]dQ

+ (Sp [uiR,- + qQ] dQ. (A6)

PDe—— 0——r

Im ersten Schritt wird nun die Zielfuntion ] in einen Volumenanteil, der fur das
Volumen Q gilt, und einen Randanteil, der am Rand I' = dQ von Q gilt, aufgespaltet.
Somit gilt | =] + Jr. In integraler Formulierung ergibt sich

]:J aa]—vQ+a]—Q dQ+J[%+%ldF (A.7)
Q l r

dp

81},- 8p
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Im nachsten Schritt wird die Variation Term fur Term aussgefuhrt:

‘WZJ a]%vi dQ+J %cwi dr
! _8vi dv;
r
ER Zh
0p) = f p ——=0op dQ+J[a—p5pldF
) r
0 0 851}1' 85‘”]
6viRi ax (61} 4 )+a—)9(Vi6Uj)—a—)glVeff( 8x] + aXi )]
s 0 857}
ViQ__ ax]
_ 9%p
opR; = o
6,Q=0 (A.8)
Einsetzen in (A.6) ergibt
_ |92y, r . o
0= f avz ildQ+ f[aviévz dl“+f p —=op|dQ
Q r Q
8 % 1%
+d U; ha—xj(évivj)+8—x]-(vi6vj)l dQ
0
[ 0 dov; dovj\] dép
g a_x][ eff(ax " ox; )l axi]dﬂ
oL
r dov; aJ
__ hedl
+bql 9ledQ+I[9pépldr (A.9)
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Einzelbetrachtung der Terme

g

a]Q a]l" a]()_ .
aVi 6vl]dQ+JA_8—v16vlldr+JAl8—pbp
r Q

p dl“+fui ai(évivj)]dQ
[o RN g

aQ

[ a - 8 8(5111' 861}]
u; ha—xj(vi(‘)‘l)j)]dQ—JAui [8—39 [Veff( ax] + axi )]]dﬂ
Q

ulbaxlldQ—J‘Q[a—x] dQ (A].O)

Um aus (A.10) nun die adjungierten Gleichungen sowie deren Randbedingungen

abzuleiten, muss der Ableitungsoperator in den einzelnen Termen auf die jeweiligen

Glieder angewendet werden. Das kann durch eine partielle Integration durchgefihrt

werden. Anschlieflend kann durch die Gaufs’sche Integraltransformation aus einem

der Volumenintegrale ein Oberflachenintegral abgeleitet werden. Es ergibt sich fur

die einzelnen Terme:
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J i
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Q
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Jui %(vzév]')]dﬂ—)\[[% u'
2L Y ) X X
[ 8 Bui
= f _T%(uiviévj)l dQ - j [ij (vzé)v]-)l dQ
Q Q
r al/li _
= J hnjuiviév]-]dl“— J lg(vlb‘l)])] aQ
r Q /
Indextausch :
) Bu]
:J[niujvjbvi]dF—J aXi (vjévi) aQ
r Q
d ddv;  dovj\]
_J‘ul|:a_x]|:veff ax] + axl “|dQ
Q
N ([ 2] 86vi+951’]‘—_% 2oV,
Veffd haX]' hul 8x] 8x1- 8x] 8x]
r |
([ o [ (dov; Jov;\]
_—VeffJ ha—x]. bu,- ax] + axi ldQ
Q
"—auz 851}1' 801)]
+Veffd ha—xj ax] + axi )ldQ
Q
([ o [ [dov; ov;i\]]
—_Veffd _B_xj hui( 8x] Bx,- )l_dQ
Q
(" —81,11- 8(51)1' _814,- 8(51)]
+Veffd a—x]—ax] dQ+VeffJ a—x] axi ]d
Q- Q-

(A.12)
(A.13)
- 8x1- )l 0
(A.14)
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Indextausch:

a effu ax] : ax] axi
Q
o —8u,-86v,-
€ffd 8x] 8x]
Q- Q
A (aavz dov; ]
uj

S

]dQ-I—Veffd

S

:—Veffu _a_xj_ ax + — axz dQ
Q
[ 8 814,- ~ ] 821,11-
-|'Veff\-J a—x] a—)CjOVi) dQ—VeffJ ax2 6U1:|dQ
Q- : ol J
(-2 (?i5,\] s P s, laa
+Veffd B—xJ 8xi vi) _Vefff ax]ﬂxi vi
Q ) Q-
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__veffd n; uz( 8x + axi ) ar
L
r . ] 2.,
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R N IS NPT ”eff "i\ox; T ox;
L
[ 8 Bui au]
_Veffu a_x](ax] + ax1)5vzldﬂ
ot

148




(A.16)

(A.17)
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Es ergibt sich somit

+

5
|

+ [n U;v;

J
I
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Zusammenfassen:

_ . dIr
0= j[nlul + = p

I
gl
r

ou;
8x

MUV + NiUjVj + Vop p1; (

~ Vel ox;\ox; T ox;

u.
dalr + d
op Jl 31+
Q

2 (0w, B\, o4, oo
ox;  ov;

da
dp

v
" Ox

ov; dQ

]bp aQ

(A.19)

Gleichung (A.19) muss 0 ergeben. Diese Forderung ist erfuillt, wenn jeder Term fiir

sich selbst zu 0 wird. Aus (A.19) konnen daher aus den Volumentermen (Q) die Glei-

chung und aus den Randtermen (I") die Randbedingungen abgeleitet werden.

Volumenterme:

0 Qui 8u
_J‘[_ijvj_a_x,v

Q

d (Ju; duj\ dq djg

_veffa—xj(a—xj+8xi)+8xl v,

_aui . auj d (du; N
x; viT Bx Vel ox, dx; \ dx;

0-_ d (du; 9_7/1 8u1
=TV T ox; \ox; T o, ox;

_ auz a]Q
O_H_axi ap P40
Q
i _ 9o
dx; dp

ov; dQ

Bxl- 8xi

8u- 85[
8—) T ox; ox;

I
u])+ﬁ+

d]a
Bvi

N da

dv;

(A.20)

(A.21)
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Randbedingungen:

(1 dJr
0= Jhnlul + %]517 ar (A.22)
r

0= f 1”1]'1/11'7/]' + niujv]-
r b

814,- 814] a]r
+ Veffn]' (a—x] + a—xl) +n;q+ a—w]évi ar

ddv;  dov;
_vefer‘[nju,-(a—xj+ 7x; )ldr (A.23)

Der vierte Term im ersten Integral von (A.23) und das zweite Integral konnen

folgendermafsen zusammengefasst werden:
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(A.24)

Der zweite Term wird zu 0, da %veff = 0. Somit kann der erste Term wieder in

= jveff lnjévi
r

i
aX]'

ldr—fveff [njui
r

Bévi

ax]-

Jor

(A.25)
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aufgespaltet werden und in (A.22) eingesetzt werden. Es ergibt sich

O:Jin ul+ail:]6p dar (A.26)
r
i o 5
OZJ‘ njuiv; + n;u; ]+veffn]a +n,q+a—v: ov; dIl'
a

_veffjl aévl]dr
o Xj
I
(A.27)

Aus diesen Integralen lassen sich nun die Randbedingungen ableiten.

Im ersten Schritt werden die Randbedingungen fur den Einlass und die Wand be-
stimmt. Da hier die Geschwindigkeit einen festen Wert zugewiesen bekommt (no slip
wall und konstanter Wert am Einlass), ist die Variation der Geschwindigkeit év; = 0

und der erste Term in (A.27) verschwindet. Es verbleibt:

dJr
0= f[nu +8p
r

dov;
Oz_veffJAlnjuié—szldr (A29)
r

Sp dr (A.28)

Durch eine Aufspaltung des Gradienten der Geschwindigkeitsvariation in einen Nor-

malanteil und einen Anteil in der Ebene v; = v, +v;, = n;v,, + v, ergibt sich:

dov; 0 Jd _ 0 J .
aXI a—x15 + axl bvti = nia—xiévn + a—xibvti (A30)
Da 5% = 0 entlang von Wand und Einlass gilt, muss auch
(n-i)év =0 (A.31)
! axi " '

gelten. Durch die bereits erwahnte Aufteilung in Normal- und Tangentialanteil ergibt

sich der Zusammenhang

(n;-2

lg bvt (A32)

i d
ovi) = (i )
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Damit vereinfachen sich (A.28) und (A.29) zu

Jr
0= J[n u; +%]6p ar (A.33)
r

Bévn
0= —vefff njuy,—— 5x; dar (A.34)
r

Als Randbedingungen fiir Wand und Einlass ergeben sich daher:

1y, =0 (A.35)

__9r (A.36)

Die Herleitung beinhaltet keine Bedingung fiir den adjungierten Druck. Da Letzterer
auf gleiche Weise in adjungierten Navier-Stokes-Gleichungen eingeht, wie der prima-
le Druck in die primale Gleichung, wird an den Wanden und dem Einlass ebenfalls
eine Neumann-Randbedingung

niﬁ =0 (A.37)

o0x;

vorgegeben. Somit sollte das Problem weiterhin korrekt gestellt sein.
Nun werden die Randbedingungen fiir den Auslass ermittelt. Die primalen Grofien
erhalten hier eine Neumann-Randbedingung (v;) und eine Dirichlet-Randbedingung
(p) mit den Werten 0.

dov;
ni—-==0 (A.38)

] 8x]
p=0 (A.39)

Damit ist (A.26) erfullt und in (A.27) verschwindet das zweite Integral. Die beiden

adjungierten Groflen u; und g mussen daher

du; JJ
O:Jl MUV + MUV + Verpil 5% +n,q+ar ov; dIl

r
(A.40)
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A Herleitung der adjungierten Gleichungen

erfullen. Um die Randbedingungen abzuleiten werden auch hier die Terme im den

Normal- und den Tangentialanteil zerlegt. Es ergibt sich:

Normal : (A.41)
d]
u;v; +unvn+veff%niun—q+ avr =0 (A.42)
1 n
Tangential : (A.43)
Iy 9o _

Vply, + Vs f1 0 (A.44)

j 8—x] " vy,
Aus (A.41) ergibt sich direkt die Randbedingung fur g, aus (A.44) fir u am Auslass:

dJr

o (A.45)

q=u;v;+u,v, + Veff_a nu, +
Xi

du;,
0 =v,uy, + Vep st 4, 9o
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