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1 Einleitung

Bereits seit Jahrhunderten hat die Weltbevolkerung regelméfiig mit einer epidemi-
schen Ausbreitung von Infektionskrankheiten zu kdimpfen. So verursachte beispiels-
weise die Epidemie , Schwarzer Tod“ in den Jahren 1346 bis 1350 den Tod von etwa
einem Drittel der damaligen européischen Bevolkerung [5], S. 113]. Der Krankheitser-
reger, welcher fiir diese Epidemie verantwortlich war, verursachte verschiedene For-
men der Infektionskrankheit Pest [30, S. 4f.]. Zuletzt ist die Erkrankung COVID-19
(coronavirus disease-2019 [37, S. 3]) mit mehr als 160 Millionen bestatigten Fal-
len weltweit [32] in den Mittelpunkt des Lebens vieler Menschen geriickt. Dies hat
zur Folge, dass sich Wissenschaftler{ﬂ nun vermehrt mit der Modellierung epide-
mischer Infektionskrankheiten beschéftigen. Zum Ziel haben diese Modellierungen,
Prognosen fiir die weitere Ausbreitung der Krankheit, welche durch das Corona-
virus SARS-CoV-2 verursacht wird [39, S. 2], zu erstellen. Dariiber hinaus sollen
mogliche politische Einddmmungsmafinahmen auf ihre Wirksamkeit gepriift werden,
um politische Entscheidungstriager dabei zu unterstiitzen, fundierte Entscheidungen
zu treffen. Politiker miissen eine Balance zwischen Vorteilen der Pandemiebekdmp-
fung, wie die Rettung von Menschenleben, und Einschréinkungen fiir Wirtschaft und
Mensch finden [35, S. 94 und 103]. In der Zukunft sollten die neuen Erkenntnisse
dazu verwendet werden, kiinftige Infektionskrankheiten verbessert einddmmen zu

kénnen und bisherige Epidemien besser zu verstehen.

Zur Modellierung epidemischer Infektionskrankheiten wird oftmals ein Modell ba-
sierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen herangezogen, welches héufig als
SIR-Kompartimentmodell bezeichnet wird. Um verbesserte Prognosen zu erzielen,
wird das Modell auf verschiedene Arten erweitert, beispielsweise durch eine Ein-
fithrung zusétzlicher Kompartimente [24] oder durch eine rdumliche Auflésung des
Infektionsgeschehens [29]. Die Basis der Modelle wurde in einer Publikation von Ker-
mack und McKendrick im Jahre 1927 vorgestellt [23]. Allerdings ist dieses Modell
in der Publikation nur als simple Vereinfachung eines Modells basierend auf Inte-
gro-Differentialgleichungen eingefiihrt worden, welches anschliefend fiir lange Zeit
in Vergessenheit geraten ist [, S. 115]. Ziel dieser Arbeit ist es daher, zunéchst das

verallgemeinerte Modell im Detail zu erarbeiten, mit dem gewtéhnlichen Modell zu

! Aus Griinden einer verbesserten Lesbarkeit wird in der vorliegenden Arbeit das generische Mas-

kulinum verwendet. Damit seien im Folgenden alle Geschlechter gleichermafien gemeint.
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vergleichen und schlieflich eine Implementierung in Python zu erstellen. Dabei sollen
spezifische Parameter der COVID-19 Erkrankung genutzt werden, um die Modelle
im Rahmen der aktuellen Pandemie zu testen. Das implementierte Integro-Differen-
tialgleichungsbasierte Modell wird an eine Veroffentlichung von Keimer und Pflug
angelehnt [22], welche das allgemeine Modell von Kermack und McKendrick zur
Modellierung der Ausbreitung von COVID-19 verwendet haben. Diese Publikation
diente als Inspiration bei der Wahl des Themas der vorliegenden Bachelorarbeit. Mit
dieser Arbeit soll unter anderem die Frage beantwortet werden, ob es vorteilhaft sein
kann, das allgemeinere Modell basierend auf Integro-Differentialgleichungen anstatt
des oftmals verwendeten Modells basierend auf gew6hnlichen Differentialgleichungen

zur Modellierung epidemischer Infektionskrankheiten zu nutzen.

Dafiir wird die Arbeit wie folgt gegliedert. In Kapitel [2] werden wir die grundle-
genden Modelle der Arbeit zur Untersuchung der Ausbreitung von Infektionskrank-
heiten herleiten, namentlich das SIR-Modell basierend auf gewohnlichen Differen-
tialgleichungen und ein SIR-Modell basierend auf Integro-Differentialgleichungen.
Auflerdem untersuchen wir den Zusammenhang der beiden Modelle. Im nachfolgen-
den Kapitel |3|erweitern wir diese beiden Modelle, sodass sie eine Latenzzeit (die Zeit
von der Ansteckung bis zum Beginn der Infektiositat von Individuen [25, Eintrag
Latenzzeit]) einbeziehen kénnen. Im Zuge dessen werden wir den Zusammenhang
der beiden erweiterten Modelle ebenfalls ermitteln. In Kapitel [4 nehmen wir Imple-
mentierungen eines Modells basierend auf gewthnlichen Differentialgleichungen und
eines Modells basierend auf Integro-Differentialgleichungen vor, wobei beide Modelle
eine Latenzzeit einbeziehen. Zunéchst miissen wir dazu numerische Losungsverfahren
fiir die erhaltenen Modellgleichungen herleiten, was in Abschnitt umgesetzt wird.
Zur Simulation werden spezifische Modellparameter verwendet, die der Krankheit
COVID-19 angepasst sind. Daher konnen wir die Modelle am Beispiel einer aktuell
relevanten Krankheit vergleichen. In Abschnitt [£.3] betrachten wir ein fiktives Sze-
nario zur theoretischen Untersuchung der Modelle. Simulationen eines realistischen
Szenarios fithren wir in Abschnitt [£.4] durch, wobei ein Vergleich zu realen Daten
der Ausbreitung des Erregers SARS-CoV-2 in Deutschland angestellt wird. Somit
kénnen wir die Vorhersagekraft der verwendeten Modelle untersuchen. Abschliefflend

werden wir in Kapitel |5] ein Fazit ziehen.



2 Modellierung von Infektionskrankheiten

Ziel dieses Kapitels ist es, zwei mathematische Modelle zur Ausbreitung von epi-
demischen Infektionskrankheiten herzuleiten. Mathematische Modelle helfen dabei,
die Ausbreitung besser zu verstehen und eine Prognose der Verbreitung der be-
trachteten Infektionskrankheit zu erstellen. Zur Modellierung miissen wir die reale
Dynamik in mathematische Probleme tiberfiihren [30, Kapitel 1.5]. Wir werden dazu
zwei grundlegende Modelle zur Modellierung von epidemischen Infektionskrankhei-
ten darlegen und erldutern, wobei die Grundidee der Modelle den Ausfithrungen von
Kermack und McKendrick [23] folgt. Dabei betrachten wir zuerst das populédre SIR-
Kompartimentmodell basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen und nach-
folgend ein Modell basierend auf Integro-Differentialgleichungen. AnschlieSend wird
ihr Zusammenhang untersucht. Zunéchst sollen allerdings mehrere Groflen definiert
werden, welche fiir alle Modelle relevant sind. Auflerdem miissen Einschrankungen

an die Art der modellierbaren Krankheiten gestellt werden.

2.1 Grundlegende Annahmen und Einschrankungen

Wir beschranken uns in dieser Arbeit auf Krankheiten, bei denen nach einer iiber-
standenen Infektion eine Immunitit gebildet wird. Fir Virusinfektionen ist dies
meist zutreffend [6, S. 23], wie beispielsweise fiir Masern [4]. Bei einem Grofiteil
der bakteriellen Infektionen ist es dagegen moglich, sich nach iiberstandener Krank-
heit abermals anzustecken [6, S. 23]. Fiir solche Krankheiten konnte das sogenann-
te SIS-Kompartimentmodell basierend auf gewdhnlichen Differentialgleichungen ge-
nutzt werden [6, S. 23 und Kapitel 2.2].

Kermack und McKendrick schlugen in ihrer Publikation [23] zur Modellierung von
Infektionskrankheiten mit Immunitéatsbildung nach tiberstandener Krankheit, die
Unterteilung der Gesamtbevolkerung in drei disjunkte Gruppen vor, vergleiche [33),
S. 21] und [30, S. 9J:

o Die Gruppe S der ,Infizierbaren/Anfélligen“: Individuen, die (noch) fiir das
Virus empfinglich/anfillig sind. Diese Individuen wurden noch nicht mit der
betrachteten Krankheit infiziert (Bezeichnung S folgt dem englischen Begriff
susceptibles).

o Die Gruppe I der ,Infizierten/Infektiosen“: Individuen, die mit dem Virus
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angesteckt wurden und ihrerseits infektios sind (Bezeichnung I folgt dem eng-

lischen Begriff infectives).

e Die Gruppe R: Individuen, die nach ihrer Erkrankung gesundet und immun
sind oder an der Erkrankung gestorben sind (Bezeichnung R folgt dem engli-

schen Begriff recovered/removed).

Oftmals wird die Bezeichnung , STR-Modell“ als Synonym fiir das Modell basierend
auf gewohnlichen Differentialgleichungen genutzt, siehe beispielsweise [31]. Dieser
Name stammt aus der vorgestellten Unterteilung der Population in Gruppen, ver-
gleiche [8, S. 1210]. Allerdings ist es missverstiandlich, die Bezeichnung nur auf das
Modell basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen anzuwenden. Verschiede-
ne andere Arten von Modellen betrachten ebenfalls diese Gruppen, wie beispielsweise
das in Abschnitt vorgestellte Modell basierend auf Integro-Differentialgleichun-
gen. Deshalb wollen wir im Folgenden die Abkiirzung ,,SIR-GDGL-Modell* fiir das
Modell basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen nutzen, welches zwischen
den drei Gruppen S, I und R differenziert. Entsprechend verwenden wir die Abkiir-
zung ,,SIR-IDGL-Modell“ fiir das Modell basierend auf Integro-Differentialgleichun-
gen. Falls ersichtlich ist, in welche Gruppen das jeweilige Modell die Bevolkerung
teilt, nutzen wir auch schlicht ,,GDGL-Modell“ sowie ,IDGL-Modell*.

Bezeichnen wir mit S(¢), I(¢) und R(t) die Anzahlen der Individuen in den be-
trachteten Gruppen zum Zeitpunkt ¢ € R [6, S. 10]. Dabei ist der Startzeitpunkt
unserer Modellierung der Ausbreitung der Infektionskrankheit durch to =0 gegeben.
Weiterhin sei N(t) die Bevolkerungszahl der betrachteten Population zum Zeitpunkt
t. Selbstverstéindlich sind die Anzahlen der Individuen in den einzelnen Gruppen na-
tiirliche Zahlen. Bei gentigend grofier Gesamtbevolkerung N (¢) konnen wir S(t), I(t)
und R(t) jedoch als differenzierbare Funktionen (beziiglich der Zeit ¢) ansehen [7, S.
7 verbunden mit S. 25].

In der vorliegenden Bachelorarbeit beschranken wir uns auf den Fall epidemischer
Infektionskrankheiten. Das bedeutet, dass die Erkrankungen zeitlich begrenzt auf-
treten. Abzugrenzen ist dies von endemischen Infektionskrankheiten, bei denen ein
standiges, zeitlich unbegrenztes Vorkommen der Krankheit angenommen wird [25)],
sieche Endemie und Epidemie]. Wir kénnen im betrachteten Fall somit annehmen,
dass die Epidemie so rasch voriiber geht, dass Geburts- und Sterbeprozesse, die unab-
héangig von der betrachteten Krankheit sind, innerhalb der Population vernachléssigt
werden konnen [33, S. 21f.]. Eine Erweiterung des GDGL-Modells fiir endemische
Infektionskrankheiten mit einer Betrachtung von Geburts- und Sterbeprozessen ist
in [33, Kapitel 10] zu finden.

Wir nutzen, da eine epidemische Krankheit betrachtet wird, dementsprechend die
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Annahme einer konstanten Bevolkerungszahl N(t) = N mit N € IN. Dann gilt
N =S(t)+ 1(t) + R(t) (2.1)

fir t € R, da jedes Individuum genau einer Gruppe zugeordnet werden kann [30] S.
of.].

Zusétzlich gehen wir in der vorliegenden Arbeit davon aus, dass die betrach-

tete Krankheit durch Mensch-zu-Mensch-Kontakte iibertragen wird, vergleiche [6),
S. 22f.]. Kermack und McKendrick stellten iiberdies eine Erweiterung des IDGL-
Modells vor, welche Infektionskrankheiten, die durch einen Zwischenwirt iibertragen
werden, modellieren kann [23], S. 718f.]. Beispielhaft nannten sie dort die Modellie-
rung der Pest, welche durch Flohe von Ratten auf Menschen iibertragen wird, und
die Krankheit Malaria, welche durch Miicken als Zwischenwirt iibertragbar ist [5] S.
120].
In den vorgestellten Modellen treffen wir auflerdem die Annahme einer gleichmé-
Bigen Bevolkerung beziiglich der fiir die Krankheit relevanten Eigenschaften. Das
heifit, dass zwei zufillig gewahlte Individuen der Bevolkerung mit derselben Wahr-
scheinlichkeit an der Krankheit erkranken, dieselbe Anzahl an Kontakten zu anderen
Individuen téatigen [I1), S. 95] und mit derselben Wahrscheinlichkeit eine bestimm-
te Zeitspanne infiziert bleiben. Zum Beispiel ist kein Individuum in der Gruppe S
empféanglicher fiir die Krankheit als die Anderen. In der Realitdt konnte sich die
Anfalligkeit fiir die Krankheit zwischen Individuen unterscheiden, beispielsweise auf
Grund eines unterschiedlichen Alters [29, S. 15].

2.2 SIR-Modell basierend auf gewohnlichen
Differentialgleichungen

2.2.1 Herleitung der Modellgleichungen

Basierend auf den getroffenen Annahmen wollen wir das populare SIR-GDGL-Mo-
dell nach Kermack und McKendrick [23] herleiten. Dieses Modell ist ein typisches
Kompartimentmodell mit den drei Kompartimenten S, I und R [30, S. 11]. In-
nerhalb der Kompartimente werden alle Personen als identisch beziiglich der den
Krankheitsstatus betreffenden Eigenschaften angenommen [7, S. 6f.], beispielsweise
sind die Individuen im Kompartiment I alle gleichermaflen ansteckend und gesun-
den mit der gleichen Wahrscheinlichkeit innerhalb einer betrachteten Zeit. Fiir die
drei Kompartimente sollen Gleichungen aufgestellt werden, welche die Ausbreitung
der Infektionskrankheit in der Population abbilden. Das heifit, dass die Gleichungen
beschreiben sollen, wie sich die Anzahlen der Individuen in den Kompartimenten
S, I und R tiber die Zeit verdndern [7, S. 7]. Die folgende Herleitung basiert auf
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den Ausfiithrungen in [6, Kapitel 2.1 und 2.4] in Verbindung mit der zeitdiskreten
Herleitung in [31], S. 3f.] zum SIR-GDGL-Modell nach Kermack und McKendrick
[23].

Sei At > 0 ein beliebiger, kleiner Zeitschritt, beispielsweise At = %0 Tag. Zunachst
wollen wir eine Gleichung fiir die Anzahl der Neuinfektionen in einem solchen Zeit-
schritt At aufstellen. Dazu betrachten wir einen Zeitraum [¢, ¢t + At], wobei ¢t = 0 ein
beliebiger Zeitpunkt nach dem Startzeitpunkt der Betrachtung tg =0 sei. Eine Neu-
infektion im betrachteten Zeitschritt kann (der Einschrankung im vorigen Abschnitt
folgend) nur bei einem Kontakt eines zum Zeitpunkt ¢ Infizierten zu einem Indivi-
duum aus dem Kompartiment S auftreten. Zusatzlich muss der Kontakt zu einer
Ansteckung fiihren. Bezeichnen wir zur mathematischen Beschreibung mit 5eRx
die durchschnittliche Anzahl von effektiven Kontakten eines Individuums zu anderen
Individuen der Population in einem Einheitszeitschritt (meist einen Tag). Effektive
Kontakte meinen, dass wir nur jene Kontakte einbeziehen, bei welchen es tatsachlich
zu einer Infektion kommt, falls der Kontakt zwischen einem Anfélligen und einem In-
fizierten stattfindet. § konnen wir somit als Produkt der durchschnittlichen Anzahl
an Kontakten eines Individuums pro Einheitszeitschritt (im Folgenden dargestellt
durch K €R>() und der Wahrscheinlichkeit einer Ubertragung der Krankheit bei
einem Kontakt (im Folgenden dargestellt durch pe[0,1]) auffassen (also f =K - p),
vergleiche [8, S. 1210f.]. Die kumulierte Anzahl der effektiven Kontakte der Grup-
pe der zum Zeitpunkt ¢ Infizierten innerhalb eines Einheitszeitschrittes ist folglich
durchschnittlich 5 I(t).

Ublich bei der Modellierung von Epidemien ist die Annahme des Massenwirkungsge-
setzes [0, S. 24]. Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Anzahl der Neuinfektionen
proportional zum Produkt der Anzahl der Infizierten und der Anzahl der Anfélligen
ist. Darin ist die Hypothese enthalten, dass sich die Infizierten homogen in der Be-
volkerung verteilen [43], S. 24f.]. Dadurch kénnen wir annehmen, dass ein Anteil von
% der kumulierten Kontakte der Infizierten innerhalb eines Einheitszeitschrittes
auf Kontakte mit der Gruppe der Anfilligen S zuriickzufiihren ist. Dieser Anteil re-
sultiert in Neuinfektionen innerhalb des Einheitszeitschrittes, vergleiche [36] S. 103].
Im betrachteten Zeitschritt At ist die durchschnittliche Anzahl an Neuinfektionen
unter der iiblichen Annahme des Massenwirkungsgesetzes somit durch 8 I(t) % At
gegeben. Dies entspricht der Anzahl der Individuen, welche die Gruppe S in unserem
betrachteten Intervall [¢,¢ + At] verlassen, weshalb wir die Gleichung

S5(t)
‘N
erhalten. Obige Uberlegungen sind nur sinnvoll, falls der Zeitschritt At klein ist,
sodass sich die Groflen I(t) und S(¢) nicht mafBgeblich &ndern. Andernfalls konn-

ten die Neuinfizierten innerhalb des Zeitschrittes eigens andere Individuen infizieren

St + At) — 8(t) = —BI1) Y At
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und die Betrachtung der Funktionen I und S ausschliellich zum Zeitpunkt ¢ wére
unrealistisch. Betrachten wir entsprechend den Grenziibergang At — 0, so erhalten
wir die stetige Formulierung

LS+ A = S()
At—0 At

=5t = 10> (2.2)

fur t > 0, wobei S’(t) = %Et) die Ableitung der Funktion S(¢) nach der Zeit be-

zeichne. Die gewo6hnliche Differentialgleichung des SIR-GDGL-Modells fiir das S-

Kompartiment ist hiermit gefunden.

Bemerkung 1. Das Massenwirkungsgesetz hat sich zu einer weit verbreiteten An-
nahme tiber die Interaktion von Infizierten und Anfélligen in der Epidemiolo-
gie entwickelt. Vergleiche fiir folgende Erlduterungen [18, S. 81f. und 102f.]. Ur-
sdchlich stammt das Gesetz aus der Theorie der chemischen Reaktionskinetik
iiber die Interaktion zwischen reagierenden Molekiilen. Es wird also eine Analo-
gie zwischen dem Kontaktverhalten von Menschen und von Molekiilen gezogen.
Die Leichtigkeit der Beschreibung von Kontakten durch dieses Gesetz und die
gewonnene Moglichkeit, die dadurch erhaltenen Differentialgleichungen fiir die
Ausbreitung von Infektionskrankheiten analytisch zu untersuchen, verwandelten
die Epidemiologie erst in eine Wissenschaft.

Es ist allerdings zu hinterfragen, ob die Ausbreitung von Infektionskrankheiten
solchen Regeln folgt. In der Realitét ist es moglich, dass einige Inhomogenité-
ten in der Bevolkerung vorliegen und sich die Anzahl der Neuinfektionen somit
nicht mehr proportional zum Produkt der Anzahl der Infizierten und der An-
falligen verhélt. Beispielsweise konnten Altersgruppen oder soziale Verhéltnisse
verschiedene Kontaktmuster oder eine unterschiedliche Anfélligkeit in Bezug auf
die Krankheit begriinden. Ebenso kénnte eine eher inhomogene Verteilung der
Infizierten in der Bevolkerung durch lokale Ausbriiche der Krankheit vorliegen.
Es gibt Ansétze, solche heterogene Verhéltnisse in Modellen umzusetzen. Fraglich
ist jedoch, ob jemals eine andere Beschreibung der Ubertragung einer Krankheit
eine solch hohe Popularitéit erlangt wie die Beschreibung durch das Massenwir-
kungsgesetz. Man kann das Gesetz also als eine grundlegende Liige iiber das
Kontaktverhalten der Bevolkerung verstehen, welche dennoch grofle Fortschritte

im Verstdndnis der Ausbreitung von Infektionskrankheiten hervorbringt.

Eine weitere Annahme im SIR-GDGL-Modell besteht darin, dass die Anzahl der
Infizierten, welche in einem Zeitschritt genesen oder sterben, proportional zur An-
zahl der Infizierten I(t) ist. Sei v € (0,1] dieser Anteil der Infektiosen, welche das
Kompartiment [ in einem Einheitszeitschritt verlassen. Folglich ist « als Proportio-
nalitétsfaktor fiir den Ubergang von I nach R zu verstehen. Innerhalb des Zeitschrit-

tes At werden somit «y I(t) At Infizierte gesunden oder sterben. Aus der Anzahl der



2 Modellierung von Infektionskrankheiten

/Bl% v

.

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des SIR-GDGL-Modells. Die Darstellungs-
weise ist an [33, S. 24] angelehnt.

Neuinfektionen in einem Zeitschritt At und der Ubergangsrate v ergibt sich, analog

zum obigen Vorgehen mit dem Grenziibergang At — 0, die Differentialgleichung

1 =510°0 1) (2.3)

mit ¢ > 0 fiir die zeitliche Anderung der Anzahl der Individuen im Kompartiment I.
Der Parameter v kann fir eine spezifische Krankheit durch die folgende Beziehung
zur erwarteten/durchschnittlichen infektiésen Periode eines Individuums bestimmt
werden, vergleiche [30, S. 16]:

1
~ Erwartete infektiose Periode’

v (2.4)

Die infektiose Periode bezeichnet dabei den Zeitraum, in welcher Infizierte andere
Personen anstecken konnen [25, Eintrag Infektitse Periode]. Geméfl der Annahme,
dass Individuen nach iiberstandener Krankheit eine Immunitét bilden (oder ster-
ben), ergibt sich aus der Definition von v eine Gleichung fiir die zeitliche Anderung

des R-Kompartiments:
R(t) = 7 1(1) (2.5)

fiir ¢ > 0, wobei analog zur Herleitung der Gleichung fiir das S-Kompartiment
vorgegangen werden kann.
Aus den Gleichungen ((2.2)), (2.3) und (2.5)) erhalten wir das gewohnliche Differenti-

algleichungssystem

50 = 510>
1) = 51657 =110 26)

R(t) =vI(t)

fiir t = 0. Somit haben wir das SIR-GDGL-Modell hergeleitet. Eine Visualisierung
der beschriebenen Uberginge ist in Abbildung dargestellt. Falls die Verteilung
der Population in die Kompartimente zum Startzeitpunkt ¢y =0 bekannt ist, das

heifit falls die Anfangswerte

S(O> = Sto I(O) = Ito R(O) = Rtov (27)
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wobei Sy, It,, Ry, € No mit Sy, + Iy, + Ry, =N bekannt sind, so formulieren die
Gleichungen ([2.6)) und (2.7)) ein Anfangswertproblem. Auflerdem folgt aus den Glei-
chungen (2.6) die Beziehung

S'ty+I'(t)+ R'(t) =0

fiir alle t > 0, sodass die Bevolkerungszahl iiber den Betrachtungszeitraum konstant
bleibt und die Annahme in Gleichung ([2.1)) erfiillt ist, vergleiche [30, S. 11].

2.2.2 Beriicksichtigung Nicht-Pharmazeutischer Interventionen im
GDGL-Modell

Falls kein Impfstoff fiir die betrachtete Krankheit entwickelt wurde und pharma-
zeutische Mittel zur Behandlung der Krankheit nur begrenzt verfiigbar sind, bleibt
als mogliches Mittel zur Einddmmung einer epidemischen Infektionskrankheit der
Beschluss von Nicht-Pharmazeutischen Interventionen durch die Politik [35 S. 94].
Zum Teil verursachen diese allerdings eine Einschriankung der Grundrechte [21), S.
461] oder erhebliche Verluste fiir die Wirtschaft [I, S. 793]. Demzufolge muss die
Wirkung von einzelnen politischen Mafinahmen auf das Infektionsgeschehen vor ih-
rem Beschluss griindlich untersucht werden. Wir betrachten deshalb, wie politische
Interventionen in unser Modell einbezogen werden kénnen, um deren Wirkungen zu
prognostizieren. Im Zuge der COVID-19 Pandemie wurden in Deutschland einige
Nicht-Pharmazeutische Mafinahmen, wie beispielsweise Verbot von Grofilveranstal-
tungen, Schulschlieffungen und Kontaktbeschrinkungen umgesetzt. Diese haben zum
Ziel, die Anzahl der durchschnittlichen Kontakte von Individuen K (innerhalb ei-
nes Einheitszeitschrittes) zu verringern [10, S. 1]. Ebenso verringert das Tragen von
Masken, beispielsweise im Zuge einer Maskenpflicht, die Ubertragungswahrschein-
lichkeit bei einem Kontakt p [34]. Solche politischen MaBnahmen verringern also
die durchschnittliche Anzahl an effektiven Kontakten eines Individuums innerhalb
eines Einheitszeitschrittes. Wir erhalten demzufolge den zeitabhéngigen Parameter
B =p(t), um Veranderungen im Verhalten der Menschen und die Einfithrung von
politischen Interventionen sowie deren Lockerungen in das Modell einbinden zu kon-

nen, vergleiche [10, S. 6].

FEine Variable, die hdufig in Verbindung mit dem Diskurs um politische Mafinah-
men betrachtet wird, ist die Reproduktionszahl. Vergleiche fiir folgende Erlduterun-
gen [0, S. 261f. und 264f.] in Verbindung mit [2, S. 4ff.] und [30, S. 21]. Die effektive
Reproduktionszahl Reg(t) bezeichne die durchschnittliche Anzahl an Neuinfektio-
nen, die ein zum Zeitpunkt ¢ > 0 Infizierter in seiner infektiésen Periode hervorruft.
Wie aus Abschnitt ersichtlich, steckt ein Infizierter in einem Einheitszeitschritt

durchschnittlich ﬁ(t)% Anfillige an. In seiner erwarteten infektiosen Periode %



2 Modellierung von Infektionskrankheiten

(vergleiche Gleichung (2.4)) wird ein zum Zeitpunkt ¢ > 0 Infizierter demnach im
Durchschnitt

Rer(t) = 500 51

Anfallige anstecken. Aus der Gleichung ([2.3) erhalten wir mit der Definition von
Reg(t)

1) = 50 1022 — 5 1) = 3(Realt) - 1) 10 (2.8

fiir t = 0. Folglich kénnen wir zwischen zwei Szenarien unterscheiden:

o Reg(t) < 1: In diesem Fall steckt ein infiziertes Individuum in seiner infektiésen
Periode im Durchschnitt weniger als eine Person an. Aus Gleichung folgt
I'(t) <0 (da~y>0und I(t) > 0 fiir ¢t > 0), dementsprechend féllt die Anzahl
der Infizierten I(t). Die Krankheit stirbt bei gleichbleibendem Reg(t) somit

aus.

o Req(t) > 1: Aus der Gleichung (2.8) ergibt sich I'(t) > 0. Demnach wéchst
I(t), wobei das Wachstum stérker ausféllt, je hoher Reg(t) ist (falls I(t) > 0

gilt). Die Krankheit breitet sich somit weiter aus.

Die effektive Reproduktionszahl Reg(t) ist somit von Bedeutung, da sie Auskunft
dariiber gibt, ob eine weitere Ausbreitung der Krankheit oder ein Riickgang der
Anzahl der Infizierten zu erwarten ist. Dabei fungiert Reg(t) =1 als Schwellenwert.
Ziel der soeben betrachteten politischen Interventionen sollte demnach sein, ((t)
so weit zu senken, dass Reg(t) < 1 erreicht und gehalten wird, bis die Krankheit

schlussendlich ausstirbt.

Als Spezialfall der effektiven Reproduktionszahl wird oftmals die Basisreproduk-
tionszahl Ry betrachtet. Ry bezeichnet die durchschnittliche Anzahl an Individuen,
die ein einzelner Infizierter in seiner infektiésen Periode am Anfang der Epidemie in
einer ansonsten vollig fur die Krankheit anfalligen Bevolkerung ansteckt. Dement-
sprechend sei der Startzeitpunkt o =0 zu Anfang der Epidemie gewéhlt. Da die
Bevolkerung als vollstdndig anféllig bis auf den betrachteten Infizierten angenom-
men wird, fithrt jeder der effektiven Kontakte innerhalb der gesamten infektiGsen

8(0)
v

Periode des Infizierten zu einer Neuinfektion. Daher kann R := definiert wer-

den. Anfangs gibt es in der Realitét tatsichlich verhdltnisméBig wenig Félle der
Krankheit, sodass % ~ 1 fiir kleine ¢ > 0 angenommen werden kann. Daher gilt die

Beziehung

_ p0) _ B(t) S(t)
¥ v N

=
o
|
2

= Reff(t)
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fir kleine ¢ > 0, falls B(¢) fir kleine ¢ ebenfalls nahezu identisch bleibt. Somit
erhalten wir fiir die Steigung der Anzahl der Infizierten I'(t) ~ (Ry — 1)~ I(¢) fiir
kleine ¢ > 0. Analog zum allgemeinen Fall Reg(t), ist demnach eine Reduktion der
Anzahl der Infizierten zu erwarten, falls Ry < 1 gilt und ein Anstieg, falls Ry > 1
gilt. Allerdings betrachten wir hier einen Zeitpunkt am Anfang der Ausbreitung der
Infektionskrankheit. Dementsprechend entscheidet die Hohe von Ry, ob ein Ausbruch
einer Epidemie zu erwarten ist oder ob die betrachtete Krankheit ausstirbt, bevor

es zu einer Epidemie kommen kann [6], S. 36].

2.3 SIR-Modell basierend auf
Integro-Differentialgleichungen

Das in Kapitel vorgestellte SIR-GDGL-Modell wird, vermutlich aufgrund sei-
ner Simplizitdt, oft zum Modellieren von Infektionskrankheiten genutzt [1, S. 794].
Von Kermack und McKendrick [23] wurde dieses urspriinglich nur als Spezialfall
eines allgemeineren Modells eingefiihrt, welches auf Integro-Differentialgleichungen
basiert. Dabei ist eine Gleichung nach Definition eine Integro-Differentialgleichung,
falls sie die Ableitung einer zu bestimmenden Funktion und ein Integral enthélt,
bei dem die gesuchte Funktion im Integranden vorkommt [40, S. 15f., Eintrag Inte-
gro-Differentialgleichung]. Im Folgenden wird das verallgemeinerte Modell mit Hilfe
der Ausfithrungen von Brauer [0, Kapitel 4.4 und 4.5] vorgestellt, wobei einige Ab-
wandlungen nach [22] umgesetzt werden. Dabei wird zunéchst eine diskrete Form
des Modells basierend auf den Ausfithrungen von Kermack und McKendrick [23)]
S. 702ff.] dargestellt, um die nachfolgende stetige Formulierung zu begriinden. An-
schlieflend leiten wir die Interpretation der Funktion S(¢) von Keimer und Pflug [22),
S. 4] her.

2.3.1 Herleitung der Modellgleichungen fiir / und R

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Integralgleichungen fiir die Gruppen I und R
des SIR-IDGL-Modells nach Kermack und McKendrick [23] mittels diskreten Zeit-
schritten herleiten. Wie in Abschnitt bilden die drei Gruppen S, I und R die
Grundlage des Modells. Allerdings schlugen Kermack und McKendrick [23] im all-
gemeinen Modell vor, den Ubergang von I nach R als abhingig von der Zeit seit
der Infektion anzusehen. Die Individuen in der Gruppe I sind demnach hinsicht-
lich der vergangenen Zeit seit ihrer Infektion zu unterscheiden und werden nicht
mehr als identisch beziiglich der Eigenschaften, welche den Krankheitsstatus betref-
fen, angesehen. Das heifit, dass zwei Individuen aus der Gruppe I moglicherweise
mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines Einheitszeitschrittes in die

Gruppe R wechseln.
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Io(1—4(0) At) m I (1 — (At) At) mlg (1 —(2AL) At) m]é (1 —(3AL) At)
1 I I I 00
[ °) Gy ) ) O

I (AL) Al Io p(2At) At

I3 (3At) At
Io (0) At

(g ]
-
Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Uberginge in den Untergruppen von
I der diskreten Form des SIR-IDGL-Modells. Die Darstellung ist angelehnt an
[23, S. 703].

Um ein Modell herzuleiten, welches die Zeit seit der Infektion beriicksichtigt, be-
trachten wir zunéchst abermals einen kleinen Zeitschritt At > 0, wobei dieser jeden-
falls kleiner als ein Einheitszeitschritt sein soll. Wir teilen die Zeit nun ausgehend
vom Startzeitpunkt g =0 mittels der Zeitpunkte t; =i At mit ¢ € Z in Intervalle.
Wir lassen also Zeitpunkte vor dem Startzeitpunkt zur Berechnung zu. Die Dyna-
mik der Krankheit wollen wir nur fiir die Zeit nach dem Startzeitpunkt herleiten,
weshalb betrachtete Werte zu den Zeitpunkten t; mit ¢ € Z<g als Startwerte gegeben
seien. Wir nehmen zunichst vereinfachend an, dass Anderungen im Krankheitssta-
tus, das heiflt Infektionen und Gesundungen, ausschlieBlich zu den Zeitpunkten ¢;
stattfinden. Im Folgenden wollen wir die Anzahl der Infizierten zu einem Zeitpunkt

t; mit beliebigem ¢ € N.g herleiten.

Zunéchst beschreiben wir durch Iy(t;) die Anzahl der vor § € Ny Intervallen Neuinfi-
zierten (also die zum Zeitpunkt ¢;,_» Neuinfizierten), welche zum betrachteten Zeit-
punkt ¢; noch infektits sind. Demnach gibt Iy(¢;_g) die Anzahl der Individuen an,
welche genau zum Zeitpunkt t;_g infiziert wurden und es gilt Ip(t;—g) = S(t;—p—1) —
S(ti—g). Definieren wir durch ¢(7) (wobei ¢ : Rsg—[0,1] eine stetige Funktion
sei) den Anteil der seit genau 7 Einheitszeitschritten infizierten Individuen, wel-
che innerhalb des nichsten Einheitszeitschrittes gesunden. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein zum Zeitpunkt ¢;_1 seit 6 Intervallen Infizierter zum néchsten Zeitpunkt
t; gesundet, betragt dann (6 At) At. Demnach gilt fir die Anzahl der Individu-
en, welche zum Zeitpunkt t;_1_y infiziert wurden und zum Zeitpunkt ¢; gesun-
den, Ip(ti—1) — Ip41(t;) =1 (0 At) Ig(t;—1) At. Dies ist dquivalent zu g 1(t;) = (1 —
¥ (0 At) At) Ig(ti—1). Ein Individuum wird also im néchsten Intervall mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit weiterhin infektits sein und ansonsten gesunden, dem-
nach in die Gruppe R wechseln. Diese moglichen Uberginge sind in Abbildung
dargestellt. Dabei verweilt jedes Individuum in einer der Gruppen Iy genau einen

Zeitschritt At, da es zu jedem Zeitpunkt t; mit j € Z entweder gesundet oder ein

12
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Intervall langer infiziert bleibt und in die Gruppe Iy, 1 wechselt.

Durch rekursives Einsetzen folgt zudem fiir 6 > 1

Ig(t;) = Ig_1(ti—1) (1 —¢((0—1) At) At) = Io(tig) 1:[ U(k At) At).

Definiere durch ~7(7) (wobei 7 : R>g — [0, 1] eine stetig differenzierbare Funktion
sei) den durchschnittlichen Anteil der Individuen, welche 7 Einheitszeitschritte nach
der Infektion noch infektids sind. Die Funktion ~; ist monoton fallend und es gilt
~7(0) =1, da sofortige Infektiositdat nach der Ansteckung angenommen wird und ein
durchschnittliches Individuum nicht unmittelbar nach der Infektion gesundet (oder

stirbt). Aus dem Sachzusammenhang folgt mittels der letzten Berechnung, dass
(6 At) H Wk At) At) (2.9)

fiir @ € Ny gilt. Die Gesamtzahl der Infizierten zum betrachteten Zeitpunkt t;,
erhalten wir mittels

0

= i[g Z (0 At) In(ti_g), (2.10)
6=0

da sich Individuen, welche zum betrachteten Zeitpunkt infiziert sind, zu jedem vo-
rigen Zeitpunkt infiziert haben kénnten.

Im Endeffekt haben wir die Gruppe I der Zeit seit der Infektion folgend in Untergrup-
pen Iy mit 8 € Ny unterteilt. Innerhalb dieser Untergruppen wird angenommen, dass
die Wahrscheinlichkeit zu gesunden oder im néchsten Intervall noch infektits zu sein
fiir jedes Individuum identisch ist (die Wahrscheinlichkeit in Untergruppe Iy zum
nichsten Zeitpunkt zu gesunden betragt (6 At) At). Ist die effektive durchschnitt-
liche Kontaktrate 8 ebenfalls fiir alle Individuen innerhalb der jeweiligen Gruppe
dieselbe, so sind die Individuen in den Untergruppen Iy mit 6 € Ny jeweils iden-
tisch beziiglich der den Krankheitsstatus betreffenden Eigenschaften. Somit kénnte
man die Untergruppen als Kompartimente auffassen. Wir haben also statt den drei
Kompartimenten S, I und R eine grofiere, abzdhlbare Anzahl an Kompartimenten
S, R, Iy, I, I>, ... erhalten.

Um eine stetige Formulierung zu erhalten, betrachten wir analog zum GDGL-
Modell den Grenziibergang At — 0. Die Intervalle werden somit so klein, dass wir
statt Intervallen einzelne Zeitpunkte betrachten. Deshalb entspricht die Anzahl der
Neuinfektionen zu einem festen Zeitpunkt ¢ € R genau der Anzahl der Personen,
welche die Gruppe S zu diesem Zeitpunkt verlassen, also —S’(t). Zum Zeitpunkt
t > 0 sind noch y;(7) (—S’(t — 7)) Personen der vor genau 7 > 0 Zeiteinheiten
Neuinfizierten —S’(t — 7) noch in der Gruppe I. Die Gesamtzahl der zum Zeitpunkt

13
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t = 0 Infizierten erhalten wir durch eine Betrachtung aller potentiellen Infektions-
zeitpunkte vor der Zeit t. Somit kénnen wir die Gesamtzahl der zum Zeitpunkt ¢ > 0

Infizierten durch

I(t) = —LOO vi(1) S (t — 1) dr

beschreiben. Wir nehmen fiir die gesamte folgende Arbeit an, dass wir einen Zeit-
punkt TeRmit —0 <T <t kennen, zu welchem sich noch kein einziges Individu-
um infiziert hat. Es gilt also S(t) = N, I(t) =0 und R(t) = 0 fiir t < 7. Einen solchen
Zeitpunkt kénnen wir als bekannt annehmen, da wir epidemische Infektionskrank-
heiten betrachten. Bei einer epidemischen Krankheit kann ein zeitlich begrenztes
Auftreten der Krankheit angenommen werden. Demnach ist jedenfalls ein Zeitpunkt
bekannt, zu welchem noch kein Individuum mit dem Krankheitserreger infiziert war.
Dann gilt S’(t) =0 fiir t < 7' und demzufolge die Gleichheit

0 t—T
I(t) = —JO yi(1) S (t —1)dr = —JO yr(7) S’ (t — 7)dr. (2.11)

Bemerkung 2. Etwas uniibersichtlicher kénnen wir die Gleichung direkt aus
der diskreten Form mittels einer Riemannschen Summe [14], S. 214ff.] her-
leiten. Dazu betrachten wir anstatt des Zeitpunktes ¢; einen beliebigen Zeitpunkt
t > 0, da die Anderungen im Krankheitsstatus nun zu jedem beliebigen Zeitpunkt
stattfinden kénnen und nicht nur zu den Zeitpunkten ¢; mit i € Z. Wir wollen also
I(t) fir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 herleiten. Zu dem festen, in der diskre-
ten Herleitung betrachteten Zeitschritt A¢ > 0 konnen wir ein m € N< g finden,
sodass t — m At < T gilt. Definiere diesen festen Zeitpunkt als Ty =t — m At.
Demnach gilt At = % Anstatt des Grenziibergangs At — 0 kénnen wir somit
auch m — oo betrachten (da ¢ und 7Tp jedenfalls konstant bleiben). Da sich vor
dem Zeitpunkt T keine einzige Person infiziert hat, gilt Io(¢) =0 fiir t < T'. Damit
folgt aus der Gleichung mit Io(t —0AL) =St — (60 +1)At) — S(t—0At)

0 m—1
I(t) = D (0 At) Io(t — 0 At) = > 41(0 At) Io(t — 0 At)
6=0 6=0
=S (0 =1)A) Io(t— (9 - 1) At)
0=1
S To(t — (0 — 1) At)
= —-1DA A
;17[((9 ) A1) At ¢
i S(t—(0—-1)At) —S((t— (0 —1)At) — At
==, (0 —1)At) (- 6-1A) A(St (O=DAY =AY \,
0=1
Mit den Zeitpunkten 79:=0 At ist durch 0 = 79 < 71 < ... < Tin—1 < T =

mAt =m % = t — Ty eine dquidistante Unterteilung des Intervalls [0,¢ — Tp]

14
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mit der Feinheit At gegeben (wobei Ty <0und t >0 gilt und demnach t — Ty >
0 folgt). Mit dem Grenziibergang m — oo anstatt At — 0 und somit einer

zunehmend feineren Unterteilung des Intervalls [0, ¢ — To] erhalten wir

4u t—Tp—1) — t—T19_1) — At
I6) = — Jim, 3 ey S =S ) 281
=1
Ui St —1o_1) — S((t —1g_y) — =D
= —%@w;lW(Te—l) =) t(_(fb )~ )(70—79—1)

t—To
= —J;) (1) S'(t — 1) dr,

S(H)—S(t—=10)
t—T,

wobei Letzteres mittels limOO = S'(t) sowie der Riemannschen Sum-
m—

me mit den Stiitzstellen 7p_; und der Feinheit At folgt, siehe dazu [14], S. 214ff.,
insbesondere Satz 8.]. Mittels der Definition von T folgt die Gleichung (2.11)):

t—To t—T
I(t) = —fo yi(1)S'(t —7)dT = —JO (1) S'(t — 7)dr.

Weiterhin kénnen wir den Zusammenhang von «; und v, welcher in [23, S.
704] behauptet wurde, mittels des Grenziibergangs At — 0 herleiten. Zu einem
beliebigen Zeitpunkt gesundet ein Anteil von v (7) At der seit genau 7 € Ry
FEinheitszeitschritten Infizierten innerhalb des néchsten Zeitschrittes At. Dem-
nach ldsst sich die Wahrscheinlichkeit, 7 + At Einheitszeiten nach der Infektion

noch infektios zu sein, durch

Yi(1 + At) = (1 — () At) yr(7)

darstellen. Fiir 7 =60 At mit 6 € No( resultiert dies ebenso aus der Beziehung in
Gleichung (2.9). Da At > 0 gilt, folgt

vi(T + At) = (1 —(7) At) ~1(T)

w229 =00 ) ().

Mit dem Grenziibergang At — 0 ergibt sich, da v eine differenzierbare Funktion

ist:

Jim WTHBVZ 0y — () i),

Als Anfangswert fiir diese gewohnliche Differentialgleichung kénnen wir v7(0) =1
annehmen, siehe Seite Eine Losung des gestellten Anfangswertproblems ist

() = e S (212
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da fir diese Funktion

und

d . - d T
A (r) = 5(67 §o ¥(u) d“) — _e Sovwdu dT(L ¥(u) du)
= —e Yo YAy (1) = (1) 5 (7)

gilt. Die Funktion g(7,y) :=—1(7)-y ist offensichtlich stetig in Q:=[0,00) xR (da
1 stetig ist, siehe Seite . Sie erfiillt auBlerdem fiir alle kompakten Teilmengen
A < Q eine Lipschitz-Bedingung beziiglich des zweiten Arguments:

19(T,y1) — 9(7,92)| = [¥(7) (11 —y2)| < 1+ [y1 — 2]

fir (1,y1), (1,y2) € A, wobei Letzteres aufgrund der Definition ¢ : Rsg — [0, 1]
auf Seite [12]folgt. Somit ist die gefundene Losung des Anfangswertproblems nach
dem Satz von Picard-Lindelof eindeutig, siehe [I7, S. 551-553, insbesondere Satz
73.1]. Dementsprechend haben wir den Zusammenhang v7(7) = e~ fo #(w)du grhal-
ten, welcher in [23], S. 704] behauptet wurde.

Wir kénnen infektiosen Individuen nun geméafl der vergangenen Zeit seit ihrer In-
fektion 7 € R eine unterschiedliche Wahrscheinlichkeit zuordnen, innerhalb eines
Einheitszeitschrittes zu gesunden. Demnach erhalten wir zu einem Zeitpunkt ¢t > 0
fiir zwei verschiedene Individuen in der Gruppe I nur sicher identische Wahrschein-
lichkeiten zu gesunden, falls die Individuen zum exakt gleichen Zeitpunkt infiziert
wurden. Es ergeben sich sozusagen iiberabzahlbar viele ,Kompartimente“ I, mit
7 € R>, wobei die Ubergiinge zwischen den verschiedenen Gruppen nicht mehr dar-
stellbar sind. Vergleiche [30, S. 333] fiir die Idee, alle Infektiosen, welche zum exakt

selben Zeitpunkt infiziert wurden, als eine einzelne Gruppe aufzufassen.

Da ~;(7) als die Wahrscheinlichkeit definiert ist, dass ein Individuum 7 Einheits-
zeiten nach seiner Infektion noch infiziert ist, erhalten wir die folgende Beziehung

zur durchschnittlichen/erwarteten infektiosen Periode eines Individuums:
0
E[Infektitse Periode] = J ~r(7)dr, (2.13)
0

vergleiche [6 S. 138]. Diesen Zusammenhang wollen wir folgend zeigen.

Beweis. Sei X eine Zufallsvariable, welche einem Infizierten seine infektiose Periode
zuordnet (Zeit vom Beginn der Infektisitdt bis zur Gesundung). r(7) gibt die
Wahrscheinlichkeit an, 7 Einheitszeiten nach dem Beginn der Infektiositdt noch in-

fektios zu sein. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Infizierter eine langere
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infektiose Periode als 7 hat (beziehungsweise mindestens 7 Einheitszeiten infektios
bleibt) P(X > 7) =-;(7). Da ein Individuum keine negative infektise Periode haben
kann, ist X eine nicht-negative Zufallsvariable. Demnach lésst sich die Identitat fir
Erwartungswerte von nicht-negativen Zufallsvariablen anwenden, siehe [15, S. 125
sowie 390]:

0

E[X] - LOO]P(X > r)dr — L Yi(7) dr.

Somit folgt die Behauptung. O

Aus der Definition von ~y; geht hervor, dass die Gegenwahrscheinlichkeit 1 —~y;(7)
der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass ein Individuum, welches vor genau 7 Ein-
heitszeiten infiziert wurde, nicht mehr infektios ist (und somit nicht mehr zur Gruppe
I gehort). Da ein Individuum geméf der Annahme in Abschnitt [2.1{nach tiberstande-
ner Krankheit eine Immunitét bildet (oder stirbt), entspricht die Gegenwahrschein-
lichkeit genau der Wahrscheinlichkeit, der Gruppe R anzugehoéren. Somit ist zum
Zeitpunkt ¢ > 0 genau ein Anteil von 1 — v7(7) der zum Zeitpunkt ¢ — 7 Neuinfi-
zierten —S’(t — 7) in der Gruppe R. Betrachten wir analog zu I alle potentiellen

Infektionszeitpunkte, so ergibt sich die Gleichung

R(t) = — LOO (1 71(r) S'(t — ) dr

fir die Anzahl der Individuen in der Gruppe R zum Zeitpunkt ¢ > 0. Da S'(t) =0
fiir t < T gilt (siche Seite , folgt

t—T

R(t) = — JOO (1 — 'y](T)) S'(t—7)dr = j (1 — 71(7')) S'(t—7)dr. (2.14)

0 0

2.3.2 Herleitung der Modellgleichung fiir S

Wir haben eine Beschreibung fiir I(¢) und R(¢) fir das IDGL-Modell mittels Integral-
gleichungen gefunden, wobei diese jeweils die Zeit seit der Infektion beriicksichtigen.
Nehmen wir an, dass jeder Infizierte unabhéngig von seiner Zeit seit der Infektion
dieselbe Anzahl an durchschnittlichen effektiven Kontakten pro Einheitszeitschritt
tatigt, so konnen wir die Gleichung fiir S analog zum GDGL-Modell annehmen.
Dies ist der Fall, da ein Anfélliger nur bei einem Kontakt mit einem Infizierten
angesteckt werden kann. Nehmen wir ebenso das Massenwirkungsgesetz an, so kann
also als Beschreibung der Grofie S(¢) fir ¢ > 0 die Gleichung des SIR-GDGL-

Modells genutzt werden, wobei sich einzig die Darstellung von I(t) dndert:

t—T
50 = -6 102 B 50 5 [ unse-nan

17



2 Modellierung von Infektionskrankheiten

Kermack und McKendrick [23] schlugen in ihrer Ausarbeitung allerdings vor, die ef-
fektive Kontaktrate 3(t) in Abhéngigkeit von der Zeit seit der Infektion zu betrach-
ten. Somit unterscheiden sich die Individuen in den iiberabzéhlbar vielen ,,Kompar-
timenten“ nicht nur in ihrer Wahrscheinlichkeit zu gesunden, sondern ebenfalls in
ihrer effektiven Kontaktanzahl. Wenn wir diese Annahme umsetzen, erhalten wir die

Gleichung

t—1"
(1) :5;(\? L Bt )y (r) S'(t — 1) dr (2.15)

fiir t > 0. Dabei beschreibt (¢, 7) die durchschnittliche Anzahl an effektiven Kon-
takten innerhalb eines Einheitszeitschrittes von Individuen zum Zeitpunkt ¢ € Rxg,
welche vor 7 € R5( Einheitszeitschritten infiziert wurden und zum Zeitpunkt ¢ noch
infektios sind. Fiir die Beschreibung der Grofie S(t) durch die Gleichung wur-
de das Massenwirkungsgesetz beziehungsweise eine homogene Durchmischung der
zu verschiedenen Zeitpunkten infizierten Individuen innerhalb der Bevolkerung an-
genommen, vergleiche [36] S. 117].

Bei der Definition von 3 in Abschnitt 2.2.1 haben wir § als Produkt der durch-
schnittlichen Anzahl an Kontakten eines Individuums in einem Einheitszeitschritt
und der Wahrscheinlichkeit einer Ubertragung bei einem Kontakt charakterisiert.
Demnach gilt nun SB(t,7)= K(t,7) p(t,7). Da (§ jetzt von der Zeit seit der Infek-
tion abhangt, gewinnen wir Modellierungsmoglichkeiten hinzu. Einerseits kénnen
wir durch K (¢, 7) modellieren, dass sich die durchschnittliche Anzahl an Kontakten
pro Einheitszeitschritt von infizierten Individuen im Verlauf der Infektion verin-
dert. Durch Selbstisolation als Folge von Krankheitssymptomen oder durch Qua-
rantdnemafnahmen wird sich K (¢,7) vermutlich nach einer gewissen Zeit nach der
Ansteckung verringern, bevor sich die Anzahl der Kontakte wieder der Normalitét
annihert. Andererseits kénnen wir durch p(t, 7) eine Verinderung der Ubertragungs-
wahrscheinlichkeit der Krankheit bei einem Kontakt in Abhingigkeit von der Zeit
seit der Infektion betrachten. Beispielsweise ist die Infektitsitéit von Individuen bei
der Krankheit HIV/AIDS und somit die Wahrscheinlichkeit einer Ubertragung bei
einem Kontakt p stark von der Zeit seit der Infektion abhingig. Mit HIV infizierte
Individuen sind fiir eine kurze Zeit nach der Ansteckung besonders infektiés und
folgend fiir eine lange Zeit nur wenig ansteckend. Kurz bevor sich die HIV-Infektion
zu AIDS entwickelt, steigt die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung bei einem Kon-
takt nochmals stark an [5, S. 118 und 122]. Obgleich HIV/AIDS eine endemische
Infektionskrankheit ist [7), S. 66], veranschaulicht dieses Beispiel die gewonnene Mo-

dellierungsméglichkeit durch eine Abhéngigkeit von p von der Zeit seit der Infektion.

Zusammenfassend erhalten wir das SIR-IDGL-Modell von Kermack und McKen-
drick [23], welches die Gruppe I abhéngig von der Zeit seit der Infektion in iiberab-
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2 Modellierung von Infektionskrankheiten

zéahlbar viele ,,Gruppen® unterteilt, durch Zusammenfiithren der Gleichungen ([2.15|),
(2.11)) und ([2.14). So ergibt sich das SIR-IDGL-Modell

t—T
s =" [ senuese-nar
t—T
I(t) = —JO yi(1) S (t — 1) dr

t—T
R(t) = —fo (1 —’YI(T)) S'(t—71)dr

fiir ¢ = 0, beziehungsweise durch Substitution von ¢ — 7 durch x:
s (T
50 = =20 [ bt =) le - ) 8'(0) da
t

_ S]i]t) JT B(t,t =)yt —z) §'(x) dz (2.16)

I(t) = — fT vt —z) S (z) dx

R(t) = — f (171t — 2)) §'(z) da.

T
Demzufolge gilt
¢ ¢

1) + R(t) — — Lw(t ) S (2) do — La it — @) S'(2) de = — Ls'(x) dz

fir t = 0, sodass wir

S't)y+1I'(t) + R(t) = S'(t) + %(I(t) + R(t)) =5'(t) - S'(t) =0

fir alle t = 0 erhalten. Damit bleibt die Bevolkerungszahl iiber den betrachteten
Zeitraum konstant. Dies entspricht der Annahme aus Kapitel

Es ist ersichtlich, dass die Gleichungen (2.16)) fiir ¢ > 0 von S’(z) mit 7 < 2 <0
abhéngig sein kénnen. Deshalb nehmen wir hier analog zu Keimer und Pflug [22 S.

4] an, dass der Verlauf von S vor dem Beginn der Betrachtung, das heif3t
S(t) = So(t)

fiir t < 0, vollstédndig bekannt ist. Es gilt So(t) = N fiir t < T aufgrund der Definition
von T auf der Seite AuBerdem sei Sy fiir ¢ < 0 differenzierbar. Im Endeffekt
geniigt es, dass S(t) (beziehungsweise S’(t)) nur fiir t € [T, 0] bekannt ist, wobei
Ty == sup{ 7€Rxq | 77(7) # 0}. Fiir & < —T wird () in den Gleichungen fiir S’ (¢)
und I(t) fur ¢ > 0 mit dem Gewicht null versehen und muss somit nicht bekannt
sein. Damit S’(z) mit x < —Ty fiir die Gleichung der Gruppe R ebenfalls nicht
benédtigt wird, sollte R(t) fir ¢ = 0 mittels der Gleichung bestimmt werden:

R(t) = N — S(t) — I(¢),

wobei die Bevolkerungszahl N als bekannt vorausgesetzt wird.
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2 Modellierung von Infektionskrankheiten

2.3.3 Herleitung der Modellgleichung nach Keimer und Pflug

Keimer und Pflug benutzen eine etwas abweichende Form der Gleichung ([2.15) fiir
die GroBe S’ des IDGL-Modells, um die Dynamik der COVID-19 Pandemie zu simu-
lieren [22), S. 4]. Diese Gleichung wollen wir nun herleiten, da wir eine solche Form

in den Simulationen in Kapitel 4] verwenden wollen.

Dazu benétigen wir eine modifizierte Form der Basisreproduktionszahl aus Ab-
schnitt Ry(t) beschreibe die Anzahl der Individuen, die eine zum Zeitpunkt
t = 0 infektiose Person in ihrer infektiosen Periode anstecken wiirde, falls die Be-
volkerung vollstandig anfillig wéire. Es gilt der Zusammenhang Reg(t) = Ro(t) %,
da ohne die hypothetische Annahme einer ansonsten vollsténdig anfélligen Bevol-
kerung nur ein Anteil von % der Ry(t) Individuen angesteckt wird. Im Endeffekt
beschreibt Ry(t) die Anzahl der effektiven Kontakte, welche ein infiziertes Individu-
um in seiner gesamten infektitsen Periode hat (vergleiche [20), S. 603ff. Parameter
o]). Fiir das GDGL-Modell wére die GroBe durch Ry(t) = @ beschreibbar. Der
einzige Unterschied zur Basisreproduktionszahl Ry besteht darin, dass der betrach-
tete Zeitpunkt nicht zwingend am Anfang der Ausbreitung der Krankheit sein muss,
wobei dennoch hypothetisch eine ansonsten vollstdndig anféllige Bevolkerung ange-
nommen wird. Wir wollen nun eine Beschreibung dieser Grofie mittels der Variablen
des IDGL-Modells finden.

Ein Individuum ist mit einer Wahrscheinlichkeit von v;(7) genau 7 > 0 Einheitszei-
ten nach seinem Ansteckungszeitpunkt noch infektiés. Eine zum Zeitpunkt ¢ infek-
tiose Person, welche vor 7 Einheitszeiten infiziert wurde, wird nach Definition durch-
schnittlich 5(t,7) =K (t,7) p(t, ) effektive Kontakte pro Einheitszeitschritt haben.
Zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist die durchschnittliche Anzahl an effektiven Kontakten, wel-
che ein beliebiges infektitses Individuum in seiner gesamten infektidsen Periode hat,

demzufolge durch

maft) - | " K(t7) plt. 7y (r) dr = | " Bt yi(r) dr

gegeben, da alle Zeitpunkte einbezogen werden, zu denen das Individuum noch in
seiner infektidsen Periode sein konnte. Diese Kontakte werden unter der Annahme ei-
ner ansonsten vollstdndig anfélligen Bevolkerung zu Neuinfektionen fiithren, weshalb
wir eine Beschreibung der Grole Ry(t) gefunden haben. Vergleiche diesbeziiglich
[6, S. 140], wobei dort die Basisreproduktionszahl Ry betrachtet wird und wir K

abweichend ebenfalls als abhéngig von 7 interpretieren.

Definieren wir nun f5 : R, —R5( durch

Jol6:7) = BT () o = PR e
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2 Modellierung von Infektionskrankheiten

fir ¢, 7 > 0, wobei Ry(t) # 0 fiir alle ¢ > 0 gelten muss. Wiirde ein durchschnittliches
Individuum allerdings innerhalb der gesamten infektiosen Periode keine effektiven
Kontakte haben, so wiirde sich die Krankheit trivialerweise nicht weiter ausbreiten
und wir brauchten die Ausbreitung der Krankheit nicht zu untersuchen. Demnach
konnen wir Ry(t) # 0 annehmen. Dann ist die nicht-negative Funktion fz beziiglich
der zweiten Variable 7 eine Wahrscheinlichkeitsdichte einer nicht-negativen Zufalls-
variable, siehe [41, S. 363, Eintrag Wahrscheinlichkeitsdichte|, da fiir alle ¢t > 0

175t )Mz (0,00 :foofﬁ(tﬁ)dT:fooWdT

F = SO t,T ’)/I(T) dr o
7)d SO t,7)yr(r)dr

gilt. Dabei bezeichne [lg()|l11((q.p) S lg(1)| dr die L'-Norm einer Funktion g :
 — R iiber dem Intervall (a,b) mit a,b € R und (a,b) = 2 < R. Vergleiche [22], S.
4] fiir diese Anforderung an fgz sowie fiir die Notation.

Hierbei ist fg(t,-) die Dichte einer Zufallsvariablen, welche einem zum Zeitpunkt
t = 0 Infizierten die Zeit nach der Infektion zuordnet, zu welcher der Infizierte die
durchschnittliche Anzahl von Ry(t) Individuen ansteckt (unter der Annahme einer
ansonsten vollig gesunden Bevolkerung). Somit entspricht SZ fs(t,7)dr mit a,b >
0 der Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum die Ry(t) Individuen im Zeitraum
zwischen a und b Zeiteinheiten nach seiner Infektion ansteckt (vergleiche fir diesen
Zusammenhang bei allgemeinen, stetigen Zufallsvariablen [3, S. 1475]). Daher steckt
ein durchschnittliches Individuum in der betrachteten Population einen Anteil
von Ss fa(t,7)dr der Ry(t) Individuen im Zeitraum zwischen a und b Zeiteinheiten
nach seiner Infektion an.

Aus der Definition von fg durch kénnen wir schlieBlich die Gleichung fiir S’(¢)
fir £ > 0 nach Keimer und Pflug [22, S. 4] in vereinfachter Form (ohne Aufteilung der

Population nach Eigenschaften, wie beispielsweise dem Alter) mittels der Gleichung

herleiten:
t
S'(t) = f B(t,t —x)y(t —x) S (z)dz
_ Rolt) J ﬁtt_x 7’( ?) §'(2) da (2.18)

- ffﬁ (t,t—2)S'(@) de.

2.4 Zusammenhang von SIR-GDGL- und IDGL-Modell

Kermack und McKendrick fithrten das SIR-GDGL-Modell aus Abschnitt [2.2in ihrer
Publikation aus dem Jahre 1927 [23] nur als Spezialfall des SIR-IDGL-Modells aus
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2 Modellierung von Infektionskrankheiten

Abschnitt [2:3] ein. Daher untersuchen wir im Folgenden die Relation der beiden
Modelle zueinander. Wir orientieren uns dazu an den Erlduterungen von Kermack
und McKendrick [23, S. 712f.] in Verbindung mit [22, S. 5].

Betrachten wir das IDGL-Modell mit einer effektiven Kontaktrate 3, welche (wie
im GDGL-Modell) von der Zeit seit der Infektion unabhéngig ist, demnach 5(¢,7) =
B(t). Dann erhalten wir fiir die Beschreibung der GroBe S aus den Gleichungen

[@2.16) fiir t > 0

S'(t) = 5;(5) Lﬁ(t,t o)t — 2) §'(z) da

S(t S(t

- o) ° o
Dementsprechend ist die Gleichung fiir S’(¢) in beiden Modellen dieselbe, falls I(t)
identisch ist, vergleiche dazu Gleichung .

Wir miissen eine geeignete Funktion fiir v finden, sodass ebenso die Gleichungen fiir
I und R ibereinstimmen, um das SIR-GDGL-Modell als Spezialfall des SIR-IDGL-
Modells darzustellen. Kermack und McKendrick leiteten das SIR-GDGL-Modell di-
rekt aus dem IDGL-Modell her [23] S. 712f.]. Dazu nahmen sie an, dass 1(7) ebenso

wie ((t,7) unabhéngig von 7 ist (also ¢(7) = const). Das heift, dass sie den Anteil

f; Vit —x)S'(z) dx —B(t) I(t)

der seit genau 7 Einheitszeitschritten Infizierten, welche innerhalb des néchsten Ein-
heitszeitschritt gesunden, als unabhéngig von der in I verbrachten Zeit 7 annahmen.
Siehe fiir die Definition von 1 Seite Nun wechselt jedes Individuum in der Grup-
pe I mit derselben Wahrscheinlichkeit innerhalb des nichsten Einheitszeitschrittes
in die Gruppe R. Dementsprechend gesundet ein Anteil von ¢ (7) = const der gesam-
ten Infizierten innerhalb des néchsten Einheitszeitschrittes. Der Parameter ~ ist im
SIR-GDGL-Modell als Anteil der Infizierten definiert, welcher das Kompartiment [
innerhalb eines Einheitszeitschrittes verlasst, vergleiche Seite |7} Daher gilt (1) =+,
falls ¢ von der Zeit seit der Infektion unabhéngig ist. Mittels der Gleichung
in Bemerkung [2] erhalten wir fiir 7 > 0 die folgende Form fiir ~;:

vr(1) = e Sovwdu _ o=y gldu _ o=y7

Es soll nun gezeigt werden, dass das GDGL-Modell tatsichlich ein Spezialfall des
IDGL-Modells mit der Form ~;(7) =e 77 ist. Dafiir wollen wir noch eine andere
Herangehensweise zur Herleitung dieser Form betrachten. Die vorige Uberlegung
¥ (7) = nehmen wir also nicht im Beweis an. Stattdessen wollen wir die Form von
~r1, unter welcher sich das IDGL-Modell auf das GDGL-Modell reduziert, aus einem
Vergleich der Modellgleichungen erhalten.

Behauptung: Sei v € (0,1] der verwendete Modellparameter des SIR-GDGL-
Modells aus dem Abschnitt 2:2.1] Das Modell basierend auf Integro-Differential-
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gleichungen (2.16|) reduziert sich unter der Verwendung von v;(7)=e~ 77 fir 7 > 0
und S(t, 7) = (t) zu dem Modell basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen

(2.6).
Beweis. Die Grofle I1(t) fur ¢ = 0 ist im IDGL-Modell (2.16|) durch die Gleichung

I(t) = — JT vi(t —x) S (z)dz

beschrieben. Nun soll v7(7) so bestimmt werden, dass die Ableitung dieser Modell-
gleichung mit der Gleichung (2.3)) fiir I’ des SIR-GDGL-Modells, das heifit mit

1) =510 22 510 & ') 11

fiir t > 0, {ibereinstimmt. Betrachte dazu die Ableitung von der Gleichung fiir I des
IDGL-Modells:

() = — L it = 2) §'(2) dae
U r = —Lm'[(t ) §'() dx — 71(0) (1),

wobei 7 nach Definition auf Seite [13| stetig differenzierbar ist. Bei (1) wurde eine
Differentiation mittels der Leibniz-Regel fiir Parameterintegrale vorgenommen, siche
[28, Satz 4.29, S. 83]. Falls nun

Yi(7) = =y -y1(r)  fir T =0

2.19
und  (0) =1 (2.19)

gilt, dann erhalten wir
() - - L V(= ) §'(x) dz — 1(0) §'(8)
- ij 1t~ 2) ' (x)dz — §'(t) = — I(t) - §'(1)

fir ¢ > 0, was mit der Gleichung (2.3)) fiir die Funktion I’(t) des GDGL-Modell tiber-
einstimmt. Dementsprechend miissen wir das Anfangswertproblem (2.19)) 16sen, um
die gewiinschte Form fiir v7(7) zu erhalten. Eine Losung dieses Anfangswertproblems

ist y7(7) =€~ 77, da dann fiir alle 7 > 0

d —YT —YT
vi(1) = (€7 ==re T = =y ()

gilt und zudem

7(0) =€’ =1
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folgt. Die Losung des Anfangswertproblems ist eindeutig, was wie folgt gezeigt wer-
den kann. Die Funktion g(7,y):= — 7y ist offensichtlich stetig in Q:=[0,0) x R.
Zudem erfillt die Funktion g fiir alle kompakten Teilmengen A c ) eine Lipschitz-

Bedingung beziiglich des zweiten Arguments:

lg(T,91) —g(m,y2)| = |y (y1 —w2)| < 1-|y1 — yo

fir (1,y1), (1,y2) € A, wobei Letzteres folgt, da v € (0, 1] gilt (vergleiche Seite [7)).
Somit ist die gefundene Losung des Anfangswertproblems nach dem Satz von Picard-
Lindel6f eindeutig, siehe [I7, S. 551-553, insbesondere Satz 73.1].

Auf der Seite [13] wurde 77 : R>g — [0, 1] als stetig differenzierbare Funktion defi-
niert. Aulerdem wurde angenommen, dass 77(0) =1 gilt und 7; eine monoton fal-
lende Funktion ist. Es gilt e=?7 € [0, 1] fiir alle 7 € Rso und €®=1. AuBerdem ist
die Funktion ~7(7) =e™77 offensichtlich stetig differenzierbar und streng monoton
fallend. Also ist die hier bestimmte Form zuléssig fiir das IDGL-Modell. Dement-
sprechend stimmen die Gleichungen fiir I’ der beiden Modelle iiberein, falls die
hergeleitete Form fiir 47 in das IDGL-Modell eingesetzt wird. Dann ist die Funktion
I(t) ebenfalls identisch, da I(t) =1(0) + S(t) I'(z) dz gilt. Die Anzahl der Infizierten
zum Startzeitpunkt I(0) ist dabei unabhéngig von der Wahl des Modells, da die
Ausbreitung der betrachteten Krankheit vor dem Beginn der Betrachtung als An-
fangsbedingung gegeben ist und somit nicht von der Wahl des Modells abhéngt.
Demzufolge entsprechen sich die Gleichungen fiir S’ der beiden betrachteten SIR-
Modelle, was aus den Uberlegungen vom Anfang dieses Abschnitts mit 8(¢,7) = 3(t)
folgt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich die Gleichung fiir R’ des IDGL-Modells
mit der bestimmten Form fiir v; ebenso auf die Gleichung des GDGL-Modells
reduziert. Fir ¢ > 0 gilt

R(t) = — f (1 7i(t - @) §'(2) de

T

LR ==(1=0)) 1)+ [ 35t —2) S'(@) da

= —y Jffyl(t — x) S/(a?) deI(t)a
T

—
=

wobei (2) analog zur Ableitung von I(t) mittels der Leibniz-Regel fiir Parameterin-
tegrale erfolgt und (3) auf Grund der erhaltenen Form fiir v; gilt. Somit folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 3. Wir haben also gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, 7 Zeiteinheiten
nach einer Infektion noch infiziert zu sein, im GDGL-Modell die Form ~;(7) =
e~ 77 hat. Hieraus lasst sich die Beziehung (2.4]) des Parameters  zur erwarte-
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ten/durchschnittlichen infektiosen Periode eines Individuums im GDGL-Modell
herleiten:

0 a
2.13
E[Infektiose Periode] J vyi(T)dr = Jim. e 77dr
0 —*Jo
e v 0
= —lim + = —.
a—® 7y Y Y

Dabei ist Letzteres erfiillt, da v > 0 gilt (vergleiche Seite @ Daneben folgt
mittels y7(7) =e™77, dass die Lénge der infektiosen Periode im Falle des SIR-
GDGL-Modells exponentialverteilt ist, was ebenso in [0, S. 137] und [30} S. 332]
behauptet wurde. Die folgende Erlduterung ist an [30, S. 15f.] angelehnt. Be-
trachten wir dazu die Zufallsvariable X aus dem Beweis von Gleichung ,
welche einem Individuum seine infektiése Periode zuordnet. Aus den Ausfiihrun-
gen folgt, dass Fx(1)=P(X < 7)=1—-P(X > 7)=1— ~(7) fiir 7 € [0,0)
die Verteilungsfunktion von X darstellt [15, S. 24 Definition.|. Fiir die besondere
Form ~;(7) =e™77 gilt somit, dass X die Verteilungsfunktion Fx(7)=1—e" 77
besitzt. Daher ist die Wahrscheinlichkeitsdichte durch fx(7)=F%(1)=~ve 7"
gegeben [I5, S. 25 Bemerkung und Definition (1.31)]. Demnach ist die infektiose
Periode von Individuen im Falle des SIR-GDGL-Modells exponentialverteilt [15]
S. 47 Definition.|.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass das SIR-GDGL-Modell als Spezialfall des SIR-
IDGL-Modells anzusehen ist. Verwenden wir das IDGL-Modell zur Modellierung
einer epidemischen Infektionskrankheit, so ist dies jedenfalls nicht schlechter als die
Nutzung des GDGL-Modells. Dies ist der Fall, da wir zur Modellierung einer spezi-
fischen Krankheit stets die Parameterwahlen (7)) =e™77 und 5(¢,7) = B(t) treffen
koénnten, sodass sich das IDGL-Modell zum GDGL-Modell reduziert. Die Annahme
einer exponentialverteilten infektitsen Periode des GDGL-Modells, beziehungsweise
die Parameterwahl fiir 47 im IDGL-Modell um das GDGL-Modell zu erhalten, ist
fir die meisten Krankheiten unrealistisch [6 S. 152]. Realistischer konnte beispiels-
weise eine allgemeine Gamma-Verteilung sein [6, S. 152] (wobei Exponentialver-
teilungen Spezialfille von Gamma-Verteilungen darstellen [I5, S. 47]). Der Ansatz
mittels Integro-Differentialgleichungen ist also vielversprechender, da eine beliebige,
der Krankheit angepasste Funktion ~; eingesetzt werden kann.

Zusétzlich kann man im IDGL-Modell die Anzahl der effektiven Kontakte g =K - p
in Abhéngigkeit von der Zeit seit der Infektion betrachten. Die Vorteile dessen ge-
geniiber dem GDGL-Modell haben wir auf Seite (L8] hervorgehoben. Beispielsweise
haben wir exemplarisch an der Krankheit HIV/AIDS festgestellt, dass die Wahr-
scheinlichkeit einer Ubertragung bei einem Kontakt p stark von der Zeit seit der

Infektion abhingig sein kann. Diese Variabilitdt der Infektiositdt in Abhédngigkeit
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von der Zeit seit der Infektion lédsst sich im GDGL-Modell nicht darstellen, wohl
aber im IDGL-Modell.

Alles in allem zeigen diese Ausfiihrungen, dass das IDGL-Modell entscheiden-
de Vorteile in der Modellierung von Infektionskrankheiten gegeniiber dem GDGL-
Modell hat, da es die Zeit seit der Infektion einbezieht. Dennoch wird das SIR-
GDGL-Modell haufig zur Modellierung verwendet und dem allgemeinen SIR-IDGL-
Modell kommt keine beachtliche Aufmerksamkeit zu, vergleiche [II, S. 794] in Verbin-
dung mit [22, S. 2]. Um zusammenfassend mit Diekmann et al’s Worten zu sprechen:
,»This should stop!“ [I1], S. 97].
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer
Latenzzeit

Vor allem das populédrere SIR-GDGL-Modell wird héufig auf verschiedene Arten er-
weitert, beispielsweise durch die Einfithrung zusétzlicher Kompartimente [24] oder
durch eine rdumliche Auflésung des Infektionsgeschehens [29]. Ziel dabei ist es, die
Modelle etwas realitdtsnaher zu gestalten, somit die Prognosegenauigkeit zu erho-
hen und auflerdem die Dynamik der betrachteten Krankheit besser verstehen zu
kénnen. Im Folgenden wollen wir eine solche Erweiterungsform fiir das hergeleitete
SIR-GDGL-Modell und das SIR-IDGL-Modell betrachten. Dazu leiten wir Modelle
her, welche zusétzlich zu den Gruppen S, I und R eine weitere Gruppe betrachten,
in welche man die Bevolkerung anhand des epidemiologischen Status teilt. So wird
deutlich, dass man nicht nur das GDGL-Modell problemlos um weitere Gruppen
erweitern kann, sondern ebenso mit dem IDGL-Modell verfahren kann. Als beispiel-
hafte Erweiterung wollen wir die Einbeziehung einer Latenzzeit modellieren. Diese
Formen des GDGL- und des IDGL-Modells werden in Kapitel [4] abschlieBend imple-

mentiert.

Bei vielen Infektionskrankheiten existiert eine Zeit, in welcher ein Individuum
zwar mit dem Erreger angesteckt wurde, aber noch nicht selbst infektios ist, das
heifit noch keine anderen Individuen anstecken kann [6, S. 129]. Diese Zeit von der
Infektion bis zum Beginn der Infektiositit nennt man Latenzzeit und ist abzugrenzen
von der Inkubationszeit, welche die Zeit zwischen Ansteckung und dem Beginn der
ersten Symptome beschreibt [25, Eintrage Inkubationszeit und Latenzzeit]. Bei dem
Erreger SARS-CoV-2 wird ebenfalls vermutet, dass es eine nichttriviale Latenzzeit
zwischen der Ubertragung des Virus und dem Beginn der Infektidsitit gibt [37, S.
3f.]. Folgend untersuchen wir, wie wir in unsere Modelle aus dem Kapitel [2| eine
Latenzzeit einbeziehen konnen. Dazu betrachten wir wieder die drei Gruppen S, I

und R und fiigen diesen eine weitere Gruppe hinzu:

e Die Gruppe E: Individuen, welche infiziert wurden, aber noch nicht infektits
sind, das heifit keine anderen Individuen anstecken kénnen (Bezeichnung E

folgt dem englischen Begriff ezposed), vergleiche [33], S. 21].

E(t) bezeichne die Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ € R in der Gruppe FE.
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

Wir nehmen nicht mehr wie in Kapitel 2] an, dass eine infizierte Person durchgehend
infektids ist, bevor sie gesundet. Jedes Individuum, welches infiziert wurde, wechselt
nun zunéchst von der Gruppe S der Anfélligen in die Gruppe E. Nach dem Be-
ginn der Infektiositat gehort das Individuum dann zu der Gruppe I der Infektiosen,
bevor es schliefllich gesundet (oder stirbt) und somit zur Gruppe R zu zéhlen ist.
Ausschlieflich Individuen aus der Gruppe I kénnen dabei Personen aus der Gruppe
S infizieren.

Wie zuvor gehen wir von einer epidemischen Infektionskrankheit und demnach von
einer konstanten Bevolkerungszahl N € N aus. Nun wird die Bevolkerung in vier

disjunkte Gruppen abhéingig vom Krankheitsstatus geteilt, sodass wir die Beziehung
N =58(t) + E(t) + I(t) + R(¢) (3.1)

fiir t € R erhalten. Geméafl der Einteilung in die vier Gruppen verwenden wir folgend
die Abkiirzung ,SEIR-GDGL-Modell“ fiir das Modell basierend auf gewthnlichen
Differentialgleichungen und ,,SEIR-IDGL-Modell“ fiir das Modell basierend auf In-
tegro-Differentialgleichungen. Falls deutlich ist, in welche Gruppen die Bevolkerung
geteilt wird, nutzen wir auch schlicht ,,GDGL-Modell“ und ,IDGL-Modell*.

3.1 SEIR-Modell basierend auf gewdhnlichen
Differentialgleichungen

Folgend untersuchen wir, wie wir die Gruppe F in das SIR-GDGL-Modell
einbeziehen kénnen. Die Erlduterungen basieren auf [6, Kapitel 4.3.1].

Wir betrachten die vier Kompartimente S, E, I und R, wobei die Personen inner-
halb einer der Gruppen als identisch beziiglich der den Krankheitsstatus betreffenden
Eigenschaften angesehen werden. Das heifit beispielsweise, dass zwei beliebige Indi-
viduen in der Gruppe F mit derselben Wahrscheinlichkeit innerhalb des néchsten
Einheitszeitschrittes infektiés werden. Um die Dynamik der untersuchten Infekti-

onskrankheit mittels dieser vier Kompartimente zu beschreiben, miissen wir das

gewohnliche Differentialgleichungssystem (2.6) aus dem Abschnitt abwandeln.

Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnitts folgt, dass ein anfilliges Individu-
um nach wie vor nur von Individuen aus der Gruppe I, den Infektitsen, angesteckt
werden kann. Demnach kann die zeitliche Anderung des S-Kompartiments identisch
zum SIR-GDGL-Modell beschrieben werden, wobei ebenso das Massenwirkungsge-
setz und somit eine homogene Durchmischung der Bevolkerung angenommen wird.
Allerdings durchlauft ein infiziertes Individuum im Verlauf seiner Infektion nicht
mehr nur die Kompartimente I und nachfolgend R. Nun gehort ein infiziertes Indi-

viduum zunéchst zur Gruppe E, wechselt dann in die Gruppe I und gesundet (oder
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

o

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des SEIR-GDGL-Modells durch Erweite-
rung des Schemas in Abbildung @

stirbt) schlussendlich und gehort zur Gruppe R. Folglich miissen die Neuinfizierten
zunéachst im Kompartiment E beriicksichtigt werden. Die Anzahl der Individuen,
welche innerhalb eines Zeitschrittes von E nach I wechseln, nehmen wir in diesem
Modell als proportional zu E(t) an und beschreiben dies mittels der Proportionali-
tatskonstanten k. Dabei ist x € (0, 1] der Anteil der Personen in der Gruppe E, wel-
che innerhalb eines Einheitszeitschrittes infektios werden. Die Anzahl der Individuen
in der Gruppe E, welche innerhalb des Zeitintervalls [¢, ¢+ At] mit ¢ > 0 und At > 0
in das Kompartiment I wechseln, kann somit durch x E(t) At beschrieben werden.
Dabei kann k durch die folgende Beziehung zur durchschnittlichen/erwarteten La-
tenzzeit von Individuen bestimmt werden:

1
~ Erwartete Latenzzeit’

(3.2)

Der Anteil der Infektiosen, welche in einem Einheitszeitschritt gesunden, wird wie
im SIR-GDGL-Modell durch die Konstante v beschrieben (siehe Seite [7)). Diesen
Uberlegungen folgend, kann man Gleichungen fiir die Anderungen in den Kompazr-
timenten innerhalb eines Zeitschrittes At auf dieselbe Weise wie in Abschnitt 2.2
aufstellen. Betrachten wir dann den Grenziibergang At — 0, so erhalten wir fiir £ > 0
die Modellgleichungen des SEIR-GDGL-Modells:

S'(t) = =B I(1) S}i,t)

E'(t) = B(t)I(t) S]i,t) — K E() (3.3)
I'(t) = k B(t) — v I(t)

RI(t) =v1(t).

Eine Visualisierung der beschriebenen Ubergénge ist in Abbildung zu finden.
Falls die Verteilung der Gesamtbevolkerung in die Kompartimente zum Startzeit-

punkt der Betrachtung ¢ty = 0 bekannt ist, das heifit falls die Anfangswerte
S(0) = Sy E(0) = Ey, I1(0) = Lt R(0) = Ry,, (3.4)

wobei Sy, Eiy, Iy, Riy € No mit Sy, + Ey + 1, + Ry, = N bekannt sind, formulieren die
Gleichungen (3.3) und (3.4) ein Anfangswertproblem. Die Gleichungen (3.3)) erfiillen
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

auflerdem die Annahme einer konstanten Gesamtbevolkerung, da
S't)+E@)+I't)+R(t)=0

fiir alle £ > 0 gilt.

3.2 SEIR-Modell basierend auf

Integro-Differentialgleichungen

Folgend betrachten wir zwei verschiedene Moglichkeiten, eine Latenzzeit in das SIR-
IDGL-Modell (2.16) einzubeziehen.

1. Moglichkeit: Diese Moglichkeit wurde von Keimer und Pflug [22] in ihrer
Modellierung zur Ausbreitung von COVID-19 eingesetzt. Betrachten wir das Modell
aus dem Abschnitt wobei ((t,7)=K(t,7) p(t,7) gilt. In diesem Mo-
dell beschreibt die Funktion p(t,7) die Wahrscheinlichkeit einer Ubertragung des
Erregers zum Zeitpunkt ¢t > 0 bei einem Kontakt eines durchschnittlichen seit ge-
nau 7 = 0 Zeiteinheiten Infizierten zu einem Anfélligen. Wir wollen modellieren,
dass ein durchschnittliches Individuum eine gewisse Zeit nach seiner Infektion noch
nicht ansteckend ist. Demnach kénnen wir p(t, 7) =0 fiir 0 < 7 < £ setzen, wobei %
die durchschnittliche Léange der Latenzzeit ist (sieche Gleichung (3.2)). Somit setzen
wir die Infektiositdt von Individuen in einer durchschnittlichen Latenzzeit nach der
Infektion auf null. Dies ist eine unkomplizierte Moglichkeit, das Modell basierend
auf Integro-Differentialgleichungen abzuwandeln, sodass eine Latenzzeit einbezogen

werden kann.

Allerdings ist es mit dieser Vorgehensweise problematisch, die Grofie E(t), das
heifit die Anzahl der Personen, die sich zum Zeitpunkt ¢ in der Latenzzeit befin-
den, explizit anzugeben. Da der Ubergang von nicht-infektiés nach infektiés nicht
explizit modelliert wird, sondern nur durch eine durchschnittliche Infektitsitat in
dieses Modell einbezogen wird, kénnen wir in der Gruppe [ nicht zwischen Infekti-
osen und Nicht-Infektiosen differenzieren. Ist man an der expliziten Grofle E(t) nicht
interessiert, sondern beispielsweise nur an der gesamten Anzahl der Infizierten oder
der Anzahl der Neuinfektionen pro Zeitschritt, so ist diese Moglichkeit anwendbar.
Deshalb werden wir diese Moglichkeit in der Implementierung in Kapitel ] nutzen.
Im Folgenden betrachten wir dennoch eine Méglichkeit, die Grofile E(t) explizit in
das SIR-IDGL-Modell aufzunehmen. Auf dieselbe Weise kénnte man andere, zu-
sitzliche Gruppen in das IDGL-Modell einbeziehen. Aulerdem werden wir durch
den Vergleich zum SEIR-GDGL-Modell wertvolle Aussagen tiber das GDGL-Modell

erhalten.
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

2. Moglichkeit: Die Untersuchung, wie wir die Gruppe E als explizite Gro-
e in das SIR-IDGL-Modell einbeziehen konnen, wird an die Erlduterungen von
Brauer in [0, Kapitel 4.5.1, S. 141ff.] angelehnt. Definieren wir dazu die Funktion
vE : R0 —[0,1], wobei vg stetig differenzierbar sei. Dabei beschreibe vg(7) den
Anteil der Individuen, welcher 7 Zeiteinheiten nach der Infektion noch in der La-
tenzzeit ist, das heifit infiziert aber noch nicht infektios ist. vg ist demnach monoton
fallend und es gilt v£(0) =1, da wir eine Krankheit mit nichttrivialer Latenzzeit be-
trachten. Somit ist ein durchschnittliches Individuum unmittelbar nach der Infektion
noch nicht infektiés. Die Anzahl der Individuen, die vor genau 7 Zeiteinheiten infi-
ziert wurden und noch in der Gruppe FE verweilen, ist zu einem beliebigen Zeitpunkt
t € R durch —S’(t — 7) vr(7) gegeben. Betrachten wir alle potentiellen Infektions-

zeitpunkte, so erhalten wir fiir £ € R

E(t) =— LOO ye(T) S’ (t —7)dr = — J_OO ve(t — ) S'(z) dx,

wobei Letzteres mittels Substitution von ¢t —7 durch z erhalten wurde. Hierbei unter-
suchen wir E(t) auf Grund der spéteren Berechnung der ibrigen Modellgleichungen
auch fiir Zeitpunkte vor dem Startzeitpunkt ¢y = 0. Betrachten wir den Zeitpunkt T
mit —oo < T < tg (siehe Seite , vor welchem kein Individuum mit der Krankheit
infiziert war. Demnach gilt S'(t) =0 fiir ¢t < T', weshalb

E(t)=— JOO ve(t —x) S (z)dz = — JT ve(t —x)S'(z)dz (3.5)

folgt. Die Modellgleichung fir E(t) des SEIR-IDGL-Modells ist hiermit gefunden.
Da vg(7) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, 7 Zeiteinheiten nach der Infektion noch
in der Gruppe E zu sein, gilt die Beziehung

0

E[Latenzzeit] = fo ~vE(T)dT. (3.6)

Dies kann analog zum Beweis von der Gleichung fiir die erwartete infektitse
Periode nachvollzogen werden.

Unter der Ausnutzung der Leibniz-Regel fiir Parameterintegrale (siehe [28, Satz 4.29,
S. 83]) zur Differentiation von E(t) nach ¢ folgt

Ew>=—Lg@u—msmmu—vmmsw> (3.7)

fir t € R. Mit der soeben erliauterten Bedingung vz (0) =1 gilt dementsprechend

E@=—Lﬁa—mwmm—9w,

wobei —S’(t) genau der Gesamtzahl der Individuen entspricht, welche zum Zeit-

punkt ¢ in die Gruppe E wechseln (das heifit die Anzahl der Neuinfektionen zum
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Zeitpunkt ¢). Demnach beschreibt —(E’(t)+5’(t)) die Anzahl der Individuen, welche
die Gruppe E zum Zeitpunkt ¢ verlassen. Wir bezeichnen nun mit i(¢) die Anzahl
der Individuen, welche genau zum Zeitpunkt ¢ von der Gruppe F in die Gruppe [
wechseln und demnach beginnen infektiés zu sein. Mittels der vorigen Uberlegungen
folgt

¢

i(t) = —(E'(t) + §'()) = L Aio(t — ) S'(z) da (3.8)

fiir t € R. Dementsprechend ist i(t) =0 fir ¢ < T erfiillt, da S'(t)=0 fir t < T
gilt. Analog zum SIR-IDGL-Modell (siche Seite , beschreiben wir durch ~7(7)
den Anteil der Infektiosen, welche 7 > 0 Zeiteinheiten nach dem Eintritt in die
infektiose Gruppe noch ansteckend sind und demnach der Gruppe I angehoren.
Die Funktion 77 : Rso—[0,1] ist stetig differenzierbar, monoton fallend und es
gilt 47(0) =1, da Individuen nicht unmittelbar nach dem Eintritt in die Gruppe I
gesunden (oder sterben). Der einzige Unterschied zu der Definition aus dem Kapitel
2:3|besteht darin, dass Individuen jetzt aus der Gruppe F nach I wechseln und somit
nicht mehr angenommen wird, dass Individuen direkt nach der Infektion ansteckend
sind. Nach wie vor gilt die Gleichung , das heifit

o0

E[Infektiose Periode]| = f yr(7)dr.
0

Durch i(t — 7)~y7(7) konnen wir die Anzahl der Individuen in der Gruppe I be-
schreiben, welche zu einem Zeitpunkt ¢t > 0 vor genau 7 Zeiteinheiten begonnen
haben ansteckend zu sein. Betrachten wir alle potentiellen Eintrittszeitpunkte in die
Gruppe I, so erhalten wir die Formel

0 t—T
I(t) :fo ’YI(T)i(t—T)dT=L vr(T)i(t —7)dr 99

- f vi(t —z)i(z) dz f ~vr(t — x) Jz Ve(z —u) S (u) dudz
T T T

A

fir ¢ > 0, wobei die zweite Gleichheit aufgrund der Eigenschaft i(t) =0 fir ¢t < T
gilt. Da Individuen, welche nicht mehr infektios sind, nach Annahme gesunden (oder
sterben), ldsst sich aus der Gegenwahrscheinlichkeit 1 —~7(7) eine Gleichung fiir die
Gruppe R herleiten. Von den Personen, welche zum Zeitpunkt ¢ — 7 in die Gruppe
I eingetreten sind, sind zum Zeitpunkt ¢ > 0 genau (1 — v7(7)) i(t — 7) Individuen
nicht mehr infektiés und demnach der Gruppe R zugehorig. Betrachten wir alle
potentiellen Zeitpunkte, zu denen ein Individuum in die Gruppe I eintreten kann,

so ergibt sich fiir ¢ = 0 die Gleichung
¢

R(t) = F (1 7i(r)) it — 7)dr = f (1= i(t - @) i(a) da
T (3.10)

0
[La=ut=o) [ v =5 duan
T T
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

Anfillige Individuen kénnen sich nur bei der Gruppe I, den Infektitsen, anstecken.
Die Anzahl der effektiven Kontakte ist, wie in Abschnitt vorgeschlagen, abhan-
gig von der Zeit seit dem Beginn der Infektidsitdt. Demnach erhalten wir, unter
Verwendung der Gleichung fiir die Gréle I(t), fiir die zeitliche Anderung von
S

t—T
50 =20 [ g miryite—ryar
0 (3.11)
st

T

N Lﬁ(t»t — )t — ) JT Ve(z —u) S’ (u) dudz

fiir ¢ = 0, wobei ebenso das Massenwirkungsgesetz angenommen wird. Zusammen-
fassend lasst sich das SEIR-IDGL-Modell durch die Gleichungen (3.11)), (3.5)), (3.9)),
(3.10) und (3.8) beschreiben:

t
st = -0 [ Bttt -2y as

E(t)=— JT ve(t — ) S'(z)dx
(3.12)

I(t) = JT vr(t — x)i(z) dx
R(t) = J (1=t —x))i(z)d

T

mit i(z) = {7V (z — u) S’(u) du, beziehungsweise

S(t) — —S](Vt) fT Bt t— 2) it — 2) L (@ — u) §'(u) du dw
B(t) —JA ve(t— 2) S () da

et N (3.13)
I(t) = f ~yi(t — x) JT Ve(r —u) S (u) dudx

T

R(t) = Lu ot — ) wa;;(x—w §/(u) dudz

fir £ = 0. Alles in allem kénnen wir bei dieser Erweiterung des SIR-IDGL-Modells
also nicht nur die infektiése Gruppe [ in iiberabzéhlbar viele ,,Untergruppen*
teilen, sondern ebenso mit der Gruppe E verfahren. Die Unterschiede in den einzel-
nen Untergruppen in Abhéngigkeit von der Zeit 7 seit dem Eintritt in die jeweilige
Gruppe werden durch die Funktionen g (7) und ~;(7) sowie §(t, ) ausgedriickt.
Da nach den Gleichungen fir allet >0

I(t)+R(t):fA fy](t—x)z‘(:n)dx—i-ﬁ (17t — 2)) i) do Ji(x)d:r

T T
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gilt, folgt

S0+ Rw) =80 + B0 +i(0)

S'(t) + E'(t) — (S'(t) + E'(t)) =0

S+ E'@t)+I'(t)+ R(t)=S"(t) + E'(t) +

fir ¢ > 0. Demnach ist die Annahme einer konstanten Bevolkerungszahl fiir das
SEIR-IDGL-Modell erfiillt.

Wie die Modellgleichungen des SIR-IDGL-Modells (2.16]), konnen die Gleichungen
fiir t > 0 von S’(z) mit T < x < 0 abhéngen. Wir nehmen deshalb an, dass der
Verlauf der Funktion S(¢) vor dem Beginn der Betrachtung als Anfangsbedingung
gegeben ist. Demnach sei S(t) = Sp(t) fiir t < 0 bekannt. Dabei gelte Sy(t) = N fir
t < T und die Funktion Sp(t) sei fiir ¢ < 0 differenzierbar.

3.3 Zusammenhang von SEIR-GDGL- und IDGL-Modell

Analog zum Abschnitt [2.4]fir die SIR-Modelle, untersuchen wir nun den Zusammen-
hang zwischen dem SEIR-GDGIL-Modell und dem SEIR-IDGL-Modell (3.12).
Wir betrachten hier nur die 2. Moglichkeit, eine Latenzzeit in das IDGL-Modell
einzubeziehen, da dort die Anzahl der Individuen in der Latenzzeit E(t) explizit

modelliert wird.

Betrachten wir somit das IDGL-Modell, welches durch die Gleichungen ([3.12))
definiert ist. Nehmen wir vereinfachend an, dass die effektive Kontaktrate § unab-
héngig von der Zeit seit der Infektion ist, das heifit (¢, 7) = 4(¢). Dann erhalten wir
firt>0

st = -2 [ Bt =0 - )iy as
_ w20 f; it = o) itz dz B _pr) S 1.

Falls die Gleichungen fiir I(¢) im SEIR-GDGL-Modell und im SEIR-IDGL-Modell
identisch wéren, wiirden die Gleichungen fir S’ ebenso iibereinstimmen (verglei-
che fur die Gleichung der Funktion S’(¢) im GDGL-Modell). Wir wollen nun
Formen fiir die Funktionen vg und ~; finden, sodass sich die Gleichungen des IDGL-
Modells auf die des GDGL-Modells reduzieren.

Behauptung. Seien x € (0,1] und v € (0,1] die verwendeten Parameter des
SEIR-GDGL-Modells aus dem Abschnitt [3.1l Wahlen wir die Parameter des IDGL-
Modells so, dass S(t,7)=0(t), ve(T)=e*7 und ~;(7)=e"77 fir 7 > 0 gilt, so
reduziert sich das SEIR-Modell basierend auf Integro-Differentialgleichungen
zu dem SEIR-Modell basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen ([3.3).
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

Beweis. Beschéftigen wir uns zunédchst mit der Grofle E’'(t). Im GDGL-Modell ist
die Dynamik des F-Kompartiments in den Gleichungen (3.3) durch

E'(t)=p1)I(t) —> — k E(t) = =S'(t) — k E(t)

fiir ¢ = 0 beschrieben. Wir wollen nun eine geeignete Funktion vg(7) fir das IDGL-
Modell bestimmen, sodass die Gleichung (3.7) fiir £’'(¢) im IDGL-Modell, das heifit

¢
E(®) = - [ 1t~ 2) S'(@)d 16(0) )
T
fiir t = 0 dieselbe Modellgleichung ergibt. Dies ware der Fall, falls

V(1) = —kyE(T) firT>=0

3.14
und  yp(0) =1 (3.14)

erfillt ist, da wir dann
B(0) = = | bt =) $'(a)d = 75(0) 5(0)
i f et —2)S'(@)de — 5'(8) B2 _k B@) — 5 (1)
T

und somit die gewiinschte Gleichung des GDGL-Modells erhalten. Folglich miis-
sen wir das Anfangswertproblem losen, um die spezielle Form fiir yg(7) zu
berechnen, bei welcher sich die Gleichung fiir £’ des IDGL-Modells zu der des
GDGL-Modells reduziert. Dieses Anfangswertproblem hat dieselbe Form wie das
Anfangswertproblem (2.19). Demnach ist yg(7) =€ *7 die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems , was analog zur Losung von (2.19)) tberprift werden
kann. Die Funktion vg(7) =e "7 ist offensichtlich stetig differenzierbar und streng
monoton fallend. Auerdem gilt e *7 € [0, 1] fiir alle 7 € R>o und €® = 1. Somit ist
die gefundene Form g (7) =€ "7 zulissig fiir das SEIR-IDGL-Modell, vergleiche
Seite 311

Wir haben eine Form fiir vg gefunden, sodass sich die Modellgleichung fiir die Grup-
pe E des IDGL-Modells auf die des GDGL-Modells reduziert. Betrachten wir nun die
Gleichungen fiir die Gruppe I. Im SEIR-GDGL-Modell ist I'(¢) in den Gleichungen

durch
I't)y=rkE(t) —vI(t)

fir t > 0 beschrieben. Die Modellgleichung fiir I(¢) im SEIR-IDGL-Modell ist durch
die Gleichung (3.9)) gegeben. Da «; nach Definition differenzierbar ist, folgt fiir t = 0

I(t) = L it = 2)i(z) da
e (1) = 1 (0) (1) + fT Yi(t - 2)i(x) dz,
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wobei mittels der Leibnizregel fiir Parameterintegrale [28, Satz 4.29, S. 83] abgelei-
tet wurde. Wenn wir die erhaltene Form fiir vg in den ersten Summanden dieses

Ausdrucks einsetzen, ergibt sich

v(0)i(t) B 4, (0) ffv;;@ — 1) 8'(z) da

— —k3(0) f;w — ) §'(2) de B ,(0) B ().

Gilt
(3.15)

so erhalten wir fiir ¢ > 0 die Gleichung

I'(8) = k41(0) E(t) + Lv}(t —a)i(z) da

=)~ [ e~ 2) i) ar @ B0 - 10

T
fir I'(t) im IDGL-Modell, also genau die Formel fiir das I-Kompartiment des SEIR-
GDGL-Modells . Wir miissen ~y7 somit so wéihlen, dass das Anfangswertproblem
erfiillt ist, damit sich die Gleichung fiir I'(t) des IDGL-Modells auf die des
GDGL-Modells reduziert. Das Anfangswertproblem entspricht genau dem in
([2.19), weshalb v;(7) =e™77 die eindeutige Losung darstellt. Da e™77 € [0,1] fiir
alle 7 € Rxq erfiillt ist, e™7% =1 gilt und ~;(7) =e~7" eine stetig differenzierbare
und monoton fallende Funktion darstellt, ist die gefundene Form zuléssig fir das
IDGL-Modell, vergleiche Seite [32}
Wir haben jeweils eine Form fiir vg und 7 gefunden, sodass die Gleichungen fiir
die Funktionen E’(t) und I'(t) des SEIR-IDGL-Modells mit den Formeln des SEIR-
GDGL-Modells iibereinstimmen. Da I(t)=1(0) + SS I'(z) dx gilt, ist dann ebenso
die Funktion I(t¢) identisch. Dabei ist die Anzahl der Infektiosen zum Startzeit-
punkt 7(0) unabhéngig von der Wahl des Modells, da die Dynamik der betrachteten
Krankheit vor dem Beginn der Betrachtung als Anfangsbedingung gegeben ist und
somit nicht von der Wahl des Modells abhéngt. Den Erlduterungen am Anfang die-
ses Abschnitts folgend, reduziert sich mit 5(¢,7) = 5(t) ebenfalls die Gleichung fiir
des IDGL-Modells S’(t) auf die des GDGL-Modells.

Zu zeigen bleibt, dass die Modellgleichung fiir die Gruppe R im IDGL-Modell bei
dieser Wahl der Funktionen v und ~; der Formel im GDGL-Modell gleicht. Be-
trachten wir die Gleichung (3.10) des IDGL-Modells und differenzieren mittels der
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

Leibnizregel fiir Parameterintegrale [28] Satz 4.29, S. 83|, so erhalten wir

R = | (1= (t = o) i) da

— R(t) = (1—1(0)) i(t) - fT Yi(t - 2)ix) da
0+ f it — z)i(z) dz &y 1(t).
T

Die Gleichungen fir R’ stimmen also fiir beide Modelle tiberein, vergleiche dazu

die Modellgleichung des GDGL-Modells fiir R/(t) in den Gleichungen (3.3). Somit
reduziert sich das SEIR-IDGL-Modell unter Verwendung der behaupteten Formen
der Funktionen g und 77 sowie mit 8(t, 7) = §(t) auf das SEIR-GDGL-Modell. [

Bemerkung 4. Aus der erhaltenen Form ~7(7) =e™7" folgt wie in Bemerkung
dass v im SEIR-GDGL-Modell durch

E[Infektitse Periode] =

2| =

bestimmt werden kann. Unter anderem muss (1) =e™ "

T gelten, damit sich
das IDGL-Modell auf das GDGL-Modell reduziert. Dabei beschreibt vg(7) die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Infizierter 7 Zeiteinheiten nach der Ansteckung noch
nicht infektios ist (vergleiche Seite . Mittels der Gleichung folgt daraus

die behauptete Moglichkeit (3.2)), x im GDGL-Modell zu bestimmen:

E[Latenzzeit] = JOOO ve(T)dT = lim Oa e R dr = %
Diese Gleichheit gilt, da x > 0 definiert wurde (siehe Seite . Auflerdem folgt
aus den speziellen Formen fiir v und 77, dass sowohl die infektiose Periode
als auch die Latenzzeit von Individuen im GDGL-Modell als exponentialverteilt
angenommen wird, wie beispielsweise in [42], S. 0622] behauptet wurde. Dies kann
analog zu Bemerkung [3| nachvollzogen werden, wobei alle Ausfithrungen dort auf
die gleiche Weise fiir die Latenzzeit beziehungsweise vg durchgefithrt werden

kénnen.

Alles in allem haben wir in diesem Kapitel die SIR-Modelle aus Kapitel [2| erwei-
tert, sodass eine Latenzzeit beriicksichtigt werden kann. Das SEIR-GDGL-Modell
ist weiterhin ein Spezialfall des SEIR-IDGL-Modells. Somit hat die Verwendung des
SEIR-IDGL-Modells anstatt des GDGL-Modells zur Modellierung von Infektions-
krankheiten nach wie vor keine Nachteile. Falls die Annahmen des GDGL-Modells
auf die betrachtete Krankheit zutreffen, kann man die Parameter des IDGL-Modells
so wihlen, dass es sich zu dem GDGL-Modell reduziert. Das IDGL-Modell kann im

Gegensatz zum GDGL-Modell eine effektive Kontaktrate einbeziehen, welche von der
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3 Erweiterung durch den Einbezug einer Latenzzeit

Zeit seit dem Eintritt in die Gruppe I abhéngig ist. Die gewonnenen Modellierungs-
moglichkeiten daraus sind je nach Krankheit essentiell, was aus der Argumentation
auf Seite [18] hervorgeht.

Das GDGL-Modell trifft zudem die Annahme, dass sowohl die Latenzzeit als auch die
infektiose Periode exponentialverteilt ist. Nach [42] S. 0622] ist dies fiir die meisten
Infektionskrankheiten aus epidemiologischer Sicht unrealistisch. Fiir eine mathema-
tische Betrachtung ist die Annahme allerdings angenehm. Realistischer kénnten die
Latenzzeit und die infektiose Periode einer allgemeinen Gamma-Verteilung folgen
[42, S. 0622]. Wearing et al. [42] warnten vor der Gefahr, dass eine unrealistische
Wahl der Modellannahmen, wie beispielsweise durch eine angenommene Exponen-
tialverteilung fiir die Latenzzeit und die infektiose Periode, zu unverhéaltnismafig
optimistischen Empfehlungen fiir die Politik fithren kann. Die Schéatzungen fiir die
Basisreproduktionszahl Ry, welche man auf verschiedene Arten aus dem betrachte-
ten Modell und beobachteten Daten gewinnen kann, sind je nach angenommenem
Modell verschieden [42, S. 0625f.]. Eine zu geringe Schétzung von Ry kann dazu fiih-
ren, dass die notwendigen Mafinahmen unterschatzt werden, welche zur Kontrolle
der Krankheit notwendigerweise beschlossen werden miissen [42, S. 0624f.]. Bei der
Wahl des Modells zur Simulation der Ausbreitung von Infektionskrankheiten sollte
man dementsprechend genau auf die zugrunde gelegten Annahmen achten [42), S.
0626].

Das IDGL-Modell hat dabei den Vorteil, dass beliebige, der Krankheit angepasste
Funktionen fiir v; und vg verwendet werden kénnen. Zudem besteht die Moglichkeit,
die effektive Kontaktrate als abhéngig von der Zeit seit dem Beginn der Infektitsitéat
anzunehmen. Deshalb sollte das Modell basierend auf Integro-Differentialgleichungen
zur Modellierung von epidemischen Infektionskrankheiten eingesetzt werden, um die

Dynamik der Krankheit in der Realitdt besser abzubilden.

Die GDGL- und IDGL-Modelle kann man zusétzlich durch weitere Gruppen er-
weitern, um speziellere Aussagen iiber das Infektionsgeschehen zu tétigen. Beispiels-
weise konnte man die Anzahl der Todesfélle durch die betrachtete Krankheit pro-
gnostizieren, wie in [22, S. 7] oder [29] umgesetzt. Die zugrundeliegenden Uberlegun-
gen dhneln unseren Ausfiihrungen fiir die zusétzliche Gruppe F in diesem Kapitel.
Beispielsweise weiteten Khailaie et al. [24] das GDGL-Modell auf ein Modell mit
sechzehn verschiedenen Kompartimenten aus, um die Dynamik von SARS-CoV-2
zu simulieren. Das IDGL-Modell wurde beispielsweise in [6, Kapitel 4.5.2] um eine
Gruppe T (dem Begriff treatment folgend) erweitert, in der Individuen beriicksich-
tigt werden, bei welchen die Krankheit behandelt wird und welche somit als weniger

ansteckend angesehen werden.
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4 Implementierung am Beispiel von
COVID-19

In diesem Kapitel wollen wir vergleichen, wie sich die GDGL-Modelle gegeniiber
den IDGL-Modellen bei der Simulation der Ausbreitung einer Infektionskrankheit
verhalten. Dazu wird das SEIR-GDGL-Modell und ein IDGL-Modell mit Latenz-
zeit mittels der Programmiersprache Python implementiert. Die Modellparameter
passen wir der COVID-19 Erkrankung an, um die Modelle anhand eines aktuellen
Beispiels zu testen. Dazu eignen sich Modelle mit Latenzzeit besser, da bei einer
Infektion mit SARS-CoV-2 nach aktuellem Wissensstand eine nichttriviale Latenz-
zeit angenommen werden kann [37, S. 3f.]. Im ersten Abschnitt werden zunéchst die
zur Simulation genutzten numerischen Methoden dargelegt. Nachfolgend werden die
verwendeten krankheitsspezifischen Parameter beleuchtet. Abschliefend fithren wir
Simulationen eines fiktiven und eines realitdtsnahen Szenarios durch und interpre-

tieren die Ergebnisse.

4.1 Verwendete Modelle und numerische Losungsverfahren

In diesem Abschnitt werden die Formen des GDGL- und des IDGL-Modells vor-
stellt, welche wir zur Simulation nutzen werden. Die Differentialgleichungen, welche
die beiden Modelle beschreiben, 16sen wir mit numerischen Verfahren. Diese Néhe-
rungsverfahren werden ebenfalls in diesem Kapitel vorgestellt. Auflerdem untersu-
chen wir im Abschnitt den Zusammenhang der verwendeten Modelle, um die
Ergebnisse der abschlieenden Simulationen besser vergleichen zu kénnen. Wir be-
trachten einen Einheitszeitschritt stets als einen Tag. Im Folgenden wollen wir die
Modelle in Anlehnung an Keimer und Pflug [22] lediglich anhand der Funktion S(¢)
vergleichen (beziehungsweise anhand von Grofien, welche aus der Funktion S(t) be-
rechnet werden konnen, beispielsweise die taglichen Neuinfektionen S(t) —S(t+1)).
Diese Funktion driickt die Dynamik der Krankheit hinreichend gut aus und es sind
recht verlédssliche Daten zum Vergleich mit der Realitdt vorhanden, wie wir in Ab-
schnitt sehen werden. Dementsprechend ist die gesuchte Funktion in den Dif-
ferentialgleichungen lediglich die Funktion S(t). Wir sind stets an einem Zeitraum
[0,T"] ausgehend von einem bestimmten Startzeitpunkt ¢y =0 mit einer beliebigen

Simulationsdauer T' € R interessiert.
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4 Implementierung am Beispiel von COVID-19

4.1.1 SEIR-GDGL-Modell

Fir die Modelle basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen betrachten wir
beispielhaft das SEIR-GDGL-Modell aus dem Abschnitt Dementsprechend wol-
len wir ein Anfangswertproblem bestehend aus dem gewohnlichen Differentialglei-
chungssystem ([3.3))

50 = 6010 28 = oty 1) 20
E'(t) = Ro(t) vy I(t) S]ift) -k E(t)
I'(t)y =k E(t) — v I(t)
R(t) =vI(t)
fiir t € [0, 7] und den Anfangswerten
S(0) = Sy, E(0) = Fy, I(0) = I, R(0) = Ry,

mit Sy, Ety, Ity , Ri, € No und Sy, + Eyy + Ity + Ry, = N numerisch 16sen. Wir verwen-
den die Grofle Ry(t) = @, welche auf Seite [20] als Abwandlung der Basisreproduk-
tionszahl eingefiihrt wurde, weil wir diese fiir das IDGL-Modell ebenfalls benttigen
werden. Dabei bezeichnet Ry(t) die durchschnittliche Anzahl an Neuinfektionen,
welche ein zum Zeitpunkt ¢ > 0 infektiéses Individuum in seiner infektiésen Periode
hervorrufen wiirde, falls die Bevolkerung ansonsten vollstandig anféllig wére. Die
Grofle beschreibt also die Gesamtzahl der effektiven Kontakte, die ein durchschnitt-
liches Individuums innerhalb seiner infektidsen Periode hat. Falls deutlich ist, dass
es sich um den Parameter Ry(t) handelt, bezeichnen wir Ry(¢) im Folgenden auch
schlicht als Reproduktionszahl. Die Definition von Ry(t) fiir das SIR-GDGL-Modell
gilt analog fiir die Parameterdefinition des SEIR-GDGL-Modells. Dies ist der Fall,
da Individuen ebenfalls nur im /-Kompartiment und somit fiir eine durchschnittliche
Zeit von % Tagen ansteckend sind.

In der vorliegenden Arbeit wird das Anfangswertproblem mit dem klassischen expli-
ziten Euler-Verfahren numerisch gelost, siehe dazu [I7, S. 557]. Dabei approximieren
wir die Losung der Funktionen auf dem dquidistanten Gitter {0=ty < t; < ... <
tp, =T} mit den Gitterpunkten ¢; =i At fiir i € {0,1,...,n}, wobei n € N5y belie-
big sei und At = % die Schrittweite darstellt. Somit kénnen wir eine approximative

Losung des Anfangswertproblems in den Gitterpunkten durch

S(tiz1) = S(t;) + At( — Ro(t:) v I(t:) S](\t;))

E(tiv1) = E(t;) + At(Ro(t;) v I(t;) S](\t; — K E(t;)) (4.1)
I(tiv1) = I(t;) + At(k E(t;) — v I(t:)

R(tiy1) = R(t;) + At v I(t;)
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4 Implementierung am Beispiel von COVID-19

fir i € {0,1,...,n—1} iterativ bestimmen, wobei die Anfangswerte und Ry(¢) in den
Gitterpunkten bekannt seien. So erhalten wir approximative Lésungen der Funktio-
nen S(t), E(t), I(t) und R(t) in den Gitterpunkten (wobei wir nur die Funktion
S(t) bendtigen). Zur numerischen Losung des Anfangswertproblems kénnte man ein
Verfahren mit hoherer Genauigkeit als das explizite Euler-Verfahren nutzen. Ob die
Genauigkeit des expliziten Euler-Verfahrens geniigt, sollte iiber die Bachelorarbeit

hinausgehend untersucht werden.

4.1.2 IDGL-Modell

Als Beispiel fiir Modelle basierend auf Integro-Differentialgleichungen betrachten
wir das IDGL-Modell von der Form nach Keimer und Pflug [22], welches in Ka-
pitel [2.3.3] vorgestellt wurde. Eine Latenzzeit beziehen wir der ersten Moglichkeit
aus Kapitel folgend ein. Das bedeutet flir das betrachtete Modell, dass wir
f/g(lf,r)z%&”l(f) passend setzen, sodass fg(t,7)=0 fir 0 < 7 < % gilt,
wobei % die durchschnittliche Latenzzeit von Individuen darstellt (siche Gleichung
(3.2))). Fiir unsere nachfolgenden Uberlegungen ist es essentiell, dass wir xq, 71 € R=g

kennen, sodass
fa(t,7) =0 fiir alle 0 < 7 < g oder 7 > x1 (4.2)

gilt. Wir nehmen an, dass xg und z1 dieser Art bekannt sind; fiir die zur Simulati-
on genutzte Form von fg wird dies ebenfalls der Fall sein. Im Sachzusammenhang
bedeutet dies, dass die durchschnittliche Latenzzeit von Individuen mindestens xg
Zeiteinheiten lang ist. Innerhalb einer Zeitspanne von x( Zeiteinheiten nach der In-
fektion ist ein durchschnittliches Individuum somit noch nicht infektios. Nach z
Zeiteinheiten nach der Infektion steckt ein durchschnittliches Individuum keine In-
dividuen mehr an, da zu diesem Zeitpunkt die infektiose Periode voriiber ist. Unsere
gesuchte Funktion ist lediglich S(¢) fir einen Zeitraum ¢ € [0, T']. Deshalb geniigt es
hier, nur die Gleichung zu betrachten, das heif3t

S'(t) = R?ét) S(t) L faltt — 2) 8 () da (4.3)
_ R?ét) S(t) L;O Falt,t — ) S'(x) da (4.4)

fiir t € [0, T], wobei die letzte Gleichheit aus der soeben angenommenen Eigenschaft
(4.2) von fg folgt. Aus Gleichung ist ersichtlich, dass S’(t) im betrachteten Zeit-
raum von S’(x) fiir x < 0 abhéngig sein kann (beispielsweise fiir kleine ¢t > 0). Wir
nehmen zur Konstruktion eines numerischen Losungsverfahrens deshalb zunéchst an,
dass S(t) fir t € R¢p vollstindig als Anfangsbedingung gegeben ist. Die bendtigten
Anfangsbedingungen werden wir nach der Herleitung des numerischen Verfahrens
zur Losung der Integro-Differentialgleichung einschrianken. Die Funktion Ry(t)
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4 Implementierung am Beispiel von COVID-19

fiir £ € R setzen wir ebenfalls als bekannt voraus, wobei die bendtigten Werte nach

der Herleitung des Verfahrens ebenso eingeschrénkt werden.

Die gesuchte Funktion S(¢) wollen wir, wie im letzten Abschnitt, auf dem &dqui-
distanten Gitter {0=1ty < t; < ... < t, =T} mit den Gitterpunkten ¢; fiir i €
{0,1,...,n} approximieren. Dabei muss At ausreichend klein beziehungsweise n
ausreichend grof$ in Abhéngigkeit von xg gewahlt werden, um die Losung in den Git-
terpunkten durch das folgende numerische Verfahren iterativ bestimmen zu kénnen.
Welche Einschrankung sich konkret ergibt, werden wir zu einem spéateren Zeitpunkt
feststellen. Das Verfahren zur numerischen Lésung ist hier komplexer als im vorigen
Abschnitt, da eine Integro-Differentialgleichung betrachtet wird. Wir gehen zur Her-
leitung eines numerischen Verfahrens analog zu der Beschreibung von Keimer und

Pflug zu ihrem genutzten numerischen Schema vor [22] Kapitel 3.4., S. 14].

Dazu betrachten wir zunéchst die Gleichung und treffen die Annahme, dass
S(t) #0 fir alle t € (—oo, T'] gilt. Demnach nehmen wir S(¢) > 0 an, da S(¢) aus dem
Sachzusammenhang heraus nur positive Werte annehmen kann. Ansonsten wiirde
sich die Krankheit ab dem ersten Zeitpunkt, bei welchem S(t) =0 gilt, nicht weiter
ausbreiten und S(t) wére ab diesem Zeitpunkt jedenfalls konstant null. Dies ist der
Fall, da nur Individuen aus der Gruppe S anfillig fiir die Krankheit sind und im
Laufe der Betrachtung keine weiteren Individuen zur Gruppe S hinzukommen. Falls
der erste Zeitpunkt, zu welchem S(t) =0 gilt, vor dem Startzeitpunkt liegt, ist die
Losung S(t) = 0 somit fiir den betrachteten Zeitraum ¢ € [0, T'] gefunden. Andernfalls
kann 7" kleiner gewahlt werden, sodass im betrachteten Zeitraum S(¢) > 0 gilt. Auf
den verkleinerten Zeitraum kann dann das folgende Schema angewendet werden.
Durch die Annahme S(t) > 0 konnen wir die Gleichung durch S(t) dividieren
und anschliefend eine Integration durchfiihren, vergleiche zu diesem Vorgehen [22]
S. 10]. Demnach gilt fiir alle i € {0,1,...,n — 1}:

S'(t) R;’V(t) S(t) Jt T bt — ) §'(2) da

.
— g((f)) _ R]“V(t) L t Faltst — 2) S () de
. :“ ié;‘)) du — L ” R‘}s.“) L u__: Fsluyu— ) §'(2) da du
Su:itizstg)ion LS(:H); dy = J:Hl R(J)\(TU) L“:) fa(u,u— ) S'(z) dz du
— In (S&z)ﬁ) = f:“ R(;\(f“) L u__: fa(u,u — ) 8" (z) dz du
o S(tis1) = S(t) exp ( f o R(;\(fm f T bl — @) §'(2) de du). (45)
1- e
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Auf der Basis von dieser Gleichung wollen wir ein numerisches Verfahren her-
leiten, um die Funktion S(¢) in den Gitterpunkten zu approximieren. Dafiir nutzen
wir fiir die beiden Integrale und fiir die Ableitung von S N&herungsverfahren, wel-
che wir in die erhaltene Gleichung einsetzen, um die Funktionswerte von S in den

Gitterpunkten iterativ bestimmen zu kénnen.

Zunéchst muss dazu die Ableitung von S ndherungsweise berechnet werden. Die
benotigten Ableitungen wollen wir durch zentrale Differenzenquotienten approximie-
ren, siehe [I7, S. 630]. Mittels der Taylorschen Formel [14, Sétze 1 und 2, S. 283f.]
folgt

(A;)Z S"(x) + O((A1)*)

S(x + At) — S(x) S5"(x)
At )

S(x + At) = S(x) + S'(z) At +

= S'(z) = At + 0((At)?) (4.6)

und

At)?

S(x — At) = S(x) — S'(z) At + (2) S"(z) + O((At)?)
S(z) — S(x — At) N S”(x)

At 2
falls S dreimal stetig differenzierbar ist. Eine Addition von (4.6)) und (4.7)) ergibt die
Approximation der Ableitung von S durch einen zentralen Differenzenquotienten
S(z + At) — S(z — At) S(x + At) — S(xz — At)

2 At 2 At '

Die verwendeten Funktionswerte von S miissen dabei schon bekannt sein. Dies ist

— S'(z) =

At + O((At)?), (4.7)

S'(z) =

+0((At)?) ~

fiir unser finales Verfahren unter bestimmten Bedingungen der Fall, was wir nach
der Herleitung des Verfahrens sehen werden. Zur Naherung der Integrale nutzen wir

numerische Quadraturformeln. Betrachten wir zunéchst das innere Integral

J T, u— 2) §'(2) da

u—x1
Wir schreiben der Ubersichtlichkeit halber noch S’(z) anstatt der hergeleiteten Ap-
proximation. Nun weiten wir die Definition von ¢; auf beliebige Indizes i € Z aus, das
heifit, dass wir nun ¢; =i At fir alle ¢ € Z anstatt nur fir i € {0,1,...,n} schreiben.
Dann definieren wir k(u) = sup{j € Z | t; < u — 21} und l(u):=inf{j €e Z | t; >
u — xo}. Demnach ist ¢, der Wert von allen ¢; mit j € Z und t; < u — x1, welcher
am néchsten unterhalb von dem Wert u — z; liegt. Aulerdem ist ¢,(,) der Wert von
allen t; mit j € Z und t; > v — o, welcher am nachsten oberhalb von u — zq liegt.

Somit folgt

Ju_xofg(u, u—z)S(x)dr = ltZ(U)fg(u, u—z) S (x)dz,

uU—1T1 tr(u)

43



4 Implementierung am Beispiel von COVID-19

da fg(t,7)=0 fiir alle 0 < 7 < x¢ oder 7 > =1 nach gilt. Diese Berechnung
hat den Zweck, dass wir im finalen numerischen Verfahren nur Funktionswerte in
den Punkten ¢; fiir ¢ € Z betrachten miissen. Um eine Naherung fiir das Integral zu
erhalten, nutzen wir eine Trapezsumme [17, S. 318, (36.3)]. Wir teilen das Intervall
[tk(u) , tg(u)] dazu in Teilintervalle und wenden auf den Teilintervallen jeweils die Tra-
pezformel [17, S. 317, (36.2)] an. Einerseits nutzen wir diese Form einer numerischen
Approximation anstatt einer simplen Trapezformel, um eine bessere Niaherung zu
erhalten. Andererseits wiirden wir unter der Verwendung einer Trapezformel auf-
grund der Form von fg lediglich Naherungen des Integrals mit einem Wert von null
erhalten. Um die Trapezsumme anzuwenden, teilen wir das Intervall [ty (), t¢)] an
den Stellen ¢; mit k(u) < j < £(u) in Teilintervalle. Dementsprechend erhalten wir

die Approximation
At L(u)—1

tZ u
L  pstun =) S dwn 5N (ol — 1) 8'(1) + Jynu— t5:0) S'(1500))
k() J=Te(w)

S (trw) 8 tewy)
=At (fﬁ (u, u—tk(u))% + fﬁ (u, u—tg(u)>% + Z fﬁ(u, u—tj) S/(tj)> .
j=k(u)+1
Als Quadraturformel fiir das duflere Integral nutzen wir die Trapezformel, siehe
[17, S. 317f.]. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir die hergeleiteten numerischen
Néherungen fir S’(x) sowie fiir das innere Integral abermals noch nicht ein. Wenden

wir die Trapezformel auf das duflere Integral an, so erhalten wir die Naherung

lit1 uU—x( ' ti—o

i i L1

Ro(tis1)

ti+1—T0 )
N L fa(tiv1,tiv — ) S'(x) dx).

i+1—T1
Setzen wir alle dargelegten Approximationen in die hergeleitete Gleichung fiir S

(4.5) ein, so erhalten wir das numerische Verfahren

ot;)—1
Oy ar At/ Ro(t;) At L S(tj1) = S(ti-1)
Sttin) = St (5 (LGN (=) S
J=k(t:)
£tiz1)—1
S(t; —5S(t; Ry (t; At
Foltists —t51) (tjr2) (]))+ o(tit1) At ST (Faltisn tin — ;) (48)
2 At N 2
J=k(ti+1)
S(tj+1) — S(tj-1) S(tj+2) — S(t)
: 5 AL 2+ fa(tiprs tivr — tjp1) — 5 A7 4 ))
firi € {0,1,...,n—1}. Somit haben wir ein numerisches Verfahren zur iterativen Be-

stimmung einer approximativen Losung der Integro-Differentialgleichung (4.4) des
IDGL-Modells fiir die Funktion S(¢) in den Gitterpunkten gefunden. Die genutzten

numerischen Approximationen fiir die Integrale und fiir S’ wurden so gewahlt, dass
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die Funktionen Ry(t) und S(t) beim finalen numerischen Verfahren nur in Stellen
t; mit i € Z ausgewertet werden. Zur Bestimmung von S(t;11) miissen alle genutz-
ten Werte von S auf der rechten Seite zuvor berechnet worden sein. Abgesehen
von dem Faktor S(t;) ist die grofite Stelle, an welcher die Funktion S zur iterati-
ven Berechnung von S(t¢;;+1) ausgewertet werden muss, die Stelle to(tip)+1 (Wobei
nach Definition von ¢(u) jedenfalls £(¢;) < #(t;+1) gilt). Damit alle zur Berechnung

genutzten Werte vorher bekannt sind, muss

Utig1))+1=inf{jeZ|jAt = (i+1)At —zo} + 1 <1
— Utig1))=inf{jeZ|(i+1—j)At<xo} <i-—1

gelten. Dies ist genau dann fir jedes i € {0, 1,...,n— 1} erfillt, wenn z¢ > 2 At gilt.
Dementsprechend miissen wir At so klein wéahlen, dass 2 At < xq erfillt ist, um die
iterative Berechnung durchfiihren zu kénnen.

Die kleinste Auswertung von S, welche wir zur Bestimmung der Werte S(¢;) mit
i € {1,2,...,n} bendtigen, ist an der Stelle t;)_; (wobei S(to) nicht bestimmt
werden muss, da S(0) in den Anfangsbedingungen gegeben ist). Dementsprechend
muss als Anfangsbedingung nicht zwingend S(t) fiir t € R¢o bekannt sein, sondern
es geniigt, dass lediglich die Werte S(t;) fur i € {k(0) — 1,...,0} bekannt sind.
Zusammenfassend kénnen wir zur numerischen Losung der Integro-Differentialglei-

chung (4.4) des IDGL-Modells wie folgt vorgehen:

Zur numerischen Approximation der Funktion S in den Gitterpunkten
ti=iAt fir i € {0,1,...,n} (mit At=L und n € N.g beliebig) als Lo-
sung der Integro-Differentialgleichung , nutzen wir die Iterationsvor-
schrift fur i € {0,1,...,n — 1}, wobei k(u)=sup{j € Z | t; < u — x1}
und l(u) = inf{j € Z | t; > u — xo} gilt. Dabei seien die Werte S(t;) fiir
i€ {k(0)—1,...,0} als Anfangsbedingungen gegeben, es gelte 2 At < xp und
Ry(t;) fiir i € {0,1,...,n} sei ebenfalls bekannt.

4.1.3 Vergleich der verwendeten Modelle

Um die Ergebnisse der Simulationen auf der Basis von den beiden genutzten Mo-
dellen vergleichen zu koénnen, wollen wir die Formel der Neuinfektionen S’(t) des
SEIR-GDGL-Modells in der Form des IDGL-Modells darstellen. Das Resultat
der Uberlegung, ohne Einbeziehung der Reproduktionszahl Ry(t), ist in [7, S. 68f]
zu finden.

Aus Abschnitt ist bekannt, dass sich das SEIR-IDGL-Modell mit der Wahl
YE(T) =" und (1) =e 77 sowie B(t,7) = B(t) auf das SEIR-GDGL-Modell re-
duziert. Wir nehmen im Folgenden 7 # « an. Fiir unsere verwendeten Modellpara-

meter, welche dem Erreger SARS-CoV-2 angepasst sind, wird dies ebenfalls erfiillt
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sein. Mittels der Gleichung fiir S’ im SEIR-IDGL-Modell (3.13) folgt dann unter
Verwendung der Modellparameter, unter welchen sich das IDGL-Modell auf das
GDGL-Modell reduziert,

S'(t) = —@ Bl =a) ult =) f; V(@ — u) S'(u) du da

@
N
Sjif JJ eV (t=2) o= (e “)S’( ) dudx

t T
B(t) f e~ (t-7) f ke @ 6 (y) du da

fir ¢ > 0. Da
G={(z,u) | T<z<t,T<u<z}={(zu)|u<z<t,T<u<t}

gilt, kdnnen wir die Integrationsreihenfolge aufgrund des Satzes von Fubini fiir Nor-
malbereiche vertauschen. Dabei muss gelten, dass e~ (=%) ¢=# (#=%) §/(y) beziiglich
G integrierbar ist, siehe dazu [3, S. 924 Satz von Fubini und S.927f.] in Verbindung
mit [I6, S. 72 und 75]. Gilt dies, so erhalten wir durch Vertauschung der Integrati-
onsreihenfolge

sy =W f J — () gmr(emu) 6 (u) da du

7
SJSE J S'(u —'yt+muJ =)z 4 du
SJSE J () e~ 7:’{ (e (y—r)t 6(7_“)“) du
S t) f S'(u —r(tmw) o=t gy
_ SJS& f S'(u e—R(t—u) _ =y (t*u)) du,

wobei die letzte Gleichheit mittels der Definition Ry(t) = B (t) fiir das GDGL-Mo-

dell auf Seite [20] folgt. Definieren wir nun fﬁ(t T) = 7 (e_’” — e 77) mit % :
RZ, — R, so folgt

S'(t) R;’\@ S(t) L Tt t — u) S'(u) du.

Dabei ist ff;(t,ﬂ > 0 fir ¢t,7 > 0 erfiillt, da k,v > 0 (vergleiche Seite 7| und
sowie Kk > v = e """ <e 7T und Kk <y = e "7 = e 77 fiir 7 = 0 gelten. Deshalb

gilt ,f\[;(t, 7) = 0 fur ¢t,7 > 0 fir jede zuldssige Wahl von x und 7. Fur die definierte
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Funktion }; ist

|Ft.)

0 0
_ 3 R —KT _ =T
L0 — Jo fa(t,7)dr = J e e dr

Tk Jo
J_’iﬁ(—i(O—l)Jr,ly(O—m)

_ak 1y 1 o
—V_ﬁ(ﬁ 7)—7_H(7 k) =1

erfiillt. Somit erhalten wir eine Funktion };, welche den Anforderungen aus Ab-
schnitt fiir die Funktion fg geniigt. Das fiir die Simulationen verwendete SEIR-
GDGL-Modell kann somit als spezielle Form des genutzten IDGL-Modells
angesehen werden. Dabei gilt die Gleichung allerdings nicht, da x¢p > 0 und
21 > 0 mit den erforderlichen Eigenschaften nicht gefunden werden kénnen
(fiir v, K > 0 und & # v gilt % #0und e "7 # e 77 fiir 7 > 0, sodass fz(t,7) #0
fir t = 0 und 7 > 0 gilt). Das hergeleitete numerische Verfahren kann somit nicht
angewendet werden. Das verwendete IDGL-Modell reduziert sich unter der Wahl
fa(t,7)= Jf’; (e7"T —e77) also auf das SEIR-GDGL-Modell. Die Funktion fz gibt
dabei die durchschnittliche Verteilung der Ry(t) Neuinfektionen iiber die Zeit nach
der Ansteckung von Infizierten zum Zeitpunkt ¢ an (falls die Bevolkerung ansonsten
vollsténdig anféllig wére), vergleiche Seite

4.2 Vorstellung der krankheitsspezifischen ModellgroBen

In diesem Abschnitt werden die Modellparameter fiir die in den Abschnitten [4.1.7]
und vorgestellten Modelle dargestellt, welche fiir die anschliefenden Simulatio-
nen genutzt werden. Die verwendeten epidemiologischen Parameter sollen so gewahlt
werden, dass sie den Verlauf einer COVID-19 Erkrankung widerspiegeln. Zudem wol-
len wir die Ausbreitung von SARS-CoV-2 am Beispiel von Deutschland untersuchen.
Daher nutzen wir fiir alle Simulationen fiir den Parameter N die reale Bevolkerungs-
zahl Deutschlands zum letzten bekannten Zeitpunkt, das heiit N =83 166 711 nach
[38].

Fir das SEIR-GDGL-Modell miissen wir die Parameter x« und -+ angepasst an
eine Infektion mit SARS-CoV-2 wihlen. Dies gelingt uns durch die Zusammenhénge
L und v = L welche in Bemerkung (4| her-

k= Erwartete Latenzzeit Erwartete infektiose Periode’

geleitet wurden. Dementsprechend miissen wir die durchschnittliche Latenzzeit und
die durchschnittliche infektiése Periode bei einer Infektion mit SARS-CoV-2 kennen.
Zur besseren Vergleichbarkeit mit der Arbeit von Kiihn et al. [29] werden diese Pa-
rameter anhand der dort herausgearbeiteten Werte |29, Table 2, S. 7] bestimmt. Die
Autoren verwendeten ein GDGL-Modell, welches unter anderem durch die Einbe-

ziehung verschiedener zusétzlicher Kompartimente und durch eine Altersauflésung
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erweitert wurde, um die Ausbreitung der COVID-19 Erkrankung zu simulieren. Wir
nutzen jeweils den Mittelpunkt der angegebenen Parameterintervalle zur Berech-
nung der verwendeten Latenzzeit und der infektiosen Periode. Die unterschiedlichen
Parameterangaben fiir einzelne Altersgruppen gewichten wir (falls nétig) mit realen
prozentualen Bevolkerungsanteilen Deutschlands. Dafiir verwenden wir die Daten
der aktuellsten Fortschreibung des Bevolkerungsstandes des Statistischen Bundes-
amtes [38]. Mittels dieser Methodik erhalten wir Durchschnittswerte fiir die dort
betrachteten Parameter ohne Beriicksichtigung des Alters. Fiir die Berechnung der
infektiosen Periode werden alle Aufenthalte in den infektiésen Kompartimenten in
die Rechnung einbezogen. Die Aufenthaltszeiten werden mit dem Anteil der Indivi-
duen gewichtet, welche innerhalb ihres Krankheitsverlaufes zu diesem Kompartiment
gehoren.

Alles in allem erhalten wir einen Wert von 3.3 Tagen fir die durchschnittliche La-
tenzzeit von Individuen und eine erwartete infektiose Periode von 8.2 Tagen. Die
Berechnung dieser Parameter aus den Daten von Kiihn et al. [29, Table 2, S. 7]

wurde mittels eines Python-Programms durchgefiihrt.

Fiir das IDGL-Modell (4.4]) miissen wir, neben der Funktion Ry(¢) und den An-
fangsbedingungen, die Funktion fz geméafl der Krankheit COVID-19 wéhlen. Dazu
nutzen wir analog zu Keimer und Pflug [22], S. 14] die Dichte einer verallgemeinerten

Beta-Verteilung:
I'(p+q)

f[i(t,T) = Bgf,m(T) = T(p) T(q) (z1 — xo)P+a—!

fiir 7 € R, wobei p, g, xg, 21 € Rso und zg # 1 gelte. Dabei sei I' die Euler’sche

(1= 20)" " (21 = 7)" X, 21)(T)

Gamma-Funktion (vergleiche [I5, S. 47]) und X (4, 4,) sei die Indikatorfunktion des
Intervalls (zg, z1) (vergleiche [I5] (1.16), S. 18]). Die Eigenschaft aus Abschnitt[2.3.3)
dass die L'-Norm von f3(t, ) iiber dem Intervall (0, o0) eins sein sollte, folgt mittels
der Uberlegung

o0
1506 M o000 = f BP9 (r)dr

I'(p+q) T1 . -
= F(p) F(Q) (.’I}l — xo)p+q—1 LO (7_ — 33‘0) 1 (5U1 _ 7_) 1 dr
) 1

X1
(1) I
= B(p,q) (w1 — zo)Pta1 LO (1 —xo)P (21 — 7)) Hdr

’ Bp, q)(?;l__miﬂo()))p“_l Ll ((:1?1 ~ ) U>P*1 ((1 —u) (x1 — :Uo))(r1 du

1 f - -1

= W (1 —w)?  du =1,
B(p,q) Jo (1=

wobei B(p, q) = X(l] uP~! (1—u)9~! du die Euler’sche Beta-Funktion sei, vergleiche [15]

S. 49]. Die Gleichheit (1) folgt mittels der Beziehung B(p, q) = FF(I(?)E(%) von Gamma-

—~
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—— GDGL-Modell
047 IDGL-Modell
0.3 A

E

W2 0.2
0.1 A

OjO 2j5 5j0 7j5 1(;.0 12‘.5 15I.0 17'.5 20I.0
Zeit nach der Infektion T (in Tagen)

Abbildung 4.1: Vergleich der fiir die Simulationen verwendeten Funktionen fiir fz(7)
des GDGL- und IDGL-Modells.

und Beta-Funktion (siehe [I5, (9.8), S. 276]) und (2) folgt mittels der Substitution

T—X0
T1—xo "

w=
Die Parameter xy und x; der Beta-Funktion wihlen wir so, dass x :=(Durchschnittli-
che Latenzzeit) = 3.3 Tage und 1 := (Durchschnittliche Latenzzeit) 4+ (Durchschnitt-
liche infektiose Periode) =11.5 Tage fiir die Simulationen gilt. Dies stellt dar, dass
Individuen in der Latenzzeit nicht ansteckend sind und nachfolgend nur bis zum
Ende der infektitosen Periode anfillige Individuen anstecken kénnen. Die Parameter
entsprechen den notwendigen Werten zy und x; aus Abschnitt Fiir die Para-
meter p und ¢ der Beta-Verteilung setzen wir p =3 und ¢ =10 nach [22, S. 14]. Dies
bildet ab, dass die Wahrscheinlichkeit Andere anzustecken kurz nach dem Beginn

der Infektiositéit vergleichsweise hoch ist.

Mittels der Rechnung in Abschnitt konnen wir die beiden fiir die Simula-
tionen genutzten Funktionen fg des GDGL- und des IDGL-Modells miteinander
vergleichen. Dafiir sind die verwendeten Funktionen unter Beriicksichtigung der so-
eben angegebenen Hohe der Latenzzeit und der infektiosen Periode in Abbildung
[41] dargestellt. Wir konnen erkennen, dass ein durchschnittliches Individuum im
GDGL-Modell vor dem Ende der durchschnittlichen Latenzzeit andere Individuen
ansteckt. Auflerdem erstrecken sich die Neuinfektionen {iber einen l&ngeren Zeitraum
als im IDGL-Modell. Dies ist der Fall, da im SEIR-GDGL-Modell mit Ubergangs-
raten zwischen den Kompartimenten gearbeitet wird und nicht gemafl der bereits

in einem Kompartiment verbrachten Zeit unterschieden wird. Die Infektionen im
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IDGL-Modell sind auf einen kiirzeren Zeitraum konzentriert und der grofite Anteil

der Ansteckungen findet kurz nach dem Ende der Latenzzeit statt.

4.3 Simulationen eines fiktiven Szenarios

Bevor wir uns mit realen Simulationen der Ausbreitung der COVID-19 Erkrankung
in Deutschland beschéftigen, betrachten wir ein fiktives Szenario. Wir wollen das
Verhalten der Prognosen mittels der beiden Modelle bei einer Verdnderung der Re-
produktionszahl Ry(t) anhand von zwei numerischen Experimenten untersuchen.
Wir priifen dementsprechend, welche Auswirkungen die unterschiedliche Wahl der
Funktion fz in den verwendeten Modellen hat. Durch das abschlieende reale Szena-
rio, bei welchem R(t) ebenfalls nicht konstant bleiben wird, konnen wir beurteilen,

welches Verhalten der beiden Modelle als realistischer anzusehen ist.

4.3.1 Beschreibung des implementierten fiktiven Szenarios und
Herleitung der Anfangsbedingungen

Um das Verhalten der Prognosen mittels der beiden Modellen bei einer Anderung
der Reproduktionszahl Ry(t) zu untersuchen, wollen wir die Reproduktionszahl zu-
néchst auf einen Wert von eins setzen. Unter diesem Umstand steckt ein Infizierter,
unter der Annahme einer ansonsten vollstindig anfélligen Gesellschaft, im Mittel
genau eine weitere Person an. In Abschnitt haben wir den Wert eins fiir die
Basisreproduktionszahl und die effektive Reproduktionszahl als Schwellenwert fiir
eine weitere Ausbreitung der Krankheit oder einen Riickgang der Anzahl der Infi-
% ~ 1 fir den betrachteten Zeitraum, so gleicht die
Reproduktionszahl Ry(t) laut der Feststellung Reg(t) = Ro(t) % auf Seite |20| etwa
der effektiven Reproduktionszahl.

zierten charakterisiert. Gilt

Falls S(t)~ N und Ry(t) =1 gelten, konnen wir fiir die zur Simulation verwende-
ten Modelle Anfangsbedingungen finden, sodass die Anzahlen der Neuinfektionen
innerhalb eines Zeitschrittes At iiber den gesamten Betrachtungszeitraum nahezu
identisch bleiben. Das bedeutet, dass S(t) — S(t + At) von Beginn der Betrachtung
an fiir alle ¢ mit [¢,¢ + At] < [0,T] nahezu identisch sein soll. Um eine Vergleich-
barkeit der Modelle zu garantieren, wollen wir diese Anfangsbedingungen fiir das
SEIR-GDGL-Modell und das IDGL-Modell herleiten. Damit zeigen wir gleichzeitig,
dass eine Bestimmung solcher Anfangswerte mdoglich ist. Die prognostizierten Neu-
infektionen innerhalb eines Zeitschrittes sollen in beiden Modellen identisch sein.
Zur Untersuchung des Verhaltens der Modelle bei einer Anderung der Reproduk-
tionszahl, wollen wir Ry(¢) in den Simulationen nach einer gewissen Zeit erhthen
beziehungsweise verringern. Da die Neuinfektionen innerhalb eines Zeitschrittes bei

Ry(t) =1 weiterhin konstant geblieben wéren, konnen wir durch dieses Vorgehen
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untersuchen, wie stark sich eine Verdnderung von Ry(t) auf die Funktion S(t) als
Losung der Modellgleichungen auswirkt. Zur Simulation verwenden wir eine Schritt-
weite At = % Tag und eine Simulationsdauer von T = 20 Tagen. Um die Anfangsbe-
dingungen herzuleiten, nehmen wir fiir unser fiktives Szenario an, dass % ~1 im
betrachteten Zeitraum gilt. Das heifit, dass die Bevolkerung nahezu vollstindig an-
fallig ist. Diese Annahme treffen wir, da Ry(t) unter dem Umstand einer bis auf den
betrachteten Infizierten vollstandig anfilligen Bevolkerung definiert ist und Ro(t)
dann nahezu der effektiven Reproduktionszahl gleicht, fiir welche der Wert eins als

Schwellenwert hergeleitet wurde.

Zunéchst wollen wir solche Anfangswerte fiir das GDGL-Modell bestimmen. Be-
trachten wir die Gleichung des numerischen Verfahrens zur Approximation der Funk-
tion S(t) in (4.1) mit Ro(t) =1 und % ~ 1, so erhalten wir

S(ti_;,_l) - S(tl) x =7 I(tl) At.

Daraus folgt, dass die Grofe I(t;) fir i € {0,1,...,n — 1} nahezu konstant bleiben
muss, falls die Neuinfektionen in jedem Zeitschritt At, das heifit S(t;) — S(ti+1),
nahezu identisch bleiben sollen. Die Gleichungen in (4.1) fiir die Bestimmung der

Funktionen E und I reduzieren sich unter den gegebenen Bedingungen zu
E(ti1) — E(ti) ~ At (yI(t;) — x E(t;))
I(tiv1) — I(t;) = At (K E(t;) —v1(t)).
Demnach bleibt die Grofle E(t;) fir ¢ € {0,1,...,n — 1} ungefdhr gleich, falls I(t;)

konstant bleiben soll (das heifit I(¢;41) — I(¢t;) =0). Dies ist genau dann erfiillt,
wenn k E(t;) ~v I(t;) gilt. Falls dies fiir den ersten Zeitschritt giiltig ist, wir also

k E(to) =~ I(to) setzen, bleiben die beiden Gréfien somit iiber den gesamten betrach-
teten Zeitraum nahezu konstant (falls Ro(¢) =1 bestehen bleibt). Folglich bleibt die
Anzahl der Neuinfektionen innerhalb eines Zeitschrittes im betrachteten Zeitraum
nahezu konstant.

Nehmen wir nun an, dass zum Startzeitpunkt insgesamt 50000 Personen infiziert
sind (demnach den Gruppen E oder I zugehoren, das heifit Ey, + I;, =50 000) und
keine Person immun ist. Dabei ist der Wert 50 000 etwas willkiirlich gewahlt. Er ist
jedoch gro genug, um das Verhalten der Neuinfektionen bei Anderungen von R(t)
zu interpretieren und klein genug, damit die Annahme % ~ 1 vertretbar bleibt.
Falls diese Bedingungen erfiillt sind, bleiben die qualitativen Aussagen der aus den
Simulationen erhaltenen Kurven bei einer abweichenden Wahl des Wertes dieselben.
Aus den Gleichungen Ep, + I;, =50000 und x E(tg) =~ I(ty) folgt die Wahl der
Anfangswerte

Y

Y+ K

Sty = N—50000 By, = 50000 ly="Fy  Ry=0.
Y
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Mit diesen Anfangswerten bleibt die Anzahl der Neuinfektionen innerhalb eines
Zeitschrittes At im betrachteten Zeitraum nahezu konstant, falls die Bedingungen
Ry(t)=1 und % ~ 1 gelten.

Fiir das IDGL-Modell sollen nun Anfangsbedingungen gefunden werden, sodass es
bei Ry(t) =1 dieselbe, nahezu konstante Anzahl an Neuinfektionen pro Zeitschritt
wie das GDGL-Modell prognostiziert. Betrachten wir die stetige Formulierung des
IDGL-Modells in und nehmen an, dass die Steigung der Funktion .S vor dem
Zeitpunkt ¢ konstant war, also dass S'(z) =c € R fiir alle x < t gilt. Dann wird die
Steigung zum Zeitpunkt ¢ fiir Ry(¢) =1 und % ~ 1 etwa denselben Wert annehmen,

da
t—xo

S'(t) ~ L fa(t,t —z) S (z)dz

—a
t—z0
:cf fa(t,t—x)dz =c¢
t—x1

gilt. Die letzte Gleichheit gilt, weil die L'-Norm der Funktion fs iiber dem Intervall
(0,00) eins ist und aufgrund der Eigenschaft (4.2). Somit bleiben auch die Neuin-
fektionen innerhalb eines Zeitschrittes At nahezu konstant, weil dann S(t + At) —
S(t) ~ S'(t) At ~ c At gilt (wobei die erste Ndherung aus der Taylorschen Formel
[14, S.238f.] folgt). Die Funktion S(¢) als Losung der Integro-Differentialgleichung
wird in den Simulationen mit dem numerischen Verfahren approximiert,
welches nur Werte in den Punkten ¢; mit ¢ € Z verwendet. Deshalb werden die Simu-
lationsergebnisse ebenfalls approximativ identische Neuinfektionen innerhalb eines
Zeitschrittes prognostizieren, falls die Anfangsbedingungen so gewéhlt sind, dass die
Neuinfektionen innerhalb von jedem betrachteten Zeitschritt konstant bleiben.

Die prognostizierten Neuinfektionen innerhalb eines Zeitschrittes At sollen den Pro-
gnosen des GDGL-Modells gleichen. Dafiir setzen wir die Neuinfektionen innerhalb
eines Zeitschrittes in den Anfangsbedingungen fiir das IDGL-Modell auf den Wert,
welchen das GDGL-Modell fiir den ersten Zeitschritt berechnet. Die prognostizier-
ten Neuinfektionen der numerischen Simulation des IDGL-Modells sind dann nahe-
zu konstant und gleichen den Prognosen des GDGL-Modells. Unter den Annahmen
Ry(t)=1 und % ~ 1 erhalten wir fiir das GDGL-Modell

S(AL) — S(0) ~ — I(0) At.

Deshalb setzen wir unsere Anfangsbedingung fiir das IDGL-Modell so, dass S(t;) —
S(ti—1) = — v 1(0) At fiir alle 7 € {k(0),...,0} und S(ty)—1) =N erfiillt sind. Diese
Anfangsbedingungen koénnten unrealistisch sein, jedoch ist dies unproblematisch,
da wir ein fiktives Szenario betrachten. Besonders bei einem hohen Wert von 1(0)
ist es unrealistisch, dass zum Zeitpunkt ¢;)_; keine Person infiziert war und sich

innerhalb des folgenden Zeitschrittes v I(0) At Personen infizieren.
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Somit haben wir fiir das GDGL- und das IDGL-Modell Anfangsbedingungen ge-
funden, sodass die prognostizierten Neuinfektionen pro Zeitschritt Az, unter den
Annahmen Ry(t) =1 und % ~ 1, iiber den betrachteten Zeitraum nahezu konstant
bleiben und identisch fiir beide Modelle sind.

4.3.2 Ergebnisse der Simulationen und Interpretation

Die Uberlegungen des vorigen Abschnitts wollen wir nutzen, um das Verhalten der
Prognosen der beiden Modelle bei einer Veranderung der Reproduktionszahl Ry(t)
anhand von zwei numerischen Experimenten zu vergleichen. Dazu verwenden wir
die hergeleiteten Anfangsbedingungen fiir die beiden Modelle in den Simulationen

sowie die hergeleiteten numerischen Losungsverfahren aus Abschnitt

Im ersten Fall reduzieren wir die Reproduktionszahl nach einer Simulationszeit
von 5 Tagen von einem Wert von Ry(t) =1 auf einen Wert von 0.7. Dies kénnte
die Einfithrung einer politischen Mafinahme gegen die Ausbreitung von COVID-19
simulieren, siehe dazu Abschnitt Die Ergebnisse der Simulation unter den
beschriebenen Bedingungen ist in Abbildung dargestellt. Als kumulierte Infek-
tionen zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir im Folgenden die Gesamtzahl der Individuen,
welche zu einem beliebigen Zeitpunkt vor der Zeit ¢ mit dem Erreger SARS-CoV-2
angesteckt wurden. Dabei differenzieren wir nicht, ob sich eine Person noch in der La-
tenzzeit befindet, infektios ist oder bereits gesundet (oder verstorben) ist. Demnach
bezeichnen die kumulierten Infektionen die Summe der Anzahlen der Individuen in
den Gruppen FE, I und R, das heifit E(t) + I(t) + R(t) =N — S(t).

Die Neuinfektionen pro Zeitschritt At sinken im Ergebnis der Simulation nach Ver-
ringerung von Ry(t) zunéchst stark ab, da alle infizierten Individuen innerhalb ih-
rer infektiosen Periode eine geringere Anzahl an Neuinfektionen hervorrufen. Beim
IDGL-Modell verhéilt sich die Kurve der Neuinfektionen nachfolgend fiir eine Zeit
von etwa einer durchschnittlichen Latenzzeit konstant. Dies ist der Fall, da Individu-
en im IDGL-Modell erst nach einer durchschnittlichen Latenzzeit beginnen infektios
zu sein, was am Verlauf von fz in Abbildung erkennbar ist. Individuen, wel-
che innerhalb einer Latenzzeit nach der Reduktion von Ry(t) beginnen infektios zu
sein, sind somit vor der Reduktion angesteckt worden. Dementsprechend werden zu
einem bestimmten Zeitpunkt innerhalb dieser Periode noch verhéltnisméaBig viele
Menschen infektios und die Anzahl der Neuinfektionen bleibt konstant. Erst nach-
dem eine durchschnittliche Latenzzeit nach der Reduktion der Reproduktionszahl
vergangen ist, beginnen weniger Individuen infektios zu sein als zuvor, da diese nach
der Reduktion von Ry(t) angesteckt wurden. Dementsprechend stecken weniger Indi-
viduen andere Personen an, welche anschliefend selbst Neuinfektionen hervorrufen

konnten. Die Kurve der Neuinfektionen sinkt somit nach dem Ende einer durch-
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Abbildung 4.2: Simulationen des fiktiven Szenarios mit Reduktion von Ry(t) =1 auf
Ry(t) = 0.7 nach 5 Simulationstagen. Oben sind die kumulierten Infektionen ver-
gleichend fiir das GDGL- und das IDGL-Modell dargestellt. Unten findet sich
eine Darstellung der Neuinfektionen innerhalb des vorherigen Zeitschritt At.
Beispielsweise ist der Wert an der Stelle At Tage durch S(0) — S(At) gegeben.
Die Stelle der Verdnderung der Reproduktionszahl ist durch die griinen verti-
kalen Linien gekennzeichnet. Die braune vertikale Linie in der unteren Graphik

markiert das verstreichen von genau einer durchschnittlichen Latenzzeit seit der

Anderung von Ry(t).

schnittlichen Latenzzeit nach der Reduktion stark.

Die Kurve der Neuinfektionen pro Zeitschritt des GDGL-Modells verhélt sich anders
als die Kurve des IDGL-Modells. Die Kurve bleibt nicht fiir eine durchschnittliche
Latenzzeit konstant, sondern fillt unmittelbar nach der Reduktion von Ry(t) weiter
ab. Dies ist der Fall, da ein durchschnittliches Individuum unmittelbar nach der An-
steckung andere Individuen infiziert (trotz Nutzung eines Modells mit Latenzzeit).
Dies ist in Abbildung erkennbar. Demnach bleibt die Kurve der Neuinfektionen
nach der Reduktion nicht fiir eine Zeit konstant, da nicht nur die bestehenden In-

fektitsen weniger Personen anstecken, sondern zusitzlich direkt weniger Personen
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beginnen infektits zu sein. Individuen im GDGL-Modell sind allerdings ldnger in-
fektios als Individuen im IDGL-Modell. Demnach rufen Individuen, welche vor der
Reduktion von Ry(t) angesteckt wurden, eine lange Zeit nach der Ansteckung noch
Neuinfektionen hervor. Diese stecken dann selbst Individuen an. Somit werden im
GDGL-Modell nach dem Ende einer durchschnittlichen Latenzzeit im Vergleich zum
IDGL-Modell mehr Individuen angesteckt, da Personen im GDGL-Modell ldnger in-
fektios sind als im IDGL-Modell. Die Kurven des IDGL-Modells der Neuinfektionen
pro Zeitschritt At und der kumulierten Infektionen liegen kurz nach dem Ende einer
durchschnittlichen Latenzzeit nach der Reduktion von Ry(t) unter den Kurven des
GDGL-Modells. Am Ende des Betrachtungszeitraumes, demnach 15 Tage nach der
Reduktion der Reproduktionszahl, fallt die Schitzung der kumulierten Infektionen
des GDGL-Modells um etwa 5.46% hoher aus als die Schiatzung des IDGL-Modells,
das heif3t %ﬁ;gf ~ 1.0546. Dabei bezeichne Sgpgr,(t) die Prognose der Simu-
lation mit dem GDGL-Modell fiir die Anzahl der Anfélligen zum Zeitpunkt ¢t und
Sipcr(t) sei die entsprechende Bezeichnung fiir das IDGL-Modell. Die Prognose mit-
tels des IDGL-Modells reagiert also nach einer gewissen Verzogerungszeit von der

Lénge einer durchschnittlichen Latenzzeit stirker auf eine Reduktion von Ry (t).

Im zweiten Fall wurde die Reproduktionszahl nach einer Simulationszeit von 5
Tagen von Ry(t) =1 auf einen Wert von 1.3 erhoht. Dies konnte die Lockerung ei-
ner politischen Mafinahme gegen die Ausbreitung von SARS-CoV-2 simulieren. Die
Ergebnisse der Simulation mittels des GDGL- und des IDGL-Modells sind in Abbil-
dung[4.3]dargestellt. Das Verhalten der Kurven ist ahnlich zu dem Fall der Reduktion
der Reproduktionszahl zu interpretieren. Beide Kurven erhchen sich zum Zeitpunkt
des Anstiegs der Reproduktionszahl, da bereits Infizierte mehr Infektionen innerhalb
ihrer infektitsen Periode hervorrufen. Beim IDGL-Modell ergibt sich abermals eine
Verzogerung der stark wachsenden Neuinfektionen von etwa einer Latenzzeit, da erst
nach dieser Zeitspanne mehr Individuen beginnen infektits zu sein als zuvor. Diese
Individuen rufen neue Infektionen hervor und verursachen somit einen starken An-
stieg der Neuinfektionen. Beim GDGL-Modell ist keine Verzogerung beobachtbar,
da Individuen unmittelbar nach ihrer Ansteckung beginnen infektits zu sein, siehe
Abbildung Demnach stecken von Beginn an mehr Infizierte andere Individuen
an. Nachfolgend benétigen die Infizierten eine ldngere Zeit als Individuen in der
Simulation mittels des IDGL-Modells, um Ry(t) Neuinfektionen hervorzurufen. So-
mit kénnen die Neuinfizierten erst spéter als im IDGL-Modell selbst andere Personen
anstecken, weshalb die Kurve der geschétzten Anzahlen der Neuinfektionen pro Zeit-
schritt kurz nach dem Ende der durchschnittlichen Latenzzeit nach der Erhéhung
im GDGL-Modell deutlich unter der des IDGL-Modells liegt. Durch diesen Effekt
ist die Schitzung der kumulierten Infektionen des GDGL-Modells am Ende des Be-
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Abbildung 4.3: Simulation des fiktiven Szenarios mit Erhéhung von Ry(t) =1 auf
Ry(t) = 1.3 nach 5 Simulationstagen. Die Graphen sind analog zu den Darstel-
lungen in Abbildung [4.2] zu verstehen.

trachtungszeitraumes, demnach 15 Tage nach der Erhéhung der Reproduktionszahl,
um etwa 8.06% niedriger als die des IDGL-Modells, das heif3t % ~0.9194.
Somit reagiert die Prognose des IDGL-Modells nach einer gewissen Verzogerungszeit

stiarker auf eine Erhohung der Reproduktionszahl.

Zusammenfassend wurde festgestellt, dass die Prognose mittels des verwendeten
IDGL-Modells nach einer Verzogerungszeit von etwa einer Latenzzeit empfindlicher
auf Anderungen der Reproduktionszahl Ry(t) reagiert. Dies ist in der Kurve der
Neuinfektionen pro Zeitschritt At und den kumulierten Infektionen erkennbar. Die
unterschiedlichen Reaktionen auf eine Verédnderung von Ry(t) ist hauptsichlich auf
die verschiedenen Wahlen der Funktion fgz in den beiden Modellen zuriickzufiihren,
welche in Abbildung dargestellt sind. Dies ist der Fall, da sich die beiden zur
Simulation verwendeten Modelle nur in der Wahl der Funktion fz unterscheiden,

was in Abschnitt gezeigt wurde.

Im Verlauf der Kurve der geschétzten Neuinfektionen innerhalb eines Zeitschrittes
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des IDGL-Modells ist bei der Reduktion wie auch im Falle der Erhéhung der Repro-
duktionszahl eine Wellenform zu erkennen. Wellen in einer solchen Kurve nach einer
Anderung der Reproduktionszahl sind fiir ein #hnliches Modell (zunéchst in einer
vereinfachten Form und anschlieflend auf einen allgemeineren Fall erweitert) eben-
falls von Fodor et al. [13, S. 6f.] beobachtet und als realitdtsnaher Effekt dargestellt

worden.

4.4 Simulationen eines realistischen Szenarios

Wir wollen nun untersuchen, mit welcher Genauigkeit die beiden zur Simulation
genutzten Modelle realistische Daten zur Ausbreitung der COVID-19 Erkrankung
am Beispiel von Deutschland prognostizieren kénnen. Im Endeffekt untersuchen wir,
ob eine realistischere Wahl der Funktion fg zu signifikant besseren Prognosen fithren
kann. Dies ist der Fall, da sich das verwendete IDGL-Modell bei einer bestimmten
Form von fg auf das SEIR-GDGL-Modell reduziert, siche Abschnitt

4.4.1 Herleitung der bendtigten GroBen unter Verwendung realer Daten

Zur Simulation eines realistischen Szenarios benétigen wir moglichst realistische An-
fangsbedingungen fiir das GDGL- und das IDGL-Modell sowie Schitzungen fiir den
Parameter Ry(t). Um abschliefend die erhaltenen Prognosen mit realen Gegebenhei-
ten zu vergleichen, bendtigen wir zudem reale Vergleichswerte fiir die Funktion S(¢).
In diesem Abschnitt werden deshalb reale Datenquellen vorgestellt, welche sich mit
der Erkrankung COVID-19 beschéftigen. Aus diesen Datenquellen werden wir die
bendtigten Anfangsbedingungen und den zeitlichen Verlauf der Reproduktionszahl
moglichst realitdtsnah herleiten. Aulerdem bereiten wir die realen Daten auf, sodass
sie mit den Prognosen der Modelle vergleichbar sind. Zur Simulation verwenden wir
die Schrittweite At = 2—10 Tag und simulieren {ber einen Zeitraum von T =20 Ta-
gen. Auflerdem ordnen wir einem ausgewéhlten Startdatum, welches innerhalb der
verfiigbaren realen Daten liegen und eine Berechnung der Anfangsbedingungen zu-
lassen muss, den Zeitwert tg =0 zu. Dabei beschreibe tg =0 den Start des Tages
des betrachteten Datums (demnach die Uhrzeit 0 Uhr). Somit sind die Zeitwerte
t € 7Z jeweils dem Beginn des entsprechenden Tages vor beziehungsweise nach dem

Startdatum zuzuordnen.

Fiir die Schéatzung der Anfangsbedingungen fir das GDGL-Modell und fiir das
IDGL-Modell sowie den Vergleich der Simulationsergebnisse mit realen Daten ver-
wenden wir die Daten des Nowcastings des Robert Koch-Instituts (folgend wird die
Abkiirzung ,,RKI“ genutzt) [26]. Neue COVID-19-Erkrankungsfille werden mit ei-

nem gewissen Diagnose-, Melde- und Ubermittlungsverzug an das RKI {ibermittelt.
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Das Verfahren des Nowcastings wird deshalb verwendet, um eine Schitzung der
taglichen Neuerkrankungsfille zu erstellen und die an das RKI iibermittelten Falle
somit um diesen Verzug zu bereinigen [19, S. 10f.]. Aus den Daten des Nowcastings
erhalten wir eine Schitzung fiir die Anzahl der téglichen Neuerkrankungen, das heifit
die Anzahl der Fille, deren Symptombeginn am jeweiligen Datum liegen [19, S. 11].
Asymptomatischen Féllen wird dabei ein kiinstliches Erkrankungsdatum zugeord-
net. Fiir weiterfiihrende Erlduterungen des Nowcastings des RKIs zur Schitzung der
taglichen Erkrankungsfille siehe [19]. Bezeichnen wir nun mit {(¢) die gegebene An-
zahl der Neuerkrankungen innerhalb des Tages, welcher zum Zeitpunkt ¢ € Z startet.
Um stabilere Schitzungen zu erhalten, verwenden wir einen geglitteten Wert der
Anzahl der Neuansteckungen. Wir glitten die Werte, indem wir den Durchschnitt
der Anzahl der Neuansteckungen am betrachteten Datum, in den vorigen 3 Tagen
und den nachfolgenden 3 Tagen berechnen, das heifit 1 Ziig (s) fiir den Tag,
welcher zum Zeitpunkt ¢ beginnt. Durch diese Glattungen werden vorhandene Wo-
chentagseffekte in der Schiatzung der Neuerkrankungsfille [27, S. 6] ausgeglichen.
Auflerdem arbeiten wir in unseren Modellierungen ausschliellich mit neuen Féllen
gemifl des Ansteckungsdatums statt des Erkrankungsdatums. Deshalb verschieben
wir die geglatteten Daten des Nowcastings um etwa eine durchschnittliche Inkuba-
tionszeit (Zeit von der Ansteckung bis zum Beginn der ersten Symptome, vergleiche
Seite , um eine Schitzung der Anzahl der tédglichen Neuansteckungen zu erhal-
ten. Die durchschnittliche Inkubationszeit von Individuen nehmen wir geméa8 [29, S.
17] als 5.2 Tage an, sodass wir die Nowcasting-Daten des RKIs um 5 Tage verschie-
ben. Ergibt der geglattete Wert des Nowcastings des RKIs beispielsweise fiir den
06.03.2020 eine Anzahl von 757 geschétzten Neuerkrankungen, so schitzen wir die
Anzahl der Neuansteckungen am 01.03.2020 auf 757. Somit haben wir Schitzungen

fiir die reale Anzahl der tédglichen Neuansteckungen erhalten.

Fir die Bestimmung der Anfangsbedingung und den Vergleich mit den erhaltenen
Prognosen ist eine Schatzung der GroBe S(¢) in der Realitét erforderlich. Deshalb
wollen wir den zeitlichen Verlauf der Anzahl der kumulierten Infektionen N — S(t)
bestimmen. Das RKI beginnt die Schitzungen der téglichen Neuerkrankungen erst
am 02.03.2020. Vor diesem Datum gab es allerdings bereits bestétigte COVID-19
Félle in Deutschland. Fiir die vorigen kumulierten bestétigten Félle in Deutschland
benotigen wir eine alternative Datenquelle. Dazu nutzen wir die Statistik der Johns
Hopkins University (im Folgenden durch ,JHU* abgekiirzt), welche kumulierte Da-~
ten zu den bestatigten COVID-19 Féllen fiir Lander weltweit bereitstellt [I12]. Diese
Daten konnten ebenso fiir die Anwendung der Prognosemodelle auf andere Lander

von Interesse sein.

Die Daten der JHU unterliegen ebenfalls einem gewissen Diagnose-, Melde- und

Ubermittlungsverzug. Der Mittelwert des Verzugs vom Erkrankungsdatum bis zur
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Ubermittlung eines Falls an das RKI zu Beginn der Pandemie lag bei etwa 5 Tagen
[19, S. 11], weshalb wir die Daten der JHU ebenfalls um 5 Tage verschieben. Somit
erhalten wir eine Schéitzung der kumulierten Fille geméafl des Erkrankungsdatums.
Da wir Daten geméafl des Ansteckungsdatums anstatt des Erkrankungsdatums be-
notigen, verschieben wir die Daten zusétzlich um die ungefdhre Inkubationszeit von
5 Tagen. Um stabilere Schitzungen zu erhalten, werden die kumulierten Daten der
JHU ebenfalls durch Durchschnittswerte gegléttet. Dabei wird analog zur Methode

fiir die geschétzten Neuerkrankungen pro Tag des RKIs vorgegangen.

Aus den erhaltenen Daten geméfl des Ansteckungsdatums des RKIs und der JHU
kénnen wir die Anzahl der kumulierten Infektionen berechnen. Dazu nutzen wir
die Schitzung der kumulierten Infektionen aus den JHU-Daten fiir das letzte unbe-
kannte Datum vor dem Beginn der RKI-Daten. Folgend addieren wir die téglichen
Neuinfektionen (welche mittels den RKI-Daten geschétzt wurden) auf, sodass wir
kumulierte Fallzahlen erhalten. Wir nutzen zuséatzlich die Daten des Nowcastings des
RKIs, anstatt ausschlieflich die kumulierten Daten der JHU zu verwenden, da man
durch die explizite Schitzung der téglichen Erkrankungsfille mutmafllich genauere
Werte erhélt. Die zur Simulation verwendeten kumulierten Infektionen N — S(t)
sollen fiir einen Zeitpunkt ¢ € Z die Anzahl der gesamten bisherigen Infektionen be-
ziffern, wobei der Zeitpunkt ¢ zu Beginn eines Tages liegt. Dementsprechend werden
die Neuansteckungen am Tag, der zum Zeitpunkt t startet, erst fiir die Schiatzung
von N —S(t+ 1) einbezogen. Durch die Beziehung N — (kumulierte Infektionen zum
Zeitpunkt ¢) = S(t) erhalten wir somit eine Schéatzung der Funktion S(¢) fir t € Z in
der Realitét. Diese Schatzung von S(t) nutzen wir fur die Herleitung der Anfangs-
bedingungen fiir die Modelle und fiir den Vergleich der Simulationsergebnisse mit

realen Daten.

Die erhaltenen Schétzungen sind mit Vorsicht zu betrachten. In der Realitdt wird
vermutlich ein beachtlicher Teil der Infizierten nicht detektiert, sodass diese Infektio-
nen nicht in die Statistiken des RKIs und der JHU einfliefen. Eine Studie von Streek
et al. [39] betrachtete beispielsweise die Gemeinde Gangelt in Nordrhein-Westfalen,
in welcher zu Beginn der Pandemie ein Superspreading-Event (in Form einer Festi-
vitdt anléasslich des Karnevals) gefolgt von einem massiven Anstieg der COVID-19
Félle stattfand [39, S. 2]. Die Studie fand heraus, dass die Anzahl der tatséchlich In-
fizierten rund fiinfmal so hoch war wie die Anzahl der offiziell bestétigten Falle [39]
S. 1 und 4]. Dies verdeutlicht, dass die Daten des RKIs und der JHU die Anzahl der
Infizierten unterschétzen. Obwohl die Zahl der tatsédchlichen Infektionen beachtlich
hoéher liegen konnte, vernachléssigen wir diese Gegebenheit der Einfachheit halber
im Folgenden. Die qualitativen Aussagen der Simulationsmodelle bleiben dennoch

dieselben.
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Wir haben alle Schitzungen der realen Daten zum Infektionsgeschehen geméf
des Ansteckungsdatums erhalten, welche zur Bestimmung der Anfangswerte not-
wendig sind. Somit kénnen wir realitdtsnahe Anfangsbedingungen fiir das GDGL-
und das IDGL-Modell berechnen. Fiir das IDGL-Modell miissen die Daten S(¢;) fir
i€ {k(0)—1,...,0} und t; =i At bekannt sein, vergleiche Seite[45] Falls ¢; eine ganze
Zahl ist, so ist S(¢;) aus der Schitzung der realen Daten bekannt. Um fiir die iibrigen
Zeitpunkte Startwerte berechnen zu kénnen, nehmen wir an, dass die Neuinfektionen
innerhalb eines Tages gleichverteilt sind. Demnach sind auf ein Zeitintervall der Lan-
ge At innerhalb eines Tages ein Anteil von At der Neuinfektionen des betrachteten
Tages zuriickzufithren. Es gilt also beispielsweise S(—At)—S(0) = At (S(—1)—5(0)).
Mit dieser Annahme und At = % Tag konnen wir die bendtigten Anfangsbedingun-
gen fiir das IDGL-Modell problemlos berechnen.

Die Anfangswerte fiir das GDGL-Modell sind mittels der berechneten Werte fiir das
IDGL-Modell ebenso leicht zu berechnen:

1
Sty = S(0) Ey, = S(_E) —5(0)
1 1 1
T = Y NS

wobei sich Fy, ergibt, da angenommen wird, dass sich Individuen, welche innerhalb
einer Zeitspanne von einer durchschnittlichen Latenzzeit vor dem Startzeitpunkt in-
fiziert wurden, der Gruppe E zugehoren. Zudem ergibt sich I;, unter der Annahme,
dass Individuen, welche sich im Zeitraum [—(Latenzzeit+infektitse Periode), —La-
tenzzeit| angesteckt haben, zum Zeitpunkt to =0 infektios sind. Demnach ergeben
sich die GréBen Ey, und Iy, durch die Anzahlen der Neuinfektionen innerhalb die-
ser Zeitraume. Bei unserer Parameterwahl wurden die verwendeten Funktionswerte
von S bereits bei der Bestimmung der Anfangsbedingungen des IDGL-Modells be-
rechnet. Wir haben somit betrachtet, wie realitdtsnahe Anfangsbedingungen fiir das
GDGL- und das IDGL-Modell ausgehend von einem bestimmten Startdatum fiir die

Simulationen zu berechnen sind.

Zusétzlich haben wir in der Konstruktion der numerischen Losungsverfahren ange-
nommen, dass die Reproduktionszahl Ry(t;) fir i € {0,1,...,n} bekannt ist. Somit
bendtigen wir reale Schétzungen dieser Reproduktionszahl. Wir nehmen dazu an,
dass Ro(t) innerhalb eines Tages konstant ist, um Werte der Reproduktionszahl in
den Gitterpunkten t; fiir i € {0,1,...,n} zu bestimmen. Demnach wird Ry(t;) fur
alle t; € [t,t + 1) fir ein beliebiges ¢ € Z als konstant angenommen. In den folgen-
den Erlduterungen bezeichnen wir mit einem Tag ¢ den gesamten Tag, welcher zum
Zeitpunkt ¢ startet, da die Reproduktionszahl am betrachteten Tag konstant bleibt.
Mochte man mit Hilfe der Simulationsmodelle Daten in der Zukunft prognostizieren,

so muss man Ry(t) im Vorhinein schitzen. Dabei ist beispielsweise eine Vorhersage
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des Kontaktverhaltens der Population relevant, sieche Abschnitt [2.2.2] Fiir vergan-
gene Zeitpunkte kann man die Reproduktionszahl auf der Grundlage von vorhande-
nen Daten schiatzen. Das RKI stellt Schatzungen fiir die effektive Reproduktionszahl
Reg(t) (siehe Abschnitt auf der Grundlage des erlduterten Nowcastings bereit
[19, S. 13f.] und [26]. Folgende Ausfithrungen zu dieser Schéitzung sind an die Erlau-
terungen des RKIs zu den Schétzungen der effektiven Reproduktionszahl [27] ange-
lehnt. Dass es sich bei der Schitzung um die effektive Reproduktionszahl handelt,
wird durch die Art der Berechnung deutlich, ist aber auch beispielsweise [2, S. 11] zu
entnehmen. Wir erhalten unsere benétige Reproduktionszahl Ry(¢) dann durch den
Zusammenhang Reg(t) = Ro(t) %, siehe Seite ﬁ Wir nutzen die vom RKI bereit-
gestellte gegléttete Version der effektiven Reproduktionszahl, den sogenannten 7-Ta-
ges-R-Wert, wodurch laut RKI statistische Schétzunsicherheiten verringert werden
und eine erhohte Stabilitét der Reproduktionszahl erreicht wird [27], S. 1]. Die unge-
glattete Form der Reproduktionszahl berechnet sich fiir den Tag t € Z durch Reg(t) =
¢(t) (zur Definition von ((t) siehe Seite . Dabei wird ein konstantes serielles

¢(t—4)
Intervall (die Zeit zwischen dem Symptombeginn eines Infizierten und dem Beginn

der Symptome einer Person, welche von diesem Infizierten angesteckt wurde [2, S.
7]) von 4 Tagen angenommen. Demnach beschreibt die behauptete GroBe Reg(t)
die durchschnittliche Anzahl an Neuinfektionen, welche ein Individuum hervorruft,
deren Symptombeginn am Tag t—4 liegt [27, S. 2]. Wir verschieben diese Daten eben-
falls um etwa eine durchschnittliche Inkubationszeit, um statt dem Symptombeginn
den Tag der Ansteckung zu betrachten. Durch Ry(t) wollen wir beschreiben, wie
viele Individuen eine am Tag ¢ infektiose Person innerhalb ihrer infektiosen Periode
ansteckt (unter der Annahme einer vollstandig anfilligen Bevolkerung, vergleiche
Seite . Die um die Inkubationszeit verschobene Schitzung des RKIs betrachtet
allerdings eine am Tag t — 4 angesteckte Person. Deshalb verschieben wir die Schét-
zung nochmals, sodass Reg(t) die Anzahl der Neuinfektionen angibt, welche eine am
Tag t angesteckte Person hervorruft. Unter der Einbeziehung beider Verschiebungen

gilt Re(t — 4 — 5) = 525
Der Wert Ry(t) sollte, unserer Definition auf Seite [20| nach, die Anzahl der Indivi-

duen beschreiben, welche eine am Tag t infektiose Person (ungeachtet des Anste-

ckungszeitpunktes) in ihrer infektiosen Periode infiziert (unter der Annahme einer
ansonsten vollstandig anfilligen Bevolkerung). Streng genommen betrachten wir mit
unserer Vorgehensweise und dem Zusammenhang Reg(t) = Ro(t) % allerdings eine
Person, deren Ansteckungszeitpunkt am Tag t liegt. Wir nutzen hier dennoch den
aus den Berechnungen des RKIs erhaltenen Wert zur Simulation. Uber die Bache-
lorarbeit hinausgehend koénnte untersucht werden, ob die Art der Berechnung von

Ry (t) exakter gestaltet werden kann.

Um eine gegliattete Version der effektiven Reproduktionszahl zu erhalten, beziehen
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wir statt des Wertes ((t) den Durchschnittswert aus dem betrachteten Tag, den
folgenden und den vorigen 3 Tagen ein, wie auf Seite [58| beschrieben. Wir erhalten
somit eine geglittete effektive Reproduktionszahl, den 7-Tages-R-Wert, durch

% Ziﬁ,:,, (s)
% 222—3 C(s—4) 7

wobei beide Verschiebungen einbezogen wurden. Dieser berechnete Wert ist in der

Reg(t — 4 — 5) =

Datei des Nowcastings des RKIs [26] dem vorletzten Datum zugeordnet, welches
fiir die Berechnung benétigt wird, siehe [27, S. 3 und Beispielrechnung], das heift
dem Tag t + 2. Insgesamt miissen wir die geschéitzten Werte des RKIs zum 7-Ta-
ges-R-Wert also um 6 Tage und zusétzlich eine durchschnittliche Inkubationszeit
zuriick verschieben. Durch den Zusammenhang Reg(t) = Ry(t) % erhalten wir eine

geglittete Schiatzung fiir unsere benotigte Grofle Ro(t) an den betrachteten Tagen.

4.4.2 Ergebnisse der Simulationen und Interpretation

Wir haben alle benétigten Parameter und Anfangsbedingungen fiir das GDGL- und
das IDGL-Modell moglichst realitdtsnah bestimmt. Nun wollen wir die Ergebnisse
der Simulationen mittels der beiden verwendeten Modelle mit diesen Bedingungen
betrachten. Wir vergleichen dabei, wie gut die beiden Modelle die realen Daten
prognostizieren. Dazu betrachten wir drei verschiedene Simulationen, wobei sich

jeweils das Startdatum unterscheidet.

Zunichst betrachten wir ein Startdatum, bei welchem die aus den vorigen Uberle-
gungen erhaltene Reproduktionszahl Ry(t) fiir den Betrachtungszeitraum, das heift
fiir die folgenden 20 Tage, unterhalb von eins liegt. Dies ist beispielsweise fiir das
Startdatum 04.05.2020 der Fall. Die Simulationsergebnisse fiir dieses Startdatum
sind in Abbildung [4.4] visualisiert. Es ist ersichtlich, dass sowohl die Prognose mittels
des IDGL-Modells als auch die mittels des GDGL-Modells die tédglichen Neuinfek-
tionen sowie die kumulierten Infektionen deutlich tiberschétzen. Allerdings verlaufen
die Schatzung des IDGL-Modells durchgehend ndher an der Kurve der realen Daten
als die Prognosen des GDGL-Modells, sodass das IDGL-Modell das reale Infektions-
geschehen besser abbildet. Die relative Abweichung der Prognose der kumulierten
Infektionen des IDGL-Modells von den realen Daten am Ende des Simulationszeit-

raumes, ist dabei

|IN — SRealitat (20) — (N — SIDGL(ZO))|

~ 4.06%
N — SRealitéit(QO) !
und die relative Abweichung des GDGL-Modells
N — SReatitat(20) — (N — S 20
| Realitat (20) — ( apaL(20))] ~ 11.46%.

N — SRealitéit (20)
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Abbildung 4.4: Darstellung der Simulationsergebnisse mit dem Startdatum
04.05.2020. Im betrachteten Zeitraum liegt die Schétzung der Reproduktions-
zahl Ry(t) durchgéngig unter eins. Oben: Darstellung der Schiatzung der Re-
produktionszahl Ry(t) am jeweiligen Tag. Mitte: Darstellung der Prognose der
kumulierten Infektionen von den beiden Modellen und der Schitzung der realen
Daten. Unten: Darstellung der realen und prognostizierten Neuinfektionen am
jeweiligen Tag (das heifit S(t) — S(t + 1)).

Dabei bezeichnet Sgealitat(t) die Schatzung der realen Anzahl der Anfilligen zum
Zeitpunkt ¢, welche aus den Daten des RKIs und der JHU erhalten wurde. In Ab-
schnitt haben wir im Zuge eines fiktiven Szenarios festgestellt, dass die Prognose
der Anzahlen der Neuinfektionen innerhalb eines Zeitschrittes des IDGL-Modells
nach einer Verzdgerungszeit stirker auf eine Anderung der Reproduktionszahl rea-
giert als die des GDGL-Modells. Die Simulation mit diesem betrachteten Startdatum

legt nahe, dass dieses Verhalten des IDGL-Modells als realistischer anzusehen ist.

Betrachten wir nun das Startdatum 25.09.2020, sodass die Reproduktionszahl

Roy(t) im betrachteten Zeitraum oberhalb von eins verlduft. Das Ergebnis der Si-
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Abbildung 4.5: Darstellung der Simulationsergebnisse mit dem Startdatum
25.09.2020. Im betrachteten Zeitraum liegt die Reproduktionszahl Ry(t) durch-
gangig iiber eins. Die Darstellung ist analog zu Abbildung zu interpretieren.

mulation mit diesem Startdatum und der beschriebenen Bestimmungsweise der An-
fangsbedingungen ist in Abbildung dargestellt. Abermals reproduziert die Kurve
des IDGL-Modells die realen Daten besser als die des GDGL-Modells. Allerdings
unterschétzen beide Modelle hier sowohl die realen téglichen Neuinfektionen als
auch die realen kumulierten Infektionen. Die relative Abweichung der prognostizier-
ten kumulierten Infektionen am Ende des Simulationszeitraumes des IDGL-Modells
von den realen Daten liegt bei etwa 5.94%, die relative Abweichung des GDGL-
Modells bei 13.32%. Demnach ist das Verhalten der Prognosen des IDGL-Modells
bei Reproduktionszahlen Ry(t) > 1 ebenfalls als realitdtsnaher anzusehen als das
der Prognosen mittels des GDGL-Modells.

Betrachten wir als Letztes einen Zeitraum, in welchem die Kurve der Reproduk-
tionszahl weder strikt unterhalb noch strikt oberhalb von eins verlauft. Dies ist
beispielsweise bei dem Startdatum 27.10.2020 der Fall, wobei Ry(t) in diesem Zeit-
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Abbildung 4.6: Darstellung der Simulationsergebnisse mit dem Startdatum
27.10.2020. Im betrachteten Zeitraum liegt die Reproduktionszahl Ry(t) nahe
an eins und zwischenzeitlich iiber und zwischenzeitlich unter einem Wert von

eins. Die Darstellung ist analog zu Abbildung @ zu interpretieren.

raum relativ nah an eins verlduft. Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung
[4.6] visualisiert. Die relative Abweichung der kumulierten Infektionen des IDGL-
Modells von den realen Daten am Ende des Simulationszeitraumes liegt bei blof3
0.79%, die des GDGL-Modells bei 2.71%. Demnach prognostizieren beide Modelle
die kumulierten Infektionen recht genau. Den Verlauf der tdglichen Neuinfektionen
treffen beide Modelle allerdings nicht exakt. In [I3| S. 3 und 9] wurde festgestellt,
dass die Modellannahmen des SEIR-GDGL-Modells nur vertretbar sind, falls Ry(t)
nahe eins ist und sich nur langsam verdndert. Dies deckt sich mit unseren Beobach-
tungen von relativ guten Prognosen der kumulierten Infektionen des GDGL-Modells
bei Reproduktionszahlen nahe eins und vergleichsweise ungenauen Schétzungen bei

Reproduktionszahlen deutlich iiber beziehungsweise unter eins.

Alles in allem geht aus den betrachteten Simulationen eines realen Szenarios her-

vor, dass die Simulation mittels des verwendeten IDGL-Modells genauere Prognosen
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der Realitét erlauben, als mittels des SEIR-GDGL-Modells. Demnach ist die Fest-
stellung aus Abschnitt dass die Prognose des IDGL-Modells nach einer Verzoge-
rungszeit von etwa einer Latenzzeit stirker auf Anderungen der Reproduktionszahl
Ry(t) reagiert, als realistischeres Verhalten zu interpretieren. Dabei ist die Wahl der
Funktion fg von ausschlaggebender Bedeutung, da sich das genutzte IDGL-Modell
unter Verwendung der spezifischen Form fz(t,7) = Jf”ﬂ (e7"T —e77) auf das SEIR-
GDGL-Modell reduziert, wie in Abschnitt deutlich wurde. Somit unterscheiden
sich die beiden verwendeten Modelle einzig in der Wahl von fz. Die Beschreibung der
Verteilung der Ry(t) Neuinfektionen iiber die Zeit nach der Infektion eines durch-
schnittlichen Individuums durch die Dichte einer verallgemeinerten Beta-Verteilung
(siehe Abschnitt bildet dementsprechend die Realitidt besser ab, als die Wahl
von fg im GDGL-Modell.

Die signifikant besseren Prognosen zeigen, dass es lohnenswert ist, das allgemei-
ne Modell nach Kermack und McKendrick [23] anstatt der oftmals verwendeten
Modelle basierend auf gewohnlichen Differentialgleichungen zu betrachten. In der
Verwendung der IDGL-Modelle liegt viel Potential, die Genauigkeit der Progno-
sen der Ausbreitung von epidemischen Infektionskrankheiten zu verbessern. Negativ
anzumerken ist einzig der erhéhte mathematische Aufwand bei der Verwendung
von IDGL-Modellen. Dies wird vor allem an der Konstruktion eines numerischen
Losungsverfahrens zur Losung der betrachteten Integro-Differentialgleichung in Ab-
schnitt [4£.1.2] deutlich.

Die durchgefithrten Simulationen kénnten an einigen Stellen noch optimiert wer-
den. Die Wahl der Funktion fz fiir das IDGL-Modell als Dichte einer verallgemeiner-
ten Beta-Verteilung nach [22], S. 14f.] wurde laut Keimer und Pflug etwas willkiirlich
gesetzt. Diese Form reprasentiert zwar die ungefihre Verteilung der Ansteckungen,
welche ein Infizierter in seiner infektitsen Periode hervorruft, jedoch basiert die Wahl
nicht auf wissenschaftlichen Fachstudien. Kénnen wir eine andere Funktion fiir fg
einsetzen, welche die Realitdt besser abbildet, so besteht die Moglichkeit, dass das
IDGL-Modell noch genauere Prognosen erzielen kann. In der Konstruktion der rea-
len Daten koénnte ebenfalls Verbesserungspotential liegen. Dies wurde an einigen
Stellen angedeutet. Beispielsweise konnte man die reale Ausbreitung der Infektions-
krankheit durch die Einbeziehung von nicht detektierten Féllen besser darstellen
oder eine exaktere Bestimmung der Reproduktionszahl durchfiihren.

Die erhaltenen Prognosen héngen nicht nur von den verwendeten Modellen ab, son-
dern ebenfalls von den verwendeten numerischen Verfahren zur Lésung der Differen-
tialgleichungen der Modelle. Es sollte untersucht werden, ob durch eine Verwendung
von genaueren Losungsverfahren eine erhéhte Genauigkeit der Simulationen erzielt

werden kann.
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Wir haben uns in dieser Arbeit mit der Modellierung von epidemischen Infektions-
krankheiten mittels gewohnlichen und Integro-Differentialgleichungen beschaftigt.
Dabei haben wir verschiedene Modelle dieser Art miteinander verglichen.

Die grundlegenden SIR-Modelle, welche auf einer Publikation von Kermack und
McKendrick aus dem Jahre 1927 basieren [23], haben wir in Kapitel [2| ausfiihrlich
hergeleitet. Wir haben festgestellt, dass das SIR-GDGL-Modell einen Spezialfall des
IDGL-Modells darstellt. Im GDGL-Modell wird die unrealistische Annahme getrof-
fen, dass die infektiose Periode von Individuen exponentialverteilt ist [6, S.152]. Das
IDGL-Modell erlaubt, beziiglich der Zeit seit der Ansteckung zu differenzieren. Da-
durch kann das Modell besser an die betrachtete Krankheit angepasst werden als
das GDGL-Modell.

In Kapitel |3| haben wir die SIR-Modelle um eine Latenzzeit erweitert. Das GDGL-
Modell ist hier abermals ein Spezialfall des IDGL-Modells. Das SEIR-GDGL-Modell
trifft die Annahme, dass sowohl die infektitse Periode als auch die Latenzzeit ex-
ponentialverteilt ist [42]. Diese unrealistischen Modellannahmen kénnen zu Fehlent-
scheidungen der Politik durch die Verwendung einer Schatzung der Basisreprodukti-
onszahl auf der Basis des GDGL-Modells fithren [42]. Auf eine dhnliche Weise konnte
man weitere Gruppen in beide Modelle einbeziehen.

In Kapitel 4 haben wir abschliefend Simulationen mittels des SEIR-GDGL-Modells
und einem IDGL-Modell mit Latenzzeit durchgefiihrt. Bei einer bestimmten Parame-
terwahl reduziert sich auch das hier verwendete IDGL-Modell auf das SEIR-GDGL-
Modell. Fiir beide Modelle haben wir Parameter verwendet, welche eine Infektion
mit SARS-CoV-2 widerspiegeln. Die Simulationen eines fiktiven Szenarios haben er-
geben, dass sich die Prognosen des verwendeten IDGL-Modell bei einer Anderung
der Reproduktionszahl Ry(t) nach einer Verzogerungszeit von etwa einer Latenzzeit
starker verdndern, als die des GDGL-Modells. Im realistischen Szenario wurde deut-
lich, dass die realen Daten zur Ausbreitung der Krankheit COVID-19 in Deutschland
durch das IDGL-Modell signifikant genauer prognostiziert werden kénnen. Die stér-
kere Reaktion auf eine Anderung der Reproduktionszahl scheint somit realistischer
zu sein. Unsere getroffene Wahl fiir die Parameter im IDGL-Modell bildet dement-
sprechend die reale Charakteristik der COVID-19 Erkrankung besser ab als die Wahl,
bei welcher sich das IDGL-Modell auf das GDGL-Modell reduziert. Die besseren
Prognosen mittels des IDGL-Modells motivieren, dass das IDGL-Modell vermehrt
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zur Modellierung epidemischer Infektionskrankheiten eingesetzt werden sollte. Wir
haben festgestellt, dass die Simulationen an einigen Stellen noch verbessert werden

kénnten, um eine hohere Genauigkeit der Prognosen zu erzielen.

In der vorliegenden Arbeit galt es unter anderem die Frage zu beantworten, ob
es vorteilhaft sein kann, die allgemeineren IDGL-Modelle anstatt der oftmals ver-
wendeten GDGL-Modelle zur Modellierung epidemischer Infektionskrankheiten zu
nutzen. Abschliefflend haben wir festgestellt, dass es wenig Griinde gibt, die GDGL-
Modelle den IDGL-Modellen vorzuziehen. Positiv ist einzig, dass GDGL-Modelle
eine einfachere mathematische Beschreibung erlauben. Allerdings sind vor allem die
Modellannahmen einer exponentialverteilten Latenzzeit und infektiésen Periode im
GDGL-Modell unrealistisch [42], S. 0622]. Die GDGL-Modelle stellen stets einen Spe-
zialfall eines IDGL-Modells dar. Deshalb kann sich die Qualitdt der Prognose der
Ausbreitung einer Infektionskrankheit nicht verschlechtern, falls wir zur Modellie-
rung IDGL-Modelle anstatt der GDGL-Modelle verwenden. Treffen die Modellan-
nahmen des GDGL-Modells zuféllig auf die betrachtete Krankheit zu, so kénnen wir
die Modellparameter so wahlen, dass sich das IDGL-Modell zu dem GDGL-Modell
reduziert. Die IDGL-Modelle bieten insgesamt mehr Moglichkeiten, das Modell der
spezifischen betrachteten Krankheit anzupassen.

Alles in allem sollte den Integro-Differentialgleichungsbasierten Modellen eine grofe-
re Aufmerksamkeit zukommen. Wissenschaftler, welche bisher Modelle basierend auf
gewohnlichen Differentialgleichungen genutzt haben, sollten ihren Ansatz hinterfra-
gen, und eventuell eher einen Integro-Differentialgleichungsbasierten Ansatz nutzen.
Solche Modelle haben das Potential, eine signifikant héhere Prognosegenauigkeit zu

erzielen als die bisher populdren GDGL-Modelle.

Ausblick

In der Zukunft sollte die Ausbreitung von COVID-19 in weiteren Landern mittels des
IDGL-Modells prognostiziert werden, um die signifikant héhere Prognosegenauigkeit
zu verifizieren. Auflerdem kénnte man die beiden Modelle anhand einer anderen epi-
demischen Infektionskrankheit vergleichen. Zudem sollten bestehende Moglichkeiten,
das GDGL-Modell auf verschiedene Arten zu erweitern, auf das IDGL-Modell ange-
wendet werden. Durch die Erweiterungen kann man weitere reale Gegebenheiten in
dem Modell realisieren. Beispielsweise konnte das IDGL-Modell durch verschiedene
Gruppen erweitert werden, wobei man sich am Vorbild der Einfithrung der Gruppe
FE in Kapitel [3| orientieren kann. Fiir das GDGL-Modell wurde dies beispielsweise in
[24] umgesetzt. Bei der COVID-19 Erkrankung sind die epidemiologischen Parame-
ter auBerdem stark vom Alter abhéngig [29, S.15]. Eine Berticksichtigung des Alters
ist im IDGL-Modell von Keimer und Pflug [22], S. 4] bereits moglich. Ebenso koénn-
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ten lokale Ausbriiche der betrachteten Krankheit durch eine rdumliche Auflésung
des Infektionsgeschehens modelliert werden. Fiir das GDGL-Modell wurde dies in
[29] umgesetzt. Bei allen Erweiterungen sollte untersucht werden, ob die Prognose-
genauigkeit der IDGL-Modelle hoher ist als die der GDGL-Modelle.
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