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1 Nomenklatur

In dieser Arbeit werden die folgende Formelzeichen und Abkiirzungen verwendet.

Formelzeichen:
Variable Bedeutung Einheit
x kartesische Koordinate und axiale Zylinder-Koordinate [m]
Y, 2 kartesische Koordinaten [m]
r radiale Zylinder-Koordinate in der y-z-Ebene [m]
10) azimutale Zylinder-Koordinate in der y-z-Ebene dimensionslos
0 Dichte [kg / m?]
P Druck [Pa]
Ug axiale Geschwindigkeitskomponente [m/s]
Uy Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung [m/s]
Uy Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung [m/s]
a Geschwindigkeitsvektor aus u,, u, und u, [m/s]
Uy radiale Geschwindigkeitskomponente [m/s]
Ug azimutale Geschwindigkeitskomponente [m/s]
Uoso Geschwindigkeit der Stromung am Anfang des
Simulationsbereichs, parallel zur z-Achse [m/s]
v kinematische Viskositit [m?/s]
y Isentropenexponent ¢, / cy dimensionslos
Cs Schallgeschwindigkeit [m/s]
@ Wirbelvektor [1/s]
r Zirkulation [m? /s
Re Reynolds-Zahl, Kennzahl fiir Verhéltnis aus Trigheits-
kraft und Viskositétseffekten in einer Stromung dimensionslos
Ro Rossby-Zahl, Kennzahl fiir Verhéltnis aus Tragheitskraft
und Coriolis-Kraft in einer Strémung dimensionslos
Auzmax  Geschwindigkeitsdifferenz zwischen u, im Zentrum eines
Wirbels und oo [m/s]
R Radius des Wirbelkerns [m]
s Swirl-Rate max(ug) / uy(r = 0) dimensionslos
13 konstanter Faktor in einer verwendeten Wirbeldefinition,
¢~ 0,6381726863389516 dimensionslos
e Euler’sche Zahl dimensionslos
Abkiirzungen:
Abkiirzung Bedeutung
C2A%S%E: ,Center for Computer Applications in AeroSpace Science and Engineering®,
Abteilung des Instituts fiir Aerodynamik und Stréomungstechnik des DLRs
DLR »,Deutsches Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt*
LES »large eddy simulation®, Stromungsmodell, bei dem grofie Skalen
vollstdndig aufgelost und kleine Skalen gendhert werden
RANS »Reynolds Averaged Navier-Stokes“, iiber kurze Zeitintervalle gemittelte
Variante der Navier-Stokes-Gleichungen, meist ergénzt durch ein Modell
zur Turbulenzmodellierung
TAU-Code ,Triangular Adaptive Upwind Code“, ein Software-Paket des DLRs zur

numerischen Stromungssimulation



2 Einleitung

Wirbelstrémungen sind ein allgegenwirtiges Phinomen. Vom Abfluss der Badewanne bis
zur zerstorerischen Gewalt eines Tornados sind sie in vielen Lebensbereichen zu entdecken.
Eine grofie Bedeutung haben Wirbelstromungen in der Luftfahrt, und sie werden bis heute
im Rahmen von Untersuchungen, welche Effekte das Stromungsgeschehen zum Beispiel an
Fliigeln prégen, intensiv betrachtet. Dabei wird seit 1957 iiber die Beobachtung berichtet
[30], dass Wirbel in einer axialen Stromung unter bestimmten Umstéinden aufplatzen. Dabei
vergrofert sich der Radius des Wirbels schlagartig und die axiale Stromung kommt im Kern
des Wirbels entweder zum Erliegen oder es findet sogar Riickstromung statt.

Zuerst beobachtet wurde das Platzen von Wirbeln iiber Delta-Fliigeln. Diese besitzen in
der Regel zwei Methoden zur Auftriebserzeugung: Bei geringen Anstellwinkeln funktionie-
ren sie wie gewohnliche Fliigel; bei hohen Anstellwinkeln ziehen sie aber bis zu 60% ihres
Auftriebs aus sogenannten Tiitenwirbeln [3], die einen groflen Teil der Fliigeloberseite be-
decken: Die Anstromung l6st an den Fliigelvorderkanten ab und rollt sich nach innen auf
(siehe Abbildung 1). Durch die zusitzliche Rotationsgeschwindigkeit sinkt der Druck in den
Wirbeln (Venturi-Effekt) und damit iiber den Fliigeln.

Abbildung 1: Die Tiitenwirbel iiber einem Deltafliigel, die sich durch das Ablésen der An-
stromung u, an den Vorderkanten bilden. Die Anstrémung trifft hier schrig von unten auf
den Fliigel.

Durch Aufplatzen der Tiitenwirbel (sieche Abbildung 2) sinkt die Rotationsgeschwindig-
keit erheblich und der Auftrieb reicht eventuell nicht mehr aus, um das Flugzeug zu tragen.
Noch kritischer kann ein einseitiges Aufplatzen sein: Durch den Auftriebsverlust auf einer
Seite entsteht hierbei ein erhebliches Rollmoment. In beiden Fillen ist die Flugstabilitét
erheblich gefdhrdet.



Abbildung 2: Wirbelplatzen iiber dem Modell eines Deltafliigels in einem Wasserkanal. Die
Wirbelkerne sind mit Tinte eingefirbt. Es kann sowohl ein Aufplatzen nach dem Blasentyp
(unten) als auch nach dem Spiraltyp (oben) beobachtet werden. Entnommen aus [23].

Das Aufplatzen kann auch positive Effekte haben: So hinterlassen beispielsweise Flug-
zeuge im Flug hinter ihren Tragflichen sogenannte Wirbelschleppen, das sind Bereiche mit
starken Luftwirbeln, die durch die Strémung iiber die Tragflichen erzeugt werden. Diese
konnen bei grofieren Flugzeugen minutenlang zu derart starken Turbulenzen fiithren, dass
nachfolgende Flugzeuge erheblich gefdhrdet werden. Ein gezieltes Aufplatzen der Wirbel
hinter den Tragflichen kann die Stérke dieser Wirbelschleppen reduzieren und so in stark
frequentierten Luftrdumen die Flugsicherheit erhdhen [15].

Um das Phdnomen des Wirbelplatzens néher zu untersuchen und zu verstehen wurden bis
heute zahlreiche Experimente und numerische Simulationen durchgefiihrt sowie verschiedene
Theorien aufgestellt. Dennoch ist bis heute keine vollstéindige theoretische Beschreibung des
Wirbelplatzens gefunden worden [25], und numerische Simulationen kénnen experimentelle
Untersuchungen noch nicht vollsténdig ersetzen [26].

In dieser Arbeit soll das Phidnomen aufplatzender Wirbel in kompressiblen Stromungen
untersucht werden. Dazu wird sowohl auf theoretische Betrachtungen als auch auf nume-
rische Simulationen zuriickgegriffen. Im ersten Schritt wird eine Simulationsumgebung ge-
schaffen, in der ein oder mehrere Wirbel unabhéngig von spezifischen Fliigelkonfigurationen
simuliert werden kénnen. Ziel ist dabei die erfolgreiche Reproduktion aufplatzender Wirbel,
wie sie in Experimenten beobachtet werden. Im Anschluss wird exemplarisch die Interaktion
mehrerer Wirbel untersucht, mit dem Ziel, das Aufplatzverhalten gezielt zu beeinflussen. Als
Werkzeug fiir die numerischen Simulationen wird der TAU-Code des DLRs verwendet.



3 Erliduterung einiger Grundbegriffe

Als Wirbel werden im Rahmen dieser Arbeit Stromungen bezeichnet, die um eine Rotations-
achse herum flieflen; dabei ergeben sich geschlossene oder spiralférmige Stromlinien. Solche
Stromungen werden iiblicherweise durch zwei Grofien charakterisiert, den Wirbelvektor &
und die Zirkulation I" ([34], S.39).

Die Komponenten w; des Wirbelvektors sind proportional zur mittleren lokalen Winkel-
geschwindigkeit um die i-te Koordinatenachse. Es gilt:

@ :=rot (12’)

Die Zirkulation (oder Wirbelstiirke) T" ist ein Ma$ fiir die Rotation eines Fluids in einer

Fliche A:
r;:/rot(ﬁ).d/i’:f i-ds
A 0A

Eine wirbelbehaftete Stromung besitzt mindestens einen Punkt, an dem diese Gréflen nicht
null sind.

Zunéchst soll ein einfacher Wirbel in zwei Dimensionen betrachtet werden, die entgegen
der Konvention mit den Buchstaben y und z bezeichnet werden. Eine um den Ursprung
rotierende Stromung kann hier am besten in Polarkoordinaten beschrieben werden. Dabei
entspricht der Koordinatenmittelpunkt der Rotationsachse und es gilt:

ri=/y2+ 2% y = cos(¢)
Yr oy, ¢ := arctan (;) z =7 sin(¢)

;\ .......}.1/ ¢

P N

Uy = cos(¢) uy +sin(¢) u,
0\ Y uy = —sin(¢) uy + cos(¢) u,

uy = cos(¢) u, — sin(¢) ue
u, = sin(¢) u, + cos(@) ug

Abbildung 3: Definition der Polarkoordi-
naten in der y-z-Ebene am Beispiel eines
Geschwindigkeitsvektors wu.

In diesen Koordinaten ist die Rotation des Fluids um den Mittelpunkt durch die Azimu-
talgeschwindigkeit u, gegeben. Aufgrund von Reibungseffekten® verhlt sich ein Wirbel im
Zentrum ndherungsweise wie ein rotierender Festkorper, d. h. die Azimutalgeschwindigkeit
steigt linear mit r:
u((bFeStk') =cr, ¢ = konst.

Dieser Bereich wird als Wirbelkern bezeichnet. Weiter auflen ist in der Regel eine drehungs-
freie Strémung zu beobachten, das heifit sowohl & als auch I' verschwinden?. Ein solcher
Wirbel wird als Potentialwirbel bezeichnet:

U(Pot.) _ E

& , ¢ = konst.
r

Wie in Abbildung 4 zu sehen ist, muss ug bei einer stetigen Verteilung der Geschwindigkeit im Wirbel-
mittelpunkt null sein. Damit gibt es stets eine Umgebung des Mittelpunkts, in der die Geschwindigkeit so
klein ist, dass Reibungseffekte dominieren.

2Der Integrationsbereich fiir I' liegt vollstindig auBerhalb des Wirbelkerns.



Ein Wirbelprofil, in dem sich die Azimutalgeschwindigkeit fiir » < R wie in einem Fest-
korperwirbel und fiir » > R wie in einem Potentialwirbel verhélt, wird als Rankine-Wirbel
bezeichnet (vgl. Abbildung 4). Hier bezeichnet R den Radius des Wirbelkerns. In einer
reibungsbehafteten Stromung ist aber zu erwarten, dass die Geschwindigkeitsverteilung auch
am Ubergang zwischen den beiden Arten differenzierbar ist. Experimente von Bhagwat und
Leishman [6] zeigen, dass der Ubergang gut mit einem sogenannten Batchelor-Wirbel® [4]
beschrieben werden kann:

ur =0

ges r?
Yo = 27 r [1 e (_R2>]

I'ges ergibt sich dabei, wenn iiber die gesamte y-z-Ebene integriert wird. Fiir einige numeri-
sche Anwendungen ist es hilfreich, wenn der Wirbel eine verschwindende Gesamtzirkulation
hat und die Geschwindigkeitskomponenten des Wirbels schneller als mit 1/r abfallen. Hierfiir
kann zum Beispiel die folgende Definition nach Erlebacher et al. [10] verwendet werden:

ur =0

T r2 — R?
Ugp = Ud)maxE exp | — 2 R2

Im Falle der Tiitenwirbel (und einiger anderer Anwendungen) wird die zwei-dimensionale
Wirbelstrémung durch eine dazu senkrechte Stromungskomponente u, erginzt. In diesem
Fall kann die z-Geschwindigkeit im Inneren des Wirbels mit der Umgebungsgeschwindigkeit
Uso libereinstimmen (u; = uoo), €s kann aber auch zu Abweichungen kommen. In letzte-
rem Fall spricht man von einem ,Jet“, wenn u,(r) > us ist, und einem ,, Wake“ | wenn
Uz (1) < Uoo ist. Sowohl fiir den Batchelor-Wirbel als auch fiir den Erlebacher-Wirbel wird
dabei angenommen, dass die Abweichung die Form einer Gauflkurve in radialer Richtung
annimmt; mit einer maximalen Abweichung Aug max bei 7 = 0. Damit ergibt sich fiir den
Batchelor-Wirbel die folgende Definition:

Uy =
Up max R 2
we= g [l_exp< R?ﬂ
2
Up = Uso + AUy max €XP <R2> (1)

Hierbei ist %g max die maximale azimutale Geschwindigkeit, & der Radius des Wirbelkerns,
Aty max die Abweichung der z-Geschwindigkeit bei » = 0 und £ ~ 0, 638173 eine Konstante
(Herleitung siehe Anhang C).

Fiir den Wirbel nach Erlebacher gilt entsprechend:

ur =0
r R? —¢?
Uy = u¢max§ exXp | — 2 R2
2
Uy = Uso + AUy max €XP (—;2> (2)

Die Geschwindigkeitsprofile beider Wirbel sind, zusammen mit dem Rankine-Wirbel, in
Abbildung 4 gegeniibergestellt.

3Diese Wirbelform wird in der Literatur auch als ,Q-Wirbel“ oder (in zwei Dimensionen) als , Lamb-
Oseen-Wirbel* bezeichnet.
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Abbildung 4: Die Geschwindigkeitsprofile verschiedener Wirbelmodelle in azimutaler und
axialer Richtung. Hier dargestellt als Schnitt entlang der y-Achse.

Zur Visualisierung der Wirbelstrémungen wird ein Kriterium benétigt, das es erlaubt,
Punkte innerhalb und auflerhalb der Wirbel zu unterscheiden. Ein haufig verwendetes Krite-
rium basiert auf der sogenannten , Ao-Methode* [20]. Hierfiir wird zunéchst der Gradienten-
tensor J der Geschwindigkeit @ berechnet, und in einen symmetrischen Anteil (S) und einen

antisymmetrischen Anteil () aufgeteilt:

Ozt Oyuy O uy T T
- J+J J—J
J= 00, 0u, O.u,|= +2 + e =540 (3)
Oty Oyu, O,u,

Dann werden die drei Eigenwerte A1 23 der Martix 52 4+ Q2 berechnet und so sortiert, dass
A1 < Ay < A3 ist. Punkte in der Stromung, an denen \s negativ ist, gehdren dabei zu einem
Wirbel, und der Betrag von A, korrespondiert zur Azimutalgeschwindigkeit. Der Verlauf des
Wirbels kann daher z. B. durch Isofliichen mit einem konstanten \o-Wert dargestellt werden.
Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Wirbel nimmt Ay in der Ndhe der Wirbelkerne sehr
grofle Werte an; fiir die Isoflichen in den Darstellungen werden in der Regel Werte zwischen

-15000 und -20 000 verwendet.



4 Aktueller Stand der Forschung

Eine klare Definition des Wirbelplatzens erscheint schwierig, da das Phidnomen zahlreiche
verschiedene Ausprigungen aufweist. Allen ist aber gemeinsam, dass die axiale Strémung in
der Umgebung der Rotationsachse des Wirbels zum Erliegen kommt. Die Strémung weicht
dann diesem Staupunkt je nach Ausprigung auf eine bestimmte Weise aus, wodurch der
Durchmesser des Wirbels* stark ansteigt.

Trotz intensiver Forschung ist bis jetzt keine vollstindige theoretische Beschreibung ge-
funden worden [25]. Es wurden aber zahlreiche Experimente und numerische Simulationen
durchfiihrt sowie verschiedene Theorien aufgestellt, die das Phinomen zumindest kategori-
sieren und teilweise beschreiben. In diesem Kapitel soll ein Uberblick iiber die bisherigen
Erkenntnisse gegeben werden.

4.1 Experimentelle Untersuchungen

Nach anfdnglichen Experimenten mit Deltafliigeln wurde das Phénomen in besser kon-
trollierbaren Umgebungen untersucht. Hierzu wurden meist Rohrstromungen verwendet,
in denen der Wirbelkern entweder iiber Tintenfiden in Wasser (z.B. [36], [11]) oder iiber
Rauchfiden in Luft (z. B. [17]) sichtbar gemacht wurde. Auf diese Weise kann zwischen ver-
schiedenen Ausprigungen des Platzens unterschieden werden. Die Anzahl und Definition der
Ausprégungen variiert dabei je nach Autor zwischen drei [36] und sieben [13]; im Folgenden
soll die Einteilung nach Sarpkaya erldutert werden.

Achsensymmetrisches (blasenformiges) Platzen:

Der Staupunkt liegt auf der Rotationsachse des Wirbels, die Strémung weicht achsensym-
metrisch zur Seite aus. Es entsteht eine Blase, in deren Inneren sich ein oder mehrere Wir-
belringe befinden. Hinter der Blase kann sich ein neuer Wirbel ausprégen (z.B. [37]) oder
die Struktur geht durch Turbulenz verloren (siche Abb.5).

Abbildung 5: Achsensymmetrisches Aufplatzen eines Wirbels in einem Wasserkanal mit an-
schliefender Auflésung der Struktur durch Turbulenz. Der Wirbelkern ist mit Tinte ein-
gefdrbt. Entnommen aus [36].

Spiralformiges Platzen:

Der Staupunkt liegt neben der Rotationsachse, der Wirbelkern biegt mit einem scharfen
Knick in die entgegengesetzte Richtung zur Seite ab und wickelt sich dann spiralférmig auf
(siehe Abbildung 6). Der Staupunkt und der Knick prizessieren um die Mittelachse, wobei
die Drehsinne dieser Bewegung und des Wirbels gleich [36] oder entgegengesetzt ausfallen
kénnen [23].

4Der Durchmesser des Wirbels ist hier definiert als das Doppelte des Radius 7, bei dem die azimutale
Geschwindigkeit u4 maximal wird.



Abbildung 6: Spiralférmiges Aufplatzen eines Wirbels in einem Wasserkanal. Der Wirbelkern
ist mit Tinte eingefirbt. Entnommen aus [24].

Doppelheliz-formiges Platzen:

Der Wirbel expandiert entlang einer Achse senkrecht zur Axialstromung und schrumpft ent-
lang der anderen, bis er ein flaches Band bildet. Dieses wird um die Mittelachse verdreht,
sodass die beiden Enden des Bands eine Doppelhelix bilden (siehe Abbildung 7). Die axia-
le Stromung entlang der Mittelachse wird hierbei zwar deutlich verlangsamt, kommt aber
nicht notwendigerweise zum Erliegen. Daher erfiillt dieser Fall streng genommen nicht die
Definition des Wirbelplatzens, wird aber dennoch gemeinhin hinzugezihlt [7].

Abbildung 7: Doppelhelix-féormiges Aufplatzen eines Wirbels in einem Wasserkanal. Der
Wirbelkern ist mit Tinte eingefirbt. Entnommen aus [36].

Welche Auspriagung beobachtet wird, héngt von vielen Faktoren ab: Der Doppelhelix-
Typ wird ausschlielich bei niedrigen Reynolds-Zahlen (Re < 2000) beobachtet [25], wihrend
Spiral-Typ und Blasen-Typ bei allen Reynolds-Zahlen zu beobachten sind [36]. Fiir steigende
Zirkulation bzw. Azimutalgeschwindigkeit geht ein Spiral-Typ graduell in einen Blasen-Typ
iiber, wihrend der Aufplatzpunkt stromaufwirts wandert [13]. Angesichts des graduellen
Ubergangs wurde argumentiert, dass der Spiral- und Blasen-Typ Ausprigungen desselben
physikalischen Phénomens sind [12]. Dies ist bis heute nicht abschlieend geklért.

4.2 Theoretische Beschreibung

Es gibt zahlreiche Ansétze, das Aufplatzen von Wirbeln theoretisch zu erkliren und zu
beschreiben. Erste Theorien wurden unter anderem von Squire [42] und Benjamin [5] aufge-
stellt. Sie betrachten Storungen im Geschwindigkeitsfeld, die sich in der Stromung mit einer
Gruppengeschwindigkeit ¢ ausbreiten. Sie erkliren das Wirbelplatzen mit einem Ubergang
eines iiberkritischen Zustands (Stérungen breiten sich nur stromabwirts aus) zu einem un-
terkritischen Zustand (Stoérungen breiten sich in alle Richtungen aus). Laut Squire sam-
meln sich alle flussabwiirts erzeugten Storwellen am Ubergangspunkt an und fithrten so zu
einem abrupten Aufplatzen. Benjamin dagegen betrachtet das Aufplatzen selbst als eine
stehende Welle bzw. ein Soliton [5], in direkter Analogie zu einem hydraulischen Sprung
in einer Kanalstromung. Anstelle der Froude-Zahl konstruiert er eine Gréfie N aus der ab-
soluten Gruppengeschwindigkeit von Wellen in Strémungsrichtung (c;) und entgegen der
Stromungsrichtung (c_):

o C+ +c_
oy —c_

N (4)

10



Trotz unterschiedlicher Interpretationen kamen Squire und Benjamin auf das gleiche Stabi-
litétskriterium fiir Wirbel in axialer Stromung. Demnach platzt ein Wirbel auf, wenn seine
Swirl-Rate s, definiert als das Verhéltnis aus dem Maximum des Betrags der azimutalen
Geschwindigkeit und der axialen Geschwindigkeit im Wirbelkern, einen Grenzwert von 1,2
erreicht:

 max, |ug|
sim D] )

Sinstabil > 1a 2 (6)

Experimente belegen zwar einen Ubergang von einer iiberkritischen Strémung vor dem Auf-
platzen zu einer unterkritischen Stréomung dahinter [13], dies scheint allerdings nur ein not-
wendiges und kein hinreichendes Kriterium zu sein [25].

Ein weiterer Ansatz, der vor allem von Hall beschrieben wird [15], ist der Vergleich
zwischen Wirbelplatzen und der Ablosung einer Grenzschichtstromung. Fiir eine Grenz-
schicht kénnen verschiedene Annahmen getroffen werden, mit denen sich die Navier-Stokes-
Gleichungen zu den Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen vereinfachen. Ergibt sich aus
den Grenzschichtgleichungen eine Stromungsablésung, so stimmt deren Position ungefihr
mit der tatsdchlichen Position der Ablosung iiberein, auch wenn an dieser Stelle die An-
nahmen fiir die Ndherung versagen. Analog dazu stellt Hall ein System aus gendherten
Stromungsgleichungen fiir schlanke, achsensymmetrische Wirbel auf. Ausgehend von einer
Randbedingung kénnen diese stromabwirts aufintegriert werden, bis das Resultat die getrof-
fenen Annahmen verletzt. Vergleiche mit Experimenten zeigen zumindest eine qualitative
Ubereinstimmung fiir die Position des so ermittelten Aufplatzpunkts.

Zudem leitet Hall her, dass im Falle eines zylindersymmetrischen, inkompressiblen Wir-
bels ein axialer Druckgradient auf das Innere eines Wirbels stidrker wirkt als auf den Rest

der Strémung:
R 2 2
0 [ouy r
T_R“/o ax<r>d“@m "

Das deckt sich mit experimentellen Beobachtungen von Lambourne [23], der positive axiale
Druckgradienten als eine Hauptursache fiir das Platzen von Wirbeln sieht. Da die Rech-
nungen aber kurz vor dem Aufplatzpunkt versagen, konnen keinerlei Vorhersagen iiber die
genaue Form des Platzens oder den Stromungsverlauf stromabwirts davon getroffen wer-
den. Damit erweist sich die Analogie als unzureichend fiir eine vollstindige Beschreibung
des Ph&nomens.

Fin dritter Erkliarungsansatz basiert auf hydrodynamischen Instabilitdten. Bereits 1916
wies Lord Rayleigh nach, dass ein reibungsfreies rotierendes Fluid nur dann stabil sein kann,
wenn der Drehimpuls senkrecht zur Drehachse monoton steigt [33]:

op
ox

_ %
0o Oz

r=

d(rug)?

I >0 (8)

Diese Bedingung kann dann im Kontext verschiedener Stérungen der Wirbelstrémung unter-
sucht werden. Dieser Ansatz wird zum Beispiel von Howard und Gupta [19], sowie Ludwieg
[28] verfolgt; allerdings zeigt sich stets eine hohe Stabilitéit gegeniiber achsensymmetrischen
Storungen. Das Aufplatzen nach dem achsensymmetrischen Typ kann entsprechend nicht
begriindet werden (siehe z. B. Garg und Leibovich [14]).

Da keiner der vorgestellten Ansétze das Phdnomen vollsténdig beschreibt, wurden zahl-
reiche Kombinationen und Erweiterungen der Modelle vorgeschlagen, zum Beispiel eine
Kombination von Benjamins Wellenansatz und hydrodynamischen Instabilititen [32]. Es-
cudier und Keller [12] schlagen dafiir einen zweistufigen Prozess vor, bei dem der Wirbel
zunéchst zwischen zwei iiberkritischen Zustdnden wechselt, bevor er analog zu Benjamins
Theorie zu einem unterkritischen iibergeht (vgl. Abbildung 8).
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Abbildung 8: Zweistufiges Aufplatzen nach Escudier und Keller. Der Wirbel geht zunéchst
isentropisch von einem iiberkritischen Zustand in einen anderen (mit Totwassergebiet in
der Mitte) iiber, bevor er analog zu einem hydraulischen Sprung in einen unterkritischen
Zustand fillt. Entnommen aus [12].

Dadurch kann zum Beispiel erklirt werden, warum ein achsensymmetrisches Aufplatzen
wie in Abbildung 5 zunéchst ohne nennenswerte Turbulenz erfolgt, bevor es weiter strom-
abwirts zu deutlicher Turbulenz (und damit Dissipation) kommt.

4.3 Numerische Untersuchungen

Wirbelplatzen wurde bereits frith auch numerisch untersucht, um an Gréflen wie die rdum-
liche Druckverteilung zu gelangen, die experimentell nur schwer messbar sind. Zuné&chst
wurde dabei von Halls Theorie der zusammenbrechenden Zylinder-Symmetrie ausgegan-
gen. Die Wirbel wurden in zwei-dimensionalen, quasi-zylindrischen Simulationen model-
liert und galten dann als aufgeplatzt, wenn die Simulation abstiirzte. Spéter folgten zwei-
dimensionale Rechnungen der vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichungen; die experimentellen
Befunde konnten aber dennoch nur in Teilen reproduziert werden [25].

Mit Hilfe von drei-dimensionalen Simulationen der zeitabhéingigen Navier-Stokes-Glei-
chungen koénnen Spall und Gatski dagegen alle drei Auspriagungen des Wirbelplatzens nach-
bilden (Blase, Spirale und Helix) und die Existenz von Wirbelringen in der Blase des achsen-
symmetrischen Aufplatztyps bestétigen [38, 39, 40]. Zusitzlich reproduzieren sie den expe-
rimentellen Befund, dass die Position des Aufplatzpunktes wesentlich von der Grofle des
axialen Druckgradienten beeinflusst wird.

Zeitabhiingige Simulationen von Breuer und Hinel [8] zeigen ebenfalls gute Uberein-
stimmung mit experimentellen Beobachtungen, demonstrieren aber auch ein grundsétzliches
Problem: Da der Aufplatzpunkt entlang der Achse wandern kann, kann er den Einlass-
oder Auslassrand der Simulation erreichen, wodurch die Ergebnisse verfilscht werden. Eine
mogliche Losung fiir dieses Problem sind dynamische Randbedingungen [21], die den Auf-
platzpunkt in der Mitte des Simulationsgebiets einfangen. Diese beeinflussen aber auch die
Stromung und laufen damit dem Ziel einer moglichst allgemeinen Untersuchung zuwider.
Eine Alternative ist die Wahl einer Geometrie, in der die kritischen Strémungsbedingungen
nur in einem vordefinierten Bereich erreicht werden (siehe Kapitel 6).

Nicht abschlieend gekldrt ist auch die genaue Bedeutung von Reibungseffekten. Hit-
zel konnte in Simulationen an einfachen Deltafliigeln zeigen, dass Wirbelplatzen auch ohne
Reibungseffekte auftritt und in guter Ubereinstimmung mit Experimenten steht [18]. Sei-
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ner Meinung nach ist der Druckanstieg in axialer Richtung von wesentlich gréflerer Bedeu-
tung. Darmofal [9] verglich theoretische Berechnungen ohne Reibungseffekte mit reibungs-
behafteten numerischen Simulationen und kam zu dem Ergebnis, dass die Reibung keinen
wesentlichen Einflus auf die beobachteten Effekte hat. In &hnliche Richtung argumentiert
auch Melville [29]. Einige weitere interessante Effekte, insbesondere das Ausbilden von Se-
kundérwirbeln an der Fliigeloberfliche, lassen sich allerdings ohne die Berticksichtigung von
Reibungseffekten nicht nachbilden (siehe z.B. [18], [27]).

In den letzten Jahren lag der Fokus vermehrt auf ganzheitlichen Simulationen, in de-
nen Wirbelplatzen nicht mehr isoliert, sondern im Kontext verschiedener Fliigel- und Flug-
zeuggeometrien untersucht wurde. Hier zeichnen sich insbesondere kombinierte RANS /LES-
Simulationen als vielversprechend ab [26].
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5 Theoretische Grundlagen dieser Arbeit

Thema der Arbeit ist die Untersuchung von Wirbelplatzen unter méglichst allgemeinen Um-
stdnden. Daher soll auf eine spezifische Wirbelerzeugung im Inneren des Simulationsgebiets
verzichtet werden. Stattdessen werden die Wirbel am Anfang des Simulationsgebiets analy-
tisch iiber Randbedingungen vorgegeben und koénnen sich dann im Inneren frei entwickeln,
bevor die Stromung den Simulationsbereich auf der anderen Seite verldsst. Damit die Form
des Simulationsbereichs die Wirbel moglichst wenig verédndert, wird eine achsensymmetri-
sche Form gewéhlt.

Da reale Stromungen (z. B. um Deltafliigel) hiufig kompressible Effekte beinhalten, sol-
len diese auch in den durchgefithrten Rechnungen und Simulationen beriicksichtigt werden.
Viskose Effekte sollen dagegen aufgrund der Beobachtungen von Darmofal [9] vernachléssigt
werden. Damit wird auch der zeitliche Aufwand der Simulationsrechnungen reduziert. Es
werden daher alle Simulationen auf Basis der Euler-Gleichungen durchgefiihrt:

ou = 1=

_— T v U= —— v 9
ot + (u ) Y 0 P (9)
Die Dichte wird durch die Kontinuitéitsgleichung beschrieben:

%JrV(gﬁ):O (10)
Ohne Reibung findet aulerdem keine Dissipation statt. Solange die Simulationen keine Stof3-
wellen aufweisen, kénnen alle Prozesse als isentrop angenommen werden.

Fiir eine geeignete Wahl der Groflenordnung des Simulationsbereichs erfolgt eine Orien-
tierung an existierenden Deltafliigeln. Dazu wird ein Rohr mit einem Durchmesser von 10 m
und einer Lénge von 16 m als Simulationsbereich vorgegeben. Die Diskussion der genauen
Abmessungen folgt im n#chsten Kapitel.

5.1 Definition der Geometrie

Ohne Reibung ist der axiale Druckgradient die wesentliche Ursache fiir die Destabilisierung
des Wirbels [18]. Um diesen zu erzeugen, kann in einer Unterschallstromung der Rohrradius
vergrofert werden. Der Druckanstieg zwischen zwei Punkten 1 und 2 auf derselben Stromlinie
kann wie folgt genéhert werden:

Angenommen, ein Rohr mit variablem Radius r wird von einer reibungsfreien Strémung
durchflossen, die die z-Geschwindigkeit u besitzt. Es soll weiter angenommen werden, dass
die Radiusverdnderung so langsam geschieht, dass die radiale Geschwindigkeitskomponente
im Vergleich zur axialen vernachlissigt werden kann®. Dann gilt fiir zwei Punkte 1 und 2
auf derselben Stromlinie:

2 2
Energieerhaltung : i, ¥ h_Wm, 7 P (11)
2 y-1lo 2 ~v-1op
Massenerhaltung: 7% oy uy = 773 02 Uy (12)
1/
Isentropische Rel. : o _ (p1> (13)
02 P2

Durch Einsetzen der Gleichungen 12 und 13 in Gleichung 11 koénnen alle bis auf eine der
unbekannten Gréflen eliminiert werden. So ergibt sich ein impliziter Ausdruck fiir diese
Grofle, der dann numerisch gelést werden kann. Fiir den Druck po erhélt man:

5In der verwendeten Geometrie haben die Rohrwinde in der konischen Sektion einen Winkel zur
Mittelachse von ca. 7,125°. Das entspricht einer maximalen Verdnderung der axialen Geschwindigkeit
von ugcgerades Rohr) _ ug‘O“iSCheS Rohr) — (1 _ COS(7, 1250))u(gerades Rohr) ~ 0,008 w(gerades Rohr).  Dyje

~

Verdnderung der z-Geschwindigkeit ist also vernachldssigbar
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W, m_ﬁ<ﬁ Gﬁ+ gl p2

A U 2 \r 02 v =1 o1 (p2/p1)t/”

ui v op Ui Y\ Y p1p2 (D2 A
— L4 T a1 = + L= = (=

2 9=l 2 \r D2 v—101 p1 \ P

4 2/~ A=)/~
2
= |1- (”) (pl> =7 A (pl> ~1 (14)
T2 D2 vy—1o01uf |\p2

Und fiir die axiale Geschwindigkeit w:

Wy m w7 pi(e/a)

2 vy-1oo 2 ~-1 02

u? u2 w2\ 7!
— 1+Vpl:2+7pl< 1 ;)

2 'Y_lgl 2 7_1Q1 U2 T5

ug \ 2 2 o\ 22 fup \ 7
— 1- (2) =7 A [(2> < 2) 1] (15)
Uy y—1o1uf [\ Uy

Aufgrund der Kompressibilitéiit ist der Anstieg des Drucks bei einer Vergroflerung der Quer-
schnittsfliche nicht gleichméfig, sondern ist zu Beginn des konischen Rohres stérker ausge-
pragt.

Da die Stromung ohne Einbeziehung eines Wirbels am Beginn und Ende des Rohres
parallel zur x-Achse erfolgen soll, in einem konischen Rohr aber leicht schrig verlauft, wird
der Radius am Rohranfang und Rohrende jeweils fiir ein 4 m langes Segment konstant gehal-
ten und die Ubergiinge zwischen den Segmenten werden Kreisbogen-formig geglittet. Damit
ergibt sich die Form des Rohrs, wie sie in der folgenden Abbildung 9 dargestellt ist:

Abbildung 9: Der Querschnitt des (rotationssymmetrischen) Simulationsbereichs. Links: Ein-
lasssegment, hier wird die Wirbelstromung eingebracht. Mitte: Konisches Segment, hier soll
der Wirbel aufplatzen. Rechts: Auslasssegment, hier wird die Stromung fiir Kompatibilitét
mit der Fernfeldrandbedingung wieder parallelisiert.

Diese Wahl der Geometrie hat einen weiteren Vorteil: Da sich die Strémungsbedingungen
im konischen Segment verédndern, kann der Wirbel so gew#hlt werden, dass er im Einlass-
segment stabil bleibt und dass erst in der konischen Sektion die Bedingungen fiir Aufplatzen
erfiillt werden. So kann das Problem vermieden werden, dass der Aufplatzpunkt an den
Rohranfang wandert und die aufplatzende Stromung dort direkt mit der Randbedingung
interagiert.
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5.2 Definition der Randbedingungen

Das Simulationsgebiet hat drei Rénder, an denen Stromungsbedingungen bestimmt wer-
den miissen. Die Rohrwand erhélt eine reibungsfreie Randbedingung (im TAU-Code: ,euler
wall“), das heift, lediglich die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand muss an
der Wand auf Null abfallen, Geschwindigkeiten parallel zur Wand sind nicht vorgegeben.

Das Rohrende erhélt eine Fernfeld-Randbedingung (im TAU-Code: ,farfield“). Diese ist
fiir Unterschallstromungen gedacht und soll einen Ubergang zu einer gleichmiiBigen Refe-
renzstromung fern des Simulationsbereichs imitieren. Dabei wird ein Schema nach Roe [35]
verwendet. Damit wird erreicht, dass die Randbedingung des Auslasses moglichst geringe
Auswirkungen auf die im Rohr zu untersuchende Wirbelstrémung hat.

Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Wirbel und die zugehérige Anstromung wer-
den iiber die Einlassrandbedingung definiert und damit komplett vorgegeben (im TAU-
Code: ,modify farfield*). Hierfiir wird ein eigens entwickeltes Python-Programm verwendet,
das fiir jeden Gitterpunkt auf dem Rand alle relevanten Grofien berechnet. Fiir die An-
stromung wird ein Druck von 101325 Pa (eine Atmosphére) und eine Geschwindigkeit von
Uoo = 0,5 ¢ verwendet, bei einer Schallgeschwindigkeit von ¢ = 331,288 m/s. Bei dieser An-
stromgeschwindigkeit konnen bereits kompressible Effekte beobachtet werden, gleichzeitig
treten selbst mit Azimutalgeschwindigkeiten derselben Grofienordnung noch keine Stoflwel-
len auf, die das Aufplatzverhalten zusitzlich verkomplizieren wiirden.

Die nédchste Entscheidung betrifft die Form des Wirbels. Eine Studie von Bhagwat und
Leishman [6] zeigt, dass der in Kapitel 3 beschriebene Batchelor-Wirbel eine sehr gute
Ubereinstimmung mit experimentellen Daten liefert. Daher wird er fiir diese Arbeit in der
folgenden, oben bereits eingefiihrten Notation verwendet:

U, =0
u, max R 2
Ug ¢§ [1 — exp (_RQ)}
2
Uy = Uso + AUy max €XP <_Rz> (1)

Hierbei ist %y max die maximale azimutale Geschwindigkeit, R der Radius des Wirbelkerns,
Aty max die Abweichung der z-Geschwindigkeit bei » = 0 und £ = 0, 638173 eine Konstante.

Zusétzlich sollen Wirbel nach der Definition von Erlebacher et al. [10] untersucht werden;
auch diese wurden bereits in Kapitel 3 definiert:

ur =0
T R? — 2
Uy = ud)maxﬁ eXp | — 2 R2
2
Uy = Uoo + AUy max €XP (—;) (2)

Erginzend zum Geschwindigkeitsfeld ben6tigt der TAU-Code auch die Verteilung von Druck
und Dichte. Diese konnen aus der radialen Komponente der Euler-Gleichung in Zylinderko-
ordinaten (siehe Anhang A) hergeleitet werden:

A, d  ug d _19p  uj
ot JF<UT87“+ r a¢+“max>“7“ Q8r+ r (16)

In den Definition beider Wirbelformen ist u,, = 0. Damit miissen Druckkrifte und Zentrifu-
galkrifte im Gleichgewicht sein:

2

dp Uy
-x_,2 17
or e r (17)
Integration liefert:
p(r) 1 T2
/ fdpz/ —?dr’ (18)
p(oc0) 0 o T
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Es soll zunéchst die rechte Seite berechnet werden. Fiir den Batchelor-Wirbel erhilt man:

72 2
2 w2 R2 7 (1 — exp (_%))
/ 0 qy! = ¢ max / r dr’

o €2 VE
u? R? 1—2exp (*9;72) + exp (727}%—22)
| i
oo
9 2 1_ 7& 27" 477‘/ 7r/2 _ 477”/ 2T/2
Up max R €xp R2 r py €Xp R2 Rz €Xp jo2) .
= €2 o 92 + - 912 dr
o0
2 2 1—e _i 2 _£ _ _ r'?
’U,¢ max R xp R? 2 T eXp R2 €xp R2 ,
= 52 — 9 r2 + ﬁ 7"/ dT’

UG max 7 (“exp(—%)f 2 [F7 exp(—C) — exp(~20)
B £2 272 R? /

:uimaXR2 (1—eXp<—1%22))2_ 1 jexp(—()dc+%/2 exp (— 2C)2d§

2¢
SN 2
5 _ _r2
_ (Ugmax R _(1 exp( R2)> —iE r’ _|_LE Qi
£ 272 rRN\R) TR\ R

:(“¢mx>2 _(kexp(f’%)) —E(r2>+El<22> (19)

¢ 212 | R? R? R?

In der fiinften Zeile von Gleichung (19) wird mit mit 7/ = R/ substituiert; E; steht fiir
die Integralexponentialfunktion erster Ordnung.
Fiir den Wirbel nach Erlebacher ergibt sich fiir die rechte Seite folgender Ausdruck:

" ué / 2 R 1 - 3;72 ’ ’
/ 7dT :u¢max/ 7|7 P 5 dr
o/ /12
= u?ﬁmax/ % exp <1 — ;2> dr’
u2 L P 12
= ¢;nax / —R—TQ exp (1 - ;%2> dr’
U3 max r'?
= — ¢2 / ? exp ( RQ) dT/

u 2
_ ¢ max r

Als néichstes wird die linke Seite von Gleichung (18) berechnet. Wie am Anfang von Kapitel
5 beschrieben, kann die Stromung als isentrop angenommen werden. Damit gilt bezogen auf
einen Referenzpunkt bei r — co:
1/
p
o= (L) (21)

Po
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Somit ergibt sich:

p(r) 1 p(r) 1 1/~ /v pp(r)
p(cc) € p(oo) Qoo \ P Qoo Jp(oo)

1/y p(r) 1/4
P 1 S | Poo Y y=1 y=1
= P == _T_ - 22)
o ] T ()T pe0) )
0 + P
Und damit:
2 "rzl
Y—=1 00 [T U
p(r) = poo (1 o / T‘f dr’> (23)
1 - r u2 ~y—1
o(1) = 000 (1 + ’YT 2— Tf) dr’> (24)

Die Dichte p und der Druck p fiir einen spezifischen Wirbel ergeben sich durch Einsetzen
des Integrals (z. B. Gleichung (19) oder (20)) in die obigen Gleichungen (23) und (24) und
sind exemplarisch in Abbildung 10 dargestellt.

1.50 1.50
—— Rankine-Wirbel —— Rankine-Wirbel
——- Batchelor-Wirbel ——- Batchelor-Wirbel
1.254 Erlebacher-Wirbel 1.254 == Erlebacher-Wirbel
1.00 1.00 +
8 8
g ¢
S 075 S 075
N N
Q S
0.50 A 0.50 A
0.25 A 0.25 A
0.00 T T T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
y/IR y/R

Abbildung 10: Die Druck- und Dichteprofile verschiedener Wirbelmodelle. Hier dargestellt
als Schnitt entlang der y-Achse fiir eine exemplarische Wahl der Konstanten.

5.3 Berechnung von Mehr-Wirbel-Systemen

Ein Aspekt dieser Arbeit ist die Untersuchung der Interaktion zweier Wirbel. Das kom-
binierte Geschwindigkeitsfeld wird hierbei durch Superposition der Geschwindigkeiten der
einzelnen Wirbel berechnet (siehe z.B. [31], [16]):

Uges = § Uq

Wirbel ¢

(25)
Da sich die Einlassrandbedingung wihrend der Simulation nicht verdndert, miissen die zeit-
lichen Ableitungen in der Euler-Gleichung verschwinden. Dies ist durch eine Superposition

des Drucks und der Dichte aus Kapitel 5.2 nicht mehr erfiillt. Somit miissen beide Felder
neu berechnet werden. Der Startpunkt ist die Euler-Gleichung fiir stationéire Stromungen:

e - =
(Uges : v) Uges = _E Vp
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In Kombination mit der Isentropen-Relation (Gleichung 21) gilt damit fiir den Druck:

- 1 -\ 1

Vp = |:_Qoo Doo’ (uges : v) uges:| b (26)
Die Ableitung des Drucks ist also durch eine Potenz-Funktion des Drucks gegeben. Folglich

bietet sich als Losungsansatz ebenfalls eine Potenz-Funktion an:

Ansatz:  p(%) = AP(%) (27)
— VUp=BAP-lvA (28)

Zur Bestimmung der Unbekannten A und B wird Gleichung (28) mit Gleichung (26) vergli-
chen:

1
— B-1=B- (29)
v
_
= B——’Y_1 (30)
=4 =1 3 (2 )~
= VA= 5 Ooo Poo (u V)u (31)

Damit héingt A (bzw. p) nur noch vom Geschwindigkeitsfeld ab, das bekannt ist. Integration®
von einem Punkt mit unendlichem Radius (z.B. y — —o0) zu einem Punkt (xo, Yo, 20)
liefert:

Yo )
A(x()ayOvZO) 7AOO = / %A(x07yvzo) dy

R S A PR
R Qoopoow/ (UV) w(xo,y, 20) dy (32)

— 00

A, folgt dabei aus der Verschiebung der oberen Integrationsgrenze nach y — —oo:

v -1 L T N 7T
P = [A(y*> Oo)]n'ﬁl = |:Aoo - PyTQoopoow/ (uv> u($0ay720) dy:|

—1
A
y—1

=  As =pod (33)

und man erhilt fiir die Druckverteilung:

0 1 Oco vo - )\ - %
p(anyOa ZO) = Po 1- T ]T (U ‘ V) u(an Y, ZO) dy (34)

Fiir ein bekanntes Geschwindigkeitsfeld kénnen so zunéchst die Ableitung dieses Feldes
(analytisch, siche Anhang D) und dann das Integral (numerisch) bestimmt werden. Da eine
numerische Integration aus dem Unendlichen nicht moéglich ist, wird ein Startpunkt mit
grofiem aber endlichem Radius verwendet (hier: 25 R).

5.4 Theoretische Berechnung von Swirl-Raten

Die Swirl-Rate s, definiert als das Verhiltnis aus maximaler Azimutalgeschwindigkeit und
Axialgeschwindigkeit auf der Rotationsachse, ist ein oft verwendetes Maf fiir die Stabilitét
eines Wirbels (siehe z. B. [7, 14, 42]):

max, |ug|

=0 “

SDer Pfad in der y-z-Ebene spielt keine Rolle, da V A nach Definition mathematisch konservativ ist.
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Da sich die Strémungsbedingungen im hier verwendeten konischen Rohr entlang des Rohres
verdndern, veréindert sich auch die Swirl-Rate. Der Wert, der auf der Einlass-Randbedingung
vorgegeben ist, entspricht also nicht notwendigerweise dem Wert am Punkt eines Wirbelplat-
zens. Er kann dann auch nicht unmittelbar aus Experimenten oder Simulationsergebnissen
bestimmt werden, da die axiale Geschwindigkeit am Aufplatzpunkt auf null abfillt und die
Swirl-Rate somit beliebig grofl wird.

In diesem Kapitel wird der Verlauf der Swirl-Rate entlang des Rohres fiir einen einzel-
nen Wirbel theoretisch hergeleitet. Der Verlauf der axialen Geschwindigkeit wurde bereits
von Hall beschrieben [15] (vgl. Kapitel 4.2), allerdings nur fiir inkompressible Stréomungen.
Daher soll sein Ansatz nachfolgend um kompressible Effekte erweitert werden. Analog zu
den Uberlegungen von Hall wird dabei stets von einem stabilen Wirbel ausgegangen, auch
wenn er fiir die gewahlten Parameter bereits instabil wéare. Das bedeutet insbesondere, dass
der Wirbel achsensymmetrisch und stationér ist.

Zuerst wird die maximale Azimutalgeschwindigkeit berechnet. Nach dem ersten Helm-
holtz’schen Wirbelsatz gilt fiir die Zirkulation I' in einer Wirbelr6hre mit Querschnittsfliche
A(x) [34]):

I(z) = j{ - d5 = konst. (35)
OA(x)

Fiir den Rand 0A der Querschnittsfliche wird ein Kreis mit Radius r4 gewihlt, dessen
Mittelpunkt auf der Rotationsachse (2-Achse) liegt. Dann entspricht die Geschwindigkeits-
komponente parallel zum Wegelement s genau der Azimutalgeschwindigkeit des Wirbels. Es
gilt also fiir zwei Querschnittsflichen der Wirbelrohre mit z-Koordinaten zy (Rohranfang)
und x:

j{ Ug(ra(zo), o) ds = j{ ug(ra(z), z)ds
0A(zo) OA(x)

— 2w ra(xo) u¢(7'A(xo), xo) =27 ’I”A(.Z‘)U¢(TA(JL‘), x) (36)
Fiir die Form der Wirbelrohre r 4 (z) wird angenommen, dass ein Biindel von Stromlinien,

die am Rohranfang dquidistant sind, im gesamten Rohrverlauf dquidistant bleiben. Damit
ergibt sich das folgende Verhiiltnis:

r4(x0)  RRohr(o)

a@) ~ Raom(®@) (87)

Einsetzen in Gleichung (36) liefert damit fiir den Verlauf der azimutalen Geschwindigkeit:

Rronr (7o)
, X)) = ——77+- , 38
Ug (T‘(Sﬂ) SL') RRohr(x) U (T(:L'O) ‘TO) ( )
Da das Verhéltnis der Rohrradien nicht von r abhéngt, gilt insbesondere auch:
Rronr (7o)
Up max\T) = Ugp max\T 39
¢ ( ) RRohr(x) [ ( 0) ( )

Als néchstes wird die axiale Geschwindigkeit auf der Rotationsachse (r = 0) berechnet.
Hier ist zu beachten, dass der Druckanstieg in z-Richtung einen verstirkten Einfluss auf
den Wirbelkern hat. Auch hier wird die Uberlegung von Hall [15] fiir den Fall reibungsfreier
kompressibler Fluide erweitert:

In Zylinderkoordinaten nimmt die radiale Komponente der Euler-Gleichung die folgende

Form an: )
ou, 0  ugy 0 0 10p uy

T 5 — a. o~ r— T 3 - 4

8t+(u 6r+7’8¢+u (%:)u 93r+r (40)

Unter der Annahme einer nicht-aufgeplatzten Stromung bleibt der Wirbel rotationssymme-
trisch. Damit verschwindet die Radialgeschwindigkeit auf der Rotationsachse und es ergibt
sich die folgende (bereits bekannte) Gleichung:

p(r=0) 1 0 42
¢
/p; - dp = / 7 d’l"/ (18)

(r—o0) @ 00
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Die Losung dieser Gleichung wurde ebenfalls bereits hergeleitet (siehe Kapitel 5.2). Fiir das
Verhiltnis aus Druck und Dichte gilt damit nach Gleichungen (23) und (24):

p(0, x) _ p(o0, x) n v—1 /0 ui(r/, x) a
0(0, z)  o(o0, z) S NS
2
_ p(00, x) N v—1 /0 ui(r’: Zo) & (RRohr(l’o)) (41)
9(007 il?) Py oo r RROhr(x)

Der Druck bei unendlichem Radius ist nur fiir die Stromung am Einlass (z = z) bekannt.
Daher soll im Folgenden fiir p(co, x) und g(co, x) der gendherte Druck- bzw. Dichteverlauf
fiir eine Stromung ohne Wirbel (vgl. Kapitel 5.1) verwendet werden.

Fiir das Integral konnen je nach gewéhlter Wirbelform die Gleichungen (19) bzw. (20)
eingesetzt werden. Fiir » = 0 nehmen diese die folgenden Formen an:

0wl (1, xg) In(2
. ] p\" 5 L0 _ In(2) ,
Batchelor-Wirbel: /OO — dr’' = — ¢2 U¢mx($0) (42)
0 w2(r, x
Erlebacher-Wirbel: 7(#( o) dr' =2 “35 o (T0) (43)
s ,’n/ 2 max

Damit kann schliefllich der Verlauf der axialen Geschwindigkeit u, entlang der Rotations-
achse (r = 0) berechnet werden. Nach der Euler-Gleichung in Zylinderkoordinaten gilt:

Ouy 0  ug 0 0 ~1op
ot +(ur8r+ra¢+uzax>uz an (44)

Unter der Annahme, dass der Wirbel nicht aufplatzt, ist die Wirbelstréomung sowohl statio-
nér als auch rotationssymmetrisch. Damit verschwinden die explizite Zeitableitung sowie die
Radialgeschwindigkeit auf der z-Achse und die Ableitung nach ¢. Es bleibt:

Oug (0, x) 1 9p(0, ) . .
uz (0, z) e =200 oz | isentrope Strémung
1 ouZ(0, z) 7 9 [p(0,2)
2 dr  y—10z |0, x)
2y (pO,z) p
2 2 _ _
—  uz(0, ) —uz (0, zp) o (g(O, Pl

2
— ui(O, x) = ui(O, Zo) — i <p

0 w2(r', x
_2/ ¢’( ; 0) dr
r RRohr(x)

oo

(R<>>_ 1] (15)

Damit erhélt man schliellich fiir die theoretische Swirl-Rate eines nicht-platzenden Wirbels:

max, |ug(r, )|

s(x) = (0. ) (46)

RRrohr
(2 g max (o)

2 (OO,’E) (Oovf ) 0 ul (r', o) Rronr (z ) 2
\/ug@, )= (B - ) —2 12 o (i)

Hierbei ist die Form des Wirbels in der Losung des Integrals nach Gleichung (42) bzw. (43)
enthalten und p(co, z) / o(co, x) folgt aus den Uberlegungen fiir eine Stromung ohne Wirbel
in Kapitel 5.1.
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6 Numerische Simulationen mit dem TAU-Code

Alle Simulationen in dieser Arbeit werden mit dem TAU-Code des DLRs durchgefiihrt.
Dieses von der DLR-Abteilung C?A2S2E des Instituts fiir Aerodynamik und Stréomungs-
technik entwickelte Programmpaket enthilt zahlreiche Methoden und Verfahren zur Losung
der Bewegungsgleichungen fiir sowohl reibungsfreie als auch reibungsbehaftete Stromungen
und ist viel zu umfangreich, um im Rahmen dieser Arbeit vollstdndig beschrieben zu werden.
Dennoch sollen im Folgenden zumindest die Grundlagen der fiir diese Arbeit verwendeten
Simulationsmethoden erkldrt werden. Fiir eine detailliertere Beschreibung siehe [2].

6.1 Finite Volumen

Der TAU-Code verwendet fiir die numerische Losung aller implementierten Bewegungs-
gleichungen ein , finite-Volumen-Verfahren“. Dafiir werden zuerst das Stromungsgebiet in re-
gelméfBige oder unregelméflige Volumenelemente aufgeteilt und dann alle relevanten Groéflen
iiber die Volumina integriert. Nach dem Gaufy’schen Integralsatz verschwinden dabei alle
radumlichen Ableitungen. Das soll im Folgenden an Hand der Euler-Gleichung demonstriert
werden:

<~ O(ot) —Udo+ 0 (ﬂ'- ﬁ) @=—-Vp | Kontinuitétsgl.
o

— at(ga>+a(6-(ga))+( ﬁﬁ)ﬁ:—ﬁp (47)
Nun kann {iber das Volumen integriert werden, wobei der Gaufy’sche Integralsatz und die
erste Green’sche Identitéit verwendet werden, um Volumenintegrale iiber V' in Oberflichen-
integrale iiber A = dV umzuwandeln. Dabei ist 7 ein Einheitsvektor senkrecht zu A und
zeigt nach Konvention aus dem Volumen heraus:

1
/at(gﬁ)dvz—fpﬁdA—f(ga)a-ﬁdA | x5

1 1
— 6tv/(gﬁ)dV:—— pii+ (o) u-ndA
=

ooy =3 3 A= )a i~ (0077 (49)

Hierbei bezeichnen die spitzen Klammern den Mittelwert iiber das Volumen ({.)y ) bzw. die
i-te Seitenfliche des Volumens ({.)4,). Somit kann die zeitliche Verdnderung des mittleren
Impulses im Volumen als die Summe der Fliisse durch seine Seitenflichen berechnet werden.
Ahnliche Gleichungen ergeben sich fiir die Dichte und die innere Energie.

Die Volumina werden vom TAU-Code auf Basis der Gitterpunkte generiert, wobei fiir
die Optimierung der Rechenzeiten fiir die Simulationen auch mehrere, unterschiedlich feine
Aufteilungen erstellt werden kénnen (fiir Details siehe [2]). Kontinuitét ist dadurch gegeben,
dass der Fluss durch eine Seitenfliche eines Volumens dem negativen Fluss durch dieselbe
Seitenfliche des Nachbarvolumens entspricht. Fiir die zeitliche Entwicklung wird ein explizi-
tes Runge-Kutta-Verfahren verwendet, Ableitungen werden iiber finite Differenzen zwischen
benachbarten Kontrollvolumina berechnet. Zusétzlich wird zwischen zwei grundsétzlichen
Problemstellungen unterschieden:

a) Stationire Probleme:

Bei Simulationen mit dieser Einstellung geht der TAU-Code davon aus, dass fiir die vorlie-
gende Problemstellung eine stationéire Losung existiert, also dass die zeitlichen Ableitungen
aller relevanten Groflen auf Dauer gegen Null konvergieren. In diesem Fall wird die Kon-
vergenz dieser Gréflen durch mehrere Mafinahmen beschleunigt; allerdings kann nur fiir das
Endergebnis garantiert werden, dass es physikalisch korrekt ist [2]. Die Zwischenschritte
stellen in der Regel keine Losung der Bewegungsgleichungen dar. Unter anderem wird nicht

22



im ganzen Simulationsbereich mit dem gleichen Zeitschritt gerechnet, sondern fiir jeden Git-
terpunkt mit dem gréfftmoglichen lokalen Zeitschritt. Die Entwicklung der Strémung kann
also an jedem Gitterpunkt mit unterschiedlichen und besténdig wechselnden Zeitintervallen
berechnet werden. Zusétzlich werden die so berechneten Verédnderungen nach jedem Schritt
gegldttet und die Auflosung des Gitters mit Hilfe eines sogenannten Multigrid-Verfahrens
zwischenzeitlich reduziert. Die Simulation endet, wenn die zeitlichen Ableitungen der re-
levanten Stromungsgrofien fiir alle Gitterpunkte unter einen vorgegebenen Schwellenwert
gefallen sind.

b) Instationiire Probleme:

Bei Simulationen mit dieser Einstellung werden alle Gitterpunkte mit dem grofiten Zeit-
schritt entwickelt, der fiir alle Gitterpunkte eine stabile Simulation ermoglicht. Damit kénnen
in regelméfligen zeitlichen Abstédnden Schnappschiisse der Simulation erzeugt werden, die die
tatsachliche zeitliche Entwicklung widerspiegeln.

Beide Verfahren (a und b) kommen in dieser Arbeit zum Einsatz. Im Fall der hier be-
trachteten Wirbelstrémungen ist zu erwarten, dass Stromungen, in denen die Wirbel nicht
aufplatzen, eine stationéire Losung haben. Aufplatzen nach dem Doppelhelix- oder Spiraltyp
dagegen liefert unregelméfige und instationére Strukturen, eine stationire Simulation wird
also nicht konvergieren. Im Falle eines achsensymmetrischen Aufplatzen ist eine stationére
Losung moglich, sofern die Stromung dabei nicht turbulent wird.

6.2 Gittererstellung und Auflésung

Die Unterteilung des Simulationsbereichs in Volumenelemente und zugehorige Gitterpunkte
ist nicht im Funktionsumfang des TAU-Codes enthalten. Hierfiir kommen zwei Programme
der Firma CentaurSoft [1] zum Einsatz:

Im ersten Schritt wird die Geometrie des Simulationsbereichs (alle Wénde / festen Ob-
jekte) festgelegt. Dazu wird das CAD-Programm ,,GeoCreate™ 6.0“ verwendet.

Im zweiten Schritt wird die Geometrie mit einem Gitter versehen. Hierfiir bietet das
Programm ,,GENTAUR™ 14.1.1.1¢ zahlreiche Einstellméglichkeiten, um die Form der Volu-
mina (Tetraeder, Hexaeder, Pyramiden, Prismen) und ihre ungefiihre Gréfie zu bestimmen.
Fiir diese Arbeit wurde in der Mitte des Rohres (y, z € [-1m, 1 m]) ein regelméBiges qua-
derférmiges Gitter gewihlt, um die Auflésung der Wirbel genau steuern zu kénnen.
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> Schicht

Abbildung 11: Qualitative Darstellung eines Schnitts durch das verwendete Gitter: In der
Mitte des Simulationsbereichs befindet sich ein Bereich aus regelméfiigen Quadern, an den
Auflenwiinden mehrere Schichten aus Prismen, und dazwischen unregelméflige Tetraeder
(hier nur angedeutet).
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An den AuBlenwinden wurden mehrere Prismen-Schichten erzeugt, um die Randbedin-
gungen gut auflésen zu konnen. Der Bereich zwischen den Prismen und den Quadern wurde
mit unstrukturierten Tetraedern gefiillt, um moglichst wenige zusétzliche Punkte zu ver-
wenden. Diese Aufteilung ist qualitativ in Abbildung 11 dargestellt, Abbildung 12 zeigt das
tatséchlich verwendete Gitter.
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Abbildung 12: Quantitative Darstellung das verwendeten Gitters. Die Mitte des Simulations-
bereichs wird aufgrund der hohen Punktdichte, die in dieser Abbildung nicht feiner aufgelost
werden kann, schwarz dargestellt. Die Stirnflichen zeigen représentativ die Gestalt des Git-
ters im Inneren des Rohres. (Erstellt mit Tecplot 360.)

Zur Bestimmung geeigneter Auflosungen fiir die einzelnen Bereiche wurden mehrere Tests
durchgefiihrt: Zunichst wurde die Dicke und Anzahl der Prismen an den Rohrwinden va-
riiert. Hier reagiert der TAU-Code sehr empfindlich und eine unzureichende Anzahl oder
falsche Verteilung der Dicken kann die Simulation zum Absturz bringen. Nach intensiven
Tests wurde eine Konfiguration mit 10 wandparallelen Schichten gefunden, die keine Stabi-
litdtsprobleme aufweist.

Als néchstes wurde der hoch-aufgeloste Bereich im Zentrum festgelegt, der den Wirbel
beinhalten soll. Die Auflésung in y- und z-Richtung bestimmt dabei die Reprisentation der
Wirbelprofile (vgl. Abbildung 4). Die z-Auflésung ist insbesondere im Falle eines Wirbelplat-
zens entscheidend, da in diesem Fall die 2-Geschwindigkeit auf null fallt und die sprunghafte
Verdnderung der Stromung in z-Richtung gut aufgelost werden muss. Zudem werden durch
eine hohe z-Auflésung Riickwirkungen der Auslassrandbedingung auf das Simulationsgebiet
minimiert.

Fiir die notigen Konvergenztests wurde eine Reihe an Untersuchungen mit einem ein-
zelnen Batchelor-Wirbel (R = 0,4m, s = 0,4, Augmax = 0) durchgefiihrt. Damit wur-
de eine geeignete Auflosung fiir den zentralen Simulationsbereich von dz = 0,02m und
0y = 6z = 0,01 m bestimmt, das entspricht 32 Mio. Gitterpunkten. Der gesamte Simulati-
onsbereich umfasst knapp 35 Mio. Gitterpunkte.

6.3 Anfangsbedingungen

Der TAU-Code initialisiert alle Gitterpunkte, die nicht durch eine Randbedingung festge-
legt sind, mit einem Satz an Referenzwerten. Diese entsprechen aufgrund der gewéhlten
Randbedingungen (,,farfield“) den Stréomungsbedingungen am Rohrende. Somit beginnt die
Simulation damit, dass die Stromungsbedingungen auf den Gitterpunkten am Rohreinlass
durch die Einlassrandbedingung vorgeben sind und die Stromungsbedingungen auf den Git-
terpunkten direkt daneben durch die Bedingungen am Rohrende. Diese sind im vorliegenden
Fall eines konischen Rohrs allerdings deutlich verschieden.
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In ersten Tests sorgte dieser Sprung in Druck, Dichte und Geschwindigkeit fiir einer
Reihe von Stofiwellen, die direkt nach dem Start der Simulation stromabwérts durch den
Simulationsbereich propagierten. Da die gewihlte Randbedingung am Rohrende nicht auf
Stofiwellen ausgelegt ist, konnten die Stowellen das Rohr nicht vollstdndig verlassen. Statt-
dessen wurden sie teilweise reflektiert und liefen stromaufwérts weiter, wo sie mit nachfol-
genden Wellen kollidierten. Das Resultat war im besten Fall eine sehr langsame Konvergenz
zur tatséchlichen Losung und im schlimmsten Fall ein Absturz des Programms.

Zur Losung des Problems wurde der Python-Code, der die Einlassrandbedingung berech-
net, um einen Programmteil erweitert. Dieser nimmt die bereits berechnete Randbedingung
und kombiniert sie linear mit der vom TAU-Code vorgegebenen Anfangsbedingung im Rohr
[2]. Dabei muss nicht der gesamte Simulationsbereich angepasst werden. Tests haben ge-
zeigt, dass die Bildung von Stéfen bereits verhindert wird, wenn die Stromungsfelder nur
in einer 2m langen Zone am Rohranfang gegldttet werden. Angesichts mehrerer Millionen
Gitterpunkte im Simulationsbereich kénnen dadurch bis zu 80% der Rechenzeit fiir eine
Anfangsbedingung eingespart werden. Fiir eine beliebige Grofle f gilt:

a—x*

fAnfangsbed.(I*’yaz) = { “

frandbed. (¥, 2) + £ fReferens (25,7, 2) 2" < a

*

49
fReferenz (x*, Y, Z) ( )

Dabei ist % = 2 — o der Abstand in z-Richtung zur Randbedingung und a die Breite des
Uberlagerungsbereichs (vgl. Abbildung 13).

» X*

0 a

Abbildung 13: Schematische Darstellung der nétigen Modifikationen an der Anfangsbe-
dingung. Da die vorgegebene Randbedingung bei z* = 0 (rot) nicht zu den vom TAU-
Code vorgegebenen Anfangswerten im Volumen (blau) passt, muss vor Simulationsstart
eine Ubergangszone (z* = 0 bis 2* = a) erzeugt werden.
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7 Analyse der numerischen Ergebnisse

Im Rahmen dieses Kapitels sollen zunéchst die numerischen Resultate fiir einen einzelnen
Wirbel anhand von experimentellen Beobachtungen aus der Literatur validiert werden. Da-
nach wird die Stabilitéit der beiden betrachteten Wirbelformen in Abhéngigkeit von unter-
schiedlichen Wirbelparametern auf Basis der Simulationsergebnisse und theoretischer Be-
trachtungen analysiert. Zuletzt wird exemplarisch untersucht, inwieweit das Aufplatzverhal-
ten eines Wirbels durch die Interaktion mit einem zweiten, schwécheren Wirbel gesteuert
werden kann.

Alle numerischen Simulationen, die nachfolgend ausgewertet werden, verwenden die fol-
genden Werte fiir die Berechnung der Anfangsbedingung (vgl. Kapitel 5.2):

1
s = 165,644 m/s = o c,
p = 101325 Pa
0 =1,29251kg/m”

Diese Werte werden dann auf der Einlassrandbedingung fiir die Erzeugung von Wirbeln
entsprechend modifiziert. Am Rohrende ergeben sich nach Gleichungen (13), (14) und (15)
fiir die Fernfeldrandbedingung die folgenden Werte:
U, = 107,090 m/s
p = 112029,7Pa
0 = 1,388355kg/m”

Ohne eine Modifikation der Stromung, also ohne aufgepriagten Wirbel, ergeben sich damit
die folgenden Verteilungen fiir die axiale Geschwindigkeit u, und die Dichte o:

LooginRbpee
o ® N Ao ® N s O

Y

L.

Abbildung 14: Das axiale Geschwindigkeitsfeld (links) und die Dichte (rechts) in der (2=0)-
Ebene ohne Wirbel.

In Abbildung 14 ist klar zu erkennen, dass die Verénderung der Stromung abhéingig vom
Radius unterschiedlich schnell erfolgt. Die Segmente mit konstantem Radius sind notwendig,
um die Stromungsbedingungen an Ein- und Auslassrandbedingung etwas gleichméfliger zu
gestalten.

Das Koordinatensystem wird fiir die Auswertung wie folgt festgelegt: Der Koordinaten-
urprung liegt in der Mitte des Simulationsbereichs. Der Rohranfang hat damit die z-Koordi-
nate rg = —8m und das Rohrende xr = 8 m. Der konische Bereich befindet sich im -
Intervall [-4m, 4 m].

Die beiden Wirbeldefinitionen (1) und (2) enthalten drei Wirbelparameter: Die maximale
azimutale Geschwindigkeit % max, die maximale Abweichung von der Umgebungsstromung
in z-Richtung Augmax und den Radius des Wirbelkerns R. Wahrend g max und Aty max
in unterschiedlichen Simulationen verschieden sein kéonnen, wird fiir den Wirbelkernradius
stets ein Wert von R = 0,4m verwendet.

Eine Ubersicht iiber alle im Rahmen dieser Arbeit ausgewerteten Simulationen und die
zugehorigen Parameter findet sich in Anhang E.
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7.1 Reproduktion experimenteller Beobachtungen

Bevor die Ergebnisse der numerischen Simulationen verwendet werden kénnen, miissen sie
zumindest exemplarisch validiert werden. Dazu wird ein Batchelor-Wirbel mit den Parame-
tern R = 0,4m, Ugmax = 0,6 Uso und Aty max = 0 betrachtet. Dieser zeigt in der Simulation
ein deutliches Aufplatzverhalten; die Form des Wirbels ist in Abbildung 15 als blau ein-
gefiirbte Ao-Isofliiche zu sehen. Zur nidheren Untersuchung des Wirbels ist es hilfreich, einen
Schnitt parallel zur z-Achse durch den Wirbel zu legen. Die Position dieses Schnittes ist in
Abbildung 15 als graue Fliche eingezeichnet.

b

Abbildung 15: Veranschaulichung der Schnittebene (grau) durch die Rotationsachse des
Wirbels, der hier als As-Isofliche (blau) dargestellt ist. (Erstellt mit Tecplot 360.)

z

Fiir den hier betrachteten Batchelor-Wirbel sind die Geschwindigkeiten in der Schnittebene”
in Abbildung 16 sowie der Druck und die Dichte in Abbildung 17 dargestellt.

e Die x-Geschwindigkeit u, ist parallel zur Umgebungsstromung u., und zeigt die Ver-
langsamung der Stromung durch den axialen Druckgradienten. Nach Definition platzt
der Wirbel auf, sobald sich ein Staupunkt auf oder nahe der Rotationsachse des Wirbels
bildet; das entspricht dem Punkt mit minimaler z-Koordinate, an dem u, verschwin-
det. In Abbildung 16 ist das bei 2, = —0,9m (oben), weiter stromabwérts erreicht
u, sogar negative Werte. Damit kann von einem Aufplatzen des Wirbels ausgegangen
werden.

e Die y-Geschwindigkeit u, liegt in der gewdhlten Schnittebene und entspricht hier der
Radialgeschwindigkeit u,.. Diese ist nach Definition der verwendeten Wirbel am Rohr-
anfang null; signifikante Werte fir u, zeigen daher, dass sich die Form des Wirbels
deutlich gegeniiber der urspriinglichen Form oder Lage veréndert hat. In Abbildung
16 (Mitte) finden sich erst kurz hinter dem Aufplatzpunkt (vgl. u,) deutlich von null
verschiedene Werte.

e Die z-Geschwindigkeit u, steht senkrecht auf der gewihlten Schnittebene und ent-
spricht damit der Azimutalgeschwindigkeit ug. Der Abstand in y-Richtung zwischen
Maxima und Minima entspricht in etwa dem Durchmesser des Wirbelkerns und kann
damit MafBstab fiir die Entwicklung des Kernradius R verwendet werden. In Abbildung
16 (unten) kann der Wirbelkern vor dem Aufplatzen (linke Hélfte des Bildes) deutlich
identifiziert werden, verliert aber durch das Aufplatzen seine urspriingliche Struktur.

"Die in diesem Kapitel aufgefiihrten Simulationen wurden alle mit der in Abbildung 9 dargestellten
Rohrgeometrie erstellt. Zur Vereinfachung der Darstellung wird aber bedarfsweise nur ein Ausschnitt aus
dem Rohrinneren dargestellt.
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e Die Dichte ¢ und der Druck p héngen nach Gleichung (13) direkt voneinander ab
und sind somit keine unabhéngigen Groflen. Beide nehmen aufgrund von Zentrifugal-
kréften im Kern eines Wirbels stark ab (vgl. Gleichungen (23), (24)) und kénnen daher
ebenso als Indikator fiir die Position des Wirbelkerns verwendet werden. In Abbildung
17 konnen drei kreisformige Strukturen hinter dem Aufplatzpunkt beobachtet wer-
den. Das deutet auf ein Aufplatzen nach dem Spiraltyp hin, was im Folgenden weiter
untersucht wird.
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Abbildung 16: Die Geschwindigkeitskomponenten eines Batchelor-Wirbels mit Wirbelpara-
metern tg max = 0,6 Uoo Und Aty max = 0 in einem Schnitt durch das Stréomungsfeld bei z = 0
(vgl. auch Abbildung 15). Das Aufplatzen bei z = —0,9m fiihrt zu grofen Verdnderungen
in allen drei Komponenten.
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Abbildung 17: Die Dichte und der Druck eines Batchelor-Wirbels mit Wirbelparametern
Upmax = 0,6 Use UNd Alzmax = 0 in einem Schnitt durch das Stromungsfeld bei z = 0
(vgl. auch Abbildung 15). Hinter dem Aufplatzpunkt bei x = —0,9 m sind drei kreisférmige
Durchgénge zu sehen, die auf ein Aufplatzen nach dem Spiraltyp hinweisen.

Abbildung 18: Einige Stromlinien im Kern des aufplatzenden Batchelor-Wirbels mit %g max =
0,6 Uoo und Aty max = 0. Die Umgebung des Aufplatzpunkts ist rechts vergrofiert dargestellt.
(Erstellt mit Tecplot 360)
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Mit dem Ergebnis, dass es sich bei dem in der Simulation beobachteten Verhalten um
ein Wirbelplatzen handelt, ist als néchstes zu kldren, welcher Typ des Aufplatzens vorliegt.
Dazu wird eine weitere Darstellungsform gewiihlt: Ausgehend von Startpunkten auf der
Einlassebene in einem Abstand von 0,1 m zur Rotationsachse werden Stromlinien berech-
net, die dem Verlauf des Wirbels folgen und mit experimentellen Visualisierungen wie in
Kapitel 4.1 verglichen werden. Ein Vergleich von Abbildung 18 mit dem von Leibovich [24]
fotografierten Spiraltyp zeigt eine gute phinomenologische Ubereinstimmung. Insbesondere
das charakteristische Abknicken des Wirbelkerns ist gut zu erkennen.

Die experimentell ermittelte raumliche Struktur eines aufplatzenden Wirbels nach dem
Spiraltyp ist auch bei Lambourne [22] zu finden. Auch hier gibt es eine gute Ubereinstimmung
zwischen den experimentellen Beobachtungen (vgl. Abbildung 19) und dem fiir diese Arbeit
simulierten Wirbelplatzen.

Abbildung 19: Schematische Darstellung des Wirbelplatzens nach dem Spiraltyp, basierend
auf experimentellen Beobachtungen. (Entnommen aus [22])

Ein Thema anhaltender Diskussion ist die Windungsrichtung der Spirale [25]. In den fiir
diese Arbeit durchgefiihrten Simulationen windet sie sich, wie bereits von Lambourne be-
obachtet, entgegen der Drehrichtung des Wirbels. Dies ist in Abbildung 20 mit As-Isoflichen
und einer Stromlinie veranschaulicht.

Abbildung 20: Das Aufplatzen des Batchelor-Wirbels mit Parametern ¢gmax = 0,6 oo und
Aty max = 0, dargestellt durch eine blau eingefiarbte Ao-Isofliche. Die Rotationsrichtung des
Wirbels wird mit einer einzelnen Stromlinie sichtbar gemacht. Es ist zu beobachten, dass
sich eine Spirale mit gegenldufigem Drehsinn ausbildet. (Erstellt mit Tecplot 360)
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Zuletzt soll der Schnitt durch den Wirbel mit einer schematischen Darstellung solcher
Schnitte von Lambourne verglichen werden. Dazu werden in der Schnittebene die Dichtever-
teilung als Ma$ fiir die Position des Wirbelkerns und einige Stromlinien der (auf die Ebene
projizierten) Geschwindigkeitsverteilung eingezeichnet. Es ergibt sich erneut eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Resultaten (siehe Abbildung 21).

Spiral for'—“_’,/— -
——
g \\

A0 ’f \
A s/ =\ /
> -—\— e
\ /
\ /
O
//
\\//
) -

_2 T T T
-4 -2 0 2 4
X
0.85 0.90 0.95 1.0 1.05
0/0«

Abbildung 21: Oben: Schematische Darstellung des Wirbelplatzens nach dem Spiraltyp in
einer Querschnittsebene, basierend auf experimentellen Beobachtungen, entnommen aus [22].
Unten: Ein vergleichbarer Querschnitt mit farblich gekennzeichneter Dichteverteilung aus
der numerischen Simulation des Batchelor-Wirbels mit Parametern v¢max = 0,6 uoc und
Aty max = 0. Die Strémungen stimmen qualitativ iiberein.

Analog zur Simulation mit einem Batchelor-Wirbel wurde auch ein Erlebacher-Wirbel mit
den gleichen Wirbelparametern betrachtet, siche Anhang F.1. Auch wenn sich das Wirbel-
profil quantitativ unterscheidet (insbesondere weitet sich der Wirbel beim Aufplatzen we-
niger stark auf, sieche Abbildung 39), so ist ebenfalls ein Aufplatzen nach dem Spiraltyp zu
beobachten. Auch die grundlegende Gestalt des Aufplatzgebiets und die Windungsrichtung
der Spirale stimmen mit dem Batchelor-Wirbel iiberein.
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7.2 Numerische Analyse der Stabilitidt einzelner Wirbel

Als néchstes soll untersucht werden, welche Auswirkungen eine Verinderung der Wirbelpa-
rameter Uy max UNd AUy max auf die Stabilitdt des Wirbels hat. In der Literatur wird fiir die
Stabilitdt eines Wirbels hiufig entweder die Swirl-Rate [7, 14] oder die Rossby-Zahl [5, 38]
verwendet. Nach Gleichung (5) gilt fiir die Swirl-Rate der beiden Wirbel-Typen (Batchelor:
Gleichung (1), Erlebacher: Gleichung (2)) gleichermafien:

max, |[ugel Ugp max
= = 50
’ Ug (T = 0) Uoo + Aum max ( )

Die Rossby-Zahl (Ro) kann (in der fiir diesen Kontext iiblichen Definition) in die Swirl-Rate
umgerechnet werden, und muss daher nicht gesondert betrachtet werden:

w - % Batchelor-Wirbel
fo = JZ(Z__OQ - %(T_Sim i 11 o
= R lim,_,g B M = — — FErlebacher-Wirbel

\/Euqﬁmax \/E S

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen werden drei Simulationsreihen mit unterschiedlichen
Werten fiir Auy, max durchgefithrt. In jeder Simulationsreihe wird dabei die Swirl-Rate s so
lange variiert, bis der Ubergang von stabilen zu platzenden Wirbeln gefunden ist. Die Simu-
lation mit der groBten, noch stabilen Swirl-Rate in ihrer Reihe sowie die Simulationen mit
den zwei néchstgréBeren Swirl-Raten werden anhand von Schnitten durch die (z=0)-Ebene
analysiert. Dabei wird die axiale Geschwindigkeit u, zur Bestimmung des Aufplatzpunktes
verwendet, wihrend die Dichte Aufschluss iiber die Form des Wirbels gibt.

Im Folgenden werden die Schnitte basierend auf den Daten aus den Simulationen mit ei-
nem einzelnen Batchelor-Wirbel gezeigt (Abbildungen 22 und 22), Schnitte basierend auf den
Simulationen mit einem einzelnen Erlebacher-Wirbel finden sich in Anhang F.1. Die Region
mit verschwindender bis negativer x-Geschwindigkeit ist jeweils mit einer roten Kontur um-
randet (linke Spalte in den Abbildungen). In den Darstellungen der Dichteverteilung (rechte
Spalte) ist deutlich zu erkennen, dass in allen drei Simulationsreihen mit zunehmender Swirl-
Rate das Stromungsfeld nach dem Aufplatzen chaotischer wird; von Turbulenz kann dabei
allerdings nicht gesprochen werden, da in den Simulationen Reibungseffekte vernachléssigt
werden.
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Abbildung 22: Schnitte durch die (z=0)-Ebene fiir drei Batchelor-Wirbel mit Abweichung
von der axialen Umgebungstromung Aty max = —0,2 uso (,, Wake“-Profil) und unterschiedli-
chen Swirl-Raten s. Links ist die axiale Geschwindigkeit u,., rechts die Dichte p abgebildet.
In der linken Spalte ist der Bereich mit u, < 0m/s rot umrandet, sofern vorhanden.
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Abbildung 23: Schnitte durch die (z=0)-Ebene fiir drei Batchelor-Wirbel mit Abweichung
von der axialen Umgebungstromung A, ymax = 0 und unterschiedlichen Swirl-Raten s. Links
ist die axiale Geschwindigkeit u,, rechts die Dichte p abgebildet. In der linken Spalte ist der
Bereich mit u, < 0m/s rot umrandet, sofern vorhanden.
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Abbildung 24: Schnitte durch die (z=0)-Ebene fiir drei Batchelor-Wirbel mit Abweichung
von der axialen Umgebungstromung Aty max = 0,2 us (,,Jet“-Profil) und unterschiedlichen
Swirl-Raten s. Links ist die axiale Geschwindigkeit u,., rechts die Dichte g abgebildet. In der
linken Spalte ist der Bereich mit u, < 0m/s rot umrandet, sofern vorhanden.

Fasst man die Ergebnisse der diversen Simulationsldufe zusammen, so ergeben sich fiir die
gewihlte Geometrie und die verschiedenen Wirbelparameter am Einlass die in Tabelle 1
markierten Stabilitdtsbereiche.
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Swirl-Rate s am Einlass

0,2 0.4 0.5
-0,2 | stabil
Al;x:ax 0,0 stabil stabil
0,2

Tabelle 1: Ubersicht iiber die durchgefithrten Simulationen mit einem Batchelor-Wirbel. Der
Bereich, in dem der Wirbel stabil bleibt, ist griin eingefirbt, im orange eingefarbten Bereich
platzt der Wirbel auf. Die angegeben Parameter beziehen sich auf die Strémungsbedingungen
am Einlass, ), ist die z-Position des Aufplatzpunkts. (Die Position = 0 entspricht dabei
der Mitte des Rohres.)

Wie in Kapitel 5.4 beschrieben, entspricht die Swirl-Rate am Einlass nicht notwendi-
gerweise der Swirl-Rate am Ort des Aufplatzens. Insbesondere sind zwei Simulationen, bei
denen z, an sehr verschiedenen Stellen liegt, nur in Grenzen vergleichbar, weil der Druck-
unterschied zwischen Einlass und Aufplatzpunkt unterschiedlich ist.

Insgesamt ergibt sich aber, dass eine Erhchung der Swirl-Rate s den Wirbel destabilisiert
und den Aufplatzpunkt stromaufwérts verschiebt. Ein Vergleich zwischen den drei Simula-
tionsreihen zeigt zudem, dass die Swirl-Rate alleine kein hinreichendes Kriterium fiir die
Stabilitat des Wirbels darstellt. Das steht im Kontrast zu Literaturergebnissen fiir reibungs-
behaftete Strémungen, bei denen ab einer gewissen Reynolds-Zahl eine allgemein giiltige
kritische Swirl-Rate bzw. Rossby-Zahl gefunden werden kann (siehe z. B. [41]).

7.3 Vergleich der theoretischen Uberlegungen mit Simulationser-
gebnissen

Die in Kapitel 5.4 basierend auf Uberlegungen fiir stabile Wirbel theoretisch hergeleiteten
Verlaufe von g max () und ug(r = 0, z) (und damit s) werden im Folgenden mit Werten aus
den bereits in Kapitel 7.2 vorgestellten Simulationen einzelner Batchelor-Wirbel verglichen.

Fiir die theoretischen Werte werden fiir alle neun in 7.2 betrachteten Wirbelkonfigura-
tionen anhand der Gleichungen (39) und (45) die Verldufe von uymax(z) und u,(r = 0, x)
berechnet. In den Abbildungen 25 bis 27 sind diese als durchgezogene Linien aufgetragen.
Fiir die Ergebnisse der Simulationen werden die Werte von ugmax () und u,(r = 0, x) aus
einer Reihe von Schnitten senkrecht zur xz-Achse ausgelesen. Diese Werte sind in den Ab-
bildungen als Punkte dargestellt. In jeder Abbildung korrespondieren Punkte und Linien
gleicher Farbe mit den gleichen Wirbelparametern.

Insgesamt ergibt sich lediglich fiir die stabilen Wirbel (blau) eine durchgingig gute
Ubereinstimmung zwischen theoretischen Uberlegungen und Simulationsergebnissen. An den
Ubergingen zwischen den Rohrsegmenten ist der Verlauf von u, in den Simulationen etwas
weniger abrupt als in der theoretischen Betrachtung, es werden aber im Inneren der jeweili-
gen Segmente sehr #hnliche Werte angenommen. Diese Ubereinstimmung zwischen Theorie
und Simulationsergebnissen fiir stabile Wirbel ist nicht {iberraschend, da in den theoretischen
Betrachtungen grundsétzlich mit der Annahme eines achsensymmetrischen und stationéren
Wirbels gearbeitet wird.

Diese Annahmen werden durch ein Aufplatzen nach dem Spiraltyp gebrochen. Dennoch
wire es moglich, dass die Theorie den Verlauf von wy max () und ug(r = 0, z) zumindest bis
zum Aufplatzpunkt korrekt beschreibt. Das ist in den untersuchten Féllen allerdings nur fiir
das Wake-Profil (siche Abbildung 25) gegeben. Hier sagt die Theorie fiir beide in den Simu-
lationen aufplatzende Wirbel einen Staupunkt voraus, und dieser befindet sich fiir s = 0,3
auch am gleichen Ort wie in der Simulation. Fiir s = 0,4 liegt der berechnete Staupunkt
knapp 3 Kernradien hinter dem numerisch bestimmten. Fiir die anderen Wirbelprofile (siehe
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Abbildung 26 und 27) weist der theoretisch bestimmte Verlauf fiir die in den Simulationen
aufplatzenden Wirbel {iberhaupt keine Staupunkte mehr auf; ein Wirbelplatzen kann also
hier aus der Theorie nicht abgeleitet werden.

1.4 4 == Rronr/Reomlxo) 1.44 =~ Raonr/Rronr(xo)
— 5=0,2 — 5=0,2
5=03

x[m]

Abbildung 25: Werte fiir u, (r = 0) (links) und g max (rechts) fiir einen einzelnen Batchelor-
Wirbel mit Aty pax = —0,2 U und verschiedene Swirl-Raten. Die theoretische Vorhersage
ist in durchgezogenen Linien dargestellt, die Ergebnisse der numerischen Simulationen als
Punkte. Eine gute Ubereinstimmung findet sich im Fall eines stabilen Wirbels (blau), sowie
des ersten aufgeplatzten Wirbels (orange), der Aufplatzpunkt des zweiten aufplatzenden
Wirbels (griin) wird von der Theorie zu weit stromabwirts vorhergesagt.

1.4 == Rronr/Rron{xo) 1.4 4 === Reronr/Rponr(xo)
— 5=0,4 — s=04
5=0,5 s=05

0)/ue

ux(r

0.0 T T T T T T T 0.0

Abbildung 26: Werte fiir u,(r = 0) (links) und % max (rechts) fiir einen einzelnen Batchelor-
Wirbel mit Au,max = 0 und verschiedene Swirl-Raten. Die theoretische Vorhersage ist in
durchgezogenen Linien dargestellt, die Ergebnisse der numerischen Simulationen als Punkte.
Eine gute Ubereinstimmung findet sich nur im Fall eines stabilen Wirbels (blau). Die beiden
aufplatzenden Wirbel (orange und griin) werden von der Theorie nicht korrekt beschrieben;
die beobachteten Staupunkte (u,/us = 0) werden nicht vorhergesagt.
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144 1.4 4 =~ Rronr/Rronr(xo)
— 5=05
5=06

=== Reonr/ Rronr(Xo)
| — s=o05 n L
s=0,6

— 5=0,7 n
0.0 0.0

-8 -6 -4 -2 ) 2 4 6 8 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8
x[m] x [m]

Abbildung 27: Werte fiir u,(r = 0) (links) und % max (rechts) fiir einen einzelnen Batchelor-
Wirbel mit Atz max = 0,2 us und verschiedene Swirl-Raten. Die theoretische Vorhersage
ist in durchgezogenen Linien dargestellt, die Ergebnisse der numerischen Simulationen als
Punkte. Eine gute Ubereinstimmung findet sich nur im Fall eines stabilen Wirbels (blau).
Die beiden aufplatzenden Wirbel (orange und griin) werden von der Theorie nicht korrekt
beschrieben; die beobachteten Geschwindigkeiten fallen wesentlich schneller und die beob-
achteten Staupunkte (u,/uc = 0) werden nicht vorhergesagt.

Eine kritische Swirl-Rate, wie sie in der Literatur hdufig beschrieben wird, lisst sich
aus den theoretischen Uberlegungen noch nicht ableiten, insbesondere divergiert s wenn
ug(r = 0) auf null fillt, was auch in den theoretisch ermittelten Verldufen fiir zwei der
Wake-Wirbel auftritt.

Auffillig ist, dass die Vorhersagen der Staupunkte umso schlechter werden, je hoher die
am Finlass festgelegte Swirl-Rate des Wirbels ist. Ein moglicher Grund fiir dieses Verhalten
wiire eine mit s verkniipfte Verletzung der in Kapitel 5.4 getroffenen Annahmen. Hier wurde
unter anderem davon ausgegangen, dass fiir den Quotienten p(co, z) / (o0, ) die Werte am
Rohrrand r = Rgon,(z) verwendet werden kénnen, die dann fiir eine Strémung ohne Wirbel
gendhert werden. Mit wachsender Swirl-Rate steigt aber die azimutale Geschwindigkeit auch
am Rand des Simulationsgebiets (r = Rgrony) und weicht damit immer stéirker von den
Bedingungen in einer Strémung ohne Wirbel ab.

7.4 Untersuchung der Interaktion zweier Wirbel

In diesem Kapitel wird exemplarisch untersucht, ob das Aufplatzverhalten eines Wirbels
durch die Gegenwart eines zweiten Wirbels beeinflusst wird. Dazu wird ein Batchelor-Wirbel
mit Ugmax = 0,5 Uso und Az max = 0 als Hauptwirbel ausgewahlt und in mehreren Simu-
lationen mit schwécheren Batchelor-Wirbeln (#gmax = 0,2 oo und Augmax = 0) unter-
schiedlicher Drehrichtungen kombiniert. Zusétzlich wird der Abstand zwischen den Wirbel-
mittelpunkten variiert. Fiir den Hauptwirbel wird die kleinste Swirl-Rate gewahlt, bei der in
einer Simulation ohne zweiten Wirbel ein Aufplatzen beobachtet wird (vgl. Tabelle 1), sodass
er auf eventuelle Beeinflussung durch den zweiten Wirbel moglichst empfindlich reagiert. Da
untersucht wird, ob und wie weit der zweite, schwichere Wirbel das Aufplatzverhalten des
Hauptwirbels steuern kann, soll er im Folgenden als Steuerwirbel bezeichnet werden.

Die Ergebnisse dieser Laufe sollen hinsichtlich ihres Aufplatzverhaltens analysiert wer-
den. Im Fall mehrerer Wirbel ist hierfiir ein Schnitt durch eine Ebene parallel zur z-Achse
(wie z.B. in Abbildung 16) nicht mehr sinnvoll, da sich die Wirbelkerne aufgrund ihrer
Interaktion aus jeder solcher Ebene herausbewegen (siehe Abbildung 28).
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Abbildung 28: Fiir zwei interagierende Wirbel kann keine Schnittebene parallel zur z-Achse
gefunden werden, die die Wirbelkerne beider Wirbel (als As-Isofldche in blau dargestellt)
durchgehend erfasst. Beispiclhaft illustriert an einer Schnittebene (grau) durch die Wirbel-
mittelpunkte am Einlass. (Erstellt mit Tecplot 360.)

Eine mogliche Alternative zur Darstellung sind hier Schnitte senkrecht zur z-Achse, die
an den gewéhlten Positionen ebenfalls eine Analyse der Wirbel ermdglichen. So kénnen iiber
die z-Geschwindigkeit erneut Staupunkte und damit der Aufplatzpunkt identifiziert werden.
Zur Einordnung der Schnitte in den Strémungsverlauf und als Illustration des Verlaufs der
Wirbelkerne werden Biindel von Stromlinien verwendet, die auf der Einlassrandbedingung
im Wirbelkern initialisiert und dann mithilfe von Tecplot 360 propagiert werden.

Die azimutale Geschwindigkeit u ist iiber die Definition der Zylinderkoordinaten an die
Rotationsachse eines Wirbels gebunden. In diesem Fall gibt es allerdings mindestens zwei
solche Achsen® , die zudem weder mit der 2-Achse zusammenfallen, noch parallel zu ihr
verlaufen. Daher ist die Azimutalgeschwindigkeit nicht mehr eindeutig definiert und wird in
diesem Kapitel durch die z-Komponente des Wirbelvektors & ersetzt.

Im Folgenden werden exemplarisch vier besonders interessante Félle betrachtet:

Fall a) Abstand 5R, gegenliufig

Im ersten Fall werden zwei Batchelor-Wirbel mit gegenldufigem Drehsinn und einem Abstand
von dwirbel = 5 R (zwischen ihren Wirbelmittelpunkten am Einlass) untersucht. Der Wirbel-
kern des Hauptwirbels verdndert seine Position in der y-z-Ebene nur wenig, der Wirbelkern
des Steuerwirbels deutlich mehr (siehe Abbildung 30). Zudem veréindert sich die Position des
Aufplatzpunktes in z-Richtung: Wihrend der Hauptwirbel alleine bei z, = 3,7m aufplatzt,
findet sich jetzt bereits bei z, = 3,3m ein Staupunkt mit anschlieBendem Aufplatzen nach
dem Spiraltyp.

In Abbildung 30 ist gut zu sehen, dass der Wirbelkern des Steuerwirbels aus dem Bereich
hoher Auflésung im Zentrum des Simulationsgebiets (vgl. Abbildung 12) herauswandert. Ei-
ne Ausdehnung des hoch aufgelosten Simulationsbereichs bis zum Rand des Rohres ist leider
nur schwer moglich, da die damit verbundene Erhéhung der Gesamtzahl an Gitterpunkten
den Rechenaufwand der Simulationen erheblich erhthen wiirde.

8Durch die Interaktion der Wirbel kénnen es auch mehr als zwei sein.
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Abbildung 29: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gegenldufiger Batchelor-
Wirbel im Abstand 5 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und so = —0,2. Bei diesem Abstand
interagieren die Wirbel nur sehr schwach, das Aufplatzen des Hauptwirbels (links) verschiebt
sich gegeniiber einer Simulation mit nur einem einzelnen Wirbel um etwa einen Kernradius
stromaufwirts.
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x= -8,0
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Abbildung 30: Drei Schnitte senkrecht zur z-Achse durch eine Stromung mit zwei ge-
genldufigen Batchelor-Wirbeln im Abstand 5 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und sy = —0,2.
Es werden u, und w, am Einlass (oben), am Aufplatzpunkt z,, = 3,3m des Hauptwirbels
(Mitte) und am Auslass (unten) gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die Wirbel im Verlauf des
Rohres teilweise aus dem hoch aufgelosten Bereich der Simulationsumgebung herauslaufen.
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Fall b) Abstand 3R, gegenliufig

Um die Interaktion der beiden Wirbel zu erhéhen, wird im néichsten Schritt der Abstand zwi-
schen den Wirbelmittelpunkten am Einlass auf dwiher = 3 R verringert, die iibrigen Parame-
ter werden zu Fall a) konstant gehalten. Die Bewegungen der Wirbelkerne in der y-z-Ebene
fallen stérker aus als in Fall (a) (siche Abbildung 32) und das Aufplatzen des Hauptwir-
bels wird zumindest im Simulationsbereich verhindert. Die minimale z-Geschwindigkeit im
Stromungsfeld betrégt min(u, ) ~ 0,24 u,. Die leichten Unregelmiifigkeiten im Stromlinien-
bild (Abbildung 31, unten rechts) sind darauf zuriickzufiihren, dass beide Wirbel den hoch
aufgelosten Bereich der Simulationsumgebung erneut zumindest teilweise verlassen haben
und folglich mit einer deutlich groberen Auflosung weiterberechnet werden.

2 Batchelor-Wirbel
Wirbel 1:5=0,5
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Abbildung 31: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gegenldufiger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und so = —0,2. Durch die Interakti-
on der beiden Wirbel wird das Aufplatzen des Hauptwirbels (links) im Simulationsbereich
verhindert.
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Abbildung 32: Drei Schnitte senkrecht zur z-Achse durch eine Stromung mit zwei ge-
genldufigen Batchelor-Wirbeln im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und so = —0,2. u,
und w, werden am Einlass (oben), in der Mitte des Rohres (Mitte) und am Auslass (unten)
gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die Wirbel im Verlauf des Rohres teilweise aus dem hoch
aufgelosten Bereich der Simulationsumgebung herauslaufen.
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Fall c) Abstand 5R, gleichsinnig

In diesem Fall wird die Konfiguration aus Fall a) wiederholt, allerdings haben nun beide
Wirbel den gleichen Drehsinn. Der Kern des Hauptwirbels bewegt sich nur wenig in der
y-z-Ebene, der Steuerwirbel bewegt sich deutlich mehr und lduft erneut aus dem hoch auf-
geldsten Bereich heraus (siehe Abbildung 34). Der Hauptwirbel platzt nach wie vor nach dem
Spiraltyp auf (siche Abbildung 33), allerdings verschiebt sich der Aufplatzpunkt gegeniiber
der Einzelsimulation deutlich stromaufwérts, von x, = 3,7m nach z, = 2, 9m. Damit platzt
der Hauptwirbel auch friiher auf als in Fall (a) (z, liegt dort bei 3,3m).
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Abbildung 33: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 5 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und s = 0,2. Bei diesem Abstand in-
teragieren die Wirbel nur sehr schwach, das Aufplatzen des Hauptwirbels (links) verschiebt
sich gegeniiber einer Simulation mit nur einem einzelnen Wirbel um etwa zwei Kernradien
stromaufwarts.
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Abbildung 34: Drei Schnitte senkrecht zur xz-Achse durch eine Stromung mit zwei gleichsin-
nigen Batchelor-Wirbeln im Abstand 5 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und s, = 0,2. u, und
wy werden am Einlass (oben), am Aufplatzpunkt x, = 2,9m des Hauptwirbels (Mitte) und
am Auslass (unten) gezeigt. Es ist zu erkennen, dass der Steuerwirbel im Verlauf des Rohres
vollstandig aus dem hoch aufgelsten Bereich der Simulationsumgebung herauslauft.
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Fall d) Abstand 3R, gleichsinnig

Der Abstand der Wirbel wird gegeniiber Fall (c) von dwirbel = 5 R auf dwirber = 3 R ver-
ringert, um erneut die Stérke der Interaktion zu vergroflern. Hier zeigt sich fiir den Steuer-
wirbel ein Verhalten, dass deutlich von den anderen drei Fallen abweicht: Wahrend sich die
Position in der y-z-Ebene des Hauptwirbels nur unwesentlich veréndert, verformt sich der
Wirbelkern des Steuerwirbels zu einem flachen Band, das sich dann um den Hauptwirbel her-
umwickelt. Der Hauptwirbel platzt nach wie vor nach dem Spiraltyp auf, der Aufplatzpunkt
wandert im Vergleich zur Simulation mit nur einem einzelnen Wirbel weiter stromabwirts,
von z, = 3,7m nach z, = 4,0m. Es kann nicht abschlieBend geklart werden, ob die Verfor-
mung des Steuerwirbels einem Aufplatzen nach dem Doppelhelix-Typ entspricht, da dieser
Typ keinen Staupunkt aufweist und die charakteristische Doppelhelixform angesichts der
starken Wirbelinteraktion nicht identifiziert werden kann.
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Abbildung 35: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und s; = 0,2. Der Steuerwirbel (am
Einlass rechts) wickelt sich vollstindig um den Hauptwirbel (am Einlass links). Das Auf-
platzen des Hauptwirbels verschiebt sich gegeniiber einer Simulation mit nur einem einzelnen
Wirbel um knapp einen Kernradius stromabwérts.
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Abbildung 36: Drei Schnitte senkrecht zur z-Achse durch eine Stromung mit zwei gleich-
sinnigen Batchelor-Wirbeln im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,5 und so = 0,2. u,
und w, werden am Einlass (oben), am Aufplatzpunkt des Hauptwirbels z,, = 4,0m (Mit-
te) und am Auslass (unten) gezeigt. Es ist zu erkennen, dass sich der Steuerwirbel um den
Hauptwirbel herumwickelt. Die Position des Hauptwirbels in der y-z-Ebene verédndert sich
nur unwesentlich.

Eine Ubersicht iiber die Ergebnisse der oben besprochenen Simulationen, sowie die Er-
gebnisse einiger weiterer, hier nicht nidher betrachteter, Félle liefert die Tabelle 2. Nur in
einem Fall (dwiybel = 3 R, $1 = 0,5, s = —0,2) wird der Hauptwirbel durch den Steuerwir-
bel so weit stabilisiert, dass im Simulationsbereich kein Aufplatzen erfolgt. In allen anderen
Fillen, in denen der Hauptwirbel auch ohne einen Steuerwirbel aufplatzen wiirde, wird der
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Aufplatzpunkt durch die Anwesenheit des Steuerwirbels bei dwirner = 3 R stromabwérts
verschoben. Bei dwirber = 5 R wandert er dagegen stromaufwiéirts. Der Drehsinn des Steuer-
wirbels spielt dabei offenbar nur eine untergeordnete Rolle. Der genaue Mechanismus, der
diesen Verschiebungen zu Grunde liegt, ist aus den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten
Auswertungen noch nicht ersichtlich.

dWirbel =3R dWirbel =5R
Swirl-Rate des Hauptwirbels s; am Einlass S1
0,4 0,5 0,6 0,5

Swirl-Rate -0,2 stabil stabil
So des 0,0 stabil
Steuerwirbels 0,2 stabil

Tabelle 2: Ubersicht iiber die durchgefiihrten Simulationen mit zwei Batchelor-Wirbeln
mit einem Abstand der Wirbelmittelpunkte von dwirnel = 3 R links der Doppellinie und
dwirbel = b R rechts davon. Der Bereich, in dem der Hauptwirbel stabil bleibt, ist griin ein-
gefdrbt, im orange eingefdrbten Bereich platzt er auf. Die angegebenen Parameter beziehen
sich auf die Strémungsbedingungen am Einlass, x,, ist die 2-Position des Aufplatzpunkts des
Hauptwirbels. (Die Position « = 0 entspricht dabei der Mitte des Rohres.) Eine Swirl-Rate
des Steuerwirbels von s; = 0m/s entspricht einer Simulation ohne einen Steuerwirbel.
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8 Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Phinomen des Wirbelplatzens in kompressiblen Un-
terschallstrémungen durch eine Vielzahl von theoretischen und numerischen Betrachtungen
untersucht.

Dabei werden im ersten Schritt (Kapitel 5) zwei Wirbeldefinitionen (nach Batchelor und
Erlebacher et al.) um kompressible Effekte erweitert, und die sich daraus ergebenden Profile
fir Druck und Dichte im Inneren der Wirbel berechnet. Im Falle einzelner, ungestorter
Wirbel kann dabei eine analytische Losung gefunden werden, im Fall mehrerer Wirbel ergibt
sich lediglich eine implizite Losung, die dann numerisch berechnet werden muss. Es kann
aber mit der entwickelten Methode eine Anfangsbedingung fiir ein beliebiges Ensemble aus
Wirbeln berechnet werden, das die zeitunabhéngige Euler-Gleichung erfiillt.

Zudem wird ein theoretisches Modell fiir schlanke, achsensymmetrische Wirbel, das zu-
erst von Hall fiir inkompressible Stromungen aufgestellt wurde, um kompressible Effekte
erweitert und auf die beiden verwendeten Wirbeldefinitionen angewendet.

Im zweiten Schritt (Kapitel 6) wird eine Simulationsumgebung (ein konisches Rohr mit
drei Segmenten) erstellt und mit einer Gitterstruktur versehen, die fiir die spiteren numeri-
schen Simulationen mit dem TAU-Code benétigt wird. Die zuvor hergeleiteten Gleichungen
fiir die Anfangsbedingungen werden in einem Python-Programm implementiert, sodass sie
in einem fiir den TAU-Code geeigneten Format zur Verfiigung stehen. Fiir Simulationen
mit zwei (oder mehr) Wirbeln zeigt sich in den Simulationsergebnissen, dass die gewéhlte
Verteilung der Gitterpunkte dem Verlauf der Wirbel im Simulationsbereich nicht immer
gerecht wird. Hier konnte eine dynamische Anpassung der Auflosung wéhrend den Simu-
lationen, zum Beispiel mit einer an lokale Wirbelstidrken gekoppelten Gitterverfeinerung,
Abhilfe schaffen.

Im Anschluss werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen ausgewertet (Kapi-
tel 7). Im Vergleich mit experimentellen Ergebnissen aus der Literatur kann gezeigt werden,
dass sich das Phanomen des Wirbelplatzens nach dem Spiraltyp mit beiden Wirbeldefini-
tion — nach Batchelor und Erlebacher et al. — gut nachbilden lédsst. Die anderen beiden
Aufplatzformen (Blasentyp und Doppelhelixtyp) konnen im untersuchten Parameterraum
nicht abschliefend nachgewiesen werden.

Die Stabilitdt einzelner Batchelor- und Erlebacher-Wirbel bei Variation der Swirl-Rate
s wird fiir drei verschiedenen axiale Geschwindigkeitsprofile untersucht. Die Ergebnisse der
numerischen Simulationen zeigen eindeutig, dass ein Erhohen der Azimutalgeschwindigkeit
Upmax den Wirbel destabilisiert und eine Erhohung der axialen Geschwindigkeit Az, max
im Wirbelkern den Wirbel stabilisiert. Es zeigt sich ebenfalls, dass im Gegensatz zu einigen
Literaturergebnissen die Swirl-Rate alleine kein ausreichendes Kriterium fiir die Stabilitét
eines Wirbels in reibungsfreien kompressiblen Stromungen darstellt.

Vergleiche des fiir kompressible Stromungen erweiterten Hall-Modells mit den durch-
gefithrten Simulationen zeigen eine qualitative Ubereinstimmung fiir eine Simulationsreihe
mit einem Wake-Profil (At max = —0,2uo ). Im Vergleich mit den anderen Simulationsrei-
hen unterschétzt das aufgestellte Modell allerdings das Abbremsen der axialen Geschwindig-
keit entlang der Rotationsachse. Angesichts dessen scheint eine Verfeinerung der getroffenen
Annahmen notwendig.

Die exemplarische Betrachtung der Interaktion zweier Wirbel zeigt eine Vielzahl von
unterschiedlichen Einfliissen. Bei hinreichend kleinem Abstand der Wirbel kann entweder der
Aufplatzpunkt stromabwirts verschoben werden, oder ein Aufplatzen im Simulationsgebiet
komplett verhindert werden. Um ein besseres Versténdnis der komplexen Interaktionen zu
entwickeln, ist hier noch weitere Forschung notwendig.
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Appendix

A Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten

Die Komponenten der Euler-Gleichung in Zylinderkoordinaten haben die folgende Form [34]:

ot r 0¢ Yooz ) o Or
Ous Q up 0. 0 _ 1 s
8t+< 8r+ 8¢+ux >u¢— rg@qSJr r

Ouy 0 0 0 1 9dp
— 422 2 - - _- £ )
m*( a+ra¢+“$ )“”” o 0z (52)

Die Kontinuitétsgleichung nimmt die folgende Form an:
39 19 10 0 B

o (rour) + 96 (oug) + % (ouz) =0 (53)

B Herleitung einer Identitét fiir die Ableitung des Drucks

In isentropen Stromungen gilt fiir zwei Punkte z und zy auf der gleichen Stromlinie:

olwo) _ (p(wo)y

o(z) p(z)

Damit erhilt man fiir die partielle Ableitung nach = die folgende Identitét:

L dpla) _ 1 <p<xo>)iap(x)_pl/wo)p_; Op(a)
o(x) Oz o(zo) \ p(x) or o(zo) ox

v P (o) O (@)

y—1 o(xo) Ox

_ 7 0 [P (w) 2z }
oy —10x | o(xo) p ()

__WQ-lp(xo)%x
Sy 102 Q(%)(p(x)) " )]

_ 0 9 p=)
- 10x _@(w)] (54
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C Herleitung der verwendeten Definition des Batchelor-
Wirbels

In der in dieser Arbeit verwendeten Definition des Batchelor-Wirbels taucht eine Konstante
& auf, die hier hergeleitet wird.
Sei der Batchelor-Wirbel zunichst konventionell iiber die Gesamtzirkulation I' definiert:

ws(r) = —— {1 ~exp (-I’;ﬂ (55)

- 2mwr

Damit gilt fiir das Maximum der Azimutalgeschwindigkeit:

-3 [ (ool
R E)

r r2 272 r2
r2 272 r2
r2 r2
<= exp <R2> =1+2 2 (58)

Numerisch ergibt sich 7y &~ 1,1209064227783332 R und damit:

r r?nax T
vovoe = [z (1o (58))] - o< ®
mit £ ~ 0,6381726863389516. Substitution von I' in Gleichung 55 ergibt schliellich:
Ugpmax K r?
ugp(r) = ¢§7r {1 — exp (_R2>} (60)

Auf diese Weise kann die maximale Azimutalgeschwindigkeit und damit auch die Swirl-Rate
direkt eingestellt werden.
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D Analytische Berechnung des konvektiven Terms der
Euler-Gleichung bei mehreren Wirbeln

Die axiale und azimutale Geschwindigkeit eines Batchelor-Wirbels sind definiert als:

2
Ug (1) = Uoo + AUy max €XP (—T> (61)

Up max R

i) = o [y (2] -

mit einer Konstanten £ ~ 0,63817 (vgl. Anhang C). Umgerechnet auf kartesische Koordina-
ten erhilt man:

Uy = —sin(¢) up = —— ug (63)
Uy = cos(@) up = = Uy (64)

Bei mehreren Wirbeln j mit Mittelpunkten (y](\]}, zgff)) erhélt man damit fiir das Geschwin-

digkeitsfeld:

Uy = Uz, o0 + Z [ul (T(j)) — uwm} (65)

Uy = Z - ug (r'?) (66)
J
(7)
Y=—Ym i
Uy = ) Ugp (T(])) (67)

J

Fiir die Berechnung des Drucks wird aber der quadratische Term der substantiellen Zeit-
ableitung benotigt. Fiir diesen gilt:

(gﬁ)g: Sa0 TS a® = (S uo, + 3 ua. | S a®
j k J J k

J
— [Tup (Zaymk))Jr 3l (zazW) (68)
J k J k

Es konnen also zunédchst die Geschwindigkeitskomponenten und Ableitungen fiir jeden Wir-
bel aufsummiert werden, um dann miteinander multipliziert zu werden.

Fiir die Berechnung des Drucks werden die rdumlichen Ableitungen der Geschwindig-
keitskomponenten bendtigt, u, und ug héingen aber nur vom jeweiligen Radius ab. Es gilt:

auy) A7) rt)?
o =2 oo (o) )
() () j j () i
ou _ _u¢maxR(J) - _ﬂ +2u¢max exp _ﬂ
or() £r()2 RO2 0 RO?
() () i
U U (4)2
_ _L ¢ max _7‘7
=~ T2 ¢ RG) eXp( R(j)Q) (70)
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Die partielle Ableitungen der Radien in y- und z-Richtung folgen direkt aus der Definition:

or9) 9 )’ OD\2 Yy

9y oy (y yM) + (z B ZM) E) (1)
ord L 25\?
o T 0 (72)

Fiir die Ableitung in z-Richtung sind nur die Positionen (yam, zar) der Wirbelmitte von
Bedeutung. Deren Bewegung folgt aus der Uberlagerung der Geschwindigkeitsfelder der
einzelnen Wirbel:

ynm(xo + 0x) = yar(xo) + uy(xo, yar, 2ar) - 0t

ox
= o) + uy(xo, Yy, 2py) - ———————— 73
ym (o) y( 0> YM+ZM) o (To, Yats Z00) (73)
N Ay} _ ym(xo +0x) —ynr(zo) _ uy (74)
Oz oz Uz Lo, YM s ZM
(4)
analog: A (75)
or Uy
X0, YM ZM
Und damit:
or) _ or) 8y§§2 4 or 82’5\?
or gyl Ox = 9,0 Ox
y— yl(\jﬂ) Uy Z_ZJ(VJI) Uz
r@) g, 9, o) ), w0,y 20
i) =) we
)2 Ug mo,yﬁi’,z(ﬂé)
= —sin (2 qb(j)) Yo (76)
Uy G @)

T0sYnr > 2

Beachte, dass der Quotient der Geschwindigkeiten sich auf die Gesamtgeschwindigkeiten,
also die Summe {iiber alle Wirbel, bezieht. Er wird dann allerdings in den Koordinaten der
Wirbelkerne ausgewertet. Im folgenden wird der Quotient als Ilsj ) baw. I §j ) abgekiirzt.
Damit konnen jetzt alle neun Ableitungen berechnet werden. Fiir u, gilt:

Ouy, A, Orld)
or 2 ord)  ox

)2 (4) (4)
_ Z _o Slzmax 77 Auz max T(J) exp | — T(]) y yM I(]) T Am I(J)
- RG22 R()2 r@ Y r@ °Z

_ ZZ [ y— g9 I + (2 — (a))Io)] A};‘ZE;“;‘X exp < ;(é);) (77)
> 5:23 QZ -2 o ()
_ Z (J) % exp <;((JJ))22) (78)
% B Z 3uz 87"(3) Y- Zﬁ))A;(max exp (‘17:(?)22) (79)
J
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Fiir u, gilt:

8uu z— ZJ(\JJ) (7)
Z o l ORI

_ Z s=a@\ o) o (L0 z-:\ o) ) z—a 0w ar)
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Fiir u, gilt schlieBllich:
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E TUbersicht iiber die dieser Arbeit zu Grunde liegenden
Simulationen

Hier sind alle Simulationen mit ihren Parametern aufgelistet, die im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiithrt und ausgewertet wurden.

Simulation AUz max [/ Uos  Upmax [/ Uoo Abstand / R
Referenzrechnung ohne Wirbel 0 0 0 -
ein Batchelor-Wirbel -0,2 0,16 0,2 -
ein Batchelor-Wirbel -0,2 0,24 0,3 -
ein Batchelor-Wirbel -0,2 0,36 04 -
ein Batchelor-Wirbel -0,2 0,40 0,5 -
ein Batchelor-Wirbel 0 0,3 0,3 -
ein Batchelor-Wirbel 0 0,4 04 -
ein Batchelor-Wirbel 0 0,5 0,5 -
ein Batchelor-Wirbel 0 0,6 0,6 -
ein Batchelor-Wirbel 0,2 0,6 0,56 -
ein Batchelor-Wirbel 0,2 0,72 0,6 -
ein Batchelor-Wirbel 0,2 0,84 0,7 -
ein Erlebacher-Wirbel -0,4 0,3 0,5 -
ein Erlebacher-Wirbel -0,2 0,24 0,3 -
ein Erlebacher-Wirbel -0,2 0,4 0,56 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,2 0,2 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,3 0,3 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,4 04 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,5 05 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,6 0,6 -
ein Erlebacher-Wirbel 0 0,7 0,7 -
ein Erlebacher-Wirbel 0,2 0,6 0,6 -
ein Erlebacher-Wirbel 0,4 0,7 0,5 -
zwei Erlebacher-Wirbel 5
Wirbel 1 -0,2 0,24 0,3
Wirbel 2 0 -0,3 -0,3
zwei Erlebacher-Wirbel 5
Wirbel 1 -0,2 0,24 0,3
Wirbel 2 0 0,3 0,3
zwei Erlebacher-Wirbel 7
Wirbel 1 -0,2 0,24 0,3
Wirbel 2 0 -0,3 -0,3
zwei Erlebacher-Wirbel 7
Wirbel 1 -0,2 0,24 0,3
Wirbel 2 0 0,3 0,3

Tabelle 3: Ubersicht iiber die durchgefithrten Simulationen.
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Simulation AUpmax [ Uoo  Upmax [ Uoo S Abstand / R

zwei Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,4 0,4
Wirbel 2 0 -0,2 -0,2

zwei Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,4 0,4
Wirbel 2 0 0,2 0,2

zwei Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,5 0,5
Wirbel 2 0 -0,2 -0,2

zwei Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,5 0,5
Wirbel 2 0 0,2 0,2

zwei Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,6 0,6
Wirbel 2 0 -0,2 -0,2

zwel Batchelor-Wirbel 3
Wirbel 1 0 0,6 0,6
Wirbel 2 0 0,2 0,2

zwei Batchelor-Wirbel 5
Wirbel 1 0 0,5 0,5
Wirbel 2 0 -0,2 -0,2

zwel Batchelor-Wirbel 5
Wirbel 1 0 0,5 0,5
Wirbel 2 0 0,2 0,2

Tabelle 4: Ubersicht iiber die durchgefithrten Simulationen (fortgesetzt).
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F Zusatzliches Bildmaterial

Hier finden sich Abbildungen, die fiir die Auswertung der Simulationsergebnisse verwendet
wurden, aber im Haupttext keinen Platz gefunden haben.

F.1 Einzelne Erlebacher-Wirbel

In Kapitel 7.1 werden experimentelle Daten aus der Literatur mit den Ergebnissen einer
numerischen Simulation eines Batchelor-Wirbels verglichen. Analog dazu sind hier Ab-
bildungen fiir einen Erlebacher-Wirbel mit den gleichen Wirbelparametern (R = 0,4m,
AUz max = 0, Upmax = 0,6 us) aufgefiihrt.
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Abbildung 37: Die Dichte und der Druck eines Erlebacher-Wirbels mit Wirbelparametern
Aty max = 0, Ugmax = 0,6 Uso in einem Schnitt durch das Stromungsfeld bei z = 0.
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Abbildung 38: Die Geschwindigkeitskomponenten eines Erlebacher-Wirbels mit Wirbelpara-
metern Atgmax = 0, Ugmax = 0,6 Uoo in einem Schnitt durch das Stromungsfeld bei z = 0.

Insgesamt fillt die Aufweitung des Wirbels schwicher aus als bei einem Batchelor-Wirbel
mit den gleichen Wirbelparametern (siehe Abbildung 39), es ist aber ebenfalls ein Aufplatzen
nach dem Spiraltyp zu beobachten und die Spirale besitzt die gleiche Windungsrichtung.
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Abbildung 39: Das Aufplatzen eines Batchelor-Wirbels (oben) und eines Erlebacher-Wirbels
(unten) jeweils mit Parametern %gmax = 0,6 oo und Augmax = 0; dargestellt durch eine
blau eingefiarbte As-Isoflache. Die Rotationsrichtung des Wirbels wird in beiden Féllen mit
einer einzelnen Stromlinie sichtbar gemacht. Es ist zu beobachten, dass sich bei beiden
Wirbeltypen hinter dem Aufplatzpunkt eine Spirale mit gegenldufigem Drehsinn ausbildet.
Der obere Teil der Abbildung entspricht Abbildung 20 im Hauptteil der Arbeit. (Erstellt
mit Tecplot 360)
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F.2 Stabilitatsbetrachtungen fiir Erlebacher Wirbel

Analog zu den Stabilitdtsbetrachtungen in Kapitel 7.2 wurden auch einige Simulationen mit
einem einzelnen Erlebacher-Wirbel mithilfe von Schnitten durch die (2=0)-Ebene analysiert.
Die Ergebnisse werden im Folgenden abgebildet.

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.95 1.00 1.05 1.10
Ux/Ux 0/ 0«

Abbildung 40: Schnitte durch die (z=0)-Ebene fiir drei Erlebacher-Wirbel mit Abwei-
chung der axialen Geschwindigkeit im Wirbelkern von der axialen Umgebungstromung
Aty max = —0,2 uso (,, Wake®-Profil) und unterschiedlichen Swirl-Raten s. Links ist die axia-
le Geschwindigkeit u,, rechts die Dichte p abgebildet. In der linken Spalte ist der Bereich
mit u,; < 0m/s rot umrandet, sofern vorhanden.
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Abbildung 41: Schnitte durch die (z=0)-Ebene fiir zwei Erlebacher-Wirbel ohne Abweichung
der axialen Geschwindigkeit im Wirbelkern von der axialen Umgebungstromung (Aug max =
0,m/s) und unterschiedlichen Swirl-Raten s. Links ist die axiale Geschwindigkeit u,, rechts

die Dichte g abgebildet. In der linken Spalte ist der Bereich mit u, < 0m/s rot umrandet,
sofern vorhanden.
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F.3 Zeitliche Entwicklung eines Spiralplatzens

Bei geeigneter Wahl der Parameter zeigt der in die Simulationsumgebung eingebrachte Wir-
bel ein typisches Aufplatzen analog des in Kapitel 4.1 aufgefithrten Spiral-Typs. Die zeitliche
Entwicklung fiir einem Batchelor-Wirbel mit den Parametern s = 0,5, Aug max = 0 ist in
der folgenden Abbildung 42 fiir sechs unterschiedliche Zeiten (At = 0,01s) dargestellt.
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Abbildung 42: Sechs Schnappschiisse aus einer Simulation mit einem Batchelor-Wirbel mit
den Parameter sind s = 0,5, Auzmax = 0. In blau sind Ao-Isoflichen mit einem Wert
von lediglich -2000 abgebildet. Der Wirbel platzt nach dem Spiraltyp auf. Zwischen den
Schnappschiissen liegt jeweils ein Zeitintervall von 0,01s (Erstellt mit Tecplot 360.)



F.4 Schnitte senkrecht zu z-Achse fiir Batchelor-Wirbel

Zur néheren Untersuchung des Aufplatzverhaltens und Kontrolle der in Kapitel F.2 ange-
fertigten Schnitte parallel zur z-Achse wurden auch einige Schnitte senkrecht zur z-Achse
angefertigt. Im Folgenden sind fiir die aufplatzenden Batchelor-Wirbel aus Kapitel F.2 je-
weils drei Schnitte dargestellt: Einer am Einlass (x = xg), einer in einem Abstand von 2 R
stromaufwirts des Aufplatzpunkts (z = 2, — R) und einer am Aufplatzpunkt (z = ).

x= -8,0

-3 -2 -1

0.2 04 0.8
ux/uw Up/Uc

Abbildung 43: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = —0,2 U und s = 0,3. Links ist die axiale Geschwindigkeit u, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit u4. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von R strom-
aufwirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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x= -8,0

04 06 0.8
Ux/Us U/ U

Abbildung 44: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = —0,2 U und s = 0,4. Links ist die axiale Geschwindigkeit u, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit ugs. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von 2 R
stromaufwiirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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x= -8,0

0.4
ux/um

Abbildung 45: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = 0m/s und s = 0,5. Links ist die axiale Geschwindigkeit wu, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit u4. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von R strom-
aufwirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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x= -8,0

= -1,3

x= -0,9
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Abbildung 46: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = 0m/s und s = 0,6. Links ist die axiale Geschwindigkeit u, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit u4. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von R strom-
aufwirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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Abbildung 47: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = 0,2 us und s = 0,6. Links ist die axiale Geschwindigkeit u, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit ugs. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von 2 R
stromaufwiirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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Abbildung 48: Drei Schnitte in der y-z-Ebene fiir einen Batchelor-Wirbel mit Wirbelpara-
metern Aty max = 0,2 us und s = 0,7. Links ist die axiale Geschwindigkeit u, dargestellt,
rechts die azimutale Geschwindigkeit us. Oben: am Einlass. Mitte: Im Abstand von 2 R
stromaufwiirts des Aufplatzpunkts. Unten: Am Aufplatzpunkt.
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F.5 Weitere Stromlinienbilder von der Interaktion zweier Wirbel

Zur Untersuchung der Interaktion zweier Batchelor-Wirbel werden auch Simulationen durch-
gefiihrt, in denen der Hauptwirbel eine Swirl-Rate von s = 0,4 oder s = 0,6 hat. Im ersten
Fall tritt im Simulationsgebiet iiberhaupt kein Wirbelplatzen auf. Im zweiten Fall wird es
durch den Steuerwirbel nur unwesentlich beeinflusst.

2 Lamb-Oseen Wirbel
Wirbel 1:s=0,4
Wirbel 2: s=-0,2
Abstand: 3R
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Abbildung 49: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,4 und sy = —0,2. Weder Hauptwirbel
(am Einlass links) noch Steuerwirbel (am Einlass rechts) platzen im Simulationsgebiet auf.
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2 Lamb-Oseen Wirbel
Wirbel 1:5=0,4
Wirbel 2: s=0,2
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Abbildung 50: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,4 und s; = 0,2. Der Steuerwirbel (am
Einlass rechts) wickelt sich vollstdndig um den Hauptwirbel (am Einlass links), dennoch
platzt der Hauptwirbel im Simulationsgebiet nicht auf.
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2 Lamb-Oseen Wirbel
Wirbel 1:5=0,6
Wirbel 2: s=-0,2
Abstand: 3R
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Abbildung 51: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,6 und sy = —0,2. Der Hauptwirbel (am
Einlass links) platzt nach dem Spiraltyp auf und die Uberreste des Wirbels wickeln sich
hinter dem Aufplatzpunkt um den Steuerwirbel (am Einlass rechts). Der Aufplatzpunkt des
Hauptwirbels verschiebt sich gegeniiber einer Simulation mit nur einem einzelnen Wirbel
um einen Kernradius stromabwérts.
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2 Lamb-Oseen Wirbel
Wirbel 1:5=0,6
Wirbel 2: s=0,2
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Abbildung 52: Stromlinien-Biindel in den Wirbelkernen zweier gleichsinniger Batchelor-
Wirbel im Abstand 3 R, mit Swirl-Raten s; = 0,6 und s; = 0,2. Der Steuerwirbel (am
Einlass rechts) wickelt sich vollstindig um den Hauptwirbel (am Einlass links). Das Auf-
platzen des Hauptwirbels verschiebt sich gegeniiber einer Simulation mit nur einem einzelnen
Wirbel um eineinhalb Kernradien stromabwérts.
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