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Die Anhwendung des Parameterraum-
verfahrens auf Ortskurvenkriterien

The Application of the Parameter Space Method to Frequency Loci Criteria

Tilman Bunte

Herrn Prof. Dr.-Ing. Jirgen Ackermann zum 65. Geburtstag gewidmet

Das Parameterraumverfahren hat sich in vielen Anwendungsfallen fiir die Robustheitsana-
lyse unsicherer parametrischer Systeme und die Synthese robuster Regelungen bewahrt.
Doch blieb der Einsatz bislang auf lineare Systeme und die Betrachtung von Eigenwertkrite-
rien beschrankt. In diesem Beitrag wird die Erweiterung des Parameterraumverfahrens auf
Ortskurvenkriterien beschrieben. Dies erschlieBt nicht nur die Einbeziehung linearer Kriterien
wie z. B. Amplituden- und Phasenreserve, sondern auch nichtlinearer Kriterien, wie z. B. das
Popow- oder das Kreiskriterium und das Zwei-Ortskurven-Verfahren.

The application of the parameter space method has proven to be useful for robustness analy-
sis of uncertain parametric systems and robust control synthesis for quite a number of appli-
cations. However, it has been restricted to linear systems and the consideration of eigenvalue
criteria. This paper enhances the application of the parameter space method to loci criteria.
This allows not only for incorporation of linear criteria (e. g. gain and phase margin) but as
well of nonlinear criteria, for example the Popov- and the circle-criterion and the dual locus

method.
1 Einleitung Parametervektor
_ T
1.1 Robuste I'-Stabilitat a=la & ... al @

zusammengefasst. Man ordnet den unsicheren Parametern
einen Betriebsbereicl)g mit g € Qg zu, der die Grenzen
festlegt, innerhalb deren die Parameter als unsicher bzw.
variierend angenommen werden. Man spricht von robus-
ter Stabilitéat, wenn Stabilitat fir allg € Qg gewahrleistet

ist. Mit g werden feste Parametervektoren (Betriebspunkte)
gekennzeichnet.

Ein notwendiges und hinreichendes Stabilitatskriterium far
kontinuierliche lineare zeitinvariante Systeme lautet: Lie-
gen alle Eigenwerte dieses Systems links der imaginére
Achse, so ist es stabil. Ein verallgemeinerter Stabilitatsbe-
griff ist der der I'-Stabilitdt. Hierbei wird verlangt, dass
alle Eigenwerte innerhalb eines zuvor definierten Gebietes
' der komplexen ZahlenebensEbene) liegen. Will man
beispielsweise eine gewisse Mindestdampfung garantierenAnalog zu robuster Hurwitz-Stabilitat lasst sich robuBte
so muissen samtliche Eigenwerte innerhalb eines entspreStabilitat definieren: Ein System ist robusstabil, falls fur
chenden SektorE in der linkens-Halbebene liegen. alle Betriebspunkte im Betriebsbereiapg Qg) samtliche
Eigenwerte innerhalb des definiertErGebietes liegen.

Ein weiterer Aspekt der Stabilitat linearer Systeme ist der

der Robustheit gegeniiber parametrischen Unsicherheiten1.'2 Das Parameterraumverfahren
Er spielt dann eine Rolle, wenn ein oder mehrere physika-Fir die Robustheitsanalyse (hiér:Stabilitatspriufung) von
lische Parameteg;, die das Systemverhalten beeinflussen, Systemen mit unsicheren Parametern stehen mehrere Ver-
nicht genau bestimmbar sind oder wahrend des Betriebs vafahren zur Verfligung. Eines davon ist das Parameterraum-
riieren. Die¢ unsicheren Parameter werden in dem reellen verfahren, welches angewendet werden kann, falls nur zwei
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unsichere Parametegi und g, vorliegen und diese in poly- Details tber das Parameterraumverfahren ingtabilitat
nomialer Weisgin die Koeffizienten des charakteristischen sind in [1] nachzulesen. Fir die Durchfiihrung aller sym-
Polynoms p(s, g1, gz) eingehen. Dann ndmlich gelingt es, bolischen und numerischen Berechnungen, die fir die
die Bedingung, dass im Grenzfall ein reeller bzw. zwei kon- Abbildung der Stabilititsgrenzen notwendig sind, ist die
jugiert komplexe Eigenwerte genau auf der Berandeiig  Verfiigbarkeit eines entsprechenden CACSD-Werkzeugs
von I" zu liegen kommen, durch die Lésung algebraischer (Computer Aided Control System Design) sehr hilfreich.
Gleichungen in die Ebene der Paramejeund g, als Kur- Anlasslich des 60. Geburtstags von Herrn Prof. Acker-
ven abzubilden. Fir einen Punkta) +jw(a) auf aT hat mann wurde die Matlab-basierte Toolbox PARADISE in
das charakteristische Polynopts, gi, gz) eine Nullstelle, der ,,Automatisierungstechnik” vorgestellt [9] (siehe auch
wenn die beiden Gleichungen http://ww. op. dl r. de/ FF- DR- RR/ par adi se).

p1(e, 01, 02) = Rep(o(a) +jw(a), g1, g2) =0 ] ..
Da(, 0. O) = IM po(@) + jo@). Gy, G) = O 2 1.3 Ein Beispiel

gleichzeitig erfillt sind. Die Parameterisieruagvon ar Als Beispiel dient folgendes parametrisches SISO-System:

wird auch verallgemeinerte Frequenz genannt. Aus den Gs q):ﬁz —1(5G25—-8) @)
beiden Gleichungen (2) kann beispielsweise mit Hilfe ' uis) 582+5(0+2)s+2
der Resultanten-Methode der Paramejeeliminiert wer-
den [1;7]. Die resultierende Gleichung lautet

sei die Ubertragungsfunktion des aufgeschnittenen Regel-
kreises. Sie hangt von dem Parametervekger [0, g2]"
ab. Die Ubertragungsfunktion des mit Einheitsriickfiihrung

Pa(. G) = Reg, (P, p2) =0. 3) u=w—y geschlossenen Regelkreises ist
Fir ein festesy erhalt man unmittelbar Loésungen vap. _ y(S)
Zu jeder reellen Lésung vog, sind diejenigen Werte von ~ G(s,Q) = wE
o1 Losung, die beide Gleichungen (2) gleichzeitig erfiil- — (55— 8) 5)
len. Auch hier interessieren nur die physikalisch sinnvollen T 52152+ (1—qudp) S+ 2480,

reellen Werte. Uber eine geeignete Rasterung bzw. Schritt- P . :
weitensteuerung fle fuhrt dies zur Abbildung vordT" in gls F—Geprljet df;sr delgbgg\:'l:]nkssmgi Lda;gre_ndgr_lcljzlfedr;vrveéie\llf :
die qi, gp-Parameterebene. Die daraus resultierenden Kur- (&F?) Wlb | defini et v in bl 9

ven unterteilen dieqs, gz-Ebene in eine endliche Anzahl ten Hyperbel definiert.

von Gebieten. Wenn sich ein beliebiger Punkt dieser EbeneDamit ergibt sich nach Abbildung déi-Stabilitatsgrenzen

als I'-stabil herausstellt (was sich unmittelbar anhand desunter Anwendung des Parameterraumverfahrens das in
zugehorigen charakteristischen Polynoms ermitteln lasst),Bild 2 dargestellte Stabilitatsgebi€r. Fur alle Parameter-
dann bedeutet dieB-Stabilitat fur das gesamte Gebiet, zu werteq innerhalb dieses Parametergebietes, welches durch
dem dieser Punkt gehort. Dies ist eine Konsequenz aus dedie Grenzkurven berandet wird, sind dieAnforderungen
Tatsache, dass stetige Parametervariationen stetige Eigererfiillt, liegen also alle Pole vofs(s, g) links von der Hy-
wertanderungen zur Folge haben (Grenzlberschreitungssatgerbel.

von Frazer und Duncan [6]). Liegt der Betriebsbereicdg

komplett innerhalb eineB-stabilen GebieteQr, soistdas 1.4 Einbeziehung der Stabilititsreserve in die
System robusr-stabil. Robustheitshetrachtungen

Bisher wurde hier die Anwendung des Parameterraumver-Mit dem Parameterraumverfahren in der bisherigen Form
fahrens in Bezug auf die Robustheitsanalyse, d. h. bei parakonnten lediglich Anforderungen berucksichtigt werden,
metrischen Unsicherheiten der Regelstrecke dargestellt. Eglie sich in Form von Eigenwertspezifikationen formulie-
lasst sich jedoch in der gleichen Weise auf den Regelungs+en lassen. Um zu illustrieren, dass dies in manchen Fal-
entwurf anwenden, um eine Menge von Reglerparameternlen nicht ausreichend sein mag, wird weiter das Beispiel
zu finden, mit der die Forderung nadhStabilitat erfullt aus Abschnitt 1.3 betrachtet. Es werden die Auswirkun-
wird. Im Fall der Reglersynthese stellepn und g, zwei gen der Variation vond, bei festemq; =1 betrachtet.
Reglerparameter dar. In dem, go-Parameterebene wird Fur g =1 hangt das charakteristische Polynom (Nenner
dementsprechend ein-Stabilitatsgebiet fir Reglerparame- von G(s,q) in (5)) nicht mehr vong, ab. Die Eigen-
ter dargestellt. Ein robuster Reglerwurf kann erreicht wer- werte des geschlossenen Regelkreises sind= —1+j;
den, indem die Schnittmenge von Regler-Stabilitatsgebietendas System ist somif-stabil fur alle Werte vorg,. Die
gebildet wird, die fiir unterschiedliche Betriebspunkte er- Nyquist-OrtskurveG(jw, q) gemaf (4) hingegen ist nach
mittelt wurden (Multi-Modellansatz). Die Darstellung des Wie vor vong, abhéngig. Die Aste mit positiver Frequenz
Parameterraumverfahrens beschrankt sich in diesem Beitragew > 0) der Nyquist-Ortskurven sind jeweils in Bild 3 und
der Verstandlichkeit halber auf die Robustheitsanalyse. Bild 4 far die Parameterwerte, =1 bzw. g = 10 dar-
gestellt. Beide umschlingen keinmal den kritischen Punkt
1 _ o . _ —1, die zugehdrigen geschlossenen Regelkreise sind also
Dies schlie3t die einfacheren Félle von Intervallpolynomen sowie af- . . P . . S
fine und multilineare Abhangigkeit der Koeffizienten von den unsicheren stabil. Betrachtet man JedOCh belsplelswe|se die Kriterien
Parametern mit ein. Phasen- und Amplitudenreserve, so ergibt sich fur die bei-
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1'-51’.5 Bild 1: Definition eines Bild 2: Abbildung von T auf das Stabilitatsgebiet Qr von G(s, @) im
I"-Gebietes in der Eigen- Parameterraum.
wertebene.

den gp-Parameterwerte ein unterschiedliches Bild. Als zu- dig innerhalb des Gebiet&3? Diese Frage soll in diesem
satzliche Spezifikation fur den aufgeschnittenen RegelkreisBeitrag allgemein beantwortet werden fiir

wird nun die Forderung gestellt, dass die Nyquist-Ortskurve
vollstandig in dem in Bild 3 und Bild 4 dargestellten Ge-
biet ® verlauft, d. h. dessen Komplemeft meidet. ®

setzt sich fort bis—oco Uber den linken Bildrand hin-
aus.) Dies impliziert, dass die Ortskurve die Berandung
9® von O nicht schneiden darf. Zunéachst garantiert dies
nach dem Nyquist-Kriterium Stabilitdt des geschlossenen
Regelkreises, falls der offene Regelkreis stabil ist (d. h. fur
02 > 2). Hier jedoch von gréRerem Interesse ist, dass da-
mit auch gleichzeitig eine Phasenreserve voil sowie
eine Amplitudenreserve von 2 gewahrleistet ist. Diese neue
Spezifikation wird von der Ortskurve figp = 1 erfillt, ist
jedoch firge = 10 verletzt.

Ortskurven gebrochen rationaler Funktionen der Fre-
quenz w, wobei deren Koeffizienten in polynomialer
Weise von Parameteiqq abhangen.

eine nahezu beliebige Form des Gebiglef welchem

die Ortskurve verlaufen soll. Diese Art der Spezifika-
tion wird als ®-Stabilitét bezeichnet und ist analog zum
Begriff der I'-Stabilitat fir die Lage von Eigenwerten.

Die vorgestellten Anforderungen kénnen mit Hilfe des Pa-
rameterraumverfahrens abgebildet werden. Dies erdffnet
die Einbeziehung einer ganzen Reihe von Ortskurvenkrite-
rien, die bei der Analyse und Synthese parametrischer ro-
buster Regelsysteme bislang noch nicht méglich war. Insbe-
Wenn Kriterien dieser Art (d. h. allgemein: Ortkurvenkri- sondere lasst sich eine Klasse von nichtlinearen Systemen
terien) in Robustheitsbetrachtungen bericksichtigt werdenmit Ortkurvenkriterien wie dem Popow- oder dem Kreiskri-
sollen, so lautet die Frage: Fur welche Parameterwegrte terium oder mit Hilfe des Zwei-Ortskurven-Verfahrens auf
verlauft die betrachtete Ortskurve wie gefordert vollstéan- robuste Stabilitdt untersuchen. Die Grundlagen zu dieser

=1 %= 10
0.5 ‘ 0sf ‘
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© o o <)
\ \
00 00
1 _1 |-
Bild 3: Die Nyquist-Ortskurve
] 0s 0\ fir gt =1, @ =1 verlauft ‘ : Bild 4: Die Nyquist-Ortskurve
Re vollstandig innerhalb des Ge- 5 '%g 0 fir g1 =1, g = 10 schneidet
bietes ©. das verbotene Gebiet ©.
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Methode sind anhand praktischer Problemstellungen erarEs sei gy ein ©-stabiler Betriebspunkt, d. h. die Orts-

beitet worden [2; 3].

2 O-Stabilitat

Analog zum Begriff derI’-Stabilitat [1] fir Eigenwerte
wird nun der Begriff der ®-Stabilitat fir Ortskurven
definiert. In der folgenden Darstellung wird von einer

kurve G(jw, (o) verlauft vollstdndig innerhalb vo®. Nun

wird die Menge aller mdglichen stetigen Variationen
von go gesucht, ohne dass das System die Eigenschaft der
®-Stabilitat verliert. Mit einem anderef-stabilen Betrieb-
spunktg; als Startwert wird man auf die Weise mdagli-
cherweise zu eine@®-stabilen Menge von Werten voq
gelangen, die nicht mit der ersten zusammenhangt. Die Ver-
einigungsmenge aller existierenden Teilmengen dieser Art

Nyquist-Ortskurve ausgegangen; die gemachten Aussagerird als der StabilitatsbereicBe bezeichnet:
lassen sich sinngemalf} auf andere Ortskurven (z. B. Popow-

Ortskurve, siehe auch Abschnitt 2.1) tbertragen. Es wird D€finition 2

jeweils nur der Ortskurvenast mit positiver reeller Frequenz

betrachtet > 0).

Definition 1 Es sei® ein offenes Gebiet der komplexen
Zahlenebene. Dieses Gebiet habe die Berandung

90 = {x+]y| Fse (X, y) =0}, (6)

Das Komplement vor® wird mit ® bezeichnet. Da®
offen ist, ist 9® C ®. Die Ortskurve G(jw, o) wird als
®-stabil bezeichnet, wenn

G(jw, () CO VYo eR,

sie also vollstandig innerhalb va® verlauft. Die Ortskurve
G(w, o) mit >0 wird als ®-grenzstabil bezeichnet,
wennG(jw, (o) ®-stabil ist bis auf gemeinsame Punkte mit
der Berandung®. O

Analog zu robusterI’-Stabilitdt lasst sich robusted-
Stabilitat definieren: Ein System ist robuststabil, falls
fur alle Betriebspunktey € Qg die das System reprasen-
tierende OrtskurveG(jw, q) ©-stabil ist. Des einfacheren
Sprachgebrauchs halber wird der Begéffstabil auch ver-
wendet fur einen Parametervektgt, fur den G(jw, q*)
®-stabil ist. Die Eigenschaft de®-Stabilitat ist unabhéan-
gig von anderen Stabilitatskriterien.

Bild 5 zeigt ein weiteres Beispiel fir eine in der Pra-
xis einsetzbare Definition fir ei®-Gebiet fir Nyquist-
Ortskurven: Das erlaubte Gebiét ist hierbei das AuRere

eines Kreises um den kritischen Punkt. Der Radius soll eine

Stabilitdtsreserve garantieren.

\ G(jw, q0)

Bild 5: Zur Definition der ®@-Stabilitat.
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Q®={q|G(jw,q)c® Va)eRg}_ @)

O

Bild 5 zeigt eine nominelled-stabile OrtskurveG(jw, qo)
(fette Linie) und eine Ortskurvenfamil@(jw, q) (normale
Linienstarke) mit variierendem ParameterFur bestimmte
Werte vonq wird die Ortskurve®-grenzstabil (gestrichelt
dargestellt), etwa wen(jw, q) tangential die Berandung
9O beruhrt. Der Bertihrpunkt ist mit+" gekennzeichnet.
Die Falle, bei deneits(jw, ) ®-grenzstabil ist, werden in
Abschnitt 3 zum Aufstellen mathematischer Bedingungen
betrachtet werden, mit dem Zie®)-Stabilitdtsgrenzen in
den Parameterraum abzubilden. Diese Vorgehensweise ist
analog zur Abbildung vor-Stabilitdtsgrenzen beziiglich
der Lage von Eigenwerten. Wie in Abschnitt 1.2 bereits be-
schrieben, wird auch dort der Fall dBfGrenzstabilitat zur
Bestimmung der Abbildungsgleichungen herangezogen.

2.1 Anwendungsbeispiele fiir ©-Stabilitat

Die Anwendung von Ortskurvenkriterien in Form ve
Stabilitat ist beispielsweise fur die folgenden Problemstel-
lungen sinnvoll:

— Gewabhrleistung einer Stabilitatsreserve im Zusammen-
hang mit dem Nyquist-Stabilitatskriterium. Je nach Art
der geforderten Stabilitétsreserve (z.B. Amplituden-
oder Phasenreserve) wir® so festgelegt, dass da-
mit ein entsprechender Mindestabstand der Nyquist-
Ortskurve vom kritischen Punktl garantiert wird
(siehe z. B. Bild 3 und Bild 5).

— Einige Ortskurvenkriterien beziehen sich auf die Sta-
bilitdt von Systemen mit einer einzelnen isolierten
Nichtlinearitat. Handelt es sich hierbei um eine sta-
tische Kennlinie, so kann gegebenenfalls der Nach-
weis absoluter Stabilitait mit Hilfe des Popow- oder
des Kreiskriteriums gelingen (Details und Vorausset-
zungen hierzu siehe [5]). In beiden Féllen wird vor-
ausgesetzt, dass die Kennlinie innerhalb eines Sek-
tors verlauft, der zwischen den beiden Ursprungsge-
raden mit den positiven Steigungda (untere Sek-
torgrenze) undk, (obere Sektorgrenze, > k;) liegt.
Das Kreiskriterium fordert als hinreichendes Kriterium
fur absolute Stabilitét, dass die Ortskurve des linearen
Teilsystems keine Schnittpunkte mit einem speziellen
Kreis in der komplexen Zahlenebene besitzt. Dieser
Kreis hat den Mittelpunkt auf der reellen Achse und
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3 - - 2 mit dem Zwei-Ortskurven-Verfahren angewandt, um die
ol ©2 1.2 Bandbreite des Lenkaktuators robust so zu spezifizie-
ren, dass trotz stark variierender Betriebsbedingungen
0 keine Grenzzyklen auftreten kénnen.
-0.2 1 .
E oal 001 | 2.2 Darstellung der ®-Berandung 90
Bevor ©-Stabilitatsgrenzen in den Parameterraum abgebil-
aadi det werden kdnnen, mug€d gemafd den Anforderungen an
08| ‘ 1 das System spezifiziert werden. Dazu wird ein erlaubtes
003 AN Gebiet® und damit auch dessen Komplemeénfestgelegt.
R 3 05 0 Im Folgenden wird davon ausgegangen, d@sslefiniert
Re wird anhand geeigneter Berandung#® in Form mathe-

matischer Kurvengleichungefye (X, y) = 0. Des Weiteren
wird angenommen, dass sich die Berandung abschnittweise
aus einmal stetig differenzierbaren Berandungsabschnitten
Schnittpunkte mit der reellen Achse beil/k; und zusammensetzt (zur Veranschaulichung siehe Bild 6 mit
—1/ks. Fur den Nachweisrobuster absoluter Stabi- dem Beispiel aus Bild 3). Die Punkte, an denen sich die
litdtt von Systemen dieser Art wird bei Anwendung Berandungsabschniti#®; und d®; stetig aber nicht dif-
des hier vorgestellten Verfahrens als verbotenes Ge-ferenzierbar fortsetzen, werde®oRpunkte z ; genannt.
biet ® der Kreis gewahlt. Fur die Anwendung des Wie spater noch erdrtert werden wird, ist es fur den fir
Popow-Kriteriums wird das System so transformiert [5], die Abbildung erforderlichen algebraischen Rechenaufwand
dassk; =0 ist. Die sogenannte Popow-Ortskurve ge- sehr vorteilhaft,0® aus Abschnitten von Kegelschnitten
winnt man aus der Ortskurve des linearen Teilsys- (d.h. Geraden, Kreise, Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln)
tems, indem man deren Imaginarteil mit der Fre- zusammenzusetzen. Auf diese Weise lasst sich zumin-
quenz » multipliziert. Der Realteil bleibt unverdn- dest eine gute Approximation aller praktisch relevanten
dert. Das System ist absolut stabil, falls die Popow- ®-Berandungen erzielen. Kegelschnitte sind Kurven zwei-
Ortskurve rechts einer Gerade mit beliebiger Stei- ter Ordnung, mit denen ein Berandungsabsclitin der
gung verlauft, die die reelle Achse im Punktl/k, (X, y)-Ebene folgendermaf3en dargestellt werden kann:
schneidet. Das fir den Verlauf der Popow-Ortskurve
erlaubte ®-Gebiet liegt dementsprechend rechts von
der Popow-Geraden. In [4] wurde der Reglerentwurf
zur Stabilisierung eines flattergefédhrdeten aerodynami-
schen Tragflligelquerschnitts demonstriert. Hier wur- wobei der aussagenlogische Ausdri@je, (x, y) den zuge-
den das Popow- und das Kreiskriterium verwendet, hérigen Definitionsbereich in déx, y)-Ebene festlegt. Die
um O-Stabilitatsgrenzen fur absolute Stabilitat bei an- komplette Berandung® wird durch die Gesamtheit seiner
genommener nichtlinearer Ruderanlenkungskinematik Abschnitte gebildet:

in eine Parameterebene aus Reglerkoeffizienten abzu-

bilden. F8(~)1 (Xv y), falls Ca(e)l(X1 y)

Mit dem Zwei-Ortskurven-Verfahren kann der Nach- Fao(x, y) = 1 Foez(X. ). falls Coe, (x. y) )
weis der Vermeidung von Grenzzyklen bei einer groR3e- :
ren Klasse von Nichtlinearitaten gefuhrt werden. Jedoch
mussen fur die Zuverlassigkeit einer Stabilitatsaussage
einige Voraussetzungen, insbe"sonde.re Tiefpassverhalten Fio, =Y. Coe, = (X< —0.5). (10)
des linearen Teilsystems, erfillt sein [5]. Die Nicht-
linearitét wird mit Hilfe der Harmonischen Balance
durch eine Beschrel_bungsfunktlon approximiert. G|t_)t 2.3 Robustheitsanalyse simultaner - und
es Schnittpunkte zwischen der Ortskurve der negativ- -

inversen Beschreibungsfunktion und der Ortskurve des ©-Stabilitat

linearen Teils des aufgeschnitten Regelkreises, so kanrUnter Stabilitdtsanalyse wird in der parametrischen robus-
es unter Umsténden zu Grenzzyklen, also nichtlinearenten Regelungstechnik die Untersuchung verstanden, ob das
Schwingungen kommen. Die Ortskurve der negativ- betrachtete System robust, d. h. im gesamten Betriebsbe-
inversen Beschreibungsfunktion stellt daher das ver-reich Qg, stabil ist. Zu dem in der Einleitung beschrie-
botene Gebiet® dar. In [2;3] wurde die Robust- benenl’-Stabilitatskriterium fiir die Eigenwertlage des ge-
heitsanalyse der Lenkdynamik eines aktiv gelenkten schlossenen Regelkreises ist nun mit @e6tabilitdt noch
Kraftfahrzeugs unter Berlcksichtigung einer Stellra- eine weitere Art von Kriterium hinzugekommen, welches
tenbegrenzung des Lenkaktuators durchgefuhrt. Hier-sich auf eine oder mehrere das System représentierende
bei wurde das Parameterraumverfahren in VerbindungOrtskurven (z. B. die Nyquist-Ortskurve) bezieht. Wenn

Bild 6: Vollstéandige Definition von 9@ fiir das Beispiel.

Foo; (X, V) =60 1X2+20i 2 Xy + 6 3y?
+20;4X+26,5y+6;6=0, (8)
Cye; (X, y) =wah,

Fur den Berandungsabschii®; in Bild 6 beispielsweise ist
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Spezifikationen beider Arten formuliert wurden, wird man 3.2 Definition von Grenzfallen
im Allgemeinen verlangen, dass das System sowbldls
auch ©-Stabilitat robust fir den gesamten Betriebsbereich

erfullt. Dies kann durch Uberprifung v C (Qr N Qo) kurve G(jo, ) ®-grenzstabil wird. Je nach der spezifischen

geschehen. In_gleicher We|se_ konnen weitere Kr|ter_|en Festlegung von® und den Eigenschaften der betrachte-
in den Parameterraum abgebildet und im Rahmen einer,

S . . ten Ortskurvenfamilie kénnen unterschiedliche Grenzfalle
Multikriterien-Robustheitsanalyse ausgewertet werden. Hier

: h die Maalichkeit Einbezieh Bet eine Rolle spielen. Es bleibt dem Anwender des Verfah-
S€l noch die VIoglichkelt zur Einbezienung von BEragsspe- o ,q ijperlassen, welche dieser Grenzfalle er berlcksichtigt.
zifikationen fir Amplitudengénge, wie sie auch beiihy,-

2 Jegliches Vorwissen Uber die Eigenschaften des Systems
Reglerentwurf (,,loop shaping") verwendet werden, genannt(zl B. Ordnung, Differenzgrad) kann hierzu eingebracht und
(”£;]Stab'“tat’ (8- D|es SfCh“th belsplelsweésedme B(_e'd zuséatzliche Grenzfalle kdnnen gegebenenfalls aufgestellt
trac"tul.ng;] von Sensmw.tati un t|on.eﬂ e|hn._Au er E”&.W'I; werden. Es folgt eine Zusammenstellung einiger sinnvoller
Z.l.Jsat.Z ch zu parametnsg en Unsp er el'ten auch die Begranzfille fure-Stabilitat, die fiir die meisten praktischen
ricksichtigung unstrukturierter Unsicherheiten ermdglicht. Anwendungen ausreichen:

.,Grenzfall* bezeichnet hier eine geometrisch interpretier-
bare Bedingung, unter der bei Variation vgneine Orts-

. a) Die Punktbedingung
3 Das Parameterraumverfahren fiir G(jw, ) verlauft durch einen Stof3- oder Endpunkt der

Ortskurvenkriterien Berandung®.
b) Die Tangentenbedingung

G(jw, q) berihrt tangential einen stetig differenzierba-
Betrachtet wird die Familie der parametrischen Ortskurven ren Abschnitt der Berandung®. (Dies trifft beispiels-

3.1 Darstellung der Ortskurve

n o weise auf den in Bild 5 gestrichelt dargestellten Fall zu.
7 2 &) (o) Der Beriihrpunkt ist durch ein ,,+* dargestellt.)
. G(Ja)t CI) i=0
Gle. ) = joq) & _ (11) ¢ Singulére Frequenzen
cle.d > bi() (o) G(jw, q) beginnt ¢ = 0) oder endetd — oo) auf 90.

1=0 : d) Unendlich grof3er Betrag der Ortskurve
Hierbei sein <m. Es wird Uberdies angenommen, dass G(s, q) hat Pole auf der imaginaren Achse. Bei der ent-
die Koeffizienteng;(q), bij(q) reell sind und ihrerseits in sprechenden Frequenz strebt die OrtskuB¢gv, q) zu
polynomialer Weise von ded Elementen des Parameter- einem unendlich hohen Betrag. Auf derstabilen Seite

vektorsq abhangen (siehe Fulinote 1 auf Seite 548). Zur  des Grenzfalls verlauft die Ortskurve vollstandig@n
Vereinfachung werden Real- und Imaginarteil der Ortskur-  auf der anderen Seite weist sie Schnittpunkte@niéuf.
ven folgendermalien abgekiirzt: Dieser Fall spielt nur dann eine Rolle, fals sich be-
. . S tragsmafig nach Unendlich ausdehnt, wie im Beispiel in
G, @) = Ra (o, @)+l G, ) (12) o mang g

Bild 3.
Das Ziel der Anwendung des Parameterraumverfahren%ie auf diese Weise geometrisch definierten Bedingun-

besteht nun darin, in einer interessierenden Parametere-en lassen sich einfach in mathematische Gleichunaen
bene die Gebiete zu bestimmen, fur @&jw, q) ©-stabil 9 g

: N ) . . Ubersetzen, welche die Grundlage fir die Abbildung der
ist. Dazu massen insbesondere die Grenzen dieser Sta@-Stabilité‘tts renzen in den Parameterraum darstellen. Vor
bilitatsgebiete bestimmt werden. Analog zIrStabilitat g .

entspricht das Parameterraumverfahren bei Abbildung indem Aufstelle-r-w der Apblldupgsglemhungen 2u den erlau—_
. : terten Grenzfallen sei zundchst noch das Vorgehen bei
die (qi, g2)-Parameterebene hier der folgenden Auffas- zusammengesetzeBerandungen beschrieben

sung: Wird, ausgehend von eingfstabilen Punkt, durch '

stetige Parameteranderungen eine Grenzkurve Uberschrit-

ten, so ist dies gleichbedeutend damit, dass das Systen3 3 Behandlung zusammengesetzter

®-instabil wird. Zum Abbilden von®-Stabilitdtsgrenzen ©-Berandungen

in den Parameterraum ist daher zu klaren, unter wel-
chen Bedingungen sich das Merkmab-Stabilitat* einer
Ortskurve G(jw, ) &ndern kann. Analog zum Vorgehen
bei '-Stabilitdt, werden im Folgenden mdgliche Grenz-
falle for ®-Stabilitdt untersucht. Dazu wird angenom-
men, dass die Ortskurve kontinuierlich vap abhangt, - Fir jeden Berandungsabschni®; wird eine eigene
d. h. kontinuierliche Veranderungen des Parametervek- Tangentenbedingung aufgestellt und abgebildet. Anhand
tors q in kontinuierlichen Veranderungen des Ortskurven- der Tangentenbedingung f@®, in Bild 6 lasst sich
verlaufs resultieren. Die Ubertragbarkeit des Grenziiber- folgender zu beachtender Umstand erlautern: Die Ab-

Es wird davon ausgegangen, dass die Berand@h@n der
Form gegeben ist, wie in Abschnitt 2.2 dargestellt. Bei der
Abbildung in den Parameterraum wird sinnvollerweise wie
folgt vorgegangen (zur Veranschaulichung siehe Bild 6):

schreitungssatzes voRrazer und Duncan (siehe oben) bildung der Berandungsgleichuiyg= 0 fiir 9©, wiirde
folgt aus der angenommenen polynomialen Koeffizienten-  auch Lésungen liefern, die zw> —0.5 gehoéren. Da-
struktur. Jedoch muss der Spezialfall, d&&¢s, q) Pole her muss fur jede Lésung, die die Tangentenbedin-

auf der imaginaren Achse hat, gesondert betrachtet werden. gung liefert, die Nebenbedingung;e, = (x < —0.5),
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siehe (10), Gberprift werden. Liefert der Ausdri@je,

den Wert ,,wahr* so wird die zugehdrige L6sung als
relevant, andernfalls alsrrelevant bezeichnet. Die ir-
relevanten Losungen werden nicht abgebildet, da sie
keinen Beitrag zu den Stabilititsgrenzen im Parameter-
raum liefern.

Im Allgemeinen ist die Berandung® an einem Stol3-
punkt nicht stetig differenzierbar. Daher muss fiir jeden
StoRpunkiz ; der Berandung eine separate Punktbedin-
gung aufgestellt werden. Die Punktbedingung sorgt fur
einen kontinuierlichen Ubergang zwischen den Tangen-

tenbedingungen, die zu den benachbarten Berandungs

abschnitterd®; und 9®; gehoren.

Unter Umstanden koénnen auch Festlegungen &on
sinnvoll sein, bei dene® kein flaichenbehaftetes Ge-
biet, sondern eine (nichtgeschlossene) Kurve ist. In
diesem Fall istd® identisch mit® und 3® endet in-
mitten der komplexen Zahlenebene. Fiur einen solchen
Endpunkt wird ebenfalls eine Punktbedingung aufge-
stellt. Diese Art der Festlegung vap-Stabilitat kommt
beispielsweise vor bei dem nichtlinearen Stabilitats-
nachweis mit Hilfe des Zwei-Ortskurven-Verfahrens [2].

3.4 Abbildung der Punktbedingung

Das Ziel der Abbildung der Punktbedingung ist es, im
Parameterraum die Menge der Parametervektqrdarzu-
stellen, fur die die Ortskurv&(jw, q) den Punkiz* = x* 4

jy* € C enthalt:

Qr={qeR'|G(o,q) =2, weR{]. (13)
Die GleichungG(jw, Q) = z* mit (11) fuhrt auf
p(jwv °R Z*) = ZG(jC!), Q) -z NG(jCL), CI) =0. (14)

Man beachte den Fall, da&jw, q) die Nyquist-Ortskurve
eines EingréRenregelkreises darstellt uridder kritische
Punkt—1 ist. Dann ist im Laplace-Bereichp(s, q, z*)

at 12/2001

Gleichungen (15) gegeniber. Die Untermer@e des Pa-
rameterraums, fur die (13) erfillt ist, wird daher durch
Kurven in derq;,g-Ebene mit der Parameterisieruiag
wiedergegeben. Die Losung von (15) kann folgendermafien
geschehen: (15) wird zu

P1(w, 01, 02) =0,

P2(w, th, 02) =0
mit zwei Polynomenp; und p; umgeformt. Nach der Sub-
stitution vonw durch « sind dies zwei Gleichungen, die
die gleiche Form wie (2) besitzen. Daher kann das wei-
tere Vorgehen auf die gleiche Weise erfolgen, wie fur (2)
in Abschnitt 1.2 beschrieben.

Zur Veranschaulichung wird das Beispiel aus Abschnitt 1.3
hier fortgesetzt: Die Punktbedingungen #ijp = —1/2 und

713 = el'’¥*" entsprechend Bild 6 sollen abgebildet werden.
Der Real- bzw. Imaginarteil der Nyquist-Ortskurve, die zur
Ubertragungsfunktion (4) des aufgeschnittenen Regelkrei-
ses gehdrt, kann nach Substitution vdurch j» bestimmt
werden:

(16)

1601 — 50 (8+ 1002+ 50%) w?
4+ 5 (16+ 20024 502%) w? + 250"

R (w, g1, 02) =

—100;1 (84+50q) a)+25Q1C]2a)3
4+5(16+ 2002+ 502%) @? + 250*
17)
Fir die Punktbedingung zzy » = —1/2 sind die Polynome
p1 und pz entsprechend (16):

pL=4+329.—5 (— 16— 20qp— 50,2
+2qu (8+100p+ 5q22)) W+ 250",

le(w, 01, 02) =

(18)

p2=5q1w (—16— 1002+50 a)2) .
Hierzu existieren mehrere Losungen, die am besten aus der
getrennten Betrachtung der verschiedenen Kombinationen

gerade das charakteristische Polynom des geschlossenef?‘lUS den Faktoren der Polynome gefunden werden:

Regelkreises. Fiur alley, fur die (14) erfullt ist, liegt
mindestens eine Nullstelle vomp(s, g, z*) auf der ima-
gindren Achse. Die Punktbedingung mat* = —1 fir
Nyquist-Ortskurven kann also alternativ zur Abbildung von
Hurwitz-Stabilitatsgrenzen verwendet werden.

Der erste Schritt zur Abbildung der Punktbedingung besteht
im Aufstellen der mathematischen Gleichungen, die die
geometrische Punktbedingung wiedergeben: F&ll§w)
durch den Punkzt* = x* 4-jy* verlauft, stimmen bei der zu-
gehdrigen Frequenz der Realteil und der Imaginarteil von
G(jw) und z* jeweils Uberein:

Re(w, ) =x*,
IG((U, q) :y>’<

Ublicherweise wird die Lésung dieser beiden Gleichungen

(15)

in einen zweidimensionalen Querschnitt des Parameter-

raums abgebildet, d. h. in eine Ebene zweier Parantgter

Fir @ =0 ist p, immer Null; pp =0 liefert hierfur

01 = —1/8

Furgy =0 ist p; immer Null, jedoch liefertp; = 0 hier-

fur keine reellergp-L6sungen.

Bei der letzten Kombination der Polynom-Faktoren er-
gibt sich eine Vereinfachung durch Substitution voh
durch«. Die Resultante die man nach Elimination von
ox erhalt, ist

(44800 + 25024 100c G + 250 %)
- (164 (10—50a) gz) =0.

Die Losungen firg, aus dem ersten Faktor sind nicht
von Interesse, da komplex fir> 0. Der zweite Fak-
tor hat als Lésungy, =16/ (5 (—2+«)). Dies in p;
eingesetzt lieferty = (5o —2)/16. Beim Zeichnen der
zugehorigen Grenzkurve durchlauftdie Werte von 0
bis oco.

(19)

undqgy. Die ubrigen Parameter werden dafir konstant ange-Die soeben bestimmte Abbildung der Punktbedingung
nommen; gegebenenfalls wird die Abbildung fur ein Raster z; 3 = —1/2 ist in Bild 7 dargestellt. Auf &hnliche Weise
dieser Parameter wiederholt. EinschlieBlich der Frequenzgelangt man zu den in Bild 8 gezeigten Kurven fir die
stehen nun drei Unbekanntg;( g, und w) zwei reellen zweite Punktbedingungy 3 = el'%/47,
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: herangezogen werden:
4 ] Pi(w, Q1, 02)=
2r . 7 Zahler[ F3®i (RG(C(), q17 q2), IG((,(), q17 QZ))] - Oa (22)
)
or 1 P2(w, Q1, g2)=+—P1(®, d1, d2) = 0.
N ow
2 ] Fur das Beispiel wird exemplarisch die Tangentenbedin-
Al gung fur den Berandungsabschriith; abgebildet: Dieser
) wird durch
6 | 1 Fa@l =2X+(ﬁ—2) y+1 (23)
PR F U T S AU A mit Cye, = (—1/v/2 < x < —1/2)
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
a1 reprasentiert.
Bild 7: Punktbedingung fiir z; 5 = —1/2. Somit lauten die Gleichungen (22)
pi(w, 01, O2) =
4+320;—20(1/v/2—1) 01 (8+50)
i 1 +5(4(1—q) (4+50) +51—2q) @2 «®  (24)
2 1 +50(1/+/2—1) 01 0p 0° + 250"
0_ ...... - ’
(a\]
o
20 » ] P2(w, 01, G2) =
4l ] —-2(1/v/2-1) a1 (8+50)
ol +(4(1—d) (4+50) + (5—10q) %?) o (25)
NN A, N +1501 02 (1/v/2— 1) 0? + 100°
) -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 =0.
a1
, Die Resultante ergibt sich bei Elimination vog zu
Bild 8: Punktbedingung fiir z; 3 = el/47,
Ps(w, 02) = Regy, (P1, P2) =
3.5 Abbildung der Tangentenbedingung 8(1/v2-1)(8+50)
Das Ziel der Abbildung der Tangentenbedingung ist es, im +(8 (6+50) (12+50)) w—10(1/v/2-1)
Parameterrgum. dig Menge der _Parametervektqdar- ~(128+ 246q2+140q22+25q23) >
zustellen, fur die die Ortskurv&(jw, q) tangential einen 26
stetig differenzierbaren Berandungsabschéé; beriihrt. +3200°® — 25(1/+/2-1) (26)
Die Tangt_antenbedmgung _Iésst sich in zwei Te|Ibe.(.:i|ngun- -(48+46q2+20q22+5q23) W
gen aufgliedern: Erstens ist der gemeinsame Beruhrpunkt o s
Element der beiden Kurve®(jow, q) und 90. Dies kann —50 (841002 +502%)
dadurch gq;ggdrﬂckt werden, dass Reake# Rg(w, Q) +125(1/v/2—1) qp o
und Imaginarteily = lg(w, q) aus (12) in die Definition des —0.

Berandungsabschnitts (8) eingesetzt werden:
Mit diesen Gleichungen kann die Abbildung der Tangen-

Fso, (Re(w, 9), lg(w, 0)) =0. (20) tenbedingung in diay, g-Ebene erfolgen: Die Frequenz
w wird gerastert. Fir jede der reellen Losungen, die fir
Zweitens sind die Steigungen beider Kurven im Berlhr- g, aus (26) bei festenm erhalten werden, wird eine zu-

punkt gleich: gehoérige Losung fig; aus wahlweise (24) oder (25) be-
9 stimmt. Dieses Vorgehen liefert die gesuchten Kurvenziige
—Fse, (Re(w, 9), Ig(w,q)) =0. (21) in der qi, g>-Ebene. Nicht fir jede Frequenz existie-
O ren reelle Loésungen. Die speziellen Werte der Frequenz,

Ausgehend von diesen beiden Gleichungen kann die Tanbei der Lésungen aus dem Komplexen auftauchen oder
gentenbedingung durch zwei polynomiale Gleichungen dar-dorthin verschwinden, kénnen gegebenenfalls aus der Dis-
gestellt werden, welche die gleiche Form wie (16) haben kriminante von (26) bestimmt werden [7]. Es sind dies
und in analoger Weise zur Abbildung in eigg g.-Ebene wq € {0, 0.632456 0.6843751.63691.
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: , . ; Fir das Beispiel kommt nur eine singulare Frequenz zur
Anwendung, und zwar mib = 0 entlang des Berandungs-
abschnittso®,. Fur alle q; < —1/8 beginntG(jw, q1, g2)

fur « =0 auf dem Berandungsabschnitt. Im Grenzfall
01 = —1/8 beginntG(jw, 1, g2) auf dem Stol3punkt; > =
—1/2, was bereits Teil der L6sung fur die entsprechende

§ 2l | A S S B | Punktbedingung war.
A A A s e A B B 3.7 Abbildung des Grenzfalls ,,Unendlich groBer
ek e Ortskurvenbetrag”

Falls ® sich bis Unendlich in eine beliebige Richtung in
der komplexen Zahlenebene ersteckt, muss dieser Grenzfall

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

q1 bertcksichtigt werden. Doch auch andernfalls ist es ratsam,
) . i zur Kontrolle die Losungskurven fir diese Bedingung zu
Bild 9: Tangentenbedingung fir 6. untersuchen. Beispielsweise kann in (20) oder auch in (27)

der Ausdruck @O0 auftreten, der durch die Betrachtung
Die Abbildung der Tangentenbedingung fir die gesamte jeweils allein des Z&ahlers unberiicksichtigt bleibt. Die Para-
Gerade mit der Gleichung»x2+ (\/5—2) y+1=0 ist in meterwerte, fur die sowohl die zugehdrigen Grenzfalle als
Bild 9 mit grauer Linienfarbe dargestellt. Jedoch ist nicht auch der Grenzfall ,,Unendlich grof3er Ortskurvenbetrag"
die gesamte Gerade relevant. Unter Berlicksichtigung derzutreffen, kénnen dann gegebenenfalls besonders unter-
Nebenbedingun@ye, = (—1/+/2 < x < —1/2), ist der re- sucht werden. Die mathematischen Gleichungen lassen sich
levante Teil der Tangentenbedingung fi#d; in schwarzer  anhand der Hurwitz-Stabilitatsgrenze fa(s, q) aufstellen.
Linienfarbe und dickerer Strichstarke dargestellt. Zur Un- Im Beispiel strebt flig, = —2 der Betrag der Ortskurve ge-
terscheidung zwischen relevanten und irrelevanten Losun-gen Unendlich. Diese Hurwitz-Stabilitatsgrenze s, q)
gen: Angenommen, das reelle Trip@b*, gj, of;) sei eine kann man unmittelbar anhand des Nenners @ag, q) in
Losung der Gleichungen (24) und (25). Wenn der Aus- (4) erkennen.
druck Cye, = (—1/4/2 < R (o*, ¢, 05) < —1/2) mit Rg
aus (17) den Wert ,,wahr” liefert, it*, aj, o) ein Bei-
trag zur®-Stabilitdtsgrenze, andernfalls wird diese Losung
als irrelevant verworfen.

3.8 Ermittlung der ©-Stabilititsgebiete im
Parameterraum

Fir jeden der Grenzfalle, die fur die Berechnung éer
Stabilitatsgrenzen aufgestellt wurden, ergeben sich wie be-
schrieben die entsprechenden Abbildungsgleichungen. Da-
mit werden die Kurvenzige in dew, gp-Ebene ermit-
telt (gegebenenfalls unter Beachtung der entsprechenden
Nebenbedingungen), fiir die jeweils gerade dieser Grenz-
Gibt es zu einer festen Frequenz eine unendliche Anzahlfall auftritt. Die Gesamtheit aller Kurvenziige teilt dig,
von Parameterwerten; und gy, fir die die betrachtete ,-Ebene in eine endliche Anzahl von Gebieten. Die sinn-
Ortskurve®-grenzstabil ist, so handelt es sich hierbei um gemaRe Ubertragung des Grenziberschreitungssatzes be-
eine sogenanntgngulare Frequenz. Insbesondere kommen sagt: Wenn ein beliebiger Punkt aus einem Gebiet der
hierfir » =0 und w — oo in Frage. Die Abbildungsglei- q;, q,-Ebene ®-stabil ist, dann ist jeder Punkt aus die-
chungen fir jeden zu betrachtenden Berandungsabschnitéem Gebiet®-stabil. Entsprechendes gilt fiir die Aussage
00; folgen unmittelbar aus der Gleichheit von Real- und | nicht ®-“-stabil. Daher wird nun durch Ausprobieren je
Imaginarteil der®-Berandung und der Ortskun@(jw, q) eines Punktes aus jedem Gebiet festgestellt, ob das Gebiet
bei der betrachteten singuléaren Frequeriz ©-stabil ist oder nicht. Dazu wird Uberprift, ob die zum
Foe; (Re (0", @), g (0", q)) =0. 27) Parametervektor gehdrende Ortskurve vollstandig innerhalb

von © verlauft.
Die Betrachtung des Zahlers vdfye, resultiert in einer
einzigen polynomialen Gleichung:

Die Abbildung der Tangentenbedingung fir die Beran-
dungsabschnitted®, und 903 erfolgt in der gleichen
Weise.

3.6 Abbildung singulédrer Frequenzen

3.9 Uberlagerung der Abbildung mehrerer
p1(q) = 0. (28) Stabilitatskriterien

Fur die Darstellung in detqs, g2)-Ebene existieren mdég- Eine vorteilhafte Eigenschaft des Parameterraumverfahrens
licherweise sogar explizite Lésungeqn = f1(qe) oder besteht darin, dass die Menge derjenigen Parameterwerte,
g2 = f2(qr). Andernfalls erhalt man Gber das Rastern eines die mehrere unterschiedliche Stabilitatskriterien gleichzei-
der Parameter numerische Losungen fur den jeweils andetig erfullen, als die Schnittmenge aller jeweiligen Stabili-
ren. Wie bei der Tangentenbedingung ist die Relevanz dertatsgebiete ermittelt werden kann, siehe Abschnitt 2.3. Fir
Ldsungen zu uberprifen. das Beispiel sind did™-Stabilitdtsgrenzen (Bild 2), beide
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In diesem Beitrag wurde ein Verfahren vorgestellt, mit
dem die Robustheitsanalyse von Systemen mit unsiche-
ren physikalischen Parametern und die Synthese robus-
ter Regelungssysteme unter Bertcksichtigung von linearen
und nichtlinearen Ortskurvenkriterien erfolgen kann. Die
Hauptidee besteht in der Formulierung von Stabilitatsgrenz-
bedingungen in der Ortskurveneben@®(Stabilitat*) und ,
der Anwendung des Parameterraumverfahrens zur Abbil-
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Regler- undoder Streckenparametern. Ein Multikriterien-
Reglerentwurf wird in einfacher Weise durch die Schnitt- &
mengenbildung von Stabilitdtsgebieten bezlglich einzelne
unterschiedlicher Kriterien ermdglicht.
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