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13 Modellierung mechanischer Systeme durch die 3x 3 Transformations-MatriXT? beschrieben.
Diese gibt an wie die Koordinaten eines im Koordinatensy-
stemsa dargestellten Vektordh in die Koordinatendarstel-
lung vonb umgerechnet wird’h = °T2.2h,

Im vorliegenden, letzten Teil dieser Serie wird gezeigt
wie drei-dimensionale, mechanische Systameder ob-

jektorientierten Modellierungstechnik behandelt werden
kénnen. Hiermit kann z.B. die mechanische Struktur von
Robotern, Fahrzeugen und Satelliten modelliert werden. Im

Artikel werden Verformungen von Korpern und von Ge-  je4e Transformationsmatfixist orthogonal, d.HT 7T = E
lenken vernachlassigt. Die erlauterte Vorgehensweise kanr(E ist die Einheitsmatrix). Die 9 Elemente voh sind

aber auch auf verformbare Komponenten erweitert Werde”'deswegen nicht unabhéangig voneinander, sondern erfallen

Programme zur Simulation von mechanischen Systemers Zwangsgleichungen Damit kénnte eine Rotation durch
gibt es schon seit Beginn der 60-Jahre. Heute ist die9 — 6 = 3 voneinander unabhangigen Variablen beschrie-
Zahl der Softwaresysteme kaum Uberschaubar. Viel ver-ben werden. Jede solche Beschreibungsform ist jedoch zu-
wendet werden z.B. die Mechanik-Simulationsprogrammemindest an einer Stelle singulér, siehe z.B. [3, 4]. Aus die-
ADAMS [1], SIMPACK [6] und WorkingModel [7]. Die sem Grunde muss entweder wahrend einer Simulation zwi-
Theorie hierzu wird z.B. in [3, 4, 5] beschrieben. Die ob- schen unterschiedlichen nicht-redundanten Variablensatzen
jektorientierte Modellierungstechnik bietet auch hier Vor- geschaltet werden, bei denen die Singularitat an verschie-
teile, da Bibliotheken aus verschiedenen Fachgebieten verdenen Stellen liegt, oder es muss ei@gundante Beschrei-
wendet werden kénnen, um Gesamtsystem-Modelle zubungsforngewahit werden.

erstellen. In diesem Umfang ist dies mit traditionellen riy gine redundante Beschreibung ist die Transformations-
Mechanik-Programmen kaum méglich. matrix aus Effizienzgriinden nicht geeignet, da 6 nichtlinea-
Beispielsweise wird in [2] gezeigt, wie ein detaillier- re Zwangsgleichungen zu beriicksichtigen sind. Eine Alter-
tes Gesamtfahrzeugmodell bestehend aus 3D-Mechanikative ist die Darstellung der Rotation mit 4 voneinander
des Chassis, Verbrennungsmotor und Antriebsstrang aufabhangigen Variable?p? = [°p2,°p3,°p3,°p3]", den soge-
gebaut wurde, wobei das Antriebsstrangmodell die Hy- nannten Quaternionen, siehe [3, 4]. Diese sind definiert als:
draulik und ein detailliertes Modell des Automatikge- _

triebes enthéilt. Weitere aktuelle Beispiele sind unter  bja _ {n-sm(q)/z)] (13.1)
http://mww.Modelica.org in den herunterladbaren Bei- cog¢/2) '

tragen zum Modelica Workshop2000 enthalten. wobein ein Einheitsvektor in Richtung der Drehachse ist,
) um das Koordinatensystemin das Koordinatensystein
13.1 Koordinatensysteme mittels einer ebenen Rotation um den Winkeku ber-
Bei mechanischen Systemen missen viele der beschreif-Uhren.' Die 4 Vaqabl_en vom Vektop = "p® sind ?ben- .
benden Variablen beziglich eines Koordinatensystems delcaIIS nicht ynabhaTnglg vone_!nander, soqdern mussen die
finiert werden. Die bendtigten Beziehungen werden in derZwangsgIelchungp p =1 erfullen. Man konnte jetzt .B.

hier verwendeten Notation kurz zusammengestellt:

In Bild 1 sind zwei Koordinatensystemnaaindb dargestellt. €, 6,
Der Ursprung vorb wird eindeutig durch den Ortsvektor bTa

vonanachb, d.h. mit 7 =3rabg,, 43>8 ,, + 302 s,
beschrieben, wobe& ,; die Einheitsvektoren der orthonor-
malen Basis vom sind. Die Koordinaten vorr*® bzgl.a
werden in der Spaltenmatrf® = [3r30 ardb a2l 7y
sammengefasst. Generell wird das Koordinatensystem in @
dem eine Grol3e dargestellt wird, durch einen linken oberen

Index angegeben. Die Verdrehung ogegenibea wird Bild 1: Beziehungen zwischen Koordinatensystemen.

13.2 Redundante Beschreibungsformen

®
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eine nicht-redundante Beschreibungsform mit den 3 Varia- aofa, &
blenr = [p1, p2, ps]" wéahlen und kénnte die 4-te Variable

@/' aTO

durch Auflésung der Zwangsgleichung berechnen: / L' > ©
| aTa OrOa
ps=+£\rTr—1; ps= L-f (13.2) r
rir—1

Schnittebene

Es ist leicht zu sehen, dass die Lésung der Zwangsglei- Inertialsystem

chung nicht eindeutig ist. Darliberhinaus liegt eine Singu-
laritat vor, wenrr 'r = 1 ist, da dann die Ableitung vopy

auf Grund des verschwindenden Nenners "unendlich® wird.
Als Fazit kann festgehalten werden, dass eine Uberall giilti- connector  Frame "3D-Schnittstelle”

Bild 2: 3-dimensionale Mechanik Schnittstelle.

ge Beschreibung der Rotation mit denselben Variablen nur Egg: |ro[[34]] ':I()Rfctj;/ggaoroZ;J';Tr‘aranSPrung":
mit einem redundanten Variablensatz méglich ist. flow Real f[3] "Schnittkraft" '
Diese Eigenschaft fuhrt auf erhebliche Schwierigkeiten bei df|C|>:W Real t[3] "Schnittmoment";

en rame;

der mathematischen Behandlung mechanischer Systeme.

Um die Zahl der nichtlinearen Zwangsgleichungen zu redu- _ o
zieren wird Versucht, Quaternionen rekursiv zu berechnen_werden mehrere 3D-Schnittstellen miteinander Verbunden,

Zum Beispie| kanrpl aus der G|eichun91 = py ohne sind die KOOfdinatensySteme dieser Schnittsteliden-
Zuhilfenahme der zWangsg|eichung fp{ bestimmt wer- tisch Damit werden die Vektoren dieser Schnittstellen in
den, wenm, an anderer Stelle schon konsistent berechnetdemselben Koordinatensystem angegeben. Da die Schnitt-
wird. Eine solche Formulierung kann jedoch dazu fiihren, Krafte und -Momente FluRvariablen sind, wird die Summe
dass das Gesamtsystem uberzahlige Gleichungen enthaier Schnitt-Krafte und die Summe der Schnitt-Momente zu
In Abschnitt 13.5 wird gezeigt, wie diese vor der eigent- Null gesetzt.
lichen Transformation auf Zustandsform automatisch ent-
fernt werden koénnen, vorausgesetzt die Gleichungen zury
Berechnung redundanter Variablen sind entsprechend ge-
kennzeichnet (hier: durch die Bezeichnumedundant). In Tabelle 1 sind die wichtigsten Grundelemente fiir eine
Um die Darstellung eines Vektots zwischen zwei ver-  3-dim. Mechanik Bibliothek aufgefuhrt. Jede Komponente
schiedenen Koordinatensystemen umzurechnen, werdebesitzt ein oder zwei Schnittstellen. Die Gleichungen einer
die beiden folgenden Hilfsfunktionen verwendet: Komponente beschreiben die Beziehungen zwischen den
Schnittstellen- und internen Variablen:

3.4 Grundelemente

bl arba ap)- ap b/ba b
h = resolve Cp%h); h = resolve™(°p,°h) Beim Inertialsystemwerden die kinematischen Grof3en

initialisiert. Die KomponenteTranslation definiert eine
starre, masselose Verbindung zwischen zwei Schnittstel-
len mit einem vorgegebenen Abstand. Die letzten beiden

Hierbei werden als erstes Argument die Quaternionen iber
geben, die die Rotation vannachb beschreiben. Zum Bei-
spiel hat die Funktioresolvé®® den folgenden Aufbau, sie-

he z.B. [3] = p?, e=[p, Pz, pa]"): Gleichungen ergeben sich aus dem Kréafte- und Momenten-
gleichgewicht. Die KomponentBrehgelenkbesitzt noch
0 —ps po eine 1D-Schnittstelle (siehe auch Teil 3 und 9 dieser Serie)
b — {(2paps—1)E+ 2ed — 2ps| ps O —pg|}2h um das Gelenk anzutreiben. Da die Ableitungen der Rela-
—p2 p1 O tivgréBend, undw, = ¢, aufgefuhrt sind, werden diese Va-
riablen potentiell als ZustandsgréRen verwendet. Die rest-
13.3 Schnittstellen fr 3-dim. Mechanik lichen Gleichungen beschreiben die kinematischen Bezie-

hungen zwischen den Schnittstellen, sowie das Krafte- und
Wie (blich besteht der erste Schritt beim Aufbau Momentengleichgewicht. Die letzte Gleichung=n" 7",
einer Komponentenbibliothek in der Festlegung der ergibt sich aus dem Energiesatz: Schnittkrafte leisten keine
Komponenten-Schnittstellen. Bei mechanischen SystemerArbeit, so dass in Richtung der freien Bewegungsrichtung
wird eine Komponente freigeschnitten, siehe Bild 2. In der nur das externe, antreibende Momentirkt. Ein Schub-
Schnittebene wird ein Koordinatensystandefiniert. Die gelenkwird &hnlich wie ein Drehgelenk beschrieben; wird
Position und Orientierung voa bezuglich des Inertialsy- aber aus Platzgriinden nicht diskutiert. Die Komponente
stems 0 wird durch den Ortsvekt®r® und die (redun-  Kugelgelenkist etwas anders aufgebaut als Schub- und
danten) Quaternionéip® beschrieben. In der Schnittebene Drehgelenk. Hier werden keine Zusténde eingefiihrt und
wirken die resultierende Schnittkraft® und das resultie-  es wird im wesentlichen nur definiert, dass die Urspriinge
rende Schnittmomenitr®. Beide Vektoren sind FluRvaria- der beiden Schnittstellen identisch sind und es keine Ein-
blen (siehe Teil 3 dieser Serie) und werdem engeschrie-  schrankung der Rotation zwischen den beiden Schnittstel-
ben, da die Interpretation von z.B. Lagerreaktionen am an-len gibt. Hierbei isth eine Hilfsgrof3e, die die relative Ori-
schaulichsten in einem bauteilfesten System erfolgt. Eineentierung zwischeaundb durch relative Quaternionen be-
Modelica-Definition hat deswegen den folgenden Aufbau: schreibt, ahnlich wie beim Drehgelenk.
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Mit der Komponente Starrkérper werden Masse und  Bild 4 zu sehen. Es handelt sich um ein einfaches Vierge-
Tragheit beschrieben. Als potentielle Zusténde werden La-lenk, welches sich aus 3 Drehgelenken, 1 Schubgelenk und
ge, Orientierung, Geschwindigkeit und Winkelgeschwin- 1 Kugelgelenk zusammensetzt.

digkeit des Korpers verwendet. Zur Definition der Rotation gej der Benutzung der vorgestellten Bibliothek gibt es kei-
werden die Quaternionep des Korpers benutzt, zusam- ne wesentlichen Einschrankungen. Insbesondere kénnen
men mit der Zwangsgleichung' p® = 1, so dass effektiv  kinematische Schleifen auftreten, Kérper direkt mit Kérper
3 unabhangige Zustande wahrend der Simulation gewahlind Gelenke direkt mit Gelenken verschaltet werden.
werden konnen. Die letzten beiden Gleichungen in derkgrper miissen auch nicht iiber Gelenke mit dem Inertial-

zuglich der Schnittstella. Aus Platzgriinden werden Grun-

delemente, wie Kraftelemente, Gravitionsfeld und Senso—1 Svmbolisch bei
ren, nicht aufgefthrt. Die Komponenten von Tabelle 1 13- Symbolische Vorverarbeitung

kénnen benutzt werden, um komplexere Komponenten auf-p ;¢ gie Verwendung von redundanten Variablen zur Be-
zubauen. Zum Beispiel kann durch eine Verschaltung vong nreibung der Rotationen treten Schwierigkeiten auf. Zur
einem Drehgelenk mit einem Schubgelenk ein Zylinder- \jrgeytichung wird das System im linken Teil von Bild 3

gelenk, oder von Translationen und einem StarrkGrper einyiersycht, welches aus 2 Drehgelenken und 3 Translatio-
Korper mit mehreren Schnittstellen erstellt werden. Ein nen besteht. Dies fihrt auf die itmken Teil von (13.3)

einfaches Beispiel flr die Benutzung der Bibliothek ist in angegebenen Gleichungen fir die Rotationen

p. =1[0,0,0,1]" [p1] = [0,0,0,1]"
, (2. _0;0a fa._a@ b._00b (b._bb P2 =P [P2] = P2
Abkurzungenba _a 0I ti ::l atat pP:—bp0  ybi_bb p3 = f(p,, 1) [ps] = f(py, d1)
.| INETTIAISYSTEM Py = P3 [P4] = Ps (13.3)
Y e rapafata _
x> TAPARTE | 2= 10,00 Ps = f(Pa,02) [Ps] = f(Pas 42)
p?=10,0,0,1] (redundanj Ps =P Pl = p
Translation b_ . a A, a 6 > o
Fe—> r-=r +reSOIVé) (p ,I’) pl - f(p67¢3)
— p° = p? (redundanj
r=a- fa = b Da die Winkel¢y, 9, Zustande sind, und damit beim Sor-
rapafata rbpbbrb | 72= 70 p P tieren als bekannt angenommen werden, sind dieb=6
- Tor=0; (1 7St Zustand 24 Gleichungen zur Bestimmung der 24 Unbekannten
Drehgelenk ;= (wy ist Zustand P4,-.-,Pe SO dass eine Berechnung unproblematisch ist.
(n: Drehachse) rP=ra _ Wird jedoch noch ein Drehgelenk hinzugefiigt, wie im
= Xn h= [n~sr|]n(4_>1h/2),hco_s§]¢1/2)} rechten Teil von Bild 3 gezeigt, so ergibt sich eine Bezie-
» ‘o8 2Tt hung zwischerp,, das als[0,0,0,1]" vorgegeben ist und
> S b_| M3 ha—hy—ho| a o 4ind L : : ,
1| % PP=1_h, hy hy—hg|P (redund; ps, das aus anderen Quaternionen berechnet wird. Wird
: ; . hy bhz hy hg nun einfach die Gleichung eines Drehgelenks verwendet,
rapafaga ropbfb b | f :reSO'Veab(hvf ) wie im rechten Teil von (13.3) gezeigt, werden 4 Glei-
‘ ke - reTs"cJ’l"ea (h,7°) chungen hinzugefiigt, obwohl die Gleichheit zweier Rota-
12N tionen durch 3 Zwangsgleichungen beschrieben wird, d.h.,
Kugelgelenk r=r @ R es ist eine redundante Gleichung enthalten. (Hinweis: durch
pg pg pg p& . . . .. . .
@:3 pd —pd —p? pd | Hinzufiigen von 3 Gleichungen kdnnen die Drehwinkel
i : h=| & @4 a|p - ..
: . P Py —Pg b3 nicht mehr als Zustéande verwendet werden, so dass es auch
: " 3b e | bt P2 P3P 3 neue Unbekannte gibt; siehe Teil 5+6 dieser Serie). Die-
rapafara rope e ;‘ - {gsé"(‘)’]é (h;‘;)_ 0.0, ses Problem kann auf die folgende Weise gel6st werden:
1= pl—f;oa’ — In einer Modellierungssprache wie Modelica, muf fiir red-
oy = ja (rd st Zustang undante Variables ein neuer Typ eingefihrt werden, ei-
Starrkorper %8 =0y (Ov ist Zustand
(m: Masse PG —p5 P -]
I: Tragheitstensor) | %w = 2 { pg pg —pi —pé] p? 0 P
—P2 P11 P3—P3 (® (®)
(p®ist Zustang
_’r M Oy =00 (°w ist Zustand
ra'pa'fa’Ta [a,w, a] = resolveé®(p?, [Oa, Ow,ou]) =7 55 </ 0
fa=m(a+ o x r 4+ w x (w x rMy) j 4)
Pola4wxlwrMx

Tabelle 1: Bibliothek von 3D-Mechanik-Komponenten.
Bild 3: Redundante Gleichungen bei Schleifen.
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body3

Bild 4: Modell eines Viergelenks (links: 3D-Bild; rechts: Modelica-Modell inklusive 1D-Antrieb von Gelenk j1).

ne Hilfsfunktion constraint(v) = 0, um die Zwangsglei- diese Technik einsetzen zu kénnen. In Teil 9-17 wur-

chungen zwischen diesen Variablen anzugeben, sowie digle dann diese neue Modellierungsmethodik auf Antriebs-
Hilfsfunktion equality(v1,v2) = 0um die nicht-redundante  strange, elektronische Schaltungen, elektrische Energiesy-
Zahl von Gleichungen zur Beschreibung der Gleichheit steme, hydraulische Systeme, thermo-fluid Rohrstrémun-
zwischen 2 Variablen diesen Typs zu definieren. Hierbei gen, Verbrennungsmotoren, und 3-dim. mechanische Sys-
muf geltenequality(v,v) = 0. Zum Beispiel besteht die teme angewendet. Viele der besprochenen Modelle sind in
equality(p? p°) Funktion bei Quaternionen aus den fol- frei verfigbaren Modelica Komponenten-Bibliotheken ent-

genden 3 Gleichungen: halten (siehe http://www.Modelica.org/library/library.html)
und kénnen damit sofort eingesetzt werden. Mit dem vor-
—pa—p3 PEPL liegenden Artikel wird diese Serie jetzt beendet. Ich méchte
P3—p; —pi P3| p° =0 mich an dieser Stelle ganz herzlich beim AT-Chefredakteur
o I e Dr. Reil3enweber fur die Initiierung dieser Serie und seine

) ) tatkraftige Unterstiitzung bedanken.
In einer Vorverarbeitung werden nun alle atedundant

gekennzeichneten Gleichungen untersucht, wie im rechten

Teil von (13.3) gezeigt. Hierbei wird der Zuordnungsalgo- 220ks28ung

rithmus (siehe Teil 4 dieser Serie) benutzt um fur alle un- FUr hilfreiche Diskussionen zur objektorientierten Beschreibung
. . . von mechanischen Systemen bedanke ich mich bei Hilding EIm-

bekannten redundanten Variablen eine Zuordnung zu fin-gyist, Sven-Erik Mattsson und Hans Olsson.

den (in (13.3) durch...] charakterisiert). Verbleiben Glei-

chungen in denen keine Variable eine Zuordnung erhaltenLitemtur

hat, wie in der letzten Gleichung vom rechten Teil von

(13.3), dann sind dies Zwangsgleichungen zwischen red-[X] ADAMS. Homepage: http:/iwww.adams.com/

undanten Variablen. Diese werden durch nicht-redundantd?] Boes, P- Tiler M., Elmavist HM’.:Brgggéigi'l’itygtftsgg&éd' E.

Gleichungen ersetzt, indem die Funktiequality verwen- Vehicle Modeling. 2001 SAE World Congress, Detroit, Mérz

det wird (hier:equality(py,f(pg, §3)) = 0). Danach kénnen 2001, (angenommener Beitrag).

die in Teil 4-6 besprochenen Algorithmen verwendet wer- [3] Nikravesh, P.E.Computer-Aided Analysis of Mechanical Sy-
; stems. Prentice Hall, 1988.

den, um das System auf Zustandsform zu transformleren.4] Roberson, R.Eund Schwertassek, RDynamics of Multibody

In dgr Reg'el Werdgn dabei die Iflnematlschen Glg|chunger|[ Systems. ’Spﬁnger 1988, ;

zweimal differenziert und Zustdnde werden statisch oder[5] Schiehlen, WMultibody Systems Handbook, Springer 1990.

dynamisch wahrend der Simulation ausgewahlt bzw. ent-[g] siMPACK. Homepage: http://www.simpack.de/

fernt. [7] WorkingModel. Homepage: http://www.workingmodel.com/
Starrkorper enthalten die Zwangsgleichwogstraint(p,) o
= pip; — 1. In vielen Fallen wird dieequality() Funk- ~ Manuskripteingang: 8. Oktober 2000.

tion nun auf die Verbindungsgleichung zu einem Starr-
kérper angewendet. Dann liegen die Gleichunder:
equali und 0= constraint vor. Es kann leicht

q h W(pl’pz) d d di (pli Gleich d h di Dr.-Ing. Martin Otter ist Projektleiter beim DLR,
nachgewiesen weraen, dass diese eichungen durch ai Lehrbeauftragter an der TU Minchen und Chair-

identische Beziehung, = p, ersetzt werden kdnnen. man der Modelica Association. Hauptarbeitsgebie-
te: Steuerung und Regelung von Industrierobotern,
Echtzeitsimulation, objektorientierte Modellierung,

13.6 Schlusswort zu dieser Serie l‘r Modelica Sprachentwurf.
Adresse: Deutsches Zentrum fur Luft- und Raum-
0o ; ; ; infi ; ; = fahrt, Institut fur Robotik und Mechatronik Post-
In _Tell 1 8_d|eser Serl_e wurde eine .Emfuhrung in die fach 1116, D-82230 WeRling, Tel.. 08153/28-2473,
objektorientierte Modellierung physikalischer Systeme ge- Email: Martin.Otter@DLR.de

geben und die verschiedenen Algorithmen skizziert um
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