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Kurzfassung

Gegenstand der numerischen Untersuchung sind zwei identische, wech-
selwirkende Treibstrahlen aus Kaltgastriebwerken, deren parallele Ach-
sen 50 bis 150 Düsenhalsdurchmesser voneinander entfernt sind. Die
untersuchten Konfigurationen entsprechen jenen, die kürzlich in der
Simulationsanlage für Treibstrahlen Göttingen – Chemische Triebwer-
ke (STG-CT) am Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR)
in Göttingen unter Hochvakuumbedingungen vermessen wurden.

Die Arbeit verfolgt zwei Ziele: Zum einen sollen die gemessenen Daten
numerisch reproduziert und die Genauigkeit und Aussagekraft beider
Methoden bewertet werden. Zum anderen sollen stromauf und strom-
ab der Düsenaustrittsebene beobachtete Phänomene der Treibstrahl-
Wechselwirkung beschrieben und erklärt werden.

Das Arbeitsgas ist Stickstoff. Die Reynolds-Zahl am Düsenhals ist etwa
15,000 und die Düsenkontur ist skaliert, entspricht aber sonst der eines
europäischen Zweistoff-Kleintriebwerkes. Der näherungsweise isentro-
pe Strahlkern wird hier mit dem Navier-Stokes-Löser TAU des DLR
berechnet. Strömungsfeldgrößen entlang einer geeigneten Schnittstel-
le geben die Randbedingungen für ein eigens implementiertes direct-si-
mulation-Monte-Carlo-(DSMC)-Verfahren zur Berechnung der Strahl-
expansion vor. Der Grad der Verdünnung in der Wechselwirkungsebene
wird durch Variation des Düsenabstandes beeinflusst.

Der Einfluss des Düsenabstandes auf die Massefluss-Verteilung ent-
lang der zu beiden Strahlachsen nächsten Gerade wird mit der hypo-
thetischen Strömung zweier sich ungestört überlagernder Treibstrah-
len im gleichen Abstand verglichen, und das wechselseitige Eindringen
der Strahlen durch Markierung der DSMC-Partikel nach ihrer Strahl-
quelle untersucht. Alle Ergebnisse sind geeignet skaliert dargestellt,
um eine Übertragung des Auswerteverfahrens auf andere Konfigura-
tionen vergleichbar zu ermöglichen.

Die vergleichend herangezogenen Experimente wurden mit einer Pat-
terson-Sonde mit schlitzförmiger Messöffnung durchgeführt, einem In-
strument für Teilchenfluss-Messungen in freimolekularer Strömung.



Kurzfassung

Hier wird ein Verfahren entwickelt und angewandt, mit dem gemessene
und berechnete Daten verglichen werden können. Die aus beiden Ver-
fahren bestimmten Massefluss-Profile stimmen überwiegend gut über-
ein, woraus gefolgert wird, dass der störende Einfluss der Sonde auf das
Strömungsfeld innerhalb der Unsicherheit der Messmethode liegt.
Die bei wechselwirkenden Treibstrahlen beobachtete zusätzliche Rück-
strömung kommt zustande, da stark verdünnte Teile des einen Treib-
strahls die Wechselwirkungsebene durchdringen und erst am dichten
(Kontinuums-)Kern des zweiten Treibstrahls gestreut werden. Der Ur-
sprung der Rückströmung liegt also abseits der Wechselwirkungsebene,
in der es demnach auch nicht den zuvor vermuteten

”
Staupunkt“ gibt.

Es wird hier ein Verfahren entwickelt, mit dem die Verstärkung der
Rückströmung relativ zur ungestörten Strahldurchdringung nur aus
dem Strömungsfeld eines einzelnen, ungestört expandierenden Strahls
berechnet werden kann. Der Betrag der stromauf gerichteten Flüsse
liegt Größenordnungen unter dem in Hauptströmungsrichtung.
In Anbetracht der hier nachgewiesenen Wechselwirkungsmechanismen
ist nun klar, dass die in den 1980er Jahren vorgeschlagene

”
Eindring-

Knudsen-Zahl“ die Wechselwirkung nicht vollständig charakterisiert,
sondern lediglich beschreibt, ob stromab des Düsenaustritts Verdich-
tungsstöße auftreten. Phänomene wie die beobachtete Verstärkung der
Flüsse im Rückströmgebiet sind vermutlich stark durch deren angulare
Verteilung im Treibstrahl bestimmt. Weitere Forschung ist hier jedoch
nötig, um diese Vermutung zu untermauern.
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Abstract

Two identical, interacting plumes emanating from cold-gas thrusters
with parallel axes separated from 50 to 150 throat diameters are stu-
died numerically to match the setup of a recently conducted series of
experiments in the DLR high-vacuum plume test facility for chemical
thrusters (STG-CT).

This study serves two major purposes: First to numerically reproduce
the experimental results and to assess the applicability and limits of
both methods. The second objective is to describe and explain phenome-
na of plume-plume interaction both down- and upstream the nozzle exit
plane, taking advantage of information only accessible through nume-
rical simulation.

The working medium is nitrogen and the nozzle throat Reynolds num-
ber is set to nearly 15,000. The nozzle contour matches that of a scaled
European bi-propellant attitude control thruster. The near-isentropic,
dense plume core is computed with the DLR Navier-Stokes solver TAU
and the conditions at a suitably defined interface are then imposed on
the inflow boundary of a separately conducted direct simulation Monte
Carlo (DSMC) simulation. Varying the nozzle spacing alters the degree
of rarefaction in the interaction plane.

The impact of nozzle spacing on mass flux along the line formed by the
intersecting planes of symmetry is compared to the case of two equally
spaced, identical superposed (i. e. non-interfering) plumes. Tagging DS-
MC particles according to their origin, mutual plume penetration and
interaction is studied. All results are suitably scaled to allow a transfer
of the procedure to other configurations.

The referenced experiments make use of a Patterson-Probe with slotted
orifice that is originally designed to measure mass flux in freemolecular
flow. A procedure is established and applied here to compare comput-
ed and measured data and the results of both methods are shown to
agree favourably. The impact of the probe disturbing the flow field is
thus within the uncertainty of the experimental method.



Abstract

Additional backflow originates from one thruster’s rarefied plume being
scattered on the dense plume core of its counterpart. The source of back-
flow is thus offside the interaction plane in the investigated configura-
tion which refutes the previously assumed existence of a

”
stagnation

point“ on the interaction plane. A procedure is derived to compute the
relative increase of maximum mass flux in the backflow from only the
flowfield of a single plume. The maximum backflow is confirmed to be
orders of magnitude smaller than the downstream flux.
The

”
penetration Knudsen-number“, introduced in the 1980s and sug-

gested being characterising plume-plume interaction, is found to be in-
dicative of the appearance of downstream interaction shocks only. The
manifestation of plume-plume interaction phenomena is suggested to
be closely linked to the angular distribution of fluxes in a thruster plu-
me.

xii



1. Einleitung

1.1. Motivation

Chemische Raketenantriebe erzeugen Schub, indem sie einen Gasstrom
durch eine konvergent-divergente Düse auf Überschallgeschwindigkeit
beschleunigen. Dabei wird die innere Energie des Gases in kinetische
Energie gewandelt. Die Beschleunigung auf Überschall kann nur ge-
schehen, wenn das Druckgefälle über die Düse hinreichend groß ist.

Raketenantriebe mit etlichen hundert Kilo-Newton Schub werden auf
Trägersytemen eingesetzt, um gegen den Widerstand von Atmosphäre
und Schwerkraft eine Nutzlast, z. B. einen Satelliten oder ein Vehikel
zur Versorgung der Internationalen Raumstation, in den Weltraum zu
bringen. Komplexere Nutzlasten (im folgenden einfach

”
Raumfahrzeu-

ge“ genannt), die über die Dauer ihrer Mission im All ihre Bahn oder
Lage aktiv ändern müssen, sind zu diesem Zweck häufig mit deutlich
kleineren Raketenantrieben – Orbitalantrieben – ausgestattet. Orbital-
antriebe erzeugen deutlich weniger Schub als die oben genannten Trä-
gerantriebe; je nach Anwendung von unter einem bis zu wenigen hun-
dert Newton.

Ein hier wesentlicher Aspekt im Betrieb von Orbitalantrieben ist der
im Vergleich zum Gasdruck am Düsenaustritt vernachlässigbar geringe

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung der Strahlexpansion und Strahlbe-
aufschlagung an Raumfahrzeugen.



1. Einleitung

Lageregelung
(4×2 22N)

Lageregelung
(4×2 22N)

5× 500N

5× 220N

Abbildung 1.2.: Entwurf der Triebwerksanordnung für ESA Lunar Lander [31].

Umgebungsdruck. Der Treibstrahl kann
”
frei“, d. h. ohne nennenswer-

ten Gegendruck expandieren. Die Expansion ist dabei so stark, dass ein
Teil des Abgasstrahls auch stromauf über die Düsenaustrittsebene ge-
langt und also unweigerlich mit dem Raumfahrzeug in Wechselwirkung
tritt, Abb. 1.1. Eine umfangreiche Beschreibung der Strahlausbreitung
und dem parasitären Impuls- und Energieeintrag von Treibstrahlen auf
Oberflächen des Raumfahrzeugs (Beaufschlagung) können dem Über-
sichtsartikel von Dettleff [27] entnommen werden.

Werden zwei oder mehr benachbarte Triebwerke gleichzeitig gefeuert,
ist es aufgrund der beschriebenen starken Expansion möglich, dass ihre
Treibstrahlen miteinander in einer Weise wechselwirken, die Auswir-
kungen auf die Beaufschlagung des Raumfahrzeugs haben wird. Insbe-
sondere bei Triebwerksbündelung (engl. cluster) muss mit einer derar-
tigen Treibstrahl-Wechselwirkung gerechnet werden. Die Wechselwir-
kung zweier gleicher Treibstrahlen ist Gegenstand der vorliegenden Ar-
beit.

Seit den frühen Tagen der Raumfahrt werden Vor- und Nachteile der
Bündelung gleichartiger Triebwerke zu Clustern, v. a. auf Trägersyste-
men diskutiert [59]. Umsetzungen dieses Konzepts lassen sich viele fin-
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1.1. Motivation

den, von den Hauptstufen-Triebwerken der Saturn-Raketenfamilie, der
sowjetisch/russischen RD-170-Triebwerksfamilie oder dem Bündel aus
neun Merlin-Antrieben, mit welchem gegenwärtig der Falcon-9-Träger
der amerikanischen Firma SpaceX ausgerüstet ist. Auch im Orbital-
segment ist die Triebwerksbündelung in verschiedensten Anwendun-
gen verbreitet. Beispielsweise sehen gegenwärtige Entwürfe für den Lu-
nar Lander der europäischen Raumfahrtagentur ESA eine Bündelung
gleich mehrerer Antriebseinheiten vor (5×500N-Cluster für den Haupt-
antrieb, mehrere Paare aus 22N- und 220N-Hilfsantrieben, Abb. 1.2),
die Raumsonde Rosetta ist mit insgesamt zwölf paarweise gebündelten
10N-Triebwerken ausgerüstet [99], das Antriebsmodul der Satelliten
des europäischen Galileo-Navigationssystems [32] ist mit vier Trieb-
werkspaaren bestückt (8×1N).
Die Bündelung gleichartiger Triebwerke hat viele Vorteile: Zum einen
sorgt die Redundanz dafür, dass der Ausfall eines einzelnen Triebwerks
nicht sofort zu einem fatalen Ende der Mission sführen muss. Schwerer
wiegt jedoch ein wirtschaftlicher Effekt: Lange Entwicklungszeiten und
aufwendige Erprobungen machen die Neuentwicklung von Antrieben
teuer. Durch die Bündelung technisch ausgereifter, schwächerer

”
Stan-

dardtriebwerke“ lässt sich der erforderliche Gesamtschub ebenfalls er-
reichen. Zusätzliche Freiheiten bei der Anordnung auf dem Raumfahr-
zeug und die Möglichkeit, bestimmte Einzeltriebwerke im Cluster se-
parat zu zünden, machen Triebwerksbündel damit zu einer attrakti-
ven Option. Ein möglicher Nachteil ist die gegenüber einem einzelnen
Antrieb gleicher Leistung erhöhte Systemmasse.
Für den Entwurf eines aktiv lagegeregelten Raumfahrzeugs und die
Planung seiner Mission ist es notwendig, die oben angesprochene Be-
aufschlagung von Raumfahrzeugflächen durch Treibstrahlen bewerten
zu können. Neben Kenntnis z. B. der physikochemischen Eigenschaf-
ten potentiell beaufschlagter Oberflächen ist dazu vor allem eine mög-
lichst detaillierte Charakterisierung der Treibstrahlausbreitung erfor-
derlich. Treibstrahlen gebündelter Triebwerke können zunächst unter-
einander wechselwirken, wodurch sich die Vorhersage der Flächenbe-
aufschlagung erschwert. Sowohl experimentell als auch numerisch ist
die Ausbreitung von Treibstrahlen im Vakuum des Weltraums nur mit
einigem Aufwand zu erfassen. Mehr noch gilt dies für Treibstrahlwech-
selwirkung. Aus Sicht des Raumfahrtingenieurs ist vor allem interes-
sant, wie sich die Strömung im Nah- und Fernfeld eines Triebwerksclus-
ters ändert und ob diese Veränderungen in Konstruktion oder Betrieb
eines Raumfahrzeugs berücksichtigt werden müssen.

3



1. Einleitung

Simuliertes Triebwerk Reales Triebwerk

Strömung in geometrisch gleicher
und in skalierter Düse

Vermessung und Berechnung

Treibstrahl

Vermessung und Berechnung

Treibstrahl-Wechselwirkung

Vermessung, Berechnung und
Modellbildung

- Treibstrahl / Treibstrahl
- Treibstrahl / Raumfahrzeug

Düsenströmung

Vermessung und Berechnung

Treibstrahl

Vermessung und Berechnung

Treibstrahl-Wechselwirkung

Berechnung und Modellbildung

- Treibstrahl / Treibstrahl
- Treibstrahl / Raumfahrzeug

Übertragungsvorschrift

Übertragungsvorschrift

Ergebnisübertrag

Abbildung 1.3.: Arbeitslogik zur Charakterisierung von Treibstrahlen im Hoch-
vakuum (nach [57]).

1.2. Zielstellung

Die vorliegende Arbeit ist Teil eines umfangreichen Programms am
Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR) zur Erforschung
von Treibstrahlen und ihrer Wechselwirkung in einer Hochvakuum-
Umgebung. Die Arbeitslogik ist in Abb. 1.3 skizziert. Ein Programm-
schwerpunkt ist die Entwicklung verlässlicher Vorhersagemöglichkei-
ten für die Auswirkungen der Interaktion benachbarter Treibstrahlen
auf ein Raumfahrzeug und seine Umgebung. Um die Anzahl der pro-
blembeschreibenden Parameter zu reduzieren wird ein Teil der Un-
tersuchungen an sogenannten

”
simulierten Triebwerken“ vorgenom-

men. Hierbei handelt es sich um geometrisch skalierte Düsen, die mit
Reingas so betrieben werden, dass ausgewählte Ähnlichkeitsparame-
ter denen realer Triebwerke entsprechen. Eine experimentelle Arbeit
zur Wechselwirkung zweier in Hochvakuum expandierender Stickstoff-
Treibstrahlen ist kürzlich von Holz [57] am DLR Göttingen durchge-
führt und beschrieben worden. In dieser Arbeit wird die Vermessung
von Treibstrahlen aus simulierten Triebwerken um Berechnung und
Modellbildung ergänzt (Kästen unten links in Abb. 1.3).

Holz stützt seine Erkenntnisse sämtlich auf Messungen mit einer Son-
de (im engl. Original: free-molecule orifice-type pressure probe [86]), die
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1.3. Aufbau der Arbeit

für den Einsatz in hochverdünnter Gasströmung konzipiert ist. Sol-
che freimolekularen Strömungsverhältnisse liegen bei wechselwirken-
den Treibstrahlen selbstverständlich nicht überall vor, sonst gäbe es
schließlich keine Wechselwirkung. Beinahe alle experimentellen Ergeb-
nisse in [57] sind als gemessener Druck dimensionsbehaftet oder nor-
miert auf das jeweilige Maximum dargestellt, was eine Übertragung auf
andere Konfigurationen erschwert. Sie bilden jedoch eine einzigartige,
umfangreiche Datenbasis, insbesondere da ein verstärkender Einfluss
der Wechselwirkung auf die Strömung entgegen der Treibstrahlorien-
tierung experimentell nachgewiesen wird.

Die vorliegende Arbeit verfolgt zwei miteinander verbundene Ziele: Vor-
dergründiges Ziel ist es, die Wechselwirkung zweier Treibstrahlen in
Hochvakuumumgebung am Beispiel der von Holz untersuchten Kon-
figuration numerisch nachzubilden. Die Phänomene der Treibstrahl-
Wechselwirkung werden mithilfe der gegenüber dem Experiment de-
tailreicheren Simulationsergebnisse beschrieben und erklärt. Es wird
Wert auf eine Darstellung gelegt, die eine Übertragbarkeit auf andere
Konfigurationen mindestens im Prinzip ermöglicht, d. h. zumindest ei-
nen Leitfaden für künftige Untersuchungen an anderen Strahlquellen
und Betriebsbedingungen anbietet. Ein weiteres Ziel ist die Bewertung
der Aussagekraft bzw. Eignung des verwendeten numerischen wie auch
des experimentellen Verfahrens.

1.3. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zum besseren Verständnis der folgenden Kapitel
die nach derzeitigem Kenntnisstand strömungsphysikalisch wesentli-
chen Vorgänge bei der Treibstrahlexpansion in Hochvakuum zusam-
mengefasst. Ein gesonderter Abschnitt ist dabei bisher in der Litera-
tur dokumentierten Arbeiten zur Treibstrahl-Wechselwirkung gewid-
met.

”
Direct simulation Monte-Carlo“ (DSMC) ist eine numerische Metho-

de und der de facto Standard für die Simulation großskaliger, dreidi-
mensionaler, verdünnter Gasströmungen. Aufgrund der herausragen-
den Bedeutung, die DSMC für diese Arbeit hat, werden in Kapitel 3 die
wesentlichen Aspekte der Methode beschrieben. Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit ist ein DSMC-Verfahren implementiert worden, dessen
Validierung und Verifikation ebenfalls in Kapitel 3 diskutiert wird.
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1. Einleitung

Kapitel 4 enthält eine Beschreibung der numerisch untersuchten Kon-
figurationen und des Vorgehens zur Berechnung der Treibstrahlexpa-
nion und -Wechselwirkung, während in Kapitel 5 ein Verfahren zum
Vergleich der berechneten mit den gemessenen Daten [57] erarbeitet
wird.
In Kapitel 6 werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen vor-
gestellt und ausgewertet. Profile ausgewählter Konfigurationen werden
mit entsprechenden Messungen verglichen. Von besonderem Interesse
bei der Auswertung der Simulationen ist der Einfluss des Düsenabstan-
des auf die stromauf und stromab beobachteten Wechselwirkungsphä-
nomene. In Kapitel 6 ist außerdem ein Verfahren beschrieben, mit dem
durch Strahlwechselwirkung induzierte zusätzliche Rückströmung al-
lein aus Strömungsdaten des einzelnen Treibstrahls bestimmt werden
kann. Die Ergebnisse werden in Kapitel 7 kritisch diskutiert. Kapitel
8 fasst wesentliche Erkenntnisse zusammen und gibt Anstöße für wei-
terführende Forschung.
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2. Stand der Forschung

2.1. Strahlexpansion in Hochvakuum

Abbildung 2.1 zeigt schematisch einen Schnitt durch die Düse eines
Modelltriebwerks und deutet charakteristische, strömungsphysikalisch
relevante Bereiche und Phänomene im Treibstrahl an. Durch die soge-
nannte Ruhekammer strömt das Arbeitsgas mit niedriger Geschwin-
digkeit, Massestrom ṁ und (spezifischer) Ruheenthalpie h0. Aufgrund
der Querschnittsverringerung in Richtung Düsenhals wird es beschleu-
nigt und erreicht im engsten Querschnitt lokal Schallgeschwindigkeit.
Stromab des Düsenhalses expandiert die Strömung in Achsnähe zu-
nächst nahezu isentrop mit Überschallgeschwindigkeit. Die Mach-Zahl
Ma gibt das Verhältnis von Strömungs- zu Schallgeschwindigkeit an.
Weist die Düsenkontur in Halsnähe eine Krümmungsunstetigkeit auf,
verzögert sich die Strömung an der Wand und es bildet sich ein Krüm-
mungsstoß in Richtung Achse, der das Gebiet isentroper Expansion ab-
schließt.

Entlang der Düsenwand führen Reibung und Wärmeübertragung zur
Bildung einer Geschwindigkeits- und Temperaturgrenzschicht, deren
Dicke typischerweise nicht vernachlässigbar ist. Die weitere Beschleu-
nigung des Grenzschichtgases an der Düsenlippe sorgt dafür, dass die
Schallinie die Innenkante der Düsenlippe berührt [8] und den Unter-
schallbereich in der Düse gegen äußere Einflüsse isoliert. Das im Ver-
gleich zur Kernströmung langsame, aber energiereiche Grenzschicht-
material expandiert schließlich stark um die Düsenlippe herum.

Durch die Expansion am Düsenhals entstehen Fächer schwacher Wel-
len, die zunächst an der Symmetrieachse und anschließend am Grenz-
schichtrand reflektiert werden. Die Düsenkonturen von Kleintriebwer-
ken sind im allgemeinen nicht so ausgelegt, dass gasdynamische Stö-
rungen vermieden werden. Im Fall einer Kreisbogenkontur z. B. laufen
die am Rand reflektierten Wellen zusammen und bilden so einen auf
die Achse gerichteten Verdichtungsstoß (Konturstoß in Abb. 2.1), der an
der Achse reflektiert. Stöße im Nahfeld der Düse erhöhen die Entropie



2. Stand der Forschung

I
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ṁ,

Abbildung 2.1.: Strömung im Nahfeld der Düse eines Orbitaltriebwerks. Zonen:
I – Ruhekammer (Unterschall); II – ungestörte, isentrope Expansion (Über-
schall); III – Kernstrahl; IV – Grenzschichtexpansion. a – Krümmungsstoß;
b – Konturstoß; c – reflektierter Stoß; d – Schallinie (Ma= 1).

der Kernströmung, führen also zu einem Gesamtdruckverlust. Darüber
hinaus beeinflussen sie die Flussverteilung im Strahl: Zur Achse lau-
fende Stöße fokussieren die Stromlinien.

Mit zunehmender Entfernung vom Düsenaustritt nimmt die Gasdich-
te ab. Damit verringert sich die Zahl der intermolekularen Kollisionen
pro Zeiteinheit, die ein mitbewegter Beobachter in einem Volumenele-
ment wahrnehmen würde. Mit zunehmender Verdünnung verringern
sich also die Möglichkeiten zum Impuls- und Energieaustausch zwi-
schen den Partikeln: Chemische Reaktionen finden nicht mehr statt,
in Vibrations- und Rotationsmoden gespeicherte Energie kann mit der
in der translatorischen Bewegung gespeicherten Energie nicht mehr
ins Gleichgewicht kommen, verharrt also auf einem konstanten Niveau
(
”
friert ein“). Als Gradmesser der Verdünnung in einem Gas wird die

Knudsen-Zahl verwendet, die die mittlere freie Weglänge λ zu einer cha-
rakteristischen Länge Lref ins Verhältnis setzt:

Kn= λ

Lref
. (2.1)

Die mittlere freie Weglänge ist im mitbewegten Bezugssystem definiert
[12] und der Gasdichte umgekehrt proportional. Der genaue Wert hängt
vom Wechselwirkungspotential der strömenden Teilchen sowie der lo-
kalen Verteilung der thermischen Partikelgeschwindigkeiten ab, vgl.
z. B. [103].

8



2.1. Strahlexpansion in Hochvakuum

In Abwesenheit von intermolekularen Stößen (Kn →∞, freimolekulare
Strömung) bewegen sich die Partikel auf geraden Bahnen. Entlang ei-
ner Stromlinie verlassen also beständig diejenigen Teilchen die Strom-
linie, die eine thermische Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu
ihr haben. Durch diesen geometrischen Effekt entsteht eine anisotrope
Verteilung der thermischen Geschwindigkeitskomponenten, ein trans-
latorisches Nichtgleichgewicht. Der kinetischen Energie in jeder Raum-
richtung lassen sich formal Temperaturen zuordnen [52]. Während also
mit zunehmendem Abstand von der Quelle die Temperatur senkrecht
zur Stromlinie fällt, läuft die

”
parallele Temperatur“ gegen einen kon-

stanten Wert. Somit kann auch die Mach-Zahl nicht, wie bei Gleichge-
wichtsmodellen angenommen, unendlich groß werden.
Aus der Forderung nach Masseerhaltung ergibt sich, dass der Masse-
strom ṁ durch jede gedachte Kugelschale vom Radius r um einen (hypo-
thetischen) Quellpunkt gleich sein muss. Auf Strahlen vom Quellpunkt
verhält sich demnach der Massefluss (ρur) näherungsweise umgekehrt
proportional zum Quadrat der Entfernung vom Quellpunkt. Im Falle
achsensymmetrischer Strömungen gilt dies exakt für die Strahlachse.
Da die Strömungsgeschwindigkeit bei einer freien Überschallexpansion
schnell gegen eine Grenzgeschwindigkeit ulim strebt1, ist der beschrie-
bene quadratische Abfall eine gute Näherung für die Dichteänderung
entlang der Symmetrieachse.
Die Strahlausbreitung im Fernfeld, dem Bereich also, in dem sich die
Teilchen im Mittel auf geraden Bahnen von der Quelle wegbewegen,
hängt von so vielen Faktoren ab, dass sie nicht ohne weiteres mit einfa-
cher physikalischer Argumentation zu beschreiben ist. In den vergan-
genen Jahrzehnten sind verschiedene Modelle auf Basis von numeri-
schen Berechnungen oder experimentellen Daten entwickelt worden.
Ziel der Modellierung ist es, aus leicht bestimmbaren Triebwerkspara-
metern die Strahlausbreitung vorhersagen zu können. Grundlage für
viele Fernfeld-Modelle ist der Ansatz [1]:

ρ(θ, r)∝ f (θ)
r2 . (2.2)

Boynton [14] untersucht in einer numerischen Studie die Dichtever-
teilung in einem isentrop expandierenden, achsensymmetrischen Frei-
strahl und gibt eine empirische Funktion f (θ) an. In einer Folgearbeit
1Für die isentrope Expansion ist bekanntlich ulim = √

2h0. Tatsächlich wird in einer
Expansion immer Energie in eingefrorenen Freiheitsgraden gespeichert sein, so dass
der tatsächliche Grenzwert geringer ist.
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2. Stand der Forschung

erweitert Boynton [15] sein Verfahren für Düsenströmungen, d. h. die
Berechnung der Kernströmung wird um ein Modell der Grenzschicht-
strömung in der Überschalldüse ergänzt.
Simons [97] baut auf Boyntons Arbeiten auf und erweitert sie, indem er
für die Verteilungsfunktion f (θ) im Strahlkern und Grenzschichtexpan-
sionsgebiet unterschiedliche Ansätze wählt: Nach Simons wird die als
isentrop angenommene Expansion des Strahlkerns bis zu einem Rand-
winkel θbl durch das Freistrahlmodell nach Boynton [14] approximiert,
das Grenzschichtexpansionsgebiet hingegen durch einen exponentiel-
len Abfall über θ modelliert:

fbl(θ)∝ exp
[−cρ(θ−θbl)

]
, θbl ≤ θ < θ′lim. (2.3)

Die zusätzlich eingeführten Parameter cρ und θbl gibt Simons als Funk-
tion charakteristischer Größen am Düsenaustritt an, welche wiederum
aus der Theorie des isentropen Stromfadens und einem Grenzschicht-
modell ermittelt werden.
Auf der Suche nach einem zur schnellen Berechnung der Beaufschla-
gung von Satellitenoberflächen geeigneten Strahlmodell entscheiden
sich Legge und Boettcher [72] für den Ansatz nach Simons [97], füh-
ren aber mit effektiven Ruhegrößen (p0,eff,T0,eff) weitere Parameter ein,
um die Grenzschichtexpansion feiner modellieren zu können. Die Au-
toren erzielen eine bessere Übereinstimmung mit Rechnungen und Ex-
perimenten, indem sie das virtuelle Quellenzentrum [5] um den Ra-
dius der Düsenaustrittsöffnung stromab verlegen. Der in späteren Ar-
beiten

”
DLR-Strahlmodell“ [87] bzw.

”
DLR-Plume-Modell“ genannte

Ansatz berücksichtigt Nichtgleichgewicht innerer Freiheitsgrade zum
einen über ein veränderliches Verhältnis spezifischer Wärmen in der
Düse, zum anderen über ein Einfriermodell und ellipsoider Geschwin-
digkeitsverteilung in der freimolekularen Fernfeldströmung.
Seit Ende der 1980er Jahre erlauben numerische Verfahren [82, 104]
im Prinzip eine physikalisch korrekte Berechnung der Treibstrahlex-
pansion in ein Hochvakuum. Mit kryogen gepumpten Hochvakuuman-
lagen wie der

”
Aerospace Chamber 10V“ [108] oder der Simulations-

anlage für Treibstrahlen Göttingen (STG) [24] des DLR ist es möglich,
die freie Strahlexpansion aus Kleintriebwerken unter weltraumähnli-
chen Vakuumbedingungen experimentell zu untersuchen [3, 28, 29].
Plähn [87] und Rosenhauer [91] vergleichen die Strahlmodelle nach
Boynton/Simons bzw. Legge und Boettcher mit Messungen im Fernfeld
von stickstoff- und wasserstoffbetriebenen Düsen und stellen fest, dass
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2.2. Treibstrahl-Wechselwirkung

(a) Gegendruck entspricht Druck am
Düsenaustritt.

(b) Gegendruck deutlich kleiner als
Druck am Düsenaustritt.

Abbildung 2.2.: Sichtbarmachung der Wechselwirkung stark unterexpandie-
render Treibstrahlen (mit Rauch versetzte Kaltgasströmung am Windka-
nalmodell, aus: Goethert und Matz [45]).

die Strahlexpansion nur unbefriedigend modelliert wird. Insbesondere
wird der für Beaufschlagungsanalysen [27] wesentliche Grenzschicht-
bereich um Größenordnungen unterschätzt.

Ein Modell, das die Treibstrahl-Expansion ins Vakuum in Abhängig-
keit von Betriebsparametern und Düsenkontur zufriedenstellend be-
schreibt, ist gegenwärtig nicht bekannt. Mit heute verfügbaren nume-
rischen Verfahren und bei entsprechender Rechnerkapazität ist die nu-
merische Simulation eines einzelnen Treibstrahls keine Hürde mehr,
wie durch die große Zahl hierzu veröffentlichter Arbeiten belegt wird
[48, 62–64, 70, 82, 85, 102]. Dabei ist die Verknüpfung von Kontinuums-
CFD für den Düsenkern und direkter Monte-Carlo-Simulation (DSMC)
für die Strahlexpansion derzeit Stand der Technik.

2.2. Treibstrahl-Wechselwirkung

Die ersten zugänglichen, systematischen Untersuchungen miteinander
wechselwirkender Treibstrahlen stammen aus der Forschung an Trä-
gerraketen, nachdem frühe Konfigurationen mit gebündelten Haupt-
stufentriebwerken häufig Fehlschläge erlitten. Goethert und Matz [45]
beschreiben eine umfangreiche Versuchsreihe an einem Raketenheck,
das mit einem Bündel aus vier im Quadrat angeordneten, gleichartigen,

11



2. Stand der Forschung

Strahlrand

Wechselwirkungsstoß

A

B

Strahlachse

Wechselwirkungsebene

Abbildung 2.3.: Wechselwirkende Freistrahlen (A und B) in Feinvakuum-
Umgebung. Gasentladung im Rahmen von [26].

parallelen Modelltriebwerken ausgestattet ist. Während bei simuliert
niedrigen Flughöhen (also vergleichsweise hohem Gegendruck) Gas aus
der Umgebung nach dem Prinzip einer Strahlpumpe angesaugt wird,
beobachten die Autoren bei hinreichend geringem Gegendruck das Ge-
genteil: Ein Teil der stark expandierenden Treibstrahlen besitzt nicht
genug Energie, um in den Kern der Strahlen einzudringen, kann also
nur stromauf fließen und an der Raketenbasis zwischen den Düsen ent-
weichen (Abb. 2.2). Diese Rückströmung führt zu einer erhöhten Wär-
melast auf die Raketenbasis, was Goethert und Matz als ursächlich für
die erlittenen Fehlschläge benennen. In der gleichen Arbeit wird be-
reits darauf hingewiesen, dass der zusätzliche Impulseintrag durch die
Rückströmung auch einen Schubgewinn bedeutet, gleichwohl dieser et-
wa zwei Größenordnungen unter dem nominellen Schub der Triebwerke
selbst liegt.
Dankert und Koppenwallner [26] untersuchen wechselwirkende Frei-
strahlen im Abstand von 40d∗ zueinander mit einer Drucksonde bei
p0/pbg ≤ 3×104. Bei diesem Druckverhältnis ist eine freie Strahlexpan-
sion nur innerhalb eines Bereichs nahe der Düsenachsen und stromab
vom Düsenaustritt möglich. Die Expansion ist durch ein Fasstoßsystem
begrenzt, dessen Ränder in Abb. 2.3 noch ausgemacht werden können.
Dargestellt ist eine Fotografie der Leuchterscheinungen, die durch An-
wesenheit eines hochfrequenten Wechselfeldes (27MHz) im Vakuum er-
zeugt werden können. Die Intensität der Leuchterscheinungen ist von
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2.2. Treibstrahl-Wechselwirkung

B

A

d∗ δ

δ

θ

λAB

Lref

Abbildung 2.4.: Zur Definition der Wechselwirkungs-Knudsen-Zahl Knp (2.4).

Dichte und Dichtegradient abhängig.

Ermolov u. a. [33] geben die Gasdichte stromab zweier parallel angeord-
neter Lochblenden mit Öffnungsdurchmesser d∗ = 1mm aus Messun-
gen mit der Elektronenstrahlmethode an. Die Düsenabständen variie-
ren dabei zwischen 58d∗ und 280d∗, das Verhältnis von Reservoirdruck
zu Kammerdruck ist p0/pbg ≤ 106. Die Autoren definieren Ähnlichkeits-
parameter basierend auf Druckverhältnis, Reservoirbedingungen und
Düsenabstand, stellen aber fest, dass Ähnlichkeit im Dichteprofil nicht
mehr zu erreichen ist, sobald Wechselwirkungsstöße auftreten.

Koppenwallner [66] schlägt vor, das Eindringen eines Gasstrahls in ei-
nen anderen durch eine minimale Wechselwirkungs-Knudsen-Zahl Knp
(penetration Knudsen number) zu charakterisieren. Diese setzt die freie
Weglänge λAB der Gasteilchen eines Strahls A in einem zweiten Strahl
B zu dem Weg ins Verhältnis, der von A-Teilchen entlang einer Strom-
linie zwischen Wechselwirkungsebene und Strahlachse B zurückgelegt
würde, vgl. Abb. 2.4:

Knp =min
(
λAB

Lref

)
. (2.4)

Die freie Weglänge definiert Koppenwallner in einem ortsfesten Bezugs-
system. Mit dem konstanten Stoßquerschnitt σ (Starrkugelmodell) ist
dann

λAB = 1
σnB

〈vA〉
〈vAB〉

= 1
σnB

√
1

2
(
1−cosψ

) , (2.5)

wobei 〈vAB〉 die mittlere Relativgeschwindigkeit der Teilchen aus beiden
Strahlen an einem gegebenen Ort, und ψ den Winkel zwischen vA und
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2. Stand der Forschung

vB bezeichnet. Entlang der Wechselwirkungsebene ist die Dichte nB = n
und ψ= 2θ. Mit der Bezugslänge Lref = δ/sinθ ergibt sich so

Knp =min
(

1
2σnδ

)
= 1p

2
min(Knδ). (2.6)

Die Darstellung (2.6) ist so nicht bei Koppenwallner [66] und auch nicht
in zitierenden Arbeiten [26, 57] zu finden. Dort wird schon in einem
frühen Schritt das DLR Treibstrahlmodell nach Legge und Boettcher
[72] zur Abschätzung von n eingeführt, um Knp zu Betriebsparametern
der einzelnen Strahlquelle in Bezug setzen zu können.

Die nach Koppenwallner charakteristische Knudsen-Zahl der Wechsel-
wirkung Knp ist also proportional zum Minimum einer Knudsen-Zahl,
die mit der freien Weglänge im Einzelstrahl entlang einer Geraden, und
dem Abstand δ von Strahlachse und Wechselwirkungsebene gebildet
wird. Sie ist nach Gl. (2.6) also an der Stelle auf der Wechselwirkungs-
ebene zu berechnen, an der die Dichte n maximal ist.

Koppenwallner [66] unterscheidet nach Größenordnung von Knp vier
Typen der Treibstrahl-Wechselwirkung:

1. Knp ≪ 1: Wechselwirkung mit Verdichtungsstößen,

2. Knp < 1: Wechselwirkung mit beginnender Durchdringung,

3. Knp ≈ 1: gestörte Durchdringung,

4. Knp ≫ 1: ungestörte Durchdringung.

Allègre u. a. [2] untersuchen experimentell die Rückströmung wechsel-
wirkender Treibstrahlen aus parallel in festem Abstand 125d∗ ange-
ordneten Kegeldüsen. Dazu messen die Autoren den Druck an einer
Wand stromauf der Austrittsebene, können aber bei einem Betriebs-
druckverhältnis p0/pbg < 106 keine eindeutige Druckerhöhung infolge
einer Rückströmung ausmachen. Auch in einer numerischen Analyse
der gleichen Konfiguration können Chirokov u. a. [21] keinen Hinweis
auf eine Rückströmung erkennen.

Der Frage nach einer möglichen Schuberhöhung durch rückströmen-
des Gas aus der Wechselwirkungszone gehen Ketsdever u. a. [64] nach.
Dazu untersuchen die Autoren verdünnte Stickstoff- und Heliumstrah-
len aus komplanaren Lochblenden bei verschiedenen Verdünnungsgra-
den von freimolekular bis kontinuumsnah. Schubmessungen an einer
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2.3. Experimentelle Datenbasis

Konfiguration mit zwei eng benachbarten Blenden ergaben keine mess-
baren Wechselwirkungseffekte innerhalb der Standardabweichung der
Messdaten von etwa 1.5%. Zusätzliche DSMC-Rechnungen mit dieser
Konfiguration kommen zu einem vergleichbaren Ergebnis. Ketsdever
u. a. mutmaßen, dass die Wechselwirkung von mehr als zwei Quellen
ausgeprägter sein könnte und untersuchen numerisch noch eine An-
ordnung von vier Blenden und einem unendlich ausgedehnten

”
Loch-

raster“. Bezogen auf die Einzelblende stellen die Autoren im letztge-
nannten Fall eine Erhöhung der Kraft auf die Rückwand um mehr als
16% fest.

Experimentelle Analysen der Wechselwirkungsphänomene in und ent-
gegen der Hauptströmungsrichtung sind bei Holz [57] am Beispiel von
Stickstoff-Treibstrahlen aus einer konturierten Düse beschrieben. Die
ungestörte Strahlausbreitung sowie wechselwirkungsinduzierte Rück-
strömung wird bei einem Betriebsdruckverhältnis p0/pbg ≥ 1010 detail-
liert vermessen.

2.3. Experimentelle Datenbasis

Eine numerische Analyse der Wechselwirkung von Treibstrahlen im
Hochvakuum ist in der Literatur derzeit nicht zu finden. Die in die-
ser Arbeit vorgestellten Untersuchungen zu Treibstrahlexpansion und
-wechselwirkung nehmen Bezug auf die umfangreiche Datenbasis, die
aus den Experimenten von Holz [57] in der DLR Hochvakuumanlage
”
Simulationsanlage für Treibstrahlen Göttingen – Chemische Trieb-

werke“ (STG-CT) [24] gewonnen wurde. Hauptgegenstand dieser Un-
tersuchung ist die Wechselwirkung zweier achsparalleler, gleichsinni-
ger Überschall-Treibstrahlen aus gleichen Modelltriebwerken mit kom-
planaren Düsenaustrittsebenen. Der Achsenabstand ist variabel. Ar-
beitsgas im Experiment ist Stickstoff und wird so auch numerisch mo-
delliert. Das beschriebene Vorgehen ist prinzipiell aber auch für andere
Strahlquellen und Arbeitsgase anwendbar.

Die Abmessungen der Düseninnenkontur sind bei Holz [57] angegeben
und in Abb. 2.5 reproduziert. Der Halsdurchmesser beträgt d∗ = 0.6mm,
die Länge des divergenten Düsenteils entlang der Achse ist LE ≈ 17d∗
und das Expansionsverhältnis (Verhältnis von Austrittsquerschnitt zu
Halsquerschnitt) beträgt ε= 150. Reservoirdruck und Ruhetemperatur
sind so gewählt, dass die Reynolds-Zahl ReE im Düsenaustritt als für
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Abbildung 2.5.: Abmessungen der untersuchten Modelldüse.

die Grenzschichtausbildung wesentlicher Ähnlichkeitsparameter [55]
der des von Holz untersuchten Triebwerks entspricht:

ReE =
(

LE

d∗

)(
1
ε

)(
µ∗
µ0

)
·Re∗ = 1457. (2.7)

Die Reynolds-Zahl Re∗ im kritischen Querschnitt ist umgekehrt propor-
tional zur Knudsen-Zahl dort und damit ein Maß für Verdünnung im
Düsenhals:

Re∗ = ṁisd∗
µ∗A∗

, (2.8)

mit dem maximal theoretisch möglichen Massestrom ṁis in einem so-
nischen Querschnitt:

ṁis =
p0 A∗√

RT0
g(Å); g(Å)=

√√√√
Å

(
2

Å+1

) Å+1
Å−1

. (2.9)

Bei gegebener Düsengeometrie ist die Strömung also durch Re∗ be-
stimmt. Unter den hier vorliegenden Bedingungen ist Re∗ ≈ 14600. Ab-
bildung 2.6 zeigt, dass das Verhältnis von tatsächlichem zu maxima-
lem Massestrom demnach bei etwa 0.95 liegt. Im allgemeinen ist dieses
Verhältnis außer von Re∗ noch der geometrischen Gestaltung des Un-
terschallteils der Strahlquelle abhängig. Gängige Konfigurationen sind
z. B. bei Linfield [75] beschrieben. Nach Back u. a. [6] ist ab Re∗ ≈ 2×106

mit turbulenter Strömung im divergenten Düsenteil zu rechnen. Die
hier untersuchten Strömungen sind demnach laminar.
Bei Holz [57] wird die Strahlwechselwirkung hauptsächlich für einen
bestimmten Satz Reservoirbedingungen untersucht. der Düsenabstand
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Abbildung 2.6.: Verhältnis von tatsächlichem zu maximalem Massestrom ṁis
für die hier untersuchten Düsen. Die gestrichene Linie deutet den erwarte-
ten Verlauf für Re∗ < 103 an.

variiert dabei von etwa 16d∗ bis 283d∗. In dieser Arbeit werden dar-
aus exemplarisch fünf Strömungsfelder für Düsenabstände von 50d∗ bis
150d∗ berechnet.

2.4. Modellierung wechselwirkender Treibstrahlen

Bei einer Strahlexpansion in Vakuum (vgl. Abschnitt 2.1) sinkt die Gas-
dichte mit starkem Gradienten vom Düsenreservoir aus um beliebig
viele Zehnerpotenzen, dementsprechend steigt die freie Weglänge der
Strahlmoleküle in gleichem Maße, mit den beschriebenen Auswirkun-
gen auf das Gleichgewicht der inneren Energien. Durchdringen sich
zwei Treibstrahlen in Gebieten größerer Verdünnung, wird die Vertei-
lungsfunktion der Teilchengeschwindigkeiten bimodal und kann nicht
mehr durch Maxwell-Verteilung oder auch nur eine geringe Abweichung
davon dargestellt werden. Eine numerische Berechnung der Treibstrah-
lexpansion und -Wechselwirkung erfordert also eine Simulationsmetho-
de, die auch starke Abweichungen vom lokalen thermischen Gleichge-
wicht richtig behandeln kann. Die DSMC-Methode [12] ist nachweislich
dazu in der Lage, da der Impuls- und Energieaustausch zwischen Parti-
keln

”
direkt“ simuliert wird. Damit dies physikalisch richtig geschieht,
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2. Stand der Forschung

müssen kinetische Längen- und Zeitskalen in der Rechnung aufgelöst
werden.

Im Düsenreservoir und im Kernstrahl (vgl. Abb. 2.1) ist die Gasdichte
vergleichsweise hoch und die Abweichung vom thermischen Gleichge-
wicht klein. Die Frequenz intermolekularer Kollisionen ist der Dichte
proportional, ein DSMC-Verfahren würde hier sehr viele Teilchenkol-
lisionen berechnen, die im Effekt die Energie- und Impulsverteilung
lokal nur geringfügig von der bekannten Gleichgewichtsverteilung ab-
weichen ließe. Strömungen mit nur geringer Abweichung vom Gleich-
gewichtszustand werden aber sehr gut durch die Navier-Stokes-Fourier
(NSF) Gleichungen beschrieben [19], in denen sich besagte Abweichung
in Reibungs- und Wärmeleitungstermen niederschlägt. Diese Gleichun-
gen2 beschreiben die Bewegung eines viskosen, wärmeleitenden Fluids
auf fluiddynamischen Längenskalen, d. h. es werden die Gradienten der
fluiddynamischen Größen wie Dichte, Geschwindigkeit und Tempera-
tur betrachtet. Die NSF-Gleichungen beschreiben das Fluid als Konti-
nuum. Zu ihrer numerischen Lösung gibt es eine Vielzahl von Ansätzen,
die hier unter dem Sammelbegriff

”
Kontinuums-CFD“ (CFD: Compu-

tational Fluid Dynamics) zusammengefasst werden. Da Kontinuums-
verfahren innerhalb ihres Gültigkeitsbereiches wesentlich effizienter
sind als DSMC unter gleichen Strömungsbedingungen, bietet es sich
an, Reservoir und Düsenkern durch ein Kontinuumsverfahren berech-
nen zu lassen. Hierfür steht das am DLR entwickelte Finite-Volumen-
Verfahren TAU [43, 94] in einer für Raumfahrtanwendungen erweiter-
ten Version [77] zur Verfügung.

Die Verknüpfung von Kontinuums-CFD mit DSMC-Algorithmen in ei-
nem hybriden Verfahren ist seit langem Gegenstand der Forschung [95,
104] und im allgemeinen Fall komplex, da zwei sehr unterschiedliche
Ansätze zur Beschreibung von Strömungen verbunden werden müs-
sen. In dem hier vorliegenden besonderen Fall muss jedoch lediglich
von einem dichten (Kontinuum) in einen verdünnten Bereich extrapo-
liert werden. Eine entkoppelte Simulation, mit getrennter Berechnung
des Kontinuums- und des verdünnten Bereiches hat sich für Strahlex-
pansion ins Vakuum als ausreichend erwiesen [48, 82, 91]. In dieser
Arbeit wird zunächst die Düsenexpansion mit dem DLR TAU-Code un-
ter Nutzung der Achsensymmetrie berechnet. Das Rechengebiet ist da-
bei in axialer und radialer Richtung einige Tausend Halsdurchmesser
2ergänzt um Kontinuitätsgleichung, Zustandsgleichungen und Annahmen zu den funk-

tionalen Abhängigkeiten von Spannungstensor und Energieflussvektor
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2.4. Modellierung wechselwirkender Treibstrahlen

ausgedehnt. Aus der Kontinuumslösung werden Nichtgleichgewichts-
Indikatoren bestimmt, deren Größenordnung Rückschlüsse auf die phy-
sikalische Gültigkeit der NSF-Gleichungen zulassen. Innerhalb des so
ermittelten Gültigkeitsbereiches wird schließlich die Schnittstelle zur
DSMC-Simulation ausgewählt.

Die hauptsächlich hier untersuchte physikalische Größe ist der Mas-
sefluss, im Falle der Treibstrahl-Wechselwirkung der Massefluss ent-
lang der Geraden, die durch Schnitt der beiden Symmetrieebenen ge-
bildet wird. Massefluss (also Masse, die pro Zeiteinheit eine Flächen-
einheit überquert) ist zum einen der Fluss niedrigster Ordnung in der
Geschwindigkeit. Impuls- und Energiefluss, der zweiten bzw. dritten
Potenz der Strömungsgeschwindigkeit proportional, verhalten sich in
einer Hyperschall-Expansion im Verlauf ähnlich, da die Strömungsge-
schwindigkeit nicht stark variiert. Zum anderen liefert die in den zum
Vergleich herangezogenen Experimenten genutzte Drucksonde in frei-
molekularer Strömung ein dem Massefluss proportionales Signal.

Die experimentelle Bestimmung des Masse- bzw. Teilchenflusses mit ei-
ner freimolekularen Drucksonde und die umfangreichere rechnerische
Bestimmung des Strömungsfeldes werden prinzipiell als sich ergänzen-
de und wechselseitig absichernde Methoden betrachtet, wenn beide in
der Lage sind, für die hier untersuchten Inertgasströmungen mindes-
tens eine Vergleichsgröße unter bekannten Bedingungen eindeutig zu
ermitteln. Für die Bewertung experimentell und numerisch erzielter
Ergebnisse ist es also zunächst notwendig, Vergleichbarkeit herzustel-
len. Zu allen hier vergleichend herangezogenen Messungen liegen ne-
ben den publizierten [57] auch detaillierte, unveröffentlichte Daten zu
den Betriebsbedingungen vor. Diese werden in der numerischen Mo-
dellierung berücksichtigt. In dieser Arbeit wird zudem eine Vergleichs-
größe entwickelt, die unabhängig sowohl aus berechneten, als auch aus
gemessenen Größen bestimmt werden kann und im Absolutwert ver-
gleichbar ist. Eine Betrachtung der quantitativ erfassbaren Unsicher-
heiten ermöglicht, den Grad der Gleichwertigkeit anzugeben.

Ergebnisse werden geeignet dimensionslos dargestellt, um prinzipiel-
le Übertragbarkeit auf andere als die untersuchten Konfigurationen
zu ermöglichen. Praktisch nützlich ist es dabei, die berechneten Strö-
mungsfelder auf leichter bestimmbare Strömungen zu beziehen. Die
einfachste Vergleichsströmung für die Strahlexpansion ist die Über-
schallexpansion von einer gedachten Kugeloberfläche gleicher Quell-
stärke, während Wechselwirkungsphänomene von benachbarten Treib-
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strahlen sich am deutlichsten im Vergleich zum hypothetischen Strö-
mungsfeld sich ungestört durchdringender Treibstrahlen zeigen lassen.
Dazu ist es notwendig, die achsensymmetrische Expansion eines einzel-
nen Treibstrahls gesondert zu berechnen.
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3. Direct Simulation Monte Carlo (DSMC)

Im Bild der kinetischen Gastheorie besteht ein verdünntes Gas aus ei-
ner Vielzahl von Molekülen1, die sich frei bewegen können und nur
instantan miteinander in Wechselwirkung treten. Diese Wechselwir-
kung wird als intermolekularer Stoß interpretiert, bei dem die Teilchen
Impuls und Energie austauschen. Eine für die theoretische Behand-
lung wesentliche Annahme ist dabei, dass die Moleküle viel kleiner sind
als ihr mittlerer Abstand zueinander und an intermolekularen Stößen
so mit größter Wahrscheinlichkeit jeweils nur zwei Partikel beteiligt
sind.

Im allgemeinen ist nicht das einzelne Teilchen von Interesse, sondern
vielmehr das Verhalten eines Teilchenensembles. Die kinetische Gas-
theorie nutzt Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statis-
tik, um verdünnte Gase makroskopisch zu beschreiben. Wesentlich sind
dabei Verteilungen der Partikelgeschwindigkeiten und gegebenenfalls
der inneren Energien. Die Grundgleichung der kinetischen Gastheo-
rie ist die Boltzmann-Gleichung, eine Integro-Differentialgleichung, die
die Veränderung der Geschwindigkeitsverteilung durch Teilchenbewe-
gung im Orts- und Geschwindigkeitsraum sowie durch intermolekula-
re Stöße beschreibt. Schon für ein einfaches Gas bereitet die Lösung
der Boltzmann-Gleichung mit konventionellen numerischen Methoden
Schwierigkeiten, vor allem da der in jede Richtung unendliche Geschwin-
digkeitsraum so diskretisiert werden muss, dass die Geschwindigkeits-
verteilung in hinreichender Genauigkeit abgebildet wird.

Die DSMC-Methode [12] übernimmt die Anschauung der kinetischen
Gastheorie und bildet ein Gas durch eine ausreichend große Zahl re-
präsentativer Simulationspartikeln nach, die durch das Rechengebiet
bewegt werden. Jedem Simulationspartikel ist eine Geschwindigkeit
zugewiesen, die sich nur infolge von Stößen mit anderen Teilchen oder
mit Wänden ändern kann. Dabei sind keine Einschränkungen von Be-
trag und Richtung der jeweiligen Teilchengeschwindigkeit nötig, die

1hier auch synonym:
”
Partikel“ /

”
Teilchen“.



3. Direct Simulation Monte Carlo (DSMC)

Geschwindigkeitsverteilung wird also theoretisch unendlich genau wie-
dergegeben. Die DSMC-Methode löst die Boltzmann-Gleichung asym-
ptotisch mit wachsender Anzahl von Simulationspartikeln [105], kann
darüber hinaus aber prinzipiell auch komplexere Vorgänge wie Aus-
tausch innerer Energie oder chemische Reaktionen behandeln [12, 13].

Teilchenstöße und Initialisierungen von Geschwindigkeit oder innerer
Energie werden in der DSMC-Methode probabilistisch betrachtet, d. h.
ein Ereignis tritt ein, wenn eine dazu generierte Zufallszahl kleiner ist
als die berechnete Ereigniswahrscheinlichkeit. Dieses Verfahren macht
die Methode vergleichsweise numerisch effizient. Die Eigenschaften der
simulierten Gasströmung ergeben sich schließlich aus den Mittelwer-
ten der Teilcheneigenschaften mit einer Unsicherheit, die der Wurzel
des Stichprobenumfangs umgekehrt proportional ist.

Zur Beschreibung der DSMC-Methode gibt es umfangreiche Literatur,
besonders sind hier die aktuelleren Monographien von Bird [12, 13] zu
nennen. Die folgenden Abschnitte sollen daher die wesentlichen Ele-
mente der Methode ohne Anspruch auf Vollständigkeit umreißen und
verweisen an geeigneter Stelle auf weiterführende Literatur.

3.1. Diskretisierung

In der DSMC-Methode werden Teilchenbewegung und -kollisionen über
den Simulationszeitschritt entkoppelt behandelt. Das ist zulässig, weil
der Kollisionsvorgang in verdünnten Gasen definitionsgemäß in we-
sentlich kürzerer Zeit abläuft, als ein Teilchen sich im Mittel ungestört
bewegen kann. Der Simulationszeitschritt sollte demnach überall deut-
lich kleiner sein als die lokale mittlere Zeit, in der ein Teilchen zwei
aufeinanderfolgende Kollisionen erfährt.

Selbst in einem Kubikmeter Hochvakuum sind noch etwa 1015 Gasteil-
chen enthalten, was schon in einfachsten simulierten Systemen einem
Speicherbedarf von tausenden von Terabyte entspräche. Strömungspro-
bleme im Ingenieurmaßstab machen es daher erforderlich, eine Anzahl
Fnum ”

echter“ Gasteilchen mit gleichem Geschwindigkeitsvektor zu ei-
nem repräsentativen Simulationspartikel zusammenzufassen.

Während Implementierungen zellfreier DSMC-Verfahren in der Lite-
ratur zu finden sind [61], beruhen alle bekannten derzeit gebräuchli-
chen Verfahren [13, 30, 38, 62, 69, 70, 93] auf einer Diskretisierung
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des Rechengebietes in Zellen, wobei durchaus verschiedene Rechengit-
ter für unterschiedliche Teilschritte einer DSMC-Simulation zum Ein-
satz kommen können [12, 13]. Die oben angesprochene Trennung von
Bewegungs- und Kollisionsschritt impliziert, dass mit DSMC nicht auf-
gelöst wird, welche Teilchentrajektorien sich innerhalb eines Zeitschrit-
tes nahe genug gekommen sind, dass eine Kollision stattgefunden hät-
te. Stattdessen werden Stoßpartner aus einem Gebiet gewählt, dessen
Abmessung in der Größenordnung der mittleren freien Weglänge liegt.

3.2. Randbedingungen

3.2.1. Offene Ränder

Entlang offener Ränder muss spezifiziert werden, wie viele Simulati-
onsteilchen in einem Zeitschritt ∆t an jedem Randsegment erzeugt wer-
den und welche individuelle Geschwindigkeit ihnen jeweils zugewiesen
wird. Diese Methode – Partikelerzeugung auf einer Oberfläche – ist die
gebräuchlichste [101]. Zur Berechnung sowohl des Teilchenflusses über
ein Flächenelement ∆A, als auch für die Zuweisung einzelner Parti-
kelgeschwindigkeiten muss eine Geschwindigkeitsverteilungsfunktion
vorgegeben werden. Für die oft genutzte Maxwell-Verteilung (vgl. An-
hang A.1) ist die Anzahl der pro Zeitschritt im Mittel einströmenden
Partikel zu berechnen aus

〈N+〉 = nc̃∆t∆A
2
p
πFnum

·χ(Sn), (3.1)

mit der lokalen Teilchendichte n, dem Geschwindigkeitsverhältnis Sn =
un/c̃ senkrecht zum Randflächenelement und der Flussfunktion χ nach
Gl. (A.6). Im allgemeinen ergibt sich aus (3.1) kein ganzzahliger Wert.
”
Zufälliges Runden“ mit einer gleichverteilten Zufallszahl Ru ∈ (0,1),

N+ = ⌊〈N+〉+Ru⌋ [12], ist numerisch effizient, führt aber nach Tysan-
ner und Garcia [101] zu künstlichem Nichtgleichgewicht2. Die Autoren
schlagen stattdessen vor, die tatsächlich am Rand zu erzeugende Teil-
chenzahl N+ aus einer Poisson-Verteilung zu bestimmen:

℘P(N+,〈N+〉)=
〈N+〉N+

(N+)!
exp(−〈N+〉). (3.2)

2Das von Tysanner und Garcia beobachtete künstliche Nichtgleichgewicht entsteht auf-
grund unphysikalischer Dichtefluktuationen.
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Ist die tatsächlich im Zeitschritt zu erzeugende Anzahl von Partikeln
festgelegt, wird jedem Teilchen ein Geschwindigkeitsvektor zugewie-
sen. Die thermischen Komponente ĉn = cn/c̃ normal zur Einströmfläche
ist im Falle einer mit Sn driftenden Maxwell-Verteilung aus

fM(ĉn,Sn)= 2
c̃

(ĉn +Sn) exp
(−ĉ2

n
)
χ−1(Sn) (3.3)

zu bestimmen und zu Sn zu addieren. Die beiden Tangentialkompo-
nenten sind normalverteilt. Garcia und Wagner [40] schlagen effiziente
Algorithmen vor, mit denen Geschwindigkeiten aus Gl. (3.3) generiert
werden können.

Für eine physikalisch konsistente Verknüpfung der DSMC-Methode mit
Randbedingungen aus Navier-Stokes-Verfahren ist es theoretisch er-
forderlich, Teilchenzahl und -geschwindigkeiten aus einer Chapman-
Enskog-Verteilung zu generieren [54]. Ein Algorithmus dafür wird von
Garcia und Alder [39] vorgeschlagen.

Die Teilchenposition auf der Einströmfläche wird zufällig und gleich-
verteilt gewählt. Um die Herkunft eines jeden Simulationspartikels j
aus einem Gebiet jenseits der Einströmfläche zu simulieren, wird es
jeweils um einen Bruchteil des Zeitschrittes in das Rechengebiet be-
wegt:

x0
j = v0

j Ru∆t. (3.4)

3.2.2. Gas-Oberflächen-Wechselwirkung

Die DSMC-Methode erlaubt grundsätzlich eine physikalisch anschauli-
che Modellierung der Wechselwirkung von Simulationspartikel mit fes-
ten Rändern (

”
Wänden“). Die tatsächlichen mikroskopischen Vorgän-

ge, sofern sie im Detail überhaupt verstanden sind, werden dabei in
der Regel nicht nachgebildet. Stattdessen kommen phänomenologische
Modelle zur Anwendung, um Adsorption/Desorption, chemische Reak-
tionen oder Impuls- und Energieübertragung numerisch zu imitieren.

Zu den gebräuchlichsten weil technisch relevantesten Oberflächenmo-
dellen gehören die spiegelnde und die diffuse Reflexion. Ein spiegelnd
reflektierendes Teilchen, Abb. 3.1(a), behält seinen Impuls tangenti-
al zur Wandfläche, die Normalkomponente ändert lediglich das Vor-
zeichen. So wirkt im Mittel ausschließlich eine Normalkraft auf das
Flächenelement. Energieübertragung oder -umverteilung findet nicht
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(a) Spiegelnd. (b) Diffus.

Abbildung 3.1.: Modelle für die Rückstreuung von Teilchen an Oberflächen.

statt. Die spiegelnd reflektierende Wand entspricht der
”
reibungsfrei-

en“ Wand in der klassischen Strömungsmechanik und ist in der DSMC-
Methode die richtige Randbedingung für Symmetrieebenen.

Die diffus rückstreuende Wand hingegen lässt auftreffende Teilchen ih-
ren bisherigen Impuls in Betrag und Richtung vergessen (vollständi-
ge Akkommodation, Abb. 3.1(b)). Sie bildet anschaulich eine mikrosko-
pisch raue oder mit Adsorbat belegte Oberfläche nach, an der die Teil-
chen bis zu ihrer Reemission so lange verweilen, dass sie die zur Wand-
temperatur Tw gehörigen Gleichgewichtsenergien in allen inneren Frei-
heitsgraden angenommen haben. Dem Simulationspartikel wird nach
Kontakt mit einer diffus reflektierenden Wand also ein neuer Geschwin-
digkeitsvektor zugewiesen, dessen Komponente normal zur Wandflä-
che aus einer Rayleigh-Verteilung (Spezialfall von Gl. (3.3) für Sn =
0) ermittelt wird, während die Tangentialkomponenten normalverteilt
sind [50]. Die dabei zu den Bedingungen vor der Wandkollision auf-
tretende Impulsdifferenz ist im allgemeinen nicht parallel zum Wand-
normalenvektor, so dass es im Mittel auch eine wandparallele Kraft-
wirkung (Reibung) gibt. Die mittlere Energiedifferenz pro Zeitschritt
ist makroskopisch der lokale Wärmestrom in das Fluid. Wie hier dar-
gestellt entspricht die diffus reflektierende Wand in der Kontinuums-
Strömungsmechanik einer isothermen Wand mit Haftbedingung.

Aus Molekularstrahl-Experimenten und Kraft- bzw. Wärmeübergangs-
messungen an elementaren Körpern ist bekannt, dass die Annahme
diffuser Rückstreuung und vollständiger Akkommodation (Anpassung)
innerer Energie selbst für technische Oberflächen eine Vereinfachung
ist. Tatsächlich werden Impuls und Energie, abhängig von Gasart und
Oberflächenbeschaffenheit, nur zu einem gewissen Anteil akkommo-
diert. Diese Anteile (Akkommodationskoeffizienten) sind der Fachlite-
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ratur zu entnehmen. In einem auf Maxwell zurückgehenden Ansatz
wird die Rückstreuung als Mischung diffuser und spiegelnder Antei-
le gedacht. Dieses Modell ist auch heute noch in Implementierungen
der DSMC-Methode zu finden, obwohl es seit Einführung des Streu-
kernmodells nach Cercignani und Lampis [18] und der Anpassung für
DSMC durch Lord [76] (CLL-Modell) eine numerisch effiziente Gas-
Oberflächen-Wechselwirkungsbeschreibung für DSMC gibt. Durch die
jüngste Erweiterung nach Gorji und Jenny [46] wird auch der Energie-
austausch zwischen Rotations- und Translationsenergie mehratomiger
Gase in guter Übereinstimmung mit Experimenten wiedergegeben.

3.3. Bewegung der Partikel im Simulationsgebiet

Partikel werden in Zeitschritten ∆t entsprechend ihrer aktuellen Ge-
schwindigkeit v durch das Simulationsgebiet bewegt, im Fall einer un-
beschleunigten Bewegung aktualisiert sich die Partikelposition x mit3:

x(t+∆t)= x(t)+v(t)∆t. (3.5)

Abseits von diesem Bewegungsschritt spielt die exakte Position eines
Teilchens im klassischen DSMC-Verfahren [12] keine Rolle, entschei-
dend ist jeweils die Zuordnung der Teilchen zu einer Zelle. Die Bewe-
gung und Zuordnung der Partikel beansprucht den größten Anteil an
Rechenzeit in typischen DSMC-Simulationen [84].

Liegt der Simulation ein unstrukturiertes Gitter zugrunde, muss die
Trajektorie eines jeden Partikels über die Begrenzungen der durch-
drungenen Zellen berechnet werden. Ein solcher Algorithmus ist für
beliebige zusammenhängende Polyederzellen z. B. bei Haselbacher u. a.
[53] beschrieben. Für garantiert konvexe Polyederzellen, wie Tetraeder
oder Voronoi-Zellen, lässt sich die Teilchenverfolgung wesentlich be-
schleunigen [98]. Einige DSMC-Verfahren nutzen kartesische Gitter
[13, 38, 62, 70], um die Zielzelle direkt berechnen zu können. Dieser
Ansatz beschleunigt den Bewegungsschritt, allerdings müssen etwaige
Wandkollisionen auf der Trajektorie geprüft werden. Nach Abschluss
des Bewegungsschrittes haben Teilchen das Simulationsgebiet verlas-
sen oder sind genau einer Zelle zugeordnet.
3In achsensymmetrischen Simulationen wird die Teilchenbewegung in eine Ebene pro-

jiziert. Damit ändert sich die Trajektoriengleichung, siehe hierzu z. B. Bird [12].
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Abbildung 3.2.: Verbreitete Algorithmen zur Auswahl der Stoßpartner: Time-
Counter (TC) [9], Majorant Frequency (MF) [60, 61] und No-Time-Counter
(NTC) [11, 12].

Eine wesentliche Anforderung an die DSMC-Methode ist es, die Zahl
der intermolekularen Stöße pro Zeiteinheit

z = Np(Np −1)
2

Fnum(σTcr)
Vc

(3.6)

in der Zelle mit Volumen Vc im Mittel korrekt nachzubilden. In (3.6) ist
cr die Relativgeschwindigkeit zweier Partikel und σT der (im allgemei-
nen von cr abhängige) integrale Stoßquerschnitt.
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3. Direct Simulation Monte Carlo (DSMC)

Das naheliegendste Verfahren, alle Np(Np−1)/2 möglichen Stoßpaare zu
bilden und mit der Wahrscheinlichkeit ℘coll = Fnum(σTcr)∆t/Vc kollidie-
ren zu lassen, ist aus zwei Gründen nicht effizient: Zum einen würde
der Berechnungsaufwand quadratisch von der Zahl der Teilchen in ei-
ner Zelle abhängen, zum anderen ist ℘coll typischerweise eine zu Eins
sehr kleine Zahl, so dass nur für entsprechend wenige Paare tatsächlich
ein Stoß durchgeführt wird. Beide Schwierigkeiten lassen sich durch ge-
schickte Algorithmen umgehen. Die populärsten sind in Abb. 3.2 sche-
matisch dargestellt. Allen gemeinsam ist, dass für jede Zelle ein Größt-
wert (σTcr)max gespeichert wird. Der zugehörige Größtwert zmax der Stoß-
rate (engl. majorant frequency) ergibt sich in jedem Zeitschritt aus (3.6).
Ein zufällig gewähltes Paar kollidiert mit der skalierten Wahrschein-
lichkeit

℘̃coll =
σTcr

(σTcr)max
= z

zmax
, (3.7)

was den Berechnungsaufwand nur noch linear von Np abhängen lässt.
Alle in Abb. 3.2 dargestellten Algorithmen berechnen die richtig Stoß-
rate. Das

”
No-Time-Counter“-Schema (NTC) wurde von Bird [11] einge-

führt, da das ursprüngliche
”
Time-Counter“-Verfahren [9] in extremen

Nichtgleichgewichtssituationen zu numerischen Problemen führte [12].
Das

”
Majorant Frequency“-Schema [60, 61] (MF) bildet einen Poisson-

Prozess nach, indem die Zeit, die zwischen zwei Kollisionen vergeht,
aus einer Exponentialverteilung ermittelt wird.

In der einfachsten und ursprünglichsten Form des DSMC-Verfahrens
werden Kandidaten für eine binäre Kollision zufällig aus der Popula-
tion einer Rechenzelle ausgewählt. Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt,
wenn die lineare Dimension der Zelle nicht größer ist als die lokale mitt-
lere freie Weglänge, bei einem Zeitschritt kleiner als die mittlere Zeit
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stößen. Bird [13] weist darauf hin,
dass etwaige Wirbelstärke innerhalb einer Zelle besser wiedergegeben
wird, wenn der mittlere Abstand stoßender Teilchen möglichst klein im
Vergleich zur mittleren freien Weglänge ist. In der Literatur werden
verschiedene Verfahren vorgestellt, zu einem zufällig gewählten Simu-
lationsteilchen einen potentiellen Stoßpartner aus nächster Umgebung
zu finden und damit die Anforderungen an die Zellgröße zu lockern.
Dies kann durch eine weitere Unterteilung der betrachteten Zelle ge-
schehen [12] oder durch direkte Auswahl des Stoßpartners mit dem ge-
ringsten Abstand [71]. Da der Berechnungsaufwand insbesondere bei
letzterem Verfahren quadratisch von der Zahl der Teilchen pro Zelle
abhängt, ist es bei mehr als etwa 30 betrachteten Simulationsparti-
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cr

c′r

d

σT

P

Q

Abbildung 3.3.: Teilchenstoß starrer Kugeln mit Stoßquerschnitt σT =πd2. Teil-
chen P bewegt sich im Bezugssystem von Q mit Relativgeschwindigkeit cr,
der Stoßquerschnitt kann dabei von cr abhängen (VHS-Modell).

keln ineffizient im Vergleich zu anderen Verfahren. Gallis und Torczyn-
ski [36] analysieren die gebräuchlichsten Auswahlverfahren und kom-
men zu dem Schluss, dass ein Algorithmus zur Auswahl eines nahen
Nachbarteilchens (nicht zwingend des nächsten) sowohl zu den gerings-
ten Diskretisierungsfehlern, als auch zur effizientesten Berechnung der
Stoßprozesse führt.

Durch die Beschränkung auf die unmittelbare Nachbarschaft erhöht
sich jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Teilchen ausgewählt wer-
den, die bereits im vorangegangenen Zeitschritt kollidiert sind. Wenn
mehr als etwa 20% der tatsächlich ausgeführten Kollisionen im folgen-
den Zeitschritt mit den gleichen Partnern wiederholt werden, steigt der
durch statistische Korrelationen hervorgerufene Fehler in der Simula-
tion merklich an [96]. Dieser Fall lässt sich jedoch leicht verhindern,
wie in Abschnitt 3.6 erläutert wird.

Sind nach oben beschriebenem Verfahren zwei Stoßpartner gefunden,
werden ihre jeweiligen Geschwindigkeitsvektoren und, falls es sich um
mehratomige Spezies handelt, auch inneren Energien neu berechnet.
Die Dynamik des Stoßes ist durch die Wahl des Wechselwirkungspo-
tentiales bestimmt. Durch letzteres sind damit auch die makroskopisch
beobachtbaren Transporteigenschaften eines Gases, wie Viskosität und
Diffusivität festgelegt. Für Wechselwirkungspotentiale von Stoßpaaren
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3. Direct Simulation Monte Carlo (DSMC)

sind verschiedene mathematische Modelle in der Literatur beschrieben
(z. B. bei [12, 103]), die die Transporteigenschaften eines Gases unter-
schiedlich gut wiedergeben.
Das bei weitem populärste Wechselwirkungsmodell für DSMC ist ei-
nes, das die Gasteilchen als starre Kugeln modelliert (Abb. 3.3), de-
ren Stoßquerschnitt (bzw. Durchmesser) in einfacher Weise von der Re-
lativgeschwindigkeit cr der kollidierenden Teilchen abhängt. Bird [10]
hat dieses Variable-Hard-Sphere (VHS) genannte Wechselwirkungsmo-
dell eingeführt, da das zuvor genutzte Starrkugel-Modell mit konstan-
tem Durchmesser (Hard-Sphere, HS) die Abhängigkeit der Viskosität
von der Temperatur nicht ausreichend gut wiedergibt. Das VHS-Modell
übernimmt die funktionale Abhängigkeit des Stoßquerschnittes von der
relativen kinetischen Energie des Stoßes von einem rein abstoßenden
Potential (inverse power law). Vom Starrkugel-Modell wird die Annah-
me übernommen, dass Teilchen bei einem Stoß in ihrem Schwerpunkt-
system isotrop gestreut werden. Dadurch ist das VHS-Modell besonders
effizient zu implementieren. Ihm kann ein Viskositätsgesetz

µ

µVHS
=

(
T

TVHS

)ω
(3.8)

zugeordnet werden, wobei die Referenzviskosität µVHS = µ(TVHS) und
der Exponent ω durch Anpassung an Messdaten oder andere Viskosi-
tätsmodelle bestimmt werden können.
Für die Anwendung des VHS-Modells in der DSMC-Methode ist es prak-
tischer, einen Bezugsdurchmesser anzugeben. Dieser lässt sich aus der
Viskosität bestimmen [12]:

d2
VHS = 15

2
p
π

√
mkBTVHS

(5−2ω)(7−2ω)
1

µVHS
. (3.9)

Der Stoßquerschnitt in der Simulation ist dann [12]:

σT =πd2
VHS

1
Γ
( 5

2 −ω
)(

kBTVHS

Ered
tr

)ω− 1
2

; Ered
tr = 1

2
mredc2

r . (3.10)

In Gl. (3.10) ist mred = mPmQ/
(
mP +mQ

)
die reduzierte Masse für Parti-

kel der Spezies P und Q, Γ bezeichnet die Eulersche Gammafunktion.
Das VHS-Modell beinhaltet das HS-Modell (ω= 1/2) sowie das für ana-
lytische Untersuchungen populäre Maxwell-Modell (ω= 1) als Grenzfäl-
le.
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Das VHS-Modell hat sich für viele DSMC-Anwendungen bewährt. Ist
die Genauigkeit von (3.8) für einen betrachteten Temperaturbereich
nicht ausreichend, oder müssen anspruchsvollere Strömungen (tiefkal-
te Gase, Metalldämpfe, unpolare Moleküle) berechnet werden, sind in
der Literatur DSMC-Algorithmen für komplexere Potentiale dokumen-
tiert [90].
Repräsentiert mindestens einer der beiden Stoßpartner ein mehrato-
miges Molekül, wird vor der Neuberechnung der Teilchengeschwindig-
keiten nach dem Stoß noch geprüft, ob eine Relaxation stattfindet, also
eine ausgleichende Neuverteilung der inneren Energie auf alle ange-
regten Freiheitsgrade. Bereits 1974 haben Larsen und Borgnakke [68]
dazu ein Modell vorgeschlagen, das auch heute noch sehr populär und
nach den Autoren benannt ist. Damit wird mit einer Wahrscheinlichkeit
umgekehrt proportional zu einer vorgegebenen Relaxations-Stoßzahl Z
stochastisch ermittelt, in welchem Verhältnis die Gesamtenergie eines
Stoßes neu auf z. B. Rotations- und Translationsenergie zunächst ei-
nes Moleküls verteilt wird. Sind beide Stoßpartner mehratomig, wird
die Umverteilung wiederholt [12]. Aus der so neu gebildeten Translati-
onsenergie Ered

tr wird dann der neue Betrag der Relativgeschwindigkeit
gebildet, vgl. (3.10).

3.5. Mittelwertbildung

Makroskopische Strömungsvariablen am Ort x zur Zeit t, die von der
Teilchengeschwindigkeit v abhängen, werden im Bild der kinetischen
Gastheorie aus Momenten der Verteilungsfunktion fρ(t,x,v) der Parti-
kelgeschwindigkeiten v gewonnen:

ρ(t,x)=
∫
v

fρ(t,x,v)dv . (3.11)

In der DSMC-Methode wird die Verteilungsfunktion bei x durch die Ge-
schwindigkeiten der Simulationsteilchen im Zellvolumen Vc um x re-
präsentiert, Momente werden also durch Mittelwerte über eine Stich-
probe aus Ns Teilchen approximiert. Jedes der k Simulationsteilchen
in der Stichprobe steht für Fnum physikalische Gasteilchen der Masse
m, und so lautet die Approximation von Gl. (3.11):

⟨
ρ
⟩≈ 1

Ns

Np∑
k=1

{
Fnummk

Vc

}
. (3.12)
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Allgemeiner formuliert ist der Mittelwert einer Größe Q(v)

〈Q〉 =
∫

v Q(v) fρ(t,x,v)dv∫
v fρ(t,x,v)dv

=
⟨
ρQ

⟩⟨
ρ
⟩ , (3.13)

und wird in der DSMC-Methode berechnet als

〈Q〉 ≈
∑

k {mkQk}∑
k {mk}

. (3.14)

In der Schreibweise von Gl. (3.13) ist 〈Q〉 ein konvektives Moment, also
eines, das in einem ruhenden Bezugssystem gebildet wird. Zentrale Mo-
mente lassen sich aus konvektiven Momenten berechnen. So wird z. B.
die Energie der translatorischen Eigenbewegung der Partikel gebildet
aus

〈Etr〉 = 1
2

Vc
⟨
ρ
⟩[⟨

v2⟩−〈v〉2]
. (3.15)

Energieanteile von Rotation oder Vibration sind keine Funktionen der
Teilchengeschwindigkeit. Sie werden im Zuge der Mittelwertbildung
addiert und durch den Stichprobenumfang Ns dividiert. Die Umwand-
lung der gemittelten Energiebeträge in die gebräuchliche Darstellung
als Temperatur geschieht über den Gleichverteilungssatz, d. h. die En-
ergie jeder der ζi angeregten Freiheitsgrade einer Energiemode wird
gleichgesetzt mit ζi

2 kBTi.

3.6. Implementierung der DSMC-Methode

Zur Berechnung des Strömungsfeldes wechselwirkender Treibstrahlen
ist eine DSMC-Implementierung nötig, die stationäre, inerte Gasströ-
mungen in den drei Raumdimensionen berechnen kann. Ein geeignetes
Verfahren stand zum Beginn dieser Arbeit nicht zur Verfügung. Im Jahr
2010 haben Scanlon u. a. [93] eine rudimentäre Implementierung auf
Basis der quelloffenen Bibliothek

”
OpenFOAM“ [106] vorgestellt und

öffentlich zugänglich gemacht, die hier für die Erfordernisse dieser Un-
tersuchung modifiziert und erweitert wurde.
Das Softwarepaket OpenFOAM ist in der Programmiersprache C++ ge-
schrieben und macht von deren technischen Möglichkeiten intensiv Ge-
brauch. So ermöglicht die Nutzung von Klassen- bzw. Funktionsscha-
blonen (engl. templates) eine übersichtliche und wartungsfreundliche
Programmierung. Software-Bibliotheken stellen komplexe Datentypen
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wie z. B. Listen und numerisch effiziente mathematische Algorithmen
bereits zur Verfügung. Alle Hilfsfunktionen in OpenFOAM sind mit
dem

”
Message Passing Interface“ (MPI) so programmiert, dass sie für

paralleles Rechnen geeignet sind. Neben Hilfsprogrammen zur Netz-
manipulation, Gebietszerlegung und Initialisierung (pre-processing) so-
wie zur Datenextraktion und -visualisierung auf verteilten Rechenkno-
ten (post-processing) sind Routinen für die Behandlung von Ein- und
Ausgabe sowie ein Algorithmus zur Teilchenverfolgung auf unstruktu-
rierten Polyedernetzen [78] bereits in den Software-Bibliotheken vor-
handen.
Das im OpenFOAM-Paket enthaltene DSMC-Verfahren dsmcFoam wur-
de im Rahmen dieser Arbeit neu strukturiert und implementiert. In der
überarbeiteten Fassung ist es möglich, inhomogene Randbedingungen
für jede Spezies getrennt zu definieren. Zudem kann nun jeder Gruppe
von Oberflächenelementen eine eigene, unabhängige Randbedingung
zugewiesen werden. An offenen Rändern werden Simulationsteilchen
nun mit dem Verfahren nach Garcia und Wagner [40] erzeugt, Wand-
kollisionen werden nach Lord [76] behandelt.
Einem Vorschlag von Bird [13] folgend werden potenzielle Stoßpartner
in der Simulation aus

”
nahen Nachbarn“ wie folgt ausgewählt: Befin-

den sich in einer Zelle weniger als etwa 30 Teilchen, wird einem zufäl-
lig gewählten Partikel sein nächster Nachbar zugeordnet. Andernfalls
wird aus 30 ebenfalls zufällig aus der Zellpopulation gewählten Parti-
keln dasjenige bevorzugt, das den geringsten Abstand zum ersten hat.
Dieses Vorgehen kombiniert das traditionelle DSMC-Auswahlschema
(zufällige Auswahl von Stoßpartnern) mit der

”
Virtual Sub-Cell“ ge-

tauften Methode von LeBeau und Lumpkin [70] und vermeidet deren
quadratische Komplexität sowie eine Sortierung von Teilchen in Un-
terzellen (sub-cells [12]). Paare, die im vorangegangenen Zeitschritt be-
reits kollidiert sind, werden nicht erneut als Stoßkandidaten zugelas-
sen.
Aufgrund der besonderen Bedeutung von (Pseudo-)Zufallszahlen in der
DSMC-Methode wurde der ursprünglich verwendete lineare Kongru-
enzgenerator durch die

”
Mersenne Twister 19937“-Implementierung

der C++-
”
Boost“-Bibliothek ersetzt [79]. Die Routinen zur Mittelwert-

bildung [41] wurden gänzlich neu geschrieben, um eine Ausgabe von
Strömungsgrößen für einzelne Spezies zu ermöglichen.
Mit der vorliegenden Fassung des DSMC-Verfahrens ist es nun auch
möglich, Achsensymmetrie bei der Strömungsberechnung auszunutzen.
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Radiale Wichtungsfaktoren [12] erhöhen dabei die numerische Effizi-
enz: Da Elemente des Einströmrandes in Achsnähe eine kleinere Fläche
haben als jene, die weiter entfernt liegen, werden in der Nähe der Ach-
se proportional weniger Simulationspartikel erzeugt. Kompensiert wird
dieser Effekt durch die Einführung von Zellgewichten wc, die propor-
tional zur Entfernung von der Düsenachse sind. Simulationsteilchen
transportieren im Bewegungsschritt die Wichtung wp ihrer Ursprungs-
zelle. Ist wp < wc, bewegt sich das Teilchen also von der Achse weg, wird
es mit der Wahrscheinlichkeit (1−wp/wc) aus der Simulation entfernt.
Andernfalls wird eine Anzahl

⌊
wp/wc +Ru

⌋
von Klonen erzeugt.

OpenFOAM ist für (Kontinuums-)Rechnungen auf allgemeinen Polye-
dernetzen konzipiert und stellt dazu auch Gittergeneratoren zur Verfü-
gung. Die Adaption bestehender Polyederzellen an das Strömungsfeld
führt mit den mitgelieferten Verfahren jedoch nicht zu befriedigenden
Ergebnissen. Für diese Arbeit werden Tetraeder-Netze verwendet, die
mit dem Adaptionsalgorithmus des DLR TAU-Codes [44] nach Bedarf
lokal an die Dichte der Strömung angepasst werden.

3.6.1. Validierung

Während eine Überprüfung einzelner Aspekte der Implementierung
leicht an stark reduzierten Testfällen möglich ist (z. B. Verteilung der
Geschwindigkeiten einströmender Teilchen, Verfolgung der geradlini-
gen Teilchenbewegung durch ein unstrukturiertes Rechennetz, Rück-
streuung von Teilchen an Wandelementen), gibt erst der Vergleich mit
gut erforschten theoretischen Modellen Vertrauen in die korrekte Um-
setzung der numerischen Methode. Gibt das DSMC-Verfahren die unter
gleichen Voraussetzungen erzielten theoretischen Ergebnisse wieder,
soll von einer Validierung der verglichenen Verfahrensaspekte gespro-
chen werden. Als Verifikation hingegen werden hier Vergleiche mit an-
deren experimentellen und numerischen Verfahren hinsichtlich einer
bestimmten Anwendung bezeichnet. Zur Validierung der hier verwen-
deten Implementierung wurde neben den bei Bird [12] beschriebenen
Reservoirsimulationen noch untersucht, inwieweit Momente der Ver-
teilungsfunktion einer Strömung in schwachem Nichtgleichgewicht re-
produziert werden können.

Massedichte und Impulsdichte sind – als Momente nullter bzw. erster
Ordnung – verhältnismäßig unempfindliche Indikatoren für subtile Im-
plementierungsfehler (oder Modellschwächen). Aussagekräftiger ist es,
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höhere Momente einer asymmetrischen Verteilungsfunktion zu prüfen
und mit theoretischen Vorhersagen zu vergleichen [35]. Mit der nach
Chapman und Enskog benannten Methode werden die Navier-Stokes-
Gleichungen mit einem linearen Störungsansatz für die Verteilungs-
funktion aus der Boltzmann-Gleichung [19] gewonnen. Komponenten
des Störungsgliedes werden dabei in Sonin-Polynome entwickelt , deren
Koeffizienten sich als Summe hierarchischer Momente der thermischen
Geschwindigkeit c ausdrücken lassen:

an

a1

∣∣∣∣
i
=

n∑
k=1

αkn

⟨
ĉ2k ĉi

⟩⟨
ĉ2 ĉi

⟩ , (3.16a)

bn

b1

∣∣∣∣
i j
=

n∑
k=1

αkn

(
k
n

)⟨
ĉ2(k−1) ĉi ĉ j

⟩⟨
ĉi ĉ j

⟩ , (3.16b)

wobei ĉ = c/c̃ und

αkn = (−1)k−1

(
n
k

)
Γ
( 7

2
)

Γ
(
k+ 5

2
) . (3.17)

Im Gültigkeitsbereich der Navier-Stokes-Gleichungen, also für kleine
Abweichungen vom lokalen Gleichgewicht (kleine lokale Knudsen-Zahl)
können die Koeffizienten (3.16) analytisch bestimmt werden.

Gallis u. a. [37] untersuchen ein kombiniertes Couette-Fourier-Problem
und geben die aus der Chapman-Enskog-Theorie zu erwartenden Koef-
fizienten für das Starrkugel- und das Maxwell-Potential an. Diese bei-
den Wechselwirkungspotentiale sind als Grenzfälle im VHS-Modell für
intermolekulare Stöße enthalten, vgl. Abschnitt 3.4.

In Abbildung 3.4 ist exemplarisch der Verlauf der mit dem hier im-
plementierten DSMC-Verfahren berechneten Koeffizienten (3.16) für
das Starrkugelpotential über die einzige Koordinate des Couette-Fou-
rier-Problems dargestellt. Im gleichgewichtsnahen Kernbereich ist die
Übereinstimmung mit den theoretischen Werten (gestrichene Linie) gut
und lässt auf eine korrekte Implementierung schließen. Im wandnahen
Bereich ist die Abweichung vom Gleichgewichtszustand zu groß, um
durch die Chapman-Enskog-Approximation erfasst werden zu können.
Vergleichbare Übereinstimmung wird auch für das Maxwell-Potential
erzielt. Hier sind alle Koeffizienten (3.16) theoretisch gleich Null.
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Abbildung 3.4.: Fourier-Couette-Strömung; Chapman-Enskog-Koeffizienten
für das Starrkugelpotential, vgl. [37]. Durchgezogene Linie: hier genutzte
DSMC-Implementierung, gestrichene Linie: aus Theorie.

3.6.2. Verifikation

Plähn [87] gibt experimentell bestimmte Massefluss-Verteilungen im
Fernfeld einer Stickstoffströmung an, die aus einer kegligen Überschall-
düse mit 15◦ Öffnungswinkel in Hochvakuum expandiert. Numerische
Vergleichslösungen zu dieser Treibstrahlexpansion sind bei Rosenhau-
er [91] und Grabe u. a. [48] beschrieben.

Abbildung 3.5 stellt den normierten Massefluss F1 im Fernfeld bei kon-
stantem Abstand zum Mittelpunkt des Düsenaustritts dar, aufgetragen
über den Winkel θ zur Strahlachse:

F1(θ)= ρur⟨
ρu

⟩ = ρ(θ)ur(θ)
ṁ/4πr2 . (3.18)

Gleichung (3.18) ist dem Ansatz (2.2) verwandt, nur wird hier statt der
Dichte der Massefluss betrachtet. Somit ist F1 anschaulich derjenige
Faktor, um den sich der betrachtete Massefluss lokal von dem einer
isotropen Überschallquelle mit gleicher Quellstärke unterscheidet. Die
Darstellung (3.18) macht Profile aus verschiedenen Strahlquellen ver-
gleichbar.

Die durchgezogene Linie in Abb. 3.5 gibt den Massefluss wieder, wie
er von dem für diese Arbeit implementierten DSMC-Verfahren berech-
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Abbildung 3.5.: Angularprofil im Fernfeld eines Stickstoffstrahls aus der DASA
0.5N-Kegeldüse (r = 833d∗), ReE = 800. Symbole: Massefluss nach Plähn [87];
gestrichene Linie: Grabe u. a. [48]; durchgezogene Linie: diese Arbeit.
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net wird4. Die Übereinstimmung mit den Messdaten ist so gut, dass
das gerechnete Profil die als Symbole gezeigten Messergebnisse in der
Darstellung überall mindestens berührt. Zu den Vertrauensbereichen
der Messdaten liegen keine Angaben vor, so dass der Grad der Über-
einstimmung nicht näher bewertet werden kann.
Die gestrichene Linie gibt den Massefluss wieder, wie er vom Autor in
einer früheren Arbeit mit einem anderen Verfahren berechnet wurde
[48]. Die in dieser Arbeit angestellten Berechnungen basieren auf dem
gleichen Netz und den nominell gleichen Randbedingungen. Auch der
Simulationszeitschritt ∆t = 10−8 s und der Partikel-Skalierungsfaktor
Fnum = 1011 sind identisch. Das neu implementierte Verfahren nutzt al-
lerdings radiale Wichtungsfaktoren nach Bird [12], um Partikel entlang
der radialen Koordinate gleichmäßiger zu verteilen und so dem Problem
zu geringen Stichprobenumfangs in Achsnähe zu begegnen. Dadurch
lässt sich die nun bessere Übereinstimmung mit dem Experiment in
der Umgebung von θ = 0◦ erklären. Ab etwa |θ| > 40◦ wird der Masse-
fluss von beiden numerischen Verfahren qualitativ unterschiedlich be-
rechnet. Da die Simulationsparameter in beiden Untersuchungen die
gleichen sind, mit Ausnahme der hier verwendeten radialen Wichtungs-
faktoren, muss der Unterschied in der jeweiligen Verfahrensimplemen-
tierung begründet liegen.
Es ist unstrittig und theoretisch untermauert [60, 105], dass Transport-
und Relaxationsvorgänge in verdünnten Gasen mit der DSMC-Methode
richtig berechnet werden können. Mit den in diesem Abschnitt geschil-
derten Testfällen werden die einzelnen Verfahrensschritte (Teilchenbe-
wegung und -wechselwirkung, Mittelwertbildung) und ihr Zusammen-
wirken sowohl für die vergleichsweise dichte und langsame Couette-
Fourier-Strömung, als auch für die Hyperschall-Expansion eines Treib-
strahls bis in den Bereich der ungestörten Molekülströmung überprüft.
Das neu implementierte Verfahren erscheint in Anbetracht der guten
Übereinstimmung mit den untersuchten theoretischen, numerischen
und experimentellen Vergleichsfällen geeignet, Strömungen im Nicht-
gleichgewicht für alle Knudsen- und Mach-Zahlen richtig wiederzuge-
ben.

4Die Berechnung erfolgt dabei genau wie in [48] beschrieben, vergleiche auch Ab-
schnitt 4.1.
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4.1. Vorgehen

Zwar ist die DSMC-Methode prinzipiell in der Lage, Strömungen eines
idealen Gases1 richtig zu modellieren, jedoch steigt der Aufwand mit
der Zahl zu berechnender Partikelkollisionen an. Die gleichgewichts-
nahe Strömung in der Düse und unmittelbar stromab vom Düsenaus-
tritt werden in dieser Arbeit daher mit dem TAU-Code des DLR berech-
net [44], einem Finite-Volumen-Verfahren zur numerischen Lösung der
Navier-Stokes-Gleichungen (s. a. Abschnitt 2.4).

Zunächst wird das gesamte Strömungsfeld mit dem TAU-Code berech-
net. Aus den Ergebnissen dieser Rechnung wird dann anhand von ge-
eigneten Indikatoren ermittelt, in welchem Bereich die den Navier-Sto-
kes-Gleichungen zugrunde liegenden Annahmen noch Gültigkeit ha-
ben. Die Expansion ins Hochvakuum, bei der ausgeprägtes Nichtgleich-
gewicht durch rasche Verdünnung zu erwarten ist, wird in einem ge-
trennten Schritt mit dem DSMC-Verfahren berechnet. Dazu ist inner-
halb des ermittelten Gültigkeitsbereiches der Kontinuumslösung eine
Schnittstelle zu bestimmen, entlang der die Bedingungen für den Ein-
strömrand der DSMC-Simulation ermittelt werden. Die Schnittstelle
wird hier manuell so gelegt, dass die Komponente der Strömungsge-
schwindigkeit, die zur Einströmfläche lokal senkrecht steht, in Rich-
tung des DSMC-Gebiets weist. Dabei muss ein Kompromiss zwischen
einem möglichst großen Kontinuums-Gebiet auf der einen, und mög-
lichst kleinen Nichtgleichgewichts-Indikatoren auf der anderen Seite
gefunden werden.

In dieser Arbeit wird diejenige Betriebsbedingung numerisch unter-
sucht, für die die meisten Messdaten vorliegen (vgl. Abschnitt 2.3). Inso-
fern ist die oben geschilderte Prozedur nur einmal durchzuführen. Die
so gewonnenen Randbedingungen werden unverändert für die Berech-
nung der einzelnen Treibstrahlexpansion sowie für alle untersuchten
1Ein

”
ideales“ Gas ist eines, bei dem der mittlere Abstand der Gasteilchen groß gegen-

über der mittleren freien Weglänge ist.



4. Berechnung der Strahlexpansion

Fälle der Treibstrahl-Wechselwirkung verwendet. Daraus ergibt sich
eine Einschränkung bezüglich der räumlichen Ausdehnung der Verfah-
rensschnittstelle: Letztere sollte in ihrer radialen Ausdehnung nicht
die Abmessungen des Düsenaustrittsdurchmessers überschreiten, um
bei späterer Berechnung der Treibstrahl-Wechselwirkung immer aus-
reichend Abstand zur Wechselwirkungsebene zu haben.

Zu Beginn einer Simulation befinden sich keine Teilchen im berechne-
ten Gebiet. Es gibt also eine Anlaufphase, in der keine bedeutsamen
Mittelwerte gebildet werden können. Die genaue Dauer der Anlaufpha-
se ist schwer zu schätzen. Erfahrungsgemäß genügt es bei Simulationen
von Hyperschallströmungen, mit dem Beginn der Mittelwertbildung et-
wa zweimal so lange zu warten, wie ein Teilchen im Mittel braucht, um
das Strömungsfeld zu durchqueren.

4.1.1. Randbedingungen für die Düsenströmung

Die mit dem TAU-Code berechnete Strömung nimmt axiale Symmetrie
der Düsenkontur und Einströmung an. Das Düsenreservoir ist als Ge-
samtdruck-Randbedingung (reservoir-pressure inflow) im Abstand von
etwa 8d∗ stromauf des Düsenhalses mit einem Radius von 5d∗ model-
liert. Vorgegeben werden der tatsächlich gemessene Ruhedruck p0 =
1635mbar und die zur gemessenen Ruhetemperatur T0 = 301K gehörige
Dichte.

Im Experiment wurde an einer Stelle an der Außenwand in der Nä-
he der Düsenlippe, nahe der kältesten Stelle also, eine Temperatur
Tw = 281K gemessen. Informationen über eine Temperaturverteilung
an der Innenkontur liegen nicht vor. Ein solche Verteilung stellt sich
im Experiment bei hinreichend langer Durchströmung der Düse ein, da
Wärmeübergang von Gas zu Wand, Wärmeleitung in der Düsenwand
(die Wanddicke ist mit 1.6d∗ nicht vernachlässigbar) und Strahlungs-
austausch mit den Kryowänden des Versuchsraums ins Gleichgewicht
kommen. In der Rechnung wird eine homogene Wandtemperatur Tw
angenommen und die Haftbedingung aufgeprägt. Die gemessene Wand-
temperatur liegt allerdings nicht wesentlich (< 20K) über der für lami-
nare Grenzschichten zu erwartenden adiabaten Wandtemperatur. Ver-
gleichsrechnung ohne Berücksichtigung eines Wandwärmestromes ha-
ben keine wesentlichen Veränderungen des Strömungsbildes gezeigt.
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4.1. Vorgehen

Diese Annahme einer isothermen Wand erscheint gerechtfertigt, da die
experimentell bestimmte Wandtemperatur deutlich weniger als 10%
von der Ruhetemperatur abweicht, die Temperaturvariation entlang
der Düsenkontur folglich gering ist.

In der Beschreibung der experimentell untersuchten Düsen bei Holz
[57, S. 59f.] ist auffällig, dass der mit einem Messmikroskop ermittelte
Abstand von Düsenhals zu Austrittsebene um etwa 0.5d∗ von der Fer-
tigungsvorgabe abweicht. Zur Bestimmung der tatsächlichen Kontur
wurde für diese Arbeit daher eine Nachmessung der im Experiment
verwendeten drei Düsen beauftragt. Alle Düsen zeigen innerhalb der
Genauigkeit des Koordinatenmessgerätes (0.02d∗) eine Auswölbung un-
mittelbar stromab des Düsenhalses, die wohl auf einen Fertigungsfeh-
ler zurückzuführen ist. Die numerische Simulation verwendet eine aus
den Messungen gemittelte Düsenkontur.

Äußere Berandungen des Strömungsfeldes werden als Fernfeld-Ränder
modelliert und damit automatisch die dem lokalen Strömungszustand
entsprechende richtige Art und Anzahl der Randbedingungen gesetzt.
Damit eine Rückwirkung der äußeren Ränder auf die Strömung in der
Nähe der Düse möglichst gering ist, erstreckt sich das Strömungsfeld
mehr als 3000d∗ stromab und in radialer Richtung. Das Verhältnis von
Ruhedruck zu Umgebungsdruck beträgt zu Beginn einer Rechnung et-
wa p0/pbg = 2×106.

4.1.2. Stoffdaten

Partikelmasse m = 4.65×10−26 kg
Bezugsviskosität (Sutherland) µSth = 1.663×10−5 Pa ·s
Bezugstemperatur (Sutherland) TSth = 273K
Modellparameter (Sutherland) CSth = 107K
Bezugstemperatur (VHS) TVHS = 300K
Moleküldurchmesser (VHS) dVHS = 4.222×10−10 m
Temperaturexponent (VHS) ω= 0.75
Stoßzahl f. Rotationsrelaxation Zrot = 5

Tabelle 4.1.: Stoff- und Modelldaten für Stickstoff.

Das simulierte Gas ist Stickstoff, mit einer speziellen Gaskonstante
R = kB/m ≈ 297J/(kgK). In Tab. 4.1 sind die Parameter wiedergegeben,
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4. Berechnung der Strahlexpansion

mit denen die Fluideigenschaften in den jeweiligen numerischen Ver-
fahren nachgebildet werden. Neben der Masse eines Gaspartikels sind
dies vor allem die Parameter der angenommenen Wechselwirkungs-
potentiale und der daraus resultierenden Viskositätsmodelle. Für die
Kontinuumssimulation ist das das Sutherland-Modell:

µ

µSth
= TSth +CSth

T +CSth

(
T

TSth

) 3
2
, (4.1)

während in der DSMC-Simulation das VHS-Modell (Abschnitt 3.4) ver-
wendet wird. Die Parameter für das Sutherland- und das VHS-Modell
sind so angepasst, dass sie Literaturdaten für die Viskosität von Stick-
stoff [73] im Temperaturbereich 50K≤ T ≤ 300K gut wiedergeben.
In der DSMC-Simulation wird die Relaxation der beiden Rotationsfrei-
heitsgrade von Stickstoff über die Stoßzahl Zrot modelliert. Der hier an-
gesetzte konstante Wert Zrot = 5 bedeutet, dass ein Teilchen im Mittel
nach jeder fünften Kollision, an der es beteiligt ist, eine Umverteilung
der in translatorischen und rotatorischen Freiheitsgraden gespeicher-
ten Energie erfährt.

4.1.3. Lokale Nichtgleichgewichtsparameter

Eine Strömung wird als lokal
”
im Gleichgewicht“ betrachtet, wenn mi-

kroskopische Ausgleichsvorgänge deutlich schneller ablaufen als eine
für die (makroskopische) Strömung charakteristische Zeit. In diesem
Fall ist die Gesamtenergie im mitbewegten Bezugssystem gleichmäßig
auf alle Freiheitsgrade verteilt. Der Begriff

”
Nichtgleichgewicht“ (engl.

non-equilibrium) bezeichnet den umgekehrten Fall.
Bird [7] schlägt vor, Nichtgleichgewicht in einer Expansionsströmung
durch das Verhältnis aus

”
Verdünnungsrate“ (relative zeitliche Dichte-

änderung) zu Stoßfrequenz zu bestimmen, das ein mitbewegter Beob-
achter im Fluidelement wahrnehmen würde. Ist der so definierte Para-
meter P klein, befindet sich die Strömung lokal nahe dem thermischen
Gleichgewicht:

P =
∣∣∣∣ 1
ρ

Dρ

Dt

∣∣∣∣1
ν
=

∣∣∣∣ 1
ρ

∂ρ

∂t
+u · ∇ρ

ρ

∣∣∣∣1
ν

. (4.2)

Für stationäre Strömungen ist dann, mit Stoßfrequenz ν= 〈c〉 /λ,

P = |u|
〈c〉 ·

λ∣∣ρ/∇ρ∣∣ ·cos
(
∡

{
u,∇ρ})

, (4.3)
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bzw. mit der Gradientenlängen-Knudsen-Zahl Knρ:

P =
p
π

2
·S ·Knρ ·cos

(
∡

{
u,∇ρ})

. (4.4)

In Expansionsströmungen ist der Dichtegradient am größten in Strö-
mungsrichtung, der Cosinus-Term in Gl. (4.4) wird dann Eins. Einen
Indikator für Abweichung vom Gleichgewicht bestimmt Bird, indem er
sphärische Expansion mit DSMC berechnet und den Parameter P mit
dem Verhältnis aus paralleler und senkrechter Translationstempera-
tur korreliert. Werte P > 0.04 zeigen demnach thermisches Nichtgleich-
gewicht an [7].

Die von Gallis u. a. [37] definierten lokalen Gleichgewichtsindikatoren
basieren auf Momenten der Geschwindigkeits-Verteilungsfunktion, die
den makroskopischen Parametern Schubspannung τ und Wärmestrom-
dichte q entsprechen. Diese sogenannten Momente höherer Ordnung
verschwinden, wenn die Verteilungsfunktion Maxwellsch, das Gas also
im Gleichgewicht ist:

Knτ =
∣∣⟨ĉi ĉ j

⟩− pδi j
∣∣, (4.5)

Knq = ∣∣⟨ĉ2 ĉi
⟩∣∣. (4.6)

In der Form (4.5), (4.6) sind diese Indikatoren nur in Verfahren nütz-
lich, in denen die Verteilungsfunktion vorliegt. In Kontinuumslösern
sind die Gradienten von Geschwindigkeit und Temperatur verfügbar,
so dass

Knτ =
∣∣τi j

∣∣
mnc̃2 ; τi j =µ

(
∂ui

∂x j
+ ∂u j

∂xi
− 2

3
∂uk

∂xk
δi j

)
, (4.7)

Knq = |qi|
mnc̃3 ; qi =−k

∂T
∂xi

. (4.8)

Um wieviel die Parameter Knτ und Knq nun von Null abweichen dür-
fen, damit die den Navier-Stokes’schen Gleichungen zugrunde liegen-
den Voraussetzungen erfüllt bleiben, hängt im einzelnen von der ge-
forderten Berechnungsgenauigkeit ab. Konsequenterweise verzichten
Gallis u. a. [37] darauf, eindeutige Grenzwerte anzugeben und verwen-
den die für die Knudsen-Zahl üblichen Größenordnungen zur Klassifi-
zierung der Verdünnungsbereiche. So gelten Strömungen mit Kn< 0.01
z. B. als kontinuumsnah.
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4. Berechnung der Strahlexpansion

Verschiedene Autoren schlagen vor, die Entropieproduktion als Indika-
tor für Abweichungen von einem lokalen Gleichgewichtszustand zu defi-
nieren, siehe z. B. Chigullapalli u. a. [20] und die dort genannten Litera-
turstellen. Die Terme in der für Kontinuumsverfahren tauglichen For-
mulierung der Produktionsrate sind Funktionen von (4.7) und (4.8).

In der vorliegenden Arbeit werden die Indikatoren nach Bird (4.4) und
Gallis u. a. (4.7), (4.8) herangezogen, um das mit dem Kontinuumsver-
fahren berechnete Strömungsfeld auf signifikante Abweichungen vom
lokalen thermischen Gleichgewicht zu prüfen.

4.1.4. Bestimmung des Grenzschichtrandes

Aus der Definition der Entropie und dem ersten Hauptsatz der Ther-
modynamik lässt sich, unter Annahme eines thermisch und kalorisch
perfekten Gasverhaltens, leicht ein Ausdruck für die Änderung der En-
tropie entlang eines Stromfadens herleiten. Diese Herleitung ist in den
Lehrbüchern zur Gasdynamik üblicherweise enthalten, so dass auf ihre
Darstellung hier verzichtet wird.

Im Fall der Ausströmung aus einem Reservoir bieten sich die Ruhegrö-
ßen als Referenzwerte an, und man kann schreiben:

s− s0

cv
= ln

[
p
p0

(
ρ0

ρ

)Å]
. (4.9)

Ist die rechte Seite von Gl. (4.9) verschwindend klein, spricht man von
einer isentropen Strömung. Durch gasdynamische Stöße, Reibung so-
wie durch Wärmeübertragung an der Düsenwand wird die Entropie lo-
kal erhöht. Es lässt sich also eine Grenzschicht auch als derjenige Be-
reich definieren, in dem die Entropie signifikant von der Ruheentropie
s0 abweicht. Wandnormal erhöht sich die Entropie, ausgehend von der
Strahlachse drastisch , so dass die notgedrungen willkürliche Wahl ei-
nes Schwellenwertes die Lage des Grenzschichtrandes nicht wesentlich
beeinflusst. Für diese Arbeit wird ∆s/cv = 0.1 gewählt.

Aus einer numerischen Berechnung des Strömungsfeldes sind alle Grö-
ßen auf der rechten Seite von Gl. (4.9) sofort lokal verfügbar, die oben
gegebene Definition des Grenzschichtgebietes ist für diesen Fall auch
zweckmäßiger als andere gebräuchliche Definitionen, die Kenntnis z. B.
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Abbildung 4.1.: Normierte Entropie-Differenz nach Gl. (4.9) (logarithmisch dar-
gestellt), berechnet aus der Kontinuumslösung. Als Grenzschichtrand wer-
den hier die wandnächsten Punkte mit ∆s = 0.1cv definiert.

des Geschwindigkeitsprofils erfordern. In Abb. 4.1 ist die normierte En-
tropiedifferenz nach Gl. (4.9) für die hier untersuchten Strömungsbe-
dingungen dargestellt.

4.1.5. Randbedingungen für DSMC

Allen hier vorgestellten DSMC-Simulationen ist gemein, dass die äuße-
re Berandung des Strömungsfeldes als ideales Vakuum definiert wird.
Die programmtechnische Umsetzung ist denkbar einfach: Partikel, die
auf einen Vakuumrand treffen werden aus der Simulation entfernt.

Außer den Düsen selbst gibt es in den hier berechneten Strömungs-
fällen keine festen Körper oder Wände. Dort, wo DSMC-Teilchen mit
der Düsenwand wechselwirken (vgl. Abb. 4.2(a)), ist die Strömung ver-
gleichsweise langsam, so dass die Annahme einer diffusen Rückstreu-
ung mit vollständiger Akkommodation (Abschnitt 3.2.2) gerechtfertigt
erscheint. Die Wandtemperatur ist konsistent mit der Randbedingung
in der Kontinuumsrechnung konstant auf Tw = 281K gesetzt.

Abbildung 4.2(b) ist zu entnehmen, dass die gewählten Nichtgleichge-
wichtsindikatoren entlang der Einströmfläche diese entweder bestim-
men (Knq =Knlim

q ) oder fast überall unterhalb ihrer Schwellenwerte lie-
gen. Die lokal begrenzte Ausnahme bei etwa s = 52d∗ ist hervorgerufen
durch den reflektierten Konturstoß (Abb. 2.1), der hier die Einström-
fläche schneidet. In der Abbildung ist auch der Bereich s < 12d∗ mar-
kiert, der nach Kriterium (4.9) in der Düsengrenzschicht liegt. DSMC-
Partikel, die in diesem Bereich der Einströmfläche erzeugt werden, wer-
den als Grenzschichtmoleküle markiert, alle übrigen als Kernstrahlmo-
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(a) Gestalt und Ausdehnung des Einströmrandes in Relation zur Düse (links,
schraffiert).
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(b) Verlauf der Nichtgleichgewichtsindikatoren nach (4.4), (4.7) und (4.8) ent-
lang des Einströmrandes, normiert auf ihren Schwellenwert.

Abbildung 4.2.: Einströmrand für die DSMC-Simulationen.
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4.2. Freie Strahlexpansion

Fall ṁ×104 / (kg/s) ṁ/ṁCFD

CFD: Einströmung 1.05067 1
CFD: Kopplungsgrenze 1.05357 1.0028
DSMC: 2D Einstr. – Einzelstrahl 1.05079 1.0001
DSMC: 3D Einstr. – δ/d∗ = 25 1.05283 1.0021
DSMC: 3D Einstr. – δ/d∗ = 33 1.05263 1.0019
DSMC: 3D Einstr. – δ/d∗ = 50 1.05213 1.0014
DSMC: 3D Einstr. – δ/d∗ = 60 1.05215 1.0014
DSMC: 3D Einstr. – δ/d∗ = 75 1.05328 1.0025

Tabelle 4.2.: Variation des Massestroms aufgrund von Interpolation und Dis-
kretisierung.

leküle. Den einströmenden Teilchen werden nach Gl. (3.3) Geschwin-
digkeiten aus einer driftenden Maxwell-Verteilung zugewiesen.

Ein notwendiges Kriterium für den konsistenten Übergang von einem
Verfahren auf das andere ist das Kontinuitätskriterium, d. h. der Mas-
sestrom über die DSMC-Einströmfläche muss gleich dem Massestrom
durch den Düsenhals sein. Durch Projektion und Interpolation kann es
dabei zu Fehlern kommen. Tabelle 4.2 zeigt, dass dieser Fehler in den
hier durchgeführten Simulationen kleiner als 0.3% ist.

4.2. Freie Strahlexpansion

Das Simulationsgebiet zur Berechnung der freien Strahlexpansion hat
seinen Koordinatenursprung im Schnittpunkt von Düsenachse und Dü-
senaustrittsebene. Von dort erstreckt es sich mit Radius 1000d∗ in ei-
nem Winkelbereich von 0◦ bis 130◦ von der Strahlachse. Die Simulation
setzt Symmetrie um die Düsenachse voraus. Radiale Wichtungsfakto-
ren [12] kompensieren die geometrisch bedingte Ungleichverteilung von
Simulationspartikeln in der betrachteten Ebene, vgl. Abschnitt 3.6.

Partikel-Skalierungsfaktor Fnum = 6×1010

Zeitschritt ∆t = 5×10−9 s
Stichprobenintervall ∆ts = 2∆t

Tabelle 4.3.: Simulationsparameter für Einzelstrahl.
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Einströmfläche DSMC

Vakuum-Rand

δ

Symmetrieebene

x = 0

−130d∗

330d∗

Abbildung 4.3.: Simulationsgebiet zur Berechnung der Treibstrahl-
Wechselwirkung. Die Düse (gelb) ist zur Orientierung dargestellt.

Tabelle 4.3 listet die für die Berechnung des Einzelstrahls gewählten
Simulationsparameter auf. In sechs Adaptionsschritten hat sich die An-
zahl der Zellen von 118565 auf 718572 erhöht, dabei wurde die Netzauf-
lösung vor allem im Kernstrahl an das lokale Verhältnis von mittlerem
Kollisionsabstand zu mittlerer freier Weglänge angepasst. In der sta-
tionären Phase der Simulation befanden sich knapp 1.1×107 Teilchen
im Strömungsfeld. Zellmittelwerte wurden aus Ns = 92000 Stichproben
gebildet.

4.3. Treibstrahl-Wechselwirkung

Der untersuchte Fall zweier gleichartiger Treibstrahlen aus rotations-
symmetrischen Düsen mit komplanaren Achsen hat zwei zueinander
senkrechte Symmetrieebenen: Zum einen ist das die durch die Strahl-
achsen und ihren Abstandsvektor gebildete Ebene selbst (

”
Strahlach-
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4.3. Treibstrahl-Wechselwirkung

Partikel-Skalierungsfaktor Fnum = 1×109

Zeitschritt ∆t = 5×10−9 s
Stichprobenintervall ∆ts = 2∆t

Tabelle 4.4.: Simulationsparameter für Treibstrahl-Wechselwirkung.

senebene“), zum anderen teilt die Wechselwirkungsebene die beiden
Strahlen spiegelbildlich voneinander. Um den Berechnungsaufwand zu
verringern wird daher nur ein Viertel des Strömungsfelde ssimuliert.
In Abb. 4.3 ist das betrachtete Simulationsgebiet dargestellt, wobei die
Düse (gelb) nur zur Orientierung eingezeichnet ist.

Der Koordinatenursprung liegt im Schnittpunkt von Strahlachse und
Düsenaustrittsebene. Von dort erstreckt sich der Rand des Simulati-
onsgebietes im Abstand von etwa 330d∗ stromab in die der Wechsel-
wirkungsebene abgewandte Richtung und stromauf etwa 130d∗ senk-
recht zur Düsenaustrittsebene. Die Wechselwirkungsebene hat den Ab-
stand δ zum Koordinatenursprung und ist parallel zur Düsenachse.
In der vorliegenden Arbeit sind die Strömungsfelder für fünf Abstän-
de δ/d∗ ∈ {25,33,50,60,75} untersucht worden.

Um eine detaillierte Analyse der Treibstrahl-Wechselwirkung durch-
führen zu können, müssen die Strahlen ihrem Ursprung nach unter-
scheidbar sein. Diese Anforderung lässt sich durch eine Modifikation
der Randbedingung für die Wechselwirkungsebene umsetzen: Trifft ein
Simulationsteilchen auf diese Ebene, wird es spiegelbildlich als Partikel
des Nachbarstrahls remittiert. In der Simulation sind also vier Arten
von Teilchen mit den gleichen physikochemischen Eigenschaften zu fin-
den, die nach ihrem Ursprung dem Kern oder der Grenzschicht jeweils
einem der wechselwirkenden Treibstrahlen zuzuordnen sind. So lässt
sich die wechselseitige Durchdringung gleichartiger Treibstrahlen un-
tersuchen.

In Tabelle 4.4 sind die Parameter für die Berechnung aller untersuch-
ten Fälle wechselwirkender Treibstrahlen aufgeführt. Der Zeitschritt
∆t ist durch die vergleichsweise dichte Strömung in der Düsengrenz-
schicht bestimmt und also identisch zu dem in der Einzelstrahlsimula-
tion. Eine ausreichende Netzauflösung wurde in allen berechneten Fäl-
len nach drei Adaptionsschritten erzielt. Jedes Simulationsgebiet ist
nach der Netzadaption in etwa 2.3×107 Tetraederzellen unterteilt, in
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4. Berechnung der Strahlexpansion

denen sich knapp 2.8× 108 Partikel befinden. Zellmittelwerte wurden
aus etwa Ns = 65000 Stichproben gebildet.
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5. Vergleich mit Messungen

Die experimentellen Ergebnisse [57], die zum Vergleich mit den hier
vorgestellten Berechnungen der Treibstrahlwechselwirkung herange-
zogen werden, sind sämtlich mit einer speziellen Staudruck-Sonde ge-
wonnen, deren grundsätzlicher Aufbau ursprünglich von Patterson [86]
zur Vermessung freimolekularer Strömungen vorgeschlagen wurde und
deshalb heute auch unter dem Namen

”
Patterson-Sonde“ bekannt ist

[25, 57, 87]. In freimolekularer Hyperschallströmung ist das Sondensi-
gnal proportional zum Teilchenfluss der Anströmung.

Wenngleich als Drucksonde für freimolekulare Strömungen konzipiert,
liefert die Patterson-Sonde auch in Strömungen mit nicht verschwin-
dender Anzahl intermolekularer Kollisionen ein Signal; im Grenzfall
der reibungsfreien Kontinuumsströmung registriert sie den Gesamt-
druck der ungestörten Anströmung (Unterschall) bzw. jenen hinter ei-
nem senkrechten Verdichtungsstoß, wenn die Sonde mit Überschall-
geschwindigkeit angeströmt wird. Sie wirkt dann wie eine Pitotdruck-
Sonde. Außer im freimolekularen Fall stört die Sonde das Strömungs-
feld (intrusives Verfahren).

Bei der Vermessung stark unterexpandierender Treibstrahlen ist damit
zu rechnen, dass die Sonde auf ihrem Weg von Strahlquelle bis Fern-
feld den gesamten Bereich von dichter Kontinuumsumströmung bis hin
zur freimolekularen Umströmung durchfährt. Im Falle wechselwirken-
der Strahlquellen können zudem auch Unterschall-Gebiete entstehen.
Methoden, die das Sondensignal lediglich im Grenzfall freimolekularer
Hyperschallströmung interpretieren können, sind also für die Auswer-
tung der hier diskutierten Messungen nicht ausreichend. In den folgen-
den Abschnitten wird erörtert, inwieweit mit der Patterson-Sonde ver-
messene Strömungsfelder quantitativ mit den berechneten verglichen
werden können.
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(a) Spitze der Sonde
”
DLR Typ B“ im

Größenvergleich mit einem Euro-
Cent.

1⃝ 2⃝
ṅ1 ṅ2

ṅ12

ṅ21

ṅ

α

(b) Teilchenflüsse an der Sondenöff-
nung.

Abbildung 5.1.: Messöffnung der Staudruck-Sonde für freimolekulare Strömun-
gen (Patterson-Sonde).

5.1. Die Patterson-Sonde

Als
”
Patterson-Sonde“ wird hier ein Rohr bezeichnet, welches an einem

Ende verschlossen und am anderen mit einem geschlossenen Behäl-
ter (historisch

”
Konverter“ [80]) verbunden ist, in dem sich ein Druck-

aufnehmer befindet. In der Mantelfläche des Rohres ist nahe dem ver-
schlossenen Ende (Sondenspitze) eine Öffnung; ihre Position ist der ei-
gentliche Messort. Die Patterson-Sonde wird so ausgerichtet, dass das
Rohr senkrecht zur Strömung am Messort steht. Der verbleibende Frei-
heitsgrad ist der Winkel α, um den die Flächennormale der Sondenöff-
nung gegenüber der lokalen Strömungsrichtung geneigt ist, Abb. 5.1(b).

Mit Thermoelementen wird die Temperatur an beiden Enden des Son-
denrohres gemessen, da die Temperatur TS an der Sondenspitze im All-
gemeinen verschieden von der Temperatur TK am Druckaufnehmer ist.
Der gemessene Druck im Konverter sei mit pK bezeichnet. Das Resultat
einer ausgewerteten Messung mit der Patterson-Sonde ist der Masse-
fluss ρu der ungestörten Anströmung, bestimmt aus dem kombinierten
Sondensignal pK, TK, TS und der (als bekannt vorausgesetzten) Mole-
külmasse des untersuchten Gases.
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5.2. Freimolekulare Anströmung

Das Rohr der am DLR verwendeten Patterson-Sonde hat eine Länge
von 150mm bei einem Außendurchmesser von D = 6mm und einer Wand-
stärke von L = 0.5mm. Die Messöffnung ist, nach einem Vorschlag von
Koppenwallner [67], als Schlitz mit einer Breite W = 0.8mm und zehn-
mal größerer Länge ausgeführt. Die Unterkante des Schlitzes befindet
sich etwa 5mm über dem geschlossenen Rohrende. Weitere konstruk-
tive Details können den Dissertationen von Plähn [87] und Holz [57]
entnommen werden.

5.2. Freimolekulare Anströmung

In Abb. 5.1(b) ist die Sondenöffnung im Schnitt dargestellt. Aufgrund
der endlichen Wandstärke ist die Öffnung ein Kanal mit konstantem
Querschnitt und einer Eintrittsebene 1⃝ sowie einer Austrittsebene 2⃝.
Mit ṅ1 wird der Fluss der Teilchen bezeichnet, der von außen über Ebe-
ne 1 kommt, ṅ2 bezeichnet umgekehrt den Fluss der Teilchen, der von
innen den Kanal über Ebene 2 erreicht. Der Teilchenfluss ṅ12 ist der-
jenige, der sowohl Ebene 1 als auch Ebene 2 überquert, für ṅ21 gilt
entsprechendes. Bei stationären Strömungsverhältnissen (Ausgasung
vernachlässigt!):

ṅ12 = ṅ21,

ṅ1 ·℘12 = ṅ2 ·℘21, (5.1)

wobei ℘12, ℘21 die Durchtrittswahrscheinlichkeiten1 ein- bzw. austre-
tender Teilchen sind. Nur im idealen Fall einer unendlich dünnen Son-
denwand nehmen sie den Wert Eins an, im Allgemeinen sind die Durch-
trittswahrscheinlichkeiten abhängig von der Anströmung, der Geome-
trie der Sondenöffnung und den Details der Teilchenwechselwirkung
mit der Öffnungswand.
Für den analytisch handhabbaren Sonderfall eines Gases mit (driften-
der) Maxwell-Geschwindigkeitsverteilung ist mit Gl. (A.5) ein analyti-
scher Ausdruck für den Teilchenfluss über eine Ebene gegeben. Das Gas
in der Sondenspitze ist makroskopisch in Ruhe (Effusionsströmung),
und man erhält mit der Zustandsgleichung idealer Gase:

ṅ2 = pS√
2πmkBTS

. (5.2)

1auch: Durchlaufswahrscheinlichkeit [23].
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5. Vergleich mit Messungen

In normierter Form (siehe Gl. (3.18)) ist der Massefluss (F1)1 in die Son-
de:

(F1)1 =
℘21

℘12
· 1p

π

pS√
2RTS

· 4πr2

ṁ
. (5.3)

Der Druck pS in der Sondenspitze ist nicht aus direkter Messung be-
kannt. Allerdings wird der Druck pK im Konverter gemessen. Das Ver-
hältnis beider Drücke ist abhängig von den Temperaturen an den ent-
sprechenden Stellen sowie dem Grad der Verdünnung im Sondenrohr,
modelliert durch ζ:

pS

pK
=

√
TS

TK
·
(

TK

TS

) ζ
2
; 0≤ ζ≤ 1. (5.4)

Der Teilchen- bzw. Massefluss ṅ = nu der ungestörten Anströmung ver-
hält sich zu ṅ1, siehe Gl. (A.5), wie:

ṅ
ṅ1

= F1

(F1)1
= 2

p
πS

χ(Sn)
; Sn = S cosα. (5.5)

Gleichungen (5.4) und (5.5) in (5.3) ergeben schließlich die gesuchte Be-
rechnungsvorschrift für den normierten Massefluss an der Messpositi-
on:

F1 = ℘21

℘12︸︷︷︸
Ψ−1

· 1p
π

pK√
2RTK

· 4πr2

ṁ
·
(

TK

TS

) ζ
2

︸ ︷︷ ︸
Cpt

· 2
p
πS

χ(Sn)︸ ︷︷ ︸
C1

. (5.6)

Das Masseflussverhältnis C1 ist nur vom Geschwindigkeitsverhältnis
S und der Orientierung der Sondenöffnung zur Anströmung abhängig.
Eine Grenzwertbetrachtung der Flussfunktion χ (vgl. Gl. (A.6)) zeigt,
dass χ(S →∞)= 2

p
πS und der Parameter C1 bei frontaler Anströmung

der Sonde mit großer Mach-Zahl demnach nahe Eins ist. Tatsächlich
weicht C1(S > 2) bereits um weniger als 0.02% von Eins ab. Der Einfluss
von C1 wird erst bei Unterschallanströmung signifikant. Für die hier
untersuchten Überschall-Strahlexpansionen kann C1 = 1 gesetzt wer-
den.

Thermische Transpiration wird bei stark verdünnten Gasen beobachtet
und beschreibt das Phänomen, dass die Drücke in zwei verbundenen
Reservoirs nur dann gleich sind, wenn auch die Temperaturen gleich
sind. Andernfalls gilt Gl. (5.4) mit ζ= 0, was aus der Teilchenflussbilanz
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5.2. Freimolekulare Anströmung

gefolgert werden kann. Der Einfluss thermischer Transpiration aus das
Sondensignal wird in Cpt erfasst.

Knudsen [65] hat aus Experimenten mit Wasserstoff einen empirischen
Zusammenhang von Druck- und Temperaturverhältnissen im gaskine-
tischen Übergangsbereich gefunden, der später von Arney und Bailey
[4] für Luft, Argon und Helium überprüft wurde. Der in Gl. (5.4) einge-
führte Parameter ζ ist nach dieser Korrelation:

ζ= 1−
[

1+ 1.23
〈Kn〉

(
1+ 1.575

〈Kn〉
1+ 12.25

〈Kn〉

)]−2

, (5.7)

wobei die (geschätzte) mittlere Knudsen-Zahl im Sondenrohr 〈Kn〉,

〈Kn〉 ≈ kB (TK +TS)
2
p

2πpKd2
HSDi

, (5.8)

aus der mittleren freien Weglänge eines Starrkugel-Gases (Teilchen-
durchmesser dHS [12]) und dem Innendurchmesser Di des Sondenroh-
res gebildet wird. Die Abweichung der durch (5.4) und (5.7) gegebe-
nen Ausgleichsfunktion vom gemessenen Druckverhältnis wird von Ar-
ney und Bailey [4] mit weniger als 5% angegeben, wobei die Messunsi-
cherheit mit wachsender Knudsen-Zahlen zunimmt. Bei freimolekula-
rer Sondenumströmung ist Cpt = 1.

Der Faktor Ψ steht bei freimolekularer Durchströmung für das Verhält-
nis der Durchtrittswahrscheinlichkeiten. Die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit ℘ab, dass ein Teilchen aus dem Reservoir

”
a“ durch ein

Rohr oder einen Kanal schließlich ins Reservoir
”
b“ gelangt, ist ein

grundlegendes und daher auch relativ altes Problem der kinetischen
Gastheorie und der experimentellen Vakuumphysik. Voraussetzung für
die Berechnung ist immer, dass intermolekulare Stöße vernachlässig-
bar sind, also im Rohr oder Kanal freimolekulare Verhältnisse herr-
schen.

In der ursprünglichen Arbeit von Clausing [23] wird der Austritt ei-
nes Gases aus einem Reservoir durch Röhren mit rundem und recht-
eckigem Querschnitt beschrieben und die zugehörige Durchtrittswahr-
scheinlichkeit berechnet. Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit für
die in die Patterson-Sonde eintretenden Teilchen muss jedoch die typi-
scherweise erhebliche Mach-Zahl der Anströmung berücksichtigt wer-
den. In frühen theoretischen Arbeiten (Pond [89] und Rothe und de
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Leeuw [92]) werden dazu Methoden vorgeschlagen, die eine numeri-
sche Lösung aufwendiger Mehrfachintegrale erforderten. Hughes und
de Leeuw [58] untersuchen theoretisch die Sondenantwort auf einen
Molekularstrahl und setzen die Anströmung rechnerisch aus gewichte-
ten Einzelstrahlen zusammen. Zur Bestimmung der Durchtrittswahr-
scheinlichkeit ist dann nur noch eine Integration nötig. Die drei letztge-
nannten Arbeiten beziehen sich alle auf eine Sondenöffnung mit kreis-
förmigem Querschnitt. Koppenwallner [67] leitet für die von ihm vor-
geschlagene schlitzförmige Sondenöffnung leicht handhabbare analyti-
sche Approximationen für große Mach-Zahlen ab, die in diesem Grenz-
fall in recht guter Übereinstimmung zu numerisch ermittelten Daten
liegen [49].

Im Anhang B ist eine auf den Arbeiten von Clausing [23] und Hughes
und de Leeuw [58] aufbauende Methode zur Berechnung der Durch-
trittswahrscheinlichkeit am Schlitz für beliebige Mach-Zahlen und An-
strömwinkel ausführlich dargelegt. Im allgemeinen ist auch hier eine
numerische Integration nötig.

5.3. Gaskinetischer Übergangsbereich

Wird die Patterson-Sonde nicht freimolekular angeströmt, lässt sich
das Sondensignal nicht ohne weiteres wie oben beschrieben als Mas-
sefluss interpretieren.

In der praktischen Arbeit ist es jedoch zweckmäßig, Gl. (5.6) auch im
gaskinetischen Übergangsbereich zur Bestimmung des Masseflusses
anzuwenden. Die Parameter ζ und Ψ bieten hier Spielraum für die Mo-
dellierung. Für ζ ist mit Gl. (5.7) bereits ein Modell aus der Literatur
bekannt, es bietet sich eine Neuinterpretation von Ψ an: Ψ sei nun ein
von der Knudsen-Zahl abhängiger Vorfaktor, dessen freimolekularer
Grenzwert die oben beschriebene Bedeutung hat (Verhältnis der Durch-
trittswahrscheinlichkeiten). Zur Modellierung von Ψ wird im folgenden
ein Grenzwert Ψ(Kn→ 0) gesucht und zwischen diesem und dem schon
bekannten Ψ(Kn→∞) geeignet interpoliert.
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5.3. Gaskinetischer Übergangsbereich

5.3.1. Gasdynamischer Grenzfall

Ausgangspunkt für die Formulierung des Grenzwertes Ψc =Ψ(Kn→ 0)
ist Gl. (5.1), umarrangiert mit (5.5) zu

Ψ= ṅ2

ṅ1
= ṅ2

ṅ
· F1

(F1)1
. (5.9)

Es ist ṅ2 die Flächenstoßrate nach (5.2) und ṅ = nu. Weitere Umformun-
gen führen auf

Ψ= pS

p

√
T
TS

· 1
χ(Sn)

, (5.10)

wobei bis hierhin die gleichen Voraussetzungen und Annahmen wie
zur Herleitung von Gl. (5.6) gelten. Im Grenzfall einer adiabaten, rei-
bungsfreien Strömung entspricht, frontale Anströmung vorausgesetzt,
der Druck pS dem Staudruck ppit unmittelbar vor der Sonde. Bei mo-
deratem Anströmwinkel (α<π/2) ist die Druckverteilung auf dem Son-
denrohr näherungsweise proportional zu cos2α.
Bei (isentroper) Unterschall-Anströmung ist ppit = p0. Bei Überschall-
Anströmung bildet sich ein senkrechter Verdichtungsstoß vor der Son-
denöffnung und das Druckverhältnis über den Stoß lässt sich aus dem
Geschwindigkeitsverhältnis S der Anströmung berechnen:

ppit

p
=

[
Å+1
Å

S2
] Å

Å−1
[

Å+1
4S2 − (Å−1)

] 1
Å−1

; S ≥
p
Å/2. (5.11)

Gleichung (5.11) mit ppit = pS in Gl. (5.10) eingesetzt ergibt den gesuch-
ten Grenzwert Ψc.
Zwar ist Ψc von der Temperatur TS in der Sondenspitze abhängig, ei-
nem Parameter, der aus der numerischen Simulation nicht verfügbar
ist. Diese Abhängigkeit ist jedoch schwach. Erfahrungsgemäß ist die
Temperatur an der Sondenspitze um etwa 10% geringer als die Ruhe-
temperatur der Gasströmung.

5.3.2. Interpolation im Übergangsbereich

Aufgrund der komplexen Verhältnisse im gaskinetischen Übergangs-
bereich besteht im allgemeinen wenig Hoffnung, einen theoretisch be-
gründeten Ausdruck für die Funktion Ψ(Kn,S) zu finden. Für die prak-
tische Anwendung wird eine (stetige) Funktion von Kn und S gesucht,
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B(S)= 0.8+0.1S

Abbildung 5.2.: Anpassung der empirischen Übergangsfunktion S(Kn,S) an
DSMC Simulationsergebnisse.

die zwischen den oben behandelten Grenzwerten (Kn→ 0 und Kn→∞)
interpoliert:

S(Kn,S)= Ψ−Ψc

Ψfm −Ψc
. (5.12)

Zusätzliche Stützstellen zur Bestimmung einer geeigneten Funktion
S lassen sich aus numerischen Simulationen der umströmten Sonden-
spitze gewinnen: Konsistent mit den bisher zur Bestimmung der Grenz-
werte von Ψ getroffenen Annahmen wird ein geschlitzter Hohlzylin-
der mit endlicher Wandstärke einer parallelen Anströmung ausgesetzt.
Knudsen-Zahl (gebildet aus der mittleren freien Weglänge eines VHS-
Gases und dem äußeren Sondendurchmesser) und Geschwindigkeits-
verhältnis der Anströmung werden in der Simulationsserie variiert. Die
Wandtemperatur ist in der Simulation der Ruhetemperatur des Gases
gleich gesetzt, bei angenommener vollständiger Akkommodation. Hier
wurde das gut getestete 2D-DSMC-Simulationsprogramm

”
LasVegas“

[69] verwendet2.

2Das im Rahmen dieser Arbeit implementierte DSMC-Verfahren war zum Zeitpunkt der
geschilderten Parameterstudie noch nicht einsatzbereit.

58



5.4. Vergleich vermessener und berechneter Strömungsfelder

Die Abb. 5.2 zeigt, dass ein einfacher Ansatz

S(Kn,S)= (0.1S+0.8) ·Kn
1+ (0.1S+0.8) ·Kn

(5.13)

über einen weiten Bereich recht gut mit den Ergebnissen der Simula-
tion zusammenfällt, gerade im Bereich großer Knudsen-Zahlen jedoch
das numerische Resultat um bis zu 10% überschätzt wird. Eine feinere
und vermutlich kompliziertere Formulierung für S erscheint angesichts
der bisher angenommenen Vereinfachungen aber nicht angemessen.

5.4. Vergleich vermessener und berechneter
Strömungsfelder

Wenn zu experimentellen Daten keine numerischen Vergleichsrechnun-
gen vorliegen, müssen die von Knudsen-Zahl und Geschwindigkeitsver-
hältnis der Anströmung abhängigen Parameter Ψ, Cpt und C1 geschätzt
werden. Im Grenzfall freimolekularer Hyperschallströmung, z. B. bei
der Vermessung eines einzelnen frei expandierenden Strahls in großer
Entfernung, ist der Massefluss nur noch dem Verhältnis pK/

√
TK pro-

portional, wobei sich TK nur schwach ändert.
Ist an den Messorten der Patterson-Sonde mit Knudsen-Zahlen im gas-
kinetischen Übergangsbereich (Kn∼ 1) oder mit S < 2 zu rechnen, ist die
Proportionalität pK ∼ ρu nicht mehr gegeben. Um dennoch experimen-
tell und numerisch ermittelte Strömungsfelder quantitativ vergleichen
zu können, wird Gl. (5.6) so umgruppiert, dass die Größen auf der einen
Seite des Gleichheitszeichens aus der Rechnung, die auf der anderen
aus den Versuchsdaten gebildet werden können:

Ψ ·F1

C1︸ ︷︷ ︸
Xnum

= 1p
π

pK√
2RTK

· 4πr2

ṁ
·Cpt︸ ︷︷ ︸

Xexp

. (5.14)

5.5. Fehlerabschätzung

Gesucht ist eine Abschätzung für den relativen Fehler von Xnum und
Xexp. Eine vollständige Fehlerbetrachtung ist, wenn überhaupt mög-
lich, außerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Hier soll es darum gehen,
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Größe Unsicherheit
Ruhedruck ∆p0 < 40mbar
Ruhetemperatur ∆T0 < 4K
Konverterdruck (∆pK)/pK < 0.15
Konvertertemperatur ∆TK < 4K
Temperatur d. Sondenspitze ∆TS < 4K
Düsenhalsdurchmesser ∆d∗ < 20µm
Sondenposition ∆r < 2mm
Winkel zur Düsenachse ∆θ < 0.7◦
Sonden-Anstellwinkel ∆α< 1◦

Tabelle 5.1.: Messunsicherheiten. Fehlergrenze für den Konverterdruck ent-
spricht der Genauigkeitsklasse für Heißkathoden-Vakuummeter, übrige
Unsicherheiten nach Holz [57].

berechnete und gemessene Ergebnisse in ihrer Signifikanz so zu bewer-
ten, dass Aussagen über Vergleichbarkeit und Gleichwertigkeit beider
Methoden möglich sind.
Hängt eine Funktion f (y0, . . . , yn) überall stetig von ihren Parametern
ab und lässt sich als Produkt anderer Funktionen g i dieser Parame-
ter schreiben, so ist eine infinitesimal kleine relative Abweichung in f
gleich der Summe ebenfalls unendlich kleiner relativer Abweichungen
von g i:

f (y0, . . . , yn)=
∏

i
g i(y0, . . . , yn) ⇒ d f

f
=∑

i

dg i

g i
∀{ f , g i} ̸= 0. (5.15)

Sind die Abweichungen klein und die Vorzeichen bekannt, kann die Un-
sicherheit im Ergebnis durch Gl. (5.15) genähert werden, in dem das
vollständige Differential d f durch den Absolutfehler ∆ f ersetzt wird.
Sind die Vorzeichen nicht bekannt, müssen zur Abschätzung des Größt-
fehlers jedoch die Beträge |dg i/g i| der Fehlerbeiträge aufsummiert wer-
den.

5.5.1. Experiment

Aus Gl. (5.14) lässt sich für die obere Fehlerschranke ableiten:∣∣∣∣∆Xexp

Xexp

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∆pK

pK

∣∣∣∣+ 1
2

∣∣∣∣∆TK

TK

∣∣∣∣+2
∣∣∣∣∆r

r

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆ṁ
ṁ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆Cpt

Cpt

∣∣∣∣, (5.16)
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mit ∣∣∣∣∆ṁ
ṁ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∆p0

p0

∣∣∣∣+2
∣∣∣∣∆d∗

d∗

∣∣∣∣+ 1
2

∣∣∣∣∆T0

T0

∣∣∣∣ (5.17)

und ∣∣∣∣∆Cpt

Cpt

∣∣∣∣= ζ

2

(∣∣∣∣∆TK

TK

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆TS

TS

∣∣∣∣)+ ∣∣∣∣log10

(
TK

TS

)∣∣∣∣. (5.18)

wobei ζ eine modellierte Größe ist, deren Vertrauensbereich hier nicht
bestimmt werden kann.

Für die Absolutfehlerbeträge sind bei Holz [57] Schätzungen angege-
ben und in Tab. 5.1 zusammengefasst. Setzt man die hier untersuchten
Konfigurationen an (vgl. Abschnitt 4), so ergibt sich in der Berechnung
des Massestroms nach Gl. (2.9) bereits eine Unsicherheit von knapp
10%.

5.5.2. DSMC

Eine obere Schranke für die Unsicherheit in der Vergleichsgröße Xnum,
bestimmt aus Feldlösungen des DSMC-Verfahrens, lässt sich analog zu
obigen Betrachtungen formal aus Gl. (5.14) und dem Ansatz (5.15) ab-
leiten: ∣∣∣∣∆Xnum

Xnum

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∆ΨΨ
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆F1

F1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆C1

C1

∣∣∣∣. (5.19)

Die Unsicherheit im Masseflussverhältnis C1, vgl. (5.6), hängt nur vom
(stets positiven) Geschwindigkeitsverhältnis S ab:∣∣∣∣∆C1

C1

∣∣∣∣= [
1

1+p
πS exp

(
S2

)
(1+erf(S))

]∣∣∣∣∆S
S

∣∣∣∣. (5.20)

Der Term in eckigen Klammern fällt rapide mit wachsendem S. Für
S > 2 liegt er bereits etwa bei 2.5×10−3, so dass der letzte Summand in
Gl. (5.19) bei der Betrachtung von Überschallströmungen vernachläs-
sigt werden kann.

Mit der Definition (3.18) setzt sich die Abweichung im Massefluss zu-
sammen aus: ∣∣∣∣∆F1

F1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∆
(
ρur

)(
ρur

) ∣∣∣∣+2
∣∣∣∣∆r

r

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆ṁ
ṁ

∣∣∣∣. (5.21)
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wobei angenommen werden soll, dass die relative Abweichung in der ra-
dialen Geschwindigkeitskomponente ur gleich der Abweichung im Ge-
schwindigkeitsbetrag u ist3. Die Unsicherheit im Massestrom, die sich
durch Diskretisierung der Einströmflächen und Interpolation/Projekti-
on der Randbedingungen auf letztere ergibt, kann mit Blick auf Tab. 4.2
vernachlässigt werden. Die absolute Ungenauigkeit in der Positions-
koordinate r entspricht der lokalen Netzauflösung. Unsicherheiten in
Dichte ρ und Geschwindigkeit u müssen aus den Simulationsergebnis-
sen und -parametern der DSMC-Rechnungen ermittelt werden.
Bei der Bewertung von Ergebnissen einer DSMC-Rechnung müssen
zwei verschiedene Arten von Fehlern unterschieden werden [34]: Zum
einen deterministische, resultierend aus der Wahl der Simulationspa-
rameter (Zeitschritt, Zellgröße, Partikel-Skalierungsfaktor), zum ande-
ren statistische Fehler, die in der stochastischen Natur des Verfahrens
begründet sind und die von der Art der Mittelwertbildung sowie von et-
waigen Korrelationen bestimmt werden. Fedosov u. a. [34] weisen dar-
auf hin, dass der deterministische Anteil den Gesamtfehler dominieren
kann, insbesondere wenn die Anzahl der Stichproben groß und der sta-
tistische Fehler damit klein ist.
Die zu erwartende Unsicherheit im dimensionsbehafteten Massefluss
J = ρu in Gl. (5.21) ist ein statistischer Fehler. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist er umgekehrt pro-
portional zur Wurzel der Stichprobenanzahl, Ns. Mit Varianz VJ und
Erwartungswert J ist∣∣∣∣∆

(
ρur

)(
ρur

) ∣∣∣∣≈ ∣∣∣∣∆J
J

∣∣∣∣≤ k ·
√

VJ

NsJ
2 , (5.22)

wobei k ein Maß für die Breite des Konfidenzintervalls ist. Die (dimen-
sionslose) Varianz des Masseflusses ist, vgl. Garcia [41]:

VJ

J
2 = Vρ

ρ2 + Vu
u2 . (5.23)

Die Varianzen für Massedichte ρ und Geschwindigkeitsbetrag u sind
für ein ideales Gas im Gleichgewicht aus der statistischen Mechanik
bekannt [41]:

Vρ

ρ2 = 1

Np
,

Vu
u2 = 3

kBT

mu2Np
= 3

2
1

Np S
2 , (5.24)

3Wenn, wie in den hier untersuchten Fällen, der Anstellwinkel der Sonde α < 10◦ ist,
unterscheiden sich die relativen Unsicherheiten von u und ur um weniger als 1%.
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5.5. Fehlerabschätzung

wobei Np den Erwartungswert des instantanen Stichprobenumfangs
(Teilchenzahl) in einer Zelle bezeichnet. Somit wird Gl. (5.22) zu

∣∣∣∣∆J
J

∣∣∣∣≤ k ·
√√√√ 1

Ns

(
1+ 3

2S
2

)
, S > 0, (5.25)

mit der Zahl der insgesamt in die Mittelung einbezogenen Teilchen ei-
ner Zelle, Ns = NsNp (Stichprobenumfang). Wählt man k = 2, entspricht
dies einem Konfidenzniveau von reichlich 95%. Mit k = 3 weicht der er-
rechnete Mittelwert 〈J〉 mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.997 um we-
niger als ∆J vom Erwartungswert J ab.

Die Schätzung (5.25) beruht auf der Annahme unkorrelierter Stichpro-
ben. Tatsächlich treten Korrelationen [12] jedoch auf, z. B. wenn ein
Teilchen mehrfach unverändert in die Mittelwertbildung eingeht. Nach
Hadjiconstantinou u. a. [51] und Plotnikov und Shkarupa [88] kann der
Einfluss von Korrelationen durch eine Skalierung der Varianz unkor-
relierter Stichproben berücksichtigt werden:

ṼJ ≤VJ
(

1+α

1−α

)
. (5.26)

Der Faktor 0 ≤α< 1 kann als die Wahrscheinlichkeit gedeutet werden,
dass eine Stichprobe identisch mit der vorangegangenen ist [51]. Plot-
nikov und Shkarupa [88] schlagen vor, α vereinfachend als den An-
teil derjenigen Teilchen einer Zelle zu definieren, der innerhalb eines
Zeitschrittes dort verbleibt und geben ein Verfahren an, ihn nach abge-
schlossener Simulation zu schätzen. Die Autoren zeigen in ihren Test-
fällen aber auch, dass mit der Annahme α = 0 bei sinnvoller Wahl der
DSMC-Simulationsparameter bereits eine gute Approximation der tat-
sächlichen Varianz erreicht wird. In dieser Arbeit wird daher (5.25)
zur Schätzung der stochastischen Unsicherheit bei der Berechnung des
Masseflusses genutzt.

Über den Parameter Ψ wird der Einfluss von Knudsen-Zahl und Ge-
schwindigkeitsverhältnis am Messort auf das Signal der im Experiment
eingesetzte Patterson-Sonde berücksichtigt. Die Ausführungen in die-
sem Abschnitt und besonders im Anhang B enthalten Annahmen, Ver-
einfachungen und empirische Approximationen, um Ψ möglichst allge-
mein, aber technisch nutzbar schätzen zu können. Ein Genauigkeits-
maß zur Modellierung ist mit vertretbarem Aufwand nicht anzugeben.
Bestimmt man jedoch zunächst die Größtfehler in der Berechnung von
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5. Vergleich mit Messungen

Knudsen-Zahl und Geschwindigkeitsverhältnis, lässt sich daraus ein
Intervall ∆Ψ ermitteln, welches hier als Unsicherheitsmaß verwendet
wird.
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6. Ergebnisse

6.1. Treibstrahlexpansion ins Vakuum

6.1.1. Nahfeld

Mit
”
Nahfeld“ ist der räumliche Bereich im Abstand einiger weniger

Austrittsradien um die Strömungsquelle gemeint. Physikalisch findet
hier der Übergang von der geführten Expansion in der Düse zur freien
Expansion statt. Von Interesse sind dabei jene Vorgänge, die sich in
den Längenskalen der Strahlquelle ereignen und damit die Gestalt des
Strahls weiter stromab bestimmen.

Den wesentlichen Einfluss auf Form und Ausbreitung eines Überschall-
strahls in Vakuum hat die Düsenkontur. An der Austrittsöffnung ei-
ner Lochblende z. B. ist die thermische Komponente der molekularen
Geschwindigkeit im Mittel betragsmäßig etwa gleich der makroskopi-
sche Geschwindigkeit; entsprechend viele Moleküle bewegen sich also
bereits hier von der Strahlachse weg, der Strahl wird

”
breit“. Im Ge-

gensatz dazu wird Gas in einer konvergent-divergenten Düse geführt
auf eine Strömungsgeschwindigkeit expandiert, die am Düsenaustritt
ein Vielfaches der mittleren thermischen Geschwindigkeit beträgt und
deren größte Vektorkomponente parallel zur Düsenachse liegt. Weiter
stromab äußert sich dies in einem

”
schlanken“ Strahlprofil, bei dem

sich der Großteil des Masseflusses um die Düsenachse konzentriert.
Entlang der Düsenwand entsteht durch Reibung und Wärmeübergang
eine Geschwindigkeits- und Temperaturgrenzschicht, deren Dicke typi-
scherweise nicht vernachlässigbar ist. Grenzschichtgas dominiert das
Strahlprofil in größeren Winkeln von der Strahlachse.

In Abb. 6.1 ist dargestellt, wie geringe Änderungen in der Nähe des
Düsenhalses die Strömung im Nahfeld beeinflussen. Gezeigt ist die Di-
vergenz des Geschwindigkeitsfeldes, hier nur für die Kontinuums-CFD
ausgewertet. Dunkle Gebiete sind Kompressionen, helle weisen auf Ex-
pansion hin. Offenbar durch einen Fertigungsfehler weicht die Kontur
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I

II

Grenzschicht

KonturstoßKrümmungsstoß

Konturstörung

Abbildung 6.1.: Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes (∇·u). Helle Schattierun-
gen zeigen Expansion an, dunkle verweisen auf eine Kompression. I – Soll-
Kontur; II – Kontur aus Messungen.

in den von Holz [57] in den Experimenten verwendeten Düsen unmittel-
bar stromab des Halses von der vorgegebenen Kontur ab. In der oberen
Bildhälfte (I) ist die berechnete Strömung in der vorgegebenen Düsen-
kontur dargestellt. Eine schwache Kompression an der Krümmungs-
unstetigkeit im Übergang von konvexer Hals- zu konkaver Düsenkon-
tur ist zu erkennen, stromab der Düse sehr deutlich der Konturstoß
und seine Reflexion von der Strahlachse (vgl. Abschnitt 2.1). Aufgrund
der genannten Abweichung in der Düsenkontur (untere Bildhälfte von
Abb. 6.1) bildet sich in Halsnähe ein Stoß aus, der stromab des Dü-
senaustritts auf die Strahlachse läuft. Das Gas wird beim Durchlaufen
dieses Schrägstoßes in Richtung Strahlachse abgelenkt, was wiederum
eine dickere Geschwindigkeitsgrenzschicht zur Folge hat. Der Krüm-
mungsstoß reflektiert an der Strahlachse und durchdringt den gegen-
über I stromauf verlagerten Konturstoß, bevor er mit dessen Reflexion
verschmilzt. Diese abschließende Reflexion des Konturstoßes ist noch
für einige Düsenaustrittsdurchmesser stromab nachweisbar und hat
demnach einen Einfluss auf das Strahlprofil im Fernfeld.
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I

II

pbg > 0

Abbildung 6.2.: Dichtefeld in der Umgebung der Düse. Dunkle Schattierungen
entsprechen geringer Dichte. I – Kontinuums-CFD; II – CFD & DSMC.

Bei Betrachtung der Abb. 6.1 fällt eine scharfe Strahlbegrenzung auf,
die von der Düsenlippe in etwa 65◦ zur Achse verläuft. Diese Grenze
ist auch in der oberen Bildhälfte von Abb. 6.2 zu erkennen, in der das
mit dem TAU-Code berechnete Dichtefeld dargestellt ist. Ein Vergleich
mit der kombinierten CFD/DSMC Lösung (Abb. 6.2, untere Bildhälf-
te) zeigt, dass ein solcher

”
Strahlrand“ nur im Kontinuumsmodell auf-

tritt.

Abbildung 6.3 zeigt Pitot-Druckmessungen [100] an einer der drei für
die Experimente von Holz [57] gefertigten Düsen. Die Messpunkte wur-
den entlang einer Zentralen des kreisförmigen Düsenaustritts aufge-
nommen. Im Vergleich dazu sind unter Annahme von Achsensymmetrie
rechnerisch ermittelte Pitot-Profile dargestellt: Die dünnere von beiden
durchgezogenen Linien gibt den für die Soll-Kontur errechneten Pitot-
Druckverlauf wieder, während die stärkere Linie den Einfluss der ge-
messenen Halskontur (Einsatzbild in Abb. 6.3) zeigt. Wenngleich das
errechnete Pitot-Druckprofil für die Soll-Kontur den Verlauf der Mess-
punkte in der Nähe der Strahlachse qualitativ besser wiedergibt, wird
der äußere Bereich um die Maxima und bis zur Düsenwand durch die
Berücksichtigung der vermessenen Kontur besser getroffen. Die Über-
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Abbildung 6.3.: Pitot-Profil über den Düsenaustritt. Symbole: Messungen
[100]; Durchgezogene Linien aus TAU-Rechnungen (vgl. Abschnitt 4.1.1).
Dünn, blau: vorgegebene Düsenkontur; fett, rot: tatsächliche Düsenkontur
(wie vermessen, siehe Einsatzbild).

einstimmung von Rechnung und Experiment ist insgesamt nicht zu-
friedenstellend, sollte doch die Berechnung des Pitot-Drucks in einer
Inertgasströmung im Kontinuum keine Probleme bereiten. Ein wahr-
scheinlicher Grund für die beobachteten Abweichungen im errechne-
ten Pitot-Profil der vermessenen Düse ist die große Empfindlichkeit,
mit der der Krümmungsstoß auf kleine geometrische Änderungen re-
agiert, gepaart mit der Unsicherheit des Konturmessverfahrens von et-
wa 0.02d∗.

Da die Übereinstimmung mit dem Experiment im Grenzschichtbereich
für das Pitot-Druckprofil der vermessenen Düse am größten ist und die
Treibstrahl-Wechselwirkung vornehmlich im Grenzschichtexpansions-
gebiet liegt, bildet die berechnete Strömung durch die Düse mit vermes-
sener Kontur die Grundlage für alle weiteren Untersuchungen.
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Abbildung 6.4.: Angularprofil des einzelnen Treibstrahls im Fernfeld. Symbole:
Messdaten [57]; Linien: DSMC. a – Grenzschicht; b – Strahlkern. Unsicher-
heitsbereiche nach Abschnitt 5.5.

6.1.2. Fernfeld

Die Charakterisierung der Strahlausbreitung im Fernfeld ist sehr wich-
tig für die Vorhersage von Beaufschlagung an Raumfahrzeugen. Treib-
strahlmodellierung ist daher auch seit den frühen Tagen der institutio-
nellen Raumfahrt Gegenstand vieler Forschungsarbeiten [1, 14, 15, 17,
81, 97, 107], die mit unterschiedlichem Erfolg die mittlerweile tatsäch-
lich experimentell erfassbare [28, 87] bzw. berechenbare Strahlausbrei-
tung (z. B. [48, 63]) vorherzusagen suchen.

In Abb. 6.4 ist ein Angularprofil der hier untersuchten Konturdüse dar-
gestellt. Die Symbole entsprechen mit der Patterson-Sonde gemesse-
nen Daten [57], Linien sind numerische Ergebnisse aus einer achsen-
symmetrischen DSMC-Simulation im Rahmen dieser Arbeit . Die Ver-
gleichsgröße X berechnet sich jeweils nach Gl. (5.14). Im vorliegenden
Fall einer freimolekularen Hyperschallströmung ist X ∝F1.
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Eine Besonderheit der hier vorgestellten numerischen Ergebnisse liegt
in der Unterscheidung in Kern- und Grenzschichtexpansion, in Abb. 6.4
dargestellt durch die Kurven

”
b“ bzw.

”
a“. Dadurch ist gut zu erkennen,

dass Gas aus beiden Bereichen schon vor dem Wendepunkt bei 20◦ zu
gleichen Teilen vorhanden ist, nämlich bereits bei etwas über 15◦. Die
Grenze zur Grenzschichtexpansion wird bei Holz [57] dagegen am Wen-
depunkt vermutet.

Typisch für eine Grenzschichtexpansion ist der in etwa exponentielle
Abfall [15] des Angularprofils. Sowohl Rechnung als auch Experiment
zeigen einen

”
Knick“ im Profil bei θ = 90◦. Dieser hat seine Ursache in

der mit 1.6d∗ vergleichsweise dicken Düsenlippe [83], deren Abmessun-
gen für das Experiment nicht skaliert worden sind.

Die Integration des radialen Masseflusses über die Oberfläche einer
Kugel um den Koordinatenursprung ergibt den Massestrom ṁ, es ist
also

π∫
0

F1(r,θ)
sinθ

2
dθ = 1. (6.1)

Wird F1(r,θ) aus gemessenen oder berechneten Massefluss-Profilen ge-
bildet, lässt sich so Masseerhaltung und damit Plausibilität der Mes-
sung/Rechnung überprüfen. Allgemeiner lässt sich der Massestrom-An-
teil innerhalb des kegligen Bereiches mit Öffnungswinkel θ um die Dü-
senachse aus

F1(θ)=
θ∫

0

F1(r,ϑ)
sinϑ

2
dϑ (6.2)

bestimmen. Im hier untersuchten Fall befinden sich 99% des Treib-
strahls innerhalb eines Kegels mit Öffnungswinkel von ca. 65◦.

In Abschnitt 6.2.3 wird eine Approximation des Masseflussverlaufes
im Gebiet der Grenzschichtexpansion benötigt. Verlässliche analytische
Modelle existieren nicht für die volle Strahlexpansion, weshalb an die-
ser Stelle bereits eine Näherung für F1(θ) in diesem Bereich gegeben
werden soll. Der Ansatz

F̃1 = A exp(B cosθ) (6.3)

ist einfach genug für ein empirisches Modell und erfüllt zudem die an-
schauliche Bedingung, dass das Angularprofil periodisch sein muss. Die
beiden Modellparameter sind A = F1(π/2) und B = −F ′

1(π/2)/F1(π/2). Ist
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Abbildung 6.5.: Angularprofil des Einzelstrahls im Fernfeld und Approxima-
tionen nach Gl. (6.3).

das Profil an der Stelle π/2 nicht differenzierbar, müssen verschiedene
B für den Bereich stromauf und stromab von θ = π/2 bestimmt werden,
vgl. Abb. 6.5. Für die hier untersuchte Konfiguration ist

A = 0.015, B =
{

4.5, π/4≤ θ ≤π/2,

6.2, π/2≤ θ.
(6.4)

6.2. Wechselwirkung zweier Treibstrahlen

Für die Behandlung der Wechselwirkung zweier Treibstrahlen bietet
sich ein neues Koordinatensystem an. Die x-Achse sei definiert durch
die Schnittachse von Wechselwirkungsebene und der dazu senkrechten
Strahlachsenebene, ihr Ursprung liege am Schnittpunkt mit der Dü-
senaustrittsebene. In Abbildung 6.6 sind Koordinatensystem und Be-
zugsebenen grafisch dargestellt. Der Abstand δ der Düsenachsen zur
Wechselwirkungsbene (II) ist der einzige in den Rechnungen variierte
Parameter.
In Abb. 6.7 ist die Machzahlverteilung (qualitativ) in der +y-Richtung
der Strahlachsenebene gezeigt. In dieser Darstellung werden wesent-
liche Elemente der Strahlwechselwirkung sichtbar: Der Wechselwir-
kungsstoß

”
a“, zu beobachten bei hinreichend kleinen Düsenabständen,

entsteht hier scheinbar in Fortsetzung des reflektierten Konturstoßes
”
b“ und ist der Wechselwirkungsebene gegenüber konvex gekrümmt.
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III
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Abbildung 6.6.: Koordinatensystem und Bezugselemente zur Beschreibung
der Treibstrahl-Wechselwirkung. I – Düsenaustrittsebene; II – Wechselwir-
kungsebene; III – Strahlachsenebene.
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Abbildung 6.7.: Treibstrahl-Wechselwirkung. Dargestellt ist das Geschwindig-
keitsverhältnis. Dunkle Bereiche zeigen niedrige Werte. Zonen: I – Kern-
strahl; II – Grenzschichtexpansion; III – sekundäre Expansion (stromab);
IV – Rückströmung. a – Wechselwirkungsstoß; b – reflektierter Konturstoß;
c – Patterson-Sonde im Größenvergleich; ys – minimaler Stoßabstand.
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y

z

(a) Wechselwirkungsstöße bei minima-
lem Stoßabstand.

y

z

(b) Rückströmung in Höhe des Düsen-
halses.

Abbildung 6.8.: Massefluss ρux in 2 Schnitten senkrecht zur x-Achse: Stromab
der Düsenaustrittsebene (links) und stromauf davon (rechts). Qualitative
Verteilung mit linearer Farbskala. Die hellen Flächen in (a) kennzeichnen
einen vier Größenordnungen stärkeren Massefluss als jene in (b).

Es gibt also genau einen Punkt, an dem der Abstand ys zur Wechselwir-
kungsebene minimal ist. Stromab von diesem Punkt läuft die Stoßfront
asymptotisch gegen eine Gerade, die die Wechselwirkungsebene am Ort
des geringsten Stoßabstandes in flachem Winkel schneidet [42]. Das
Expansionsgebiet des Kernstrahls (I) wird in (−y)-Richtung von reflek-
tiertem Konturstoß und Wechselwirkungsstoß abgegrenzt und bleibt
stromauf davon von der Wechselwirkung unbeeinflusst. Im Expansions-
gebiet der Grenzschicht (II) liegt unmittelbar an der Düsenaustritts-
ebene eine Überschallströmung vor, die Abb. 6.7 weist aber eine nied-
rige Mach-Zahl (dunkle Fläche) in der Umgebung des Koordinatenur-
sprungs aus. In der Abbildung sind keine Verdichtungsstöße auszu-
machen, folglich muss es sich um ein Gebiet starker Verdünnung mit
Strahldurchdringung über die Wechselwirkungsebene handeln. Einen
”
Staupunkt“, wie er aus der Kontinuums-Strömungsmechanik bekannt

ist, kann es also nicht geben.

Zwei charakteristische Schnitte x = const. sind in Abb. 6.8 gezeigt. Dar-
gestellt ist der qualitative Verlauf des Masseflusses in x-Richtung (a)
an der Stelle des geringsten Stoßabstandes, und (b) in (−x)-Richtung, in
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Höhe des Düsenhalses. In den Bildern erstrecken sich die Farbskalen
linear über unterschiedliche Bereiche. Hier sollen allein Gestalt und
Ausdehnung der jeweils zu beobachtenden Phänomene angesprochen
werden. In Abb. 6.8(a) ist zu sehen, dass die Ausdehnung der Wechsel-
wirkungsstöße in z-Richtung von der gleichen Größenordnung ist wie
der Düsenabstand. Im gezeigten Fall sind die Wechselwirkungsstöße
verhältnismäßig scharf und konzentrieren den großen Teil des lokalen
Masseflusses zwischen sich. Stromauf der Austrittsebene (Abb. 6.8(b))
sind keine vergleichbar scharfen Strukturen zu erkennen. Der Masse-
fluss in −x-Richtung ist hier in der Wechselwirkungsebene am stärksten
und hat in dieser wiederum nur ein schwach ausgeprägtes Maximum
auf der x-Achse.

Im folgenden Unterabschnitt werden Ergebnisse der Simulation ent-
sprechenden Messdaten gegenübergestellt, um so die quantitative Ver-
gleichbarkeit beider Methoden zu prüfen. In weiteren Unterabschnit-
ten wird der Einfluss des Düsenabstandes besonders auf experimentell
schwer zugängliche Wechselwirkungsphänomene entlang der x-Achse
untersucht.

6.2.1. Vergleich mit gemessenen Profilen

In Abb. 6.9(a) sind gemessene und berechnete Axialprofile für drei re-
präsentative Abstände δ zur Wechselwirkungsebene dargestellt, wobei
für δ = 75d∗ Messdaten lediglich im Rückströmungsgebiet x < 0 vor-
liegen. Die Ordinatennormierung für experimentelle und numerische
Daten beinhaltet ein Abstandsquadrat zum Koordinatenursprung, sie-
he Gl. (5.14), letzterer muss also zweckmäßigerweise außerhalb der x-
Achse gelegt werden, da X (x = 0) zwangsläufig Null würde. Für den Ver-
gleich hier bietet sich an, den Ursprung auf eine Düsenachse und in die
Austrittsebene zu legen. Damit wird X auch eine Funktion von δ2. Die
Orientierung der Patterson-Sonde stromab bzw. stromauf von x = 0 ist
durch offene Kreise angedeutet.

Die Abb. 6.9(a) zeigt eine überwiegend gute qualitative und quantita-
tive Übereinstimmung experimenteller und numerischer Ergebnisse.
Die Stelle, an der ux = 0 (und folglich X = 0) ist, ist an der angedeute-
ten Singularität in den Graphen zu sehen. Sie liegt geringfügig strom-
ab von x = 0 und wandert mit wachsendem Düsenabstand stromauf zu
x = 0. Stromab von diesem Punkt sind die berechneten Profile kongru-
ent mit Ausnahme eines Bereiches 3 < x/δ < 5. Die Messdaten zeigen
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Abbildung 6.9.: Vergleich numerisch und experimentell ermittelter Profile bei
Variation der Düsenabstände. Unsicherheitsbereiche nach Abschnitt 5.5.
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6. Ergebnisse

einen ähnlichen Verlauf, nur liegt der Bereich, in dem die Messwerte
bei verschiedenen δ sich unterscheiden, etwas stromab. Experimentelle
als auch numerische Daten erreichen für große x/δ schließlich den glei-
chen Wert X = const., was bedeutet, dass der Massefluss auf der x-Achse
im Fernfeld umgekehrt proportional zum Abstandsquadrat abfällt und
sich somit wie eine Quellströmung verhält.

Stromauf der Düsenaustrittsebene ist sowohl in gemessenen als auch
in berechneten Daten eine deutliche Abhängigkeit vom Düsenabstand
zu erkennen. Zwar geben beide Verfahren den Verlauf vergleichbar wie-
der, die Rechnungen liefern aber tendenziell größere Masseflüsse ent-
lang x. Hierbei ist allerdings zu beachten, dass diese Werte von X et-
wa fünf Größenordnungen unter dem stromab beobachteten Maximum
liegen. Soweit aus Daten beider Methoden erkennbar, fällt auch der
axiale Massefluss in der Rückströmung umgekehrt proportional zum
Abstandsquadrat ab, geht X also gegen einen konstanten Wert.

Zusätzlich zu den oben diskutierten Axialprofilen liegen auch Angu-
larprofile in konstantem Abstand r/d∗ = 250 um den Schnittpunkt von
x-Achse und Düsenaustrittsebene herum vor, Abb. 6.9(b). Der Polar-
winkel θ wird von der x-Achse aus gemessen. Bezieht man den Radius
r auf den Abstand δ der Düsen zur Wechselwirkungsebene, so erhält
man die in Abb. 6.9(a) auf der Abszisse markierten Schnittpunkte mit
der x-Achse.

Die errechneten Profilverläufe stimmen im wesentlichen mit den ge-
messenen Profilen überein. Holz [57] merkt an, dass eine der beiden Dü-
sen im Experiment um ein bis zwei Grad gegen die Wechselwirkungs-
ebene geneigt war. Die gemessenen Profile in Abb. 6.9(b) sind nachträg-
lich in θ verschoben worden, um zur besseren Vergleichbarkeit Symme-
trie herzustellen. Die im Vergleich zu den berechneten breiteren ge-
messenen Profile lassen sich durch den genannten Winkel zwischen
den Düsen im Messaufbau erklären, ebenso die Profilunterschiede für
δ= 75d∗.

6.2.2. Auswirkung stromab des Düsenaustritts

Die im vorangegangenen Abschnitt gewählte logarithmische Darstel-
lung der Axialprofile ist zweckmäßig, um Rückströmung und Stromab-
Expansion in einem Diagramm zu zeigen. Dazu macht die in X enthal-
tene Skalierung mit dem Abstandsquadrat vom Koordinatenursprung
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Abbildung 6.10.: Axialer Massefluss stromab der Düsenaustrittsebene für zwei
Achsenabstände. a – Treibstrahlen wechselwirken; b – Überlagerung unbe-
einflusster Einzelstrahlen; c – Grenzschichtanteil.

Grenzwerte sichtbar. Für eine detaillierte Betrachtung des Nahfelds
der Wechselwirkung ist jedoch eine andere Darstellung günstiger. Es
bezeichne

qx = ρux

ṁ/A∗

(
δ

d∗

)2
∝F1(θ = 0) ·

(
δ

r

)2
. (6.5)

den mit dem Abstand zur Wechselwirkungsebene skalierten Massefluss
entlang der x-Achse (

”
axialer Massefluss“).

In Abbildung 6.10 ist der Verlauf von qx für zwei Düsenabstände dar-
gestellt: Zum einen im Falle wechselwirkender Treibstrahlen (Kurven
”
a“) und im Vergleich dazu im (hypothetischen) Fall der ungestörten

Durchdringung beider Treibstrahlen (Kurven
”
b“). Ebenso gezeigt ist

der jeweilige Anteil, den Grenzschichtgas am Massefluss hat (
”
c“)1. Erst

durch die direkte Gegenüberstellung ist der Einfluss der Wechselwir-
kung zu erkennen. Bis etwa x = 3δ fallen alle Kurven zusammen, vgl.
auch Abb. 6.9(a). Die Treibstrahlen beeinflussen einander bis hierhin
demnach nicht. Diese axiale Position liegt in einem Winkel von etwas
mehr als 15◦ zum Mittelpunkt der jeweiligen Düsenaustritte, folglich
handelt es sich in diesem Bereich vorrangig um Gas aus den Düsen-
grenzschichten (Abb. 6.4 und Erläuterungen dazu). Weiter stromab zei-
gen sowohl wechselwirkende als auch hypothetisch überlagerte Treib-
strahlen ausgeprägte Maxima im axialen Massefluss. Für den kleinsten
1Das berechnete Gebiet ist zu klein, um die Kurven

”
a“ in Abb. 6.10(b) bis x = 10δ wei-

terzuführen.
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Abbildung 6.11.: Ort des größten axialen Masseflusses in Abhängigkeit vom Dü-
senabstand (links). a – Treibstrahlen wechselwirken; b – Überlagerung un-
beeinflusster Einzelstrahlen. Symbole: DSMC. Strömungsumlenkung durch
Wechselwirkungsstoß (rechts).

in dieser Arbeit untersuchten Düsenabstand δ = 25d∗ führt die Wech-
selwirkung der Treibstrahlen zu einer Erhöhung des maximalen axia-
len Masseflusses um knapp 20%, mit wachsendem δ verringert sich das
Maximum asymptotisch auf das Niveau sich ungehindert durchdrin-
gender Strahlen. Wie an den Kurven

”
c“ zu erkennen ist, wird der im

Vergleich zur ungestörten Überlagerung zusätzliche axiale Massefluss
hauptsächlich von einem deutlich erhöhten Anteil Grenzschichtgases
verursacht.

Vergleicht man Abb. 6.10(a) mit Abb. 6.10(b), dann fällt auf, dass sich
die Maxima der durchgezogenen Kurven mit größerem Düsenabstand
hin zu kleineren relativen axialen Positionen x/δ verschieben. Im Grenz-
fall sehr großen Düsenabstandes, in dem also die Strömungsverhältnis-
se entlang der Wechselwirkungsebene überall freimolekular sind, müs-
sen die Maxima in Betrag und Ort zusammenfallen. Die linke Grafik
in Abb. 6.11 stellt die absolute Lage der Maxima für verschiedene Dü-
senabstände dar – und zeigt einen gegenteiligen Trend: Der Abstand
zwischen den Punkten größten axialen Masseflusses vergrößert sich mit
wachsendem δ.

Die Lage xmax des Massefluss-Maximums ist aus den Kurven
”
b“ in

Abb. 6.10 sowie für drei weitere Düsenabstände ermittelt und, eben-
falls mit

”
b“ bezeichnet, in Abb. 6.11 (links) eingetragen. Die direkte

Proportionalität von xmax und δ lässt auf freie Strahlexpansion von ei-
nem gedachten Quellpunkt x0 schließen. Aus der Skizze in Abb. 6.11
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6.2. Wechselwirkung zweier Treibstrahlen

(rechts) ist zu erkennen, dass der Zusammenhang zwischen xmax und δ

beschrieben wird durch
xmax − x0

δ
= 1

tanθmax
= const. (6.6)

Für die hier untersuchten Bedingungen ist x0 = 28.3d∗ bei θmax = 15.7◦.

In allen hier untersuchten Fällen von Treibstrahl-Wechselwirkung ist
das Maximum des Masseflusses ebenfalls proportional zum Düsenab-
stand, wie durch Kurve

”
a“ in Abb. 6.11 dargestellt. Demnach kann die

Abhängigkeit xmax(δ) durch eine Gleichung wie (6.6) beschrieben wer-
den (x0 = 14.3d∗; θmax = 11.3◦). Jedoch handelt es sich hier nicht um ei-
ne freie Expansion von einem Quellpunkt aus und x0 sowie θmax ha-
ben keine geometrische Bedeutung. Vielmehr ist die Strömung auf der
Achse in der Nähe des Massefluss-Maximums dicht genug, dass sich
Wechselwirkungs-Stöße ausbilden, angedeutet durch die Doppellinie in
Abb. 6.11 rechts. Das Maximum von qx liegt in der Nähe des Ortes mit
dem geringsten Stoßabstand von der Wechselwirkungsebene. Vor dem
Stoß ist die ungestörte Strömung im Hyperschall. Der Stoßwinkel β ist
in etwa so groß wie θmax, d. h. für θmax < 45◦ ist der Ablenkwinkel ϑ di-
rekt proportional zu θmax,

ϑ≈ 2
Å+1

θmax, (6.7)

und damit näherungsweise konstant. So wird ∆xmax vorrangig abhängig
vom Stoßabstand ys zur Wechselwirkungsebene und dieser nimmt mit
δ zu. Damit ist erklärt, warum die Kurven

”
a“ und

”
b“ in Abb. 6.11

auseinanderlaufen.

In Anbetracht der komplexen Strömungsverhältnisse hinter dem Wech-
selwirkungsstoß sowie der in der obigen Argumentation gemachten Nä-
herungen ist der augenscheinlich lineare Verlauf von Kurve

”
a“ wohl

Zufall. Mit wachsendem Düsenabstand werden die Wechselwirkungs-
stöße schwächer und verschwinden schließlich. Wird δ so groß, dass
sich die Treibstrahlen ohne Wechselwirkung durchdringen, müssen

”
a“

und
”
b“ zusammenfallen. Demnach muss es in Kurve

”
a“ einen Wende-

punkt geben. Die Bestimmung der Einflüsse auf dessen Lage kann für
die Charakterisierung und Beurteilung einer Düsenkonfiguration im
Hinblick auf Treibstrahlwechselwirkung interessant sein, da er ein In-
dikator für die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebiets in Strömungs-
richtung ist.
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Abbildung 6.12.: Treibstrahl-Wechselwirkung: Axialer Massefluss und Fluss-
verstärkung stromauf der Düsenaustrittsebene (Rückströmung).

6.2.3. Auswirkung stromauf des Düsenaustritts

Aus Abb. 6.9(a) ist bereits zu erkennen, dass die stromauf der Düsen-
austrittsebene zu beobachtenden Masseflüsse um mindestens drei Grö-
ßenordnungen kleiner sind, als diejenigen stromab. Abbildung 6.12(a)
zeigt den berechneten axialen Massefluss der Rückströmung in der Nor-
mierung (6.5) für drei ausgewählte Düsenabstände in logarithmischer
Skalierung. In der Umgebung von x = 0 ist der Verlauf der Profile noch
vom Vorzeichenwechsel der x-Geschwindigkeit bestimmt, der zur Aus-
bildung eines lokalen Massefluss-Maximums führt. In größerem Ab-
stand von der Austrittsebene fällt qx dann exponentiell um etwa eine
Dekade in ∆x = 2δ.

Interessant ist nun, in welchem Maß die Wechselwirkung zweier Treib-
strahlen eine Verstärkung der schließlich auch bei ungestört überlager-
ten Treibstrahlen zu beobachtenden Rückströmung bewirkt. Es sei

A1 = qx

q′
x

(6.8)

der Faktor, um den sich der stromauf gerichtete axiale Massefluss wech-
selwirkender Treibstrahlen qx von dem ungestörter Überlagerung q′

x
unterscheidet (Verstärkungsfaktor). Er ist aus den numerischen Simu-
lationen leicht zu ermitteln, die Ergebnisse sind in Abb. 6.12(b) dar-
gestellt. Man beachte auch hier die logarithmische Ordinate. Symbole

80



6.2. Wechselwirkung zweier Treibstrahlen

stellen die in der lokalen Rechenzelle ermittelten Werte dar, die durch-
gezogenen Linien sollen helfen, das Diagramm leichter zu lesen.
Erwartungsgemäß ist die größte Verstärkung beim kleinsten hier un-
tersuchten Düsenabstand festzustellen. Mit wachsendem Abstand wird
auch der zusätzliche Massefluss entlang der x-Achse geringer. Die Ver-
läufe aller drei exemplarisch dargestellten Verstärkungsfaktoren zei-
gen einen ähnlichen Trend und scheinen jeweils einem Grenzwert in
großem Abstand zur Düsenaustrittsebene zuzustreben.
Auf Raumfahrzeugen sind die Düsen in die Struktur integriert, so dass
eine rückwärtige Raumfahrzeugwand kaum weiter als etwa 5δ strom-
auf der Düsenaustrittsebene liegen wird. Dieser Schätzung sind die
Abmessungen eines typischen Apogäumstriebwerkes2 zugrunde gelegt,
um welches sich etwa in Halshöhe eine geschlossenen Struktur befindet
und das so dicht bei seinem Nachbarn steht, dass die Düsenlippen sich
berühren. Abbildung 6.12(b) kann man entnehmen, dass die Rückströ-
mung in diesem Fall gut um zwei Größenordnungen unterschätzt wer-
den kann, wenn die Wechselwirkung der Treibstrahlen nicht berück-
sichtigt wird. Für die praktische Arbeit ist es hilfreich, den Verstär-
kungsfaktor mit möglichst wenig Aufwand berechnen oder zumindest
schätzen zu können.
In Abb. 6.13 ist ein interessanter Zusammenhang dargestellt: Das geo-
metrische Mittel3 aus dem axialen Massefluss wechselwirkender Treib-
strahlen qx und dem sich störungsfrei durchdringender Strahlen, q′

x,
fällt für alle hier untersuchten Abstände δ in der Rückströmung auf ei-
ne Kurve zusammen, die nur noch von der skalierten axialen Position
x/δ abhängig ist: √

qx · q′
x = g

( x
δ

)
. (6.9)

Ist g(x/δ) bekannt, lässt sich (6.9) leicht zu einem Ausdruck für den Ver-
stärkungsfaktor A1 umformen.
Im Grenzfall sehr großer Abstände δ wird aufgrund der geringen Dichte
keine Wechselwirkung mehr zu beobachten sein, d. h. die Treibstrahlen
durchdringen sich ungestört:(

qx → q′
x
)∣∣
δ→∞ ⇒ g

( x
δ

)
= q′

x
∣∣
δ→∞ . (6.10)

2EAM 500N
3Das geometrische Mittel tritt auf, da die Größen qx, q′x auf einer logarithmischen Skala

betrachtet werden: log10

√
qx · q′x ≡ 1

2
[
log10 qx + log10 q′x

]
.
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Abbildung 6.13.: Korrelation der axialen Masseflüsse für wechselwirkende und
sich störungsfrei durchdringende Treibstrahlen.

Ist also die Masseflussverteilung in der Rückströmung der einzelnen
Strahlquelle im Fernfeld bekannt, kann g direkt bestimmt werden.

In Abschnitt 3.6.2 wird diskutiert, dass der Treibstrahl im Fernfeld
selbstähnlich ist und durch Gl. (3.18) beschrieben werden kann. Setzt
man

(
ρux

)= (
ρur

)
cosθ und nutzt elementare geometrische Zusammen-

hänge (cosθ = x/r, r2 = x2 +δ2), wird so aus Gln. (6.5) und (6.10):

q′
x
∣∣
δ→∞ = 1

8
· x
δ
·
(
1+

( x
δ

)2
)− 3

2 ·F1(θ). (6.11)

Es genügt hier, F1(θ >π/2) zu approximieren. Man erhält mit Gl. (6.3):

q′
x
∣∣
δ→∞ = A

8
· x
δ
·
(
1+

( x
δ

)2
)− 3

2 ·exp

(
B

x
δ
·
(
1+

( x
δ

)2
)− 1

2
)
, (6.12)

wobei A und B die Parameter nach (6.4) sind.

Die Abbildung 6.13 zeigt, dass Gl. (6.12) den Verlauf der berechneten
Punkte für x < −0.2δ gut wiedergibt. Aus Gln. (6.9), (6.10) und (6.12)
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6.2. Wechselwirkung zweier Treibstrahlen

kann der Faktor A1 für die Verstärkung des Masseflusses in der Rück-
strömung infolge der Treibstrahl-Wechselwirkung nun formuliert wer-
den:

A1 = qx

q′
x
=

(
q′

x
∣∣
δ→∞

q′
x

)2

. (6.13)

Es ist bemerkenswert, dass sich A1 allein aus Masseflussprofilen des
Einzelstrahls ermitteln lässt. Gilt der Zusammenhang (6.9) universell,
also auch für andere Strahlquellen und Betriebsbedingungen, kann die
Auswirkung der Wechselwirkung auf die Rückströmung bereits aus ei-
ner einzigen achsensymmetrischen Berechnung der freien Treibstrah-
lexpansion bestimmt werden.
Im Einzelfall ist zu prüfen, ob eine – hier unberücksichtigte – rück-
wärtige Wand die Rückströmung derart beeinflussen kann, dass das
dargestellte Vorgehen nicht anwendbar ist. Die oben präsentierten Er-
gebnisse zeigen sämtlich freimolekulare Strömungsverhältnisse, und
auch eine näherungsweise Halbierung der freien Weglänge durch von
einer solchen Wand remittierte Partikel würde das nicht drastisch än-
dern. Insofern erscheint das dargestellte Vorgehen geeignet, auch die
Größenordnung der auf die Wand treffenden Flüsse abzuschätzen.
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7. Kritische Diskussion

7.1. Berechnung stark expandierender Treibstrahlen

Eine Modellierung der Treibstrahlexpansion und -Wechselwirkung er-
fordert numerische Verfahren, mit denen Strömungen idealer Gase1 für
alle Knudsen-Zahlen berechnet werden können. Aus praktischen Grün-
den wird in dieser Arbeit ein Kontinuumsverfahren mit einer

”
Direct

Simulation Monte-Carlo“ (DSMC) Implementierung verknüpft. Wäh-
rend mit dem TAU-Code [44] des DLR ein in verschiedensten Anwen-
dungen bewährter Löser für Kontinuums-CFD zur Verfügung stand,
waren geeignete verifizierte und dokumentierte 3D-Implementierungen
der DSMC-Methode zu Beginn dieser Arbeit nicht frei zugänglich2.

Das quelloffene und professionell gepflegte OpenFOAM-Paket stellt fer-
tige Routinen für paralleles Rechnen, standardisierte Datei-Ein- und
Ausgabe sowie zur Teilchenverfolgung auf beliebigen Polyedernetzen
bereit. Die 2010 von Scanlon u. a. [93] vorgestellte Implementierung
dsmcFoam macht Gebrauch von den OpenFOAM-Bibliotheken und ist
seitdem in einer rudimentären Fassung Bestandteil der OpenFOAM-
Distribution. Da mit der Originalimplementierung von dsmcFoam eine
Treibstrahlsimulation nicht möglich ist und zudem die in [93] gezeig-
ten Vergleiche mit Referenzprogrammen sowohl methodisch als auch
im Ergebnis unbefriedigend sind, wurde die Implementierung für die-
se Arbeit gründlich überarbeitet und modifiziert.

Im Ergebnis liegt nun ein DSMC-Löser vor, dessen Kernroutinen (Aus-
tausch von Impuls und Energie in intermolekularen Stößen) gegen be-
kannte analytische Lösungen strömungsmechanischer Modellprobleme
tatsächlich im engeren Sinne validiert ist. Der zufriedenstellende Ver-
gleich von Momenten niederer Ordnung (Dichte, Geschwindigkeit) mit
anderen Verfahren und experimentellen Daten nährt die Überzeugung,
1Im allgemeinen handelt es sich um ein Gemisch reagierender idealer Gase.
2G. A. Birds DS3V-Programm ist an das

”
Windows“-Betriebssystem der Firma Microsoft

gebunden und damit nicht HPC-tauglich.
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dass auch die übrigen Elemente einer DSMC-Simulation korrekt imple-
mentiert wurden.

Kontinuums- und Partikelverfahren werden unabhängig und nachein-
ander ausgeführt, wobei die Randbedingungen für die DSMC-Simula-
tion aus dem Ergebnis der Navier-Stokes-Rechnung extrahiert werden.
Mathematisch ist es also nicht konsistent, die Geschwindigkeiten der
Simulationsteilchen am Einströmrand aus der Maxwell-Verteilung zu
ermitteln, da letztere eine Gleichgewichtsverteilung ist und deshalb
Reibung und Wärmeleitung nicht berücksichtigt werden. Richtig, aber
auch aufwendiger ist es, Teilchengeschwindigkeiten aus der Chapman-
Enskog-Verteilung (A.7) zu bilden. Dadurch erhöht sich auch der Teil-
chenfluss über den Einströmrand [91]. In Anhang A.2 wird diese Erhö-
hung abgeschätzt und für die hier untersuchte Anwendung für prak-
tisch irrelevant befunden.

Die Schnittstelle zwischen Partikel- und Kontinuumsverfahren wird
hier so gelegt, dass geeignet definierte Nichtgleichgewichtsindikatoren
(vgl. Abschnitt 4.1.3) klein sind. Diese Indikatoren werden aus Feldlö-
sungen des Navier-Stokes-Verfahrens gewonnen und man mag fragen,
ob ein Verfahren in der Lage ist, seine eigene Ungültigkeit richtig vor-
herzusagen. Eine gründliche Untersuchung dieser Frage liegt selbst
bei Beschränkung auf die Gültigkeitsgrenzen der Navier-Stokes-Glei-
chungen außerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Liepmann und Roshko
[74] widmen diesem Thema einen eigenen Abschnitt. Die Navier-Sto-
kes-Gleichungen können mit einem linearen Störungsansatz aus der
Boltzmann-Gleichung abgeleitet werden. Mit den hier verwendeten Pa-
rametern Knτ und Knq wird überprüft, ob die dabei getroffene Annahme
”
kleiner“ Störungen plausibel ist. Der von Bird [7] vorgeschlagene Pa-

rameter P und sein Schwellenwert für einsetzendes thermisches Nicht-
gleichgewicht in Expansionsströmungen (ohne Wandeinfluss) beruhen
auf numerischen Untersuchungen mit DSMC, sind also durch ein ge-
genüber den Navier-Stokes-Gleichungen höherwertiges Modell abgesi-
chert.

Eine entkoppelte Simulation der Strahlexpansion ins Vakuum liefert
gute Ergebnisse, ist aber zeitaufwendig und unflexibel: Jede Änderung
der Randbedingungen im Kontinuums-Löser, z. B. für eine Parameter-
studie, erfordert eine Neubewertung der Kopplungsgrenze. Verändert
sich diese in ihrer Gestalt, muss auch das Rechengitter für die DSMC-
Simulation neu aufgebaut werden, wenn letztere auf unstrukturier-
ten Netzen arbeitet. Für künftige Untersuchungen vor allem an realen
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7. Kritische Diskussion

Triebwerken ist die Hybridisierung der DSMC-Methode mit einem Si-
mulationsverfahren wünschenswert, welches Strömungen mit kleinen
Knudsen-Zahlen schnell und richtig berechnen kann.

Ansätze zur engeren Verknüpfung von Kontinuums-CFD und DSMC
sind in der Literatur schon seit etwa 25 Jahren zu finden, vgl. Schwart-
zentruber und Boyd [95]. Allerdings birgt insbesondere der Informa-
tionstransport vom stochastischen Partikelverfahren zum determinis-
tischen Löser partieller Differentialgleichungen Probleme, da sich die
der DSMC-Methode inhärenten Fluktuationen negativ auf die Stabili-
tät der CFD-Algorithmen auswirken. Partikel-Verfahren für gleichge-
wichtsnahe Strömungen [16, 47] sind der DSMC-Methode im Wesen
verwandter und empfehlen sich so als Kandidaten für die Entwicklung
von Hybridverfahren für den gesamten Knudsen-Zahl-Bereich.

Die numerische Berechnung wechselwirkender Treibstrahlen ist we-
niger ihrer Dauer wegen aufwendig (sind alle Anfangs- und Randbe-
dingungen gesetzt, dauert eine Rechnung mit mehrfacher Adaption et-
wa drei Wochen), als vielmehr aufgrund ihres Speicherbedarfs. Die an-
spruchsvollste Simulation umfasst knapp 280 Millionen Partikel in 23
Millionen Zellen. Der Rechenaufwand ist hauptsächlich proportional
zur Anzahl der simulierten Partikel. Eine flüssige Simulation mit aus-
reichend vielen Stichproben im zugewiesenen Großrechner-Zeitfenster
erfordert eine Zerlegung des zu berechnenden Gebietes in 400 Bereiche
(20 Knoten zu je 20 Kernen), die jeweils etwa die gleiche Anzahl Partikel
beinhalten. Ohne weiteren automatischen Lastausgleich wird eine spe-
zifische Berechnungsgeschwindigkeit von ca. 11 Millionen Bewegungen
pro Knoten und Sekunde erreicht3.

In allen betrachteten Konfiguration sind die Wechselwirkungsphäno-
mene auf einen vergleichsweise kleinen Bereich um die Schnittachse
von Wechselwirkungs- und Strahlachsenebene beschränkt. Für künf-
tige numerische Simulationen ist deshalb zu empfehlen, die Ausdeh-
nung des Rechengebietes senkrecht zu dieser Hauptachse auf etwa den
doppelten Düsenabstand (2δ) zu beschränken und die Ausdehnung in
Strömungsrichtung dagegen auf mindestens 15δ zu erhöhen.
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A

B

Abbildung 7.1.: Eindringtiefe von Strahl B in Strahl A. Farbig: Partialdichte
des Treibstrahls B; durchgezogen: Wechselwirkung; gestrichen: ungestörte
Strahlexpansion.

7.2. Mechanismus der Wechselwirkung

Eine Unterscheidung der Partikel nach ihrer Herkunft, wie sie in Ab-
schnitt 4.3 beschrieben ist, ermöglicht eine Analyse wechselwirkender
Treibstrahlen, die so im Experiment kaum möglich ist. So offenbart die
isolierte Betrachtung der Gasmoleküle nur eines Strahles die eigent-
liche Ursache der in Experiment [57] und Rechnung (Abschnitt 6.2.3)
beobachteten zusätzlichen Rückströmung.
Holz [57, S. 136ff.] widmet der Erforschung der zusätzlichen Rückströ-
mung eine umfangreiche Messreihe. Dabei führt er als bekannt an, dass
der Entstehungsort

”
zentral“ zwischen den Düsen und von der Aus-

trittsebene stromab läge4. Aus den Messergebnissen schließt Holz auf
die Existenz eines Punktes stromab der Düsen und auf der Schnittach-
se der Symmetrieebenen, an dem die Strömungsgeschwindigkeit ma-
kroskopisch Null ist. Dieser Punkt wird als

”
freier Staupunkt“ [57] be-

zeichnet.
In Abb. 7.1 ist farbig die Partialdichte des Treibstrahls

”
B“ bei Wechsel-

wirkung mit einem gleichartigen Strahl
”
A“ dargestellt. Dunkle Schat-

tierungen bedeuten eine hohe Dichte, weiße Flächen zeigen eine ver-
schwindend geringe Konzentration. Ebenso gezeigt sind Integralkur-
ven des Geschwindigkeitsfeldes von Strahl

”
B“ im Falle des Wechsel-

wirkung (durchgezogene Linien) und, zum Vergleich, jene im Falle un-
3OpenFOAM-2.4.0 mit Intel C++-Compiler v.16 / Intel MPI 5.1.1 auf DLR SCART2 (Ivy

Bridge + InfiniBand).
4Eine entsprechende Quelle ist nicht genannt.
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7. Kritische Diskussion

beeinflusster Expansion. Es muss zur Vermeidung falscher Interpreta-
tionen betont werden, dass es sich in beiden Fällen nicht um Strom-
linien im Sinne der

”
klassischen“ (Kontinuums-)Strömungsmechanik

handelt, da der betrachtete Bereich unmittelbar stromab der Düsen
von sehr geringer Gasdichte ist (vgl. Abschnitt 6.2). Eine Krümmung
der Integralkurven kann also nur durch Überlagerung verschieden ge-
richteter freimolekularer Strömungen zustande kommen.

Aus Abb. 7.1 lässt sich eine Erklärung für die beobachteten und in Ab-
schnitt 6.2 beschriebenen Wechselwirkungsphänomene ableiten. Dem-
nach vollzieht sich die Wechselwirkung unmittelbar stromab der Düsen
so: Grenzschichtgas aus Strahl

”
B“ expandiert zunächst unbeeinflusst

in Richtung von Strahl
”
A“, die Dichte von

”
B“ nimmt dabei radial in et-

wa mit dem Quadrat der zurückgelegten Strecke ab. Umgekehrt nimmt
die Dichte des Strahles

”
A“ auf dieser Strecke rasch zu, bis Strahl

”
A“

schließlich undurchlässig für
”
B“ wird. Die Grenze für die Durchdrin-

gung ist für stark strahlbündelnde Düsen wie die hier untersuchten
recht scharf und in Abb. 7.1 deshalb deutlich in der oberen Bildhälf-
te zu erkennen. Ein geringer Anteil der Teilchen

”
B“ wird durch die

Wechselwirkung mit
”
A“ zurückgestreut und erhöht so die Rückströ-

mung. Der weitaus größere Teil wird mit dem Strahl
”
A“ mitgerissen,

was den in Abb. 6.10 festgestellten, erhöhten Anteil von Grenzschicht-
gas erklärt.

Weiter stromab, in jeweils kleinerem Winkel zu den Düsenachsen, tref-
fen relativ dichte Bereiche der Gasstrahlen aufeinander, so dass die
Strahlwechselwirkung gasdynamischer Natur ist. Bei genügend hoher
Dichte treten Wechselwirkungsstöße auf, die in sehr flachem Winkel
zur hypersonischen Anströmung stehen. Mit zunehmender Entfernung
von den Strahlquellen nimmt jedoch die Gasdichte ab und so können
sich die Wechselwirkungsstöße nicht beliebig stromab fortsetzen. Die
in dieser Arbeit untersuchten Strömungsgebiete sind alle nicht groß
genug, um das Verschwinden der Wechselwirkungsstöße stromab zu
beobachten. Deren Ausdehnung senkrecht zur Strahlachsenebene ist
hingegen gering, wie Abb. 6.8(a) zu entnehmen ist.

7.3. Gleichwertigkeit von Messung und Rechnung

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die aus Messungen [57] und Rechnungen
gewonnenen Ergebnisse in Bezug auf ihre Gleichwertigkeit zu verglei-
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Abbildung 7.2.: Zur Gleichwertigkeit zweier vergleichbarer Verfahren: 1 – sehr
gute, 2 – gute, 3 – befriedigende, 4 – keine Übereinstimmung.

chen. Dazu ist es notwendig zu verstehen, welche Größen auf welche Art
in beiden Verfahren gewonnen werden und mit welchen Einschränkun-
gen sie zu bewerten sind. Ferner benötigt wird eine im Absolutwert ver-
gleichbare, gemeinsame physikalische Größe, deren Fehlerbehaftung
für beide Methoden quantifiziert ist. Es soll von Gleichwertigkeit ge-
sprochen werden, wenn sich die Streuintervalle beider Methoden in der
vergleichbaren Größe überlappen. Eine Bewertung kann dabei nach der
Lage der Mittelwerte und Streuintervalle erfolgen, siehe Abb. 7.2.

In Kapitel 5 ist beschrieben, wie die ursprünglich als Erhaltungsglei-
chung für den Massefluss aufgestellte Sondengleichung so aufgeteilt
wird, dass jede Seite entweder aus berechneten oder aus numerischen
Daten bestimmt werden kann. Dieser Schritt ist nötig, da das Signal der
Patterson-Sonde abhängig von Knudsen- und Mach-Zahl der Anströ-
mung interpretiert werden muss und jene im allgemeinen nur aus der
Simulation verfügbar sind. Der numerisch ermittelte Massefluss wird
dabei mit einem Faktor Ψ multipliziert, der rechnerisch den Einfluss
der Wechselwirkung des Sondenkörpers mit der Strömung nachbildet.
Damit ist eine im Absolutwert vergleichbare Größe X geschaffen.

Die Berechnung der quantifizierbaren Unsicherheiten bei der Bestim-
mung von X aus beiden Verfahren werden in Abschnitt 5.5 diskutiert.
Die Unsicherheit in der Bestimmung von Ψ ist überall deutlich unter
1%. Damit ist der berechenbare Gesamtfehler (Datenfehler) in Xnum so
klein, dass er innerhalb der Strichstärke in den Abbildungen liegt.
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7. Kritische Diskussion

Modell- und Verfahrensfehler werden durch die oben geschilderte Vor-
gehensweise nicht erfasst. Die Messung mit der Patterson-Sonde ist
ein intrusives Verfahren, d. h. die Sonde verändert das Strömungsfeld
durch Rückstreuung von Molekülen, Abschattung oder, in dichter Strö-
mung, durch gasdynamische Stöße. In den Simulationen bleibt eine
Rückwirkung der Sonde auf das Strömungsfeld hingegen unbeachtet.
Die theoretische Berücksichtigung des Sondeneinflusses über den Fak-
tor Ψ ist mit vertretbarem Aufwand auch nur durch vereinfachende An-
nahmen, wie idealisierte Sondenöffnung und Anströmung im thermi-
schen Gleichgewicht möglich, vgl. Kapitel 5 und Anhang B.

Für die hier untersuchten Konfigurationen ist der Verlauf der Düsen-
wandtemperatur entlang der Innenkontur und die Schwankungsbreite
derselben im Experiment nicht bekannt. Die damit verbundene Unsi-
cherheit in der Modellierung kann demnach nicht bestimmt werden und
ist bei der Fehlerbetrachtung nicht berücksichtigt. Eine systematische
Untersuchung des Wandtemperatureinflusses auf die freie Expansion
einer Inertgasströmung steht noch aus.

Eine detaillierter Vergleich der berechneten und gemessenen Ergeb-
nisse wird dadurch erschwert, dass in den Experimenten zur Strahl-
wechselwirkung eine der beiden Düsen um mehr als ein Grad von der
Messebene weg geneigt war [57, S. 106]. Diese Abweichung von der an-
gestrebten Parallelität der Düsen wird in der Rechnung nicht nachge-
bildet. Dadurch liegt die Messebene in einem Winkel zur Wechselwir-
kungsebene. In Abb. 6.9(a) ist eine Verschiebung der gemessenen Mas-
seflussmaxima gegenüber den berechneten zu sehen. Die in der Rech-
nung unberücksichtigte Neigung der Düsen zueinander kann eine Er-
klärung für diese Verschiebung in Hauptströmungsrichtung sein.

Insgesamt wird die Übereinstimmung zwischen den berechneten und
den gemessenen Profilen hier als überwiegend gut im Sinne von Abb. 7.2
betrachtet, da die numerischen Ergebnisse fast überall innerhalb der
Messunsicherheit liegen und verbleibende Abweichungen (s. o.) plausi-
bel erklärt werden können. Die Vergleichsgröße X aus Gl. (5.14) ermög-
licht auch für wechselwirkende Treibstrahlen mit sehr verschiedenen
Mach- und Knudsen-Zahlen einen quantitativen Vergleich von Rech-
nung und Experiment.

Gleichwertigkeit muss immer neu bewertet werden, wenn sich die Unsi-
cherheitsbereiche durch genauere Modelle oder sensiblere Messtechnik
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7.3. Gleichwertigkeit von Messung und Rechnung

verändern. So ist zum Beispiel die in Tab. 5.1 angegebene Messunsi-
cherheit im Konverterdruck von 15% eine Herstellerangabe zur prinzi-
piellen Genauigkeit des Messverfahrens. Dieser Wert lässt sich durch
eine individuelle Kalibrierung reduzieren.
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8. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Phänomene der Wechselwirkung von
zwei Treibstrahlen in einer Hochvakuumumgebung in ihrer Abhängig-
keit vom Düsenabstand untersucht. Dies geschieht am Beispiel einer
kalten Stickstoff-Strömung aus Düsen mit gegebener Kontur, die bei
gleichen Bedingungen stationär betrieben werden.

Ziele dieser Arbeit sind die detaillierte numerische Berechnung und
Analyse inerter, wechselwirkender Treibstrahlen unter Hochvakuum-
bedingungen sowie der Vergleich mit Messungen an nominell gleichen
Konfigurationen. Dazu wurde ein DSMC-Verfahren implementiert, va-
lidiert und verifiziert. Die Berechnung der Strömungsfelder wird we-
sentlich beschleunigt, in dem die Kontinuumsströmung in der Düse
zunächst mit dem DLR TAU-Code simuliert wird. Aus den Lösungen
der Kontinuums-CFD werden die Randbedingungen für nachfolgende
Berechnungen mit dem DSMC-Verfahren gewonnen. Da die Betriebs-
bedingungen der Düsen konstant sind, müssen die Bedingungen am
DSMC-Einströmrand nur einmal ermittelt werden.

Ein wesentliches Element der hier vorgestellten Rechnungen ist, dass
sie eine Unterscheidung der Treibstrahlbereiche nach ihrem Ursprung
gestatten. So wird in dieser Arbeit erstmalig der Übergang von Kern-
strahl zu Grenzschichtexpansionsgebiet im Fernfeld eines frei expan-
dierenden Treibstrahls genau bestimmt. Für alle fünf Düsenabstän-
de, für die im Rahmen dieser Arbeit die Strahlwechselwirkung unter-
sucht wird, ermöglicht die Unterscheidbarkeit der beiden Treibstrah-
len eine Betrachtung des wechselseitigen Eindringens. Damit werden
in dieser Arbeit die Wechselwirkung zweier Treibstrahlen und beson-
ders die Entstehungsmechanismen der zusätzlichen Rückströmung be-
schrieben und erklärt. Dabei wird gezeigt, dass diese Rückströmung
quantitativ allein aus einem Modell des einzelnen, frei expandierenden
Strahls ermittelt werden kann. Einen

”
Staupunkt“ auf der Wechsel-

wirkungsebene, wie bisher postuliert [57], gibt es in den untersuchten
Konfigurationen nicht. Ebensowenig erfasst der Parameter Knp (vgl.
Abschnitt 2.2) die Entstehung einer zusätzlichen Rückströmung voll-



ständig. Er beschreibt allein das Auftreten von Wechselwirkungsstö-
ßen.
Begleitend zur Berechnung und Analyse der Treibstrahlexpansion und
-Wechselwirkung wird ein Verfahren erarbeitet, das einen Vergleich der
berechneten Strömungsfelder mit den von Holz [57] gemessenen Daten
ermöglicht. Holz hat Messdaten an Stickstoff-Treibstrahlen sämtlich
intrusiv mit einer Patterson-Sonde mit schlitzförmiger Messöffnung ge-
wonnen und Rohwerte angegeben. Um diese mit numerisch berechne-
ten Strömungsgrößen vergleichen zu können, muss die Empfindlichkeit
der Sonde auf Strömungsgeschwindigkeit, Temperatur und Dichte Be-
rücksichtigung finden.
Dazu wird hier ein mathematisches Modell vorgestellt, mit dem die
Durchtrittswahrscheinlichkeit einer freimolekularen Strömung durch
einen Spalt endlicher Tiefe berechnet werden kann (Anhang B). Mit-
hilfe eines Interpolationsansatzes kann das Sondensignal nun für al-
le Knudsen-Zahlen ausgewertet werden. Eine Trennung der neu ent-
wickelten Sondengleichung in messbare und berechenbare Größen er-
möglicht den direkten Vergleich zwischen experimentellen und numeri-
schen Ergebnissen. Aus einer Fehlerschätzung wird der Grad der Gleich-
wertigkeit von experimentellem und numerischem Verfahren definiert.
Die verglichenen Ergebnisse stimmen nach den in Abschnitt 7.3 defi-
nierten Kriterien überwiegend gut überein.
Die numerisch ermittelten Strömungsfelder wechselwirkender Treib-
strahlen werden vorwiegend hinsichtlich des Masseflusses ausgewer-
tet, wobei dem Massefluss entlang der Schnittgeraden beider Symme-
trieebenen (

”
Hauptachse“) besondere Bedeutung zukommt. Holz [57]

hat gezeigt, dass der Massefluss der Rückströmung auf der Hauptach-
se ein Maximum hat und dieses Ergebnis wird durch die Rechnungen
bestätigt (Abb. 6.8(b)).
Für eine praktische Bewertung der Relevanz von zusätzlicher Rückströ-
mung ist es oft ausreichend, den Maximalwert zu kennen. Ist dieser
bekannt, können auch Obergrenzen für Impuls- und Energiefluss ge-
schätzt werden, in dem der Massefluss mit einer angenommenen Strö-
mungsgeschwindigkeit bzw. deren Quadrat multipliziert wird. Dabei
ist es konservativ, die Grenzgeschwindigkeit

√
2h0 anzunehmen. In den

untersuchten Wechselwirkungsfällen ist der rückströmende Massefluss
etwa vier Größenordnungen kleiner als der in Hauptströmungsrich-
tung, so dass ein nennenswerter Beitrag zum Schub nicht zu erwarten
ist.
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8. Zusammenfassung

Im Zuge der Untersuchungen sind Fragen aufgetreten, deren Beant-
wortung künftiger Forschung überlassen werden muss. Die aus Sicht
des Autors wichtigste Frage ist, wie die Massefluss-Verteilung im Strahl
die Wechselwirkung beeinflusst und wie erstere zu charakterisieren ist,
um diesen Einfluss systematisch und übertragbar zu untersuchen. Bei
sonst gleichen Betriebsbedingungen ist zu erwarten, dass eine Strö-
mung aus einer Lochblende eine breitere Massefluss-Verteilung über
den Winkel von der Strahlachse hat als eine, deren Expansion in ei-
ner divergenten Düse zunächst geführt verläuft. Diese Vermutung wird
z. B. durch Abb. 2.3 gestützt, auch wenn die dort gezeigten Strömungen
nicht in Hochvakuum expandieren. Die Wechselwirkungsstöße liegen
jedoch gegenüber Abb. 6.7 deutlich näher an der Austrittsebene.

Die numerische Untersuchung der Düsenströmung macht deutlich (Ab-
schnitt 6.1.1), welchen starken Einfluss kleine Veränderungen der Dü-
sengeometrie auf die Bildung von Stößen in der Düse hat. Wie genau
diese Stöße die nachfolgende Strahlausbreitung beeinflussen, ist noch
zu klären.

Neben der geometrischen Gestaltung der Strahlquelle beeinflussen Gas-
art und Reservoirbedingungen die Massefluss-Verteilung im Strahl [87].
Die Gasart mag dabei durch ihre molare Masse und das Verhältnis spe-
zifischer Wärmen charakterisiert sein, Reservoirbedingungen sind Ru-
hedruck und -Temperatur. Alle genannten Parameter bestimmen den
Massestrom und dieser ist Bezugsgröße bei der Berechnung des dimen-
sionslosen MasseflussesF1 nach Gl. (3.18). Eine künftige Untersuchung
sollte zeigen, wie stark der Einfluss von Gasart und Reservoirbedin-
gungen auf die Strahlform ist. Im Hinblick auf die Übertragbarkeit der
Modelluntersuchungen auf reale Ein- und Zweistofftriebwerke ist eine
geeignete Beschreibung der Strahlausbreitung von Gasgemischen von
besonderem Interesse.

Ein wesentliches Ergebnis dieser Arbeit ist Gl. (6.13) zur Berechnung
des Faktors, um den sich die Rückströmung im Falle einer Wechsel-
wirkung erhöht. Der abgeleitete Zusammenhang fußt allerdings auf
einer heuristischen Herangehensweise. Die allgemeine Gültigkeit von
Gl. (6.13) ist daher noch nachzuweisen.

Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zum Vergleich mit Messda-
ten der Patterson-Sonde berücksichtigt nicht die Wechselwirkung von
dieser mit der umgebenden Strömung. Zur Untersuchung der Treib-
strahl-Wechselwirkung wurde die Sonde auch in Strömungsbereichen
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eingesetzt, die nicht freimolekular waren und in denen das Sonden-
rohr u. U. von verschiedenen Seiten angeströmt wurde. Die Sonde in
der numerischen Simulation

”
mitzurechnen“, als festen Körper in die

Rechnung einzubeziehen, bedeutet einen erheblichen Aufwand. Vorzu-
ziehen ist hier eine gesonderte numerische Studie (analog zu der in Ab-
schnitt 5.3.2 erwähnten), bei der die Patterson Sonde aus mindestens
zwei Richtungen mit verschiedenen Mach- und Knudsen-Zahlen ange-
strömt wird.
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A. Teilchenflussbilanz

Der Teilchenfluss über eine Ebene ergibt sich aus der lokalen Dichte
und der mittleren Geschwindigkeit der Teilchen, die über die Bilanz-
ebene in den jeweiligen Halbraum treten:

ṅ± =±n 〈v ·n〉 , (A.1)

wobei v der Geschwindigkeitsvektor eines einzelnen Gasteilchens ist.
Der Mittelwert in Gl. (A.1) wird mit der Verteilungsfunktion f (v) der
Teilchengeschwindigkeiten am Bilanzort gebildet:

ṅ± = n
Ñ

±(v·n)>0

(v ·n) f (v)dv . (A.2)

A.1. Maxwell-Verteilung

Vereinfachend wird ein Gas mit makroskopischer Strömungsgeschwin-
digkeit u= 〈v〉 angenommen, dessen Teilchengeschwindigkeiten im mit-
bewegten Bezugssystem Maxwell-verteilt sind, d. h. f (v) sei modelliert
durch

f̄ (v)= (p
πc̃

)−3 ·exp
(
−|v−u|2

c̃2

)
, (A.3)

mit die wahrscheinlichsten thermischen Geschwindigkeit c̃ =√
2kBT/m

am Bilanzort.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann ein Koordinatensystem so
definiert werden, dass eine Koordinatenachse mit der Flächennormalen
n der Bilanzebene zusammenfällt. Mit un =u ·n, vn = v ·n und Gl. (A.3)
wird Gl. (A.2) zu

ṅ± = np
πc̃

±∞∫
0

vn exp
[
− (vn −un)2

c̃2

]
dvn , (A.4)



A. Teilchenflussbilanz

da die Integration über die verbleibenden Geschwindigkeitskoordina-
ten sich über den gesamten Definitionsbereich (−∞,∞) erstreckt und
daher jeweils den Faktor Eins ergibt.

Gleichung (A.4) wird nach der Integration1 zu

ṅ± = nc̃
2
p
π
·χ(±Sn), Sn = un

c̃
, (A.5)

mit der Flussfunktion

χ(S)= exp
(−S2)+p

πS(1+erf(S)). (A.6)

A.2. Chapman-Enskog-Verteilung

Im folgenden sind alle thermischen Geschwindigkeiten c auf c̃ bezogen.
Die Chapman-Enskog-(CE)-Verteilung ist gegeben durch [19, 39]:

fCE(ĉ)= (
1+Φτ+Φq

)︸ ︷︷ ︸
CE-Faktor

feq(ĉ), (A.7)

mit

Φq(ĉ)=
(

2
5

ĉ2 −1
)(

q̂x ĉx + q̂y ĉy + q̂z ĉz
)
, (A.8)

Φτ(ĉ)=−2
(
τ̂xy ĉx ĉy + τ̂xz ĉx ĉz + τ̂yz ĉy ĉz

)
− τ̂xx

(
ĉ2

x − ĉ2
z
)− τ̂yy

(
ĉ2

y − ĉ2
z

)
.

(A.9)

Dimensionsloser Spannungstensor und Energieflussvektor sind hier nach
Garcia und Alder [39] definiert, aber zu (4.7) und (4.8) proportional:

τ̂i j = µ

p

(
∂ui

∂x j
+ ∂u j

∂xi
− 2

3
∂uk

∂xk
δi j

)
= 2Knτ, (A.10)

q̂i =− k
p

√
2m
kBT

∂T
∂xi

= 4Knq. (A.11)

Die Beträge q̂, τ̂ beider Größen müssen klein sein (< 0.1, [39]), damit die
CE-Verteilung überhaupt sinnvoll anwendbar ist.
1Es empfiehlt sich, zuvor vn = un + cn zu substituieren.
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A.2. Chapman-Enskog-Verteilung

Analog zur Abschnitt A.1 sei eine Strömung mit Geschwindigkeitsver-
hältnis Sn über eine zu ihr senkrecht stehende Kontrollfläche betrach-
tet. Integration von (ĉn+Sn) fCE(ĉ) über den positiven Geschwindigkeits-
halbraum liefert einen Teilchenfluss, der um ∆ṅ± von dem entsprechen-
den Wert bei angenommener Maxwell-Verteilung abweicht:

∆ṅ± = nc̃
2
p
π
·
{
− q̂n

5
Sn exp

(−S2
n
)}

. (A.12)

Die relative Änderung ist mit (A.5):

∆ṅ±
ṅ±

=− q̂n

5
· Sn

1+p
πSn exp

(
S2

n
)
[1+erf(Sn)]

. (A.13)

Der von Sn abhängige Term in Gl. A.13 hat für positive Sn ein Maximum
von etwas unter 0.2 (bei Ŝn ≈ 0.45) und fällt sehr schnell für wachsen-
de Sn. Voraussetzungsgemäß ist q̂n < 0.1, so dass sich der Teilchenfluss
über eine Kontrollfläche bei Berücksichtigung der Chapman-Enskog-
Verteilung nach Gl. (A.13) um weniger als 0.4% gegenüber dem Teil-
chenfluss bei Gleichgewichtsverteilung ändert.
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B. Freimolekulare Durchströmung eines langen
Spaltes

Es sei b die Breite einer Spaltöffnung mit Einheitstiefe und parallelen
Wänden, Abb. B.1(a); die Spaltlänge sei groß gegen b. Die Koordina-
te x verlaufe in Wandrichtung und es bezeichne x = 0 die

”
Eintritts-

ebene“ 1⃝, x = 1 entsprechend die
”
Austrittsebene“ 2⃝, Abb. B.1(b). Ei-

ne stark verdünnte Strömung mit Maxwell-verteilten thermischen Ge-
schwindigkeitsanteilen trifft auf die Eintrittsebene mit Geschwindig-
keitsverhältnis S unter einem Winkel α zur Achse x.

Bei ihrer Bewegung durch den Schlitz können die Gasmoleküle auf die
Seitenwände stoßen und in negative x-Richtung über die Eintrittsebe-
ne zurückgestreut werden. Der Teilchenfluss ṅ1 eintretender Moleküle
wird daher im Allgemeinen größer sein als der Fluss derjenigen Teil-
chen, die den Schlitzkanal durch die Austrittsebene verlassen. Der An-
teil derjenigen Moleküle, die durch die Ebene 1⃝ ein-, und durch Ebene
2⃝ austreten, definiert die Durchtrittswahrscheinlichkeit ℘:

℘12(b,S,α)= ṅ12(b,S,α)
ṅ1(S,α)

. (B.1)

Unter Annahme vollständiger Akkommodation der Moleküle an den

L = 1

α

S

b
1⃝

2⃝

(a) Anströmung.

x̂

ϕlim

x = 0 x = 1
dx

ϕ

ṅb

(b) Molekularstrahl.

Abbildung B.1.: Definition der Variablen am Spalt.



B.1. Teilchenfluss der Anströmung

Seitenwänden hängt die Durchtrittswahrscheinlichkeit neben Betrag
und Richtung der Anströmung nur von der Schlitzgeometrie ab.

Die im folgenden dargelegte Methode zur Berechnung von ℘ greift ei-
nen Vorschlag von Hughes und de Leeuw [58] auf und beruht auf der
Superponierbarkeit freimolekularer Strömungen.

B.1. Teilchenfluss der Anströmung

Es bezeichne Sx = S cosα den Anteil des Geschwindigkeitsverhältnis-
ses, und ĉx = cx/c̃ die dimensionslose Komponente der thermischen Ge-
schwindigkeit entlang der x-Achse. Der Teilchenfluss über die Ebene x =
0 in positive x-Richtung kann dann aus der Integration der Geschwin-
digkeitsverteilungsfunktion über alle Geschwindigkeiten mit positiver
Komponente in x-Richtung bestimmt werden (siehe auch Anh. A):

ṅ1 = ṅA1 ·2
∞∫

−Sx

(Sx + ĉx) exp
(−ĉ2

x
)

dĉx ,

= ṅA1 ·
[
exp

(−S2
x
)+p

πSx (1+erf(Sx))
]
,

= ṅA1 ·χ(S,α).

(B.2)

In Gl. (B.2) ist ṅA1 = n1 〈c〉1 /4 die Flächenstoßrate eines Gleichgewichts-
gases mit Teilchendichte n1 bei 1⃝; 〈c〉 ist die lokale mittlere thermi-
sche Geschwindigkeit. Die Größe ṅA1 ist hier jedoch nicht wesentlich,
wie weiter unten zu sehen sein wird. Jede Auswirkung der makrosko-
pischen Strömungsgeschwindigkeit auf den Teilchenfluss ṅ1 wird durch
die Flussfunktion χ(S,α) erfasst.

B.2. Teilchenfluss durch den Schlitzkanal

Die Berechnung des Flusses ṅ12 der Teilchen, die den Schlitzkanal durch
Ebene 2⃝ verlassen, nachdem sie durch Ebene 1⃝ eingetreten sind, erfor-
dert umfangreichere Überlegungen. Nach einem Vorschlag von Hughes
und de Leeuw [58] betrachten wir zunächst einen Molekularstrahl mit
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B. Freimolekulare Durchströmung eines langen Spaltes

Teilchenfluss ṅb, welcher im Winkel ϕ zur x-Achse auf die Eintrittsebe-
ne trifft (vgl. Abb. B.1(b)). Es sei

K
(
ϕ,b

)= ṅb12
(
ϕ,b

)
ṅb1

(
ϕ

) (B.3)

das Transmissionsverhältnis des Molekularstrahls. Es ist anschaulich
klar, dass K

(
ϕ,b

) ≤ 1, wobei K bei frontaler Anströmung (ϕ = 0) oder
verschwindender Wanddicke (b →∞) zu Eins wird.

Die dimensionslose angulare Flussdichte F
(
ϕ,S,α

)
sei definiert durch:

dṅ1 = ṅA1 ·F
(
ϕ,S,α

)
dϕ . (B.4)

Da intermolekulare Stöße in der hier angenommenen freimolekularen
Strömung vernachlässigt werden, ist es möglich, komplexere Strömun-
gen aus einer gewichteten Überlagerung einzelner Molekularstrahlen
nachzubilden. So kann der Teilchenfluss ṅ12 bestimmt werden, indem
das Transmissionsverhältnis für jede Richtung ϕ mit der zugehörigen
angularen Flussdichte gewichtet, und anschließend über den zulässi-
gen Wertebereich von ϕ integriert wird:

ṅ12 = ṅA1 ·
∫ π

2

− π
2

K
(
ϕ,b

)
F

(
ϕ,S,α

)
dϕ . (B.5)

B.2.1. Transmissionsverhältnis

Aus einfacher geometrischer Betrachtung (Abb. B.1(b)) folgt sofort der
Teilchenfluss ṅb1 durch die Eintrittsebene:

ṅb1
(
ϕ

)= ṅb cosϕ, (B.6)

und analog der Strom derjenigen Teilchen, die auf ein Wandelement dx
im Schlitzkanal treffen:

dṄw
(
ϕ

)= ṅb sin
∣∣ϕ∣∣dx . (B.7)

von den Teilchen, die von der Wand zurückgestreut werden, erreicht
ein Bruchteil p(x,b) auch die Austrittsebene. Der Fluss dieser Teilchen
ergibt sich also aus der Wichtung von dṄw

(
ϕ

)
mit p(x,b), integriert über

112



B.2. Teilchenfluss durch den Schlitzkanal

alle vom Molekularstrahl erreichbaren x, und schließlich bezogen auf
die

”
Fläche“ der Austrittsebene:

ṅb12
(
ϕ,b

)= ṅb sin
∣∣ϕ∣∣

b

x̂∫
0

p(x,b)dx . (B.8)

In Gl. (B.8) ist x̂
(
ϕ,b

) = b/ tan
∣∣ϕ∣∣ die für den Molekularstrahl maximal

erreichbare Wandkoordinate. Aus Abb. B.1(b) ist klar, dass p(x > 1,b)≡ 1
ist.
Die Bestimmung der Austrittswahrscheinlichkeit p(x,b) würde eine nu-
merische Lösung einer Integralgleichung erfordern. Dagegen schlägt
Clausing [23] vor, die notwendig vorhandene Symmetrie von p(x,b) zu
nutzen und die Austrittswahrscheinlichkeit durch eine Approximation
der Gestalt

p(x,b)= a(b)+ [1−2a(b)] · x, ∀ x ∈ [0,1], (B.9)
zu nähern, wobei

a(b)= 1
2

[
(1−ξ)−

√
(1−ξ)2 +b2

]
−

[
ξ−

√
ξ2 +b2

]
[
(1−ξ)−

√
(1−ξ)+b2 + 1

2
(1−ξ)p

(1−ξ)2+b2

]
−

[
ξ−

√
ξ2 +b2 + 1

2
ξp

ξ2+b2

] ,

(B.10)
und

ξ=


b lnb
b lnb−2

; b ≤ 1,

0 ; b ≥ 1.
(B.11)

Numerische Stichproben und Fehlerabschätzungen haben einen maxi-
malen Fehler von 2% gegenüber dem

”
wahren“ Wert von p(x,b) ergeben

[23].
Mit den Gln. (B.6), (B.8) und (B.9) lässt sich nun das Transmissionsver-
hältnis formulieren:

K
(
ϕ,b

)=


1− 1
2b

tan
∣∣ϕ∣∣ ; 0≤ ∣∣ϕ∣∣≤ϕlim,

a(b)
[
1− b

tan
∣∣ϕ∣∣

]
+ 1

2
b

tan
∣∣ϕ∣∣ ; ϕlim ≤ ∣∣ϕ∣∣< π

2
.

(B.12)

Abbildung B.2 zeigt den Verlauf von K
(
ϕ,b

)
am Beispiel ausgewählter

Parameter b. Die Funktion K
(
ϕ,b

)
ist charakteristisch für die geome-

trischen Verhältnisse am Spalt und für das zugrunde liegende Wand-
modell (hier: vollständig diffuse Rückstreuung).
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B. Freimolekulare Durchströmung eines langen Spaltes

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0◦ 30◦ 60◦ 90◦

K
( ϕ

,b
)

b = 1

ϕ

b = 0.2

b = 5

K
(
ϕlim,b

)= 1
2

Abbildung B.2.: Graph von K
(
ϕ,b

)
nach (B.12).

B.2.2. Angulare Flussdichte

In einem Gas, das sich mit Driftgeschwindigkeit u bewegt, sei die Ge-
schwindigkeit v eines einzelnen Teilchens als vektorielle Summe aus u
und der überlagerten thermischen Geschwindigkeit c (Abb. B.3).

Das Koordinatensystem sei so gewählt, dass u in der x-y-Ebene in einem
Winkel α zur x-Achse liegt. Aus Abb. B.3 ist sofort ersichtlich, dass

c2 = c2
z +w2 +u2 −2uw cosφ, φ=ϕ−α, (B.13)

wobei w die Projektion der Teilchengeschwindigkeit v auf die x-y-Ebene
bezeichnet. Der Teilchenfluss dṅw

(
ϕ

)
über ein Flächenelement senk-

recht zu w ist
dṅw

(
ϕ

)= ∫
cz

∫
w

nw f (c)dc , (B.14)

und der Teilchenfluss dṅ1 über die Eintrittsebene (d. i. die y-z-Ebene)
ergibt sich aus Multiplikation von Gl. (B.14) mit cosϕ.

Vereinfachend sei angenommen, dass die thermische Geschwindigkeit
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B.2. Teilchenfluss durch den Schlitzkanal

ϕα

φ

vz = cz

v̂z

v̂y

v̂x u

c

v

w

Abbildung B.3.: Geschwindigkeitsraum (zu Abschnitt B.2.2).

einer Maxwell-Verteilung folgt, dass also

f (c)= 1(p
πc̃

)3 exp
(
− c2

c̃2

)
, (B.15)

mit der wahrscheinlichsten thermischen Geschwindigkeit c̃.

Aus Gln. (B.13), (B.14), (B.15) und anschließender Integration über alle
cz ∈ [−∞,∞] und w ∈ [0,∞] erhält man schließlich

dṅ1 = ṅA1 ·cosϕ exp
(−S2){1

2
exp

(
S2
φ

)[
1+2S2

φ

][
1+erf

(
Sφ

)]+ 1p
π

Sφ

}
dϕ ,

(B.16)
wobei Sφ = S cos

{
ϕ−α

}
. Der Vergleich mit Gl. (B.4) liefert

F
(
ϕ,S,α

)= 1
2

exp
(−S2)

cosϕ
{

exp
(
S2
φ

)[
1+2S2

φ

][
1+erf

(
Sφ

)]+ 2p
π

Sφ

}
.

(B.17)

Aus Gl. (B.2) und der Definition von F
(
ϕ,S,α

)
(B.4) ist klar, dass:∫ π

2

− π
2

F
(
ϕ,S,α

)
dϕ != χ(S,α) (B.18)

gelten muss.
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B. Freimolekulare Durchströmung eines langen Spaltes

B.3. Durchtrittswahrscheinlichkeit

Die Durchtrittswahrscheinlichkeit ℘12 lässt sich nun gemäß Definition
(B.1) und den Gln. (B.2) und (B.5) formulieren:

℘12(b,S,α)=
∫ π

2
− π

2
K

(
ϕ,b

)
F

(
ϕ,S,α

)
dϕ∫ π

2
− π

2
F

(
ϕ,S,α

)
dϕ

, (B.19)

bzw. unter Berücksichtigung von (B.18):

℘12(b,S,α)=
∫ π

2

− π
2

K
(
ϕ,b

)
F̄

(
ϕ,S,α

)
dϕ , (B.20)

mit der normalisierten Flussdichtefunktion

F̄
(
ϕ,S,α

)= F
(
ϕ,S,α

)
χ(S,α)

. (B.21)

Eine analytische Lösung der rechten Seite von Gl. (B.20) für den all-
gemeinen Fall ist im Rahmen dieser Arbeit nicht gelungen1, wohl aber
lassen sich Grenzfälle diskutieren: Aus Gln. (B.17) und (B.21) sieht man
sofort, dass

F̄
(
ϕ,S → 0,α

)= 1
2

cosϕ, und (B.22)

F̄
(
ϕ,S →∞,α

)= δD
(
ϕ−α

)
, (B.23)

wobei δD die Dirac-Funktion bezeichnet. Im hypersonischen Grenzfall
ist die Durchtrittswahrscheinlichkeit also

℘hyp(b,α)= K(α,b). (B.24)

Für die freimolekulare Effusionsströmung (S = 0) lässt sich die Durch-
trittswahrscheinlichkeit ℘ef (

”
Clausing-Faktor“ [22]) für den Schlitz be-

rechnen aus:

℘ef(b)= a(b)− b
2

lnh(b) · [1−2a(b)]+ 1
2

h(b), (B.25)

mit a(b) nach Gl. (B.10) und der Hilfsfunktion

h(b)=
(p

b2 +1−1p
b2 +1+1

) 1
2

. (B.26)
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B.3. Durchtrittswahrscheinlichkeit

0

1

1001
b

0.01

℘
ef Gl. (B.25)

2b
1+2b

Abbildung B.4.: Durchtrittswahrscheinlichkeit für Effusion aus einem Spalt,
nach Gl. (B.25) und Approximation von Koppenwallner [67] für b > 1.

Die Funktion ℘ef(b) ist in Abb. B.4 graphisch dargestellt. Für kurze
Schlitzkanäle (b > 1) kann die Durchtrittswahrscheinlichkeit gut nach
einer von Koppenwallner [67] angegebenen Approximation genähert
werden. Die Hyperschallnäherung (B.24) stimmt für α≤ϕlim exakt mit
Koppenwallners Ergebnis überein. Es zeigt sich allerdings, dass die An-
nahme ℘hyp

(
b,α>ϕlim

)=℘hyp
(
b,ϕlim

)
[67] zu stark vereinfacht.

1Das Integral (B.20) wird numerisch ausgewertet. Die dafür benötigte Rechenzeit ist
kaum merklich.
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