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In einer im Jehre ?1‘9.5*1:» ar-‘sonmaﬁenmbewhat L; Pogeagtl [2]
den ninfluss der mindstromgrenzen auf ‘den Stromungszustend in der
Umg@bung aines mragftug@ls unsndtiaher SpannW@ita in einam Frei*
stranl berenhnat, der aus @inar ven zwai paraltelen ahenan Wanden
gabili@tsn Dlge auatriﬁt Der. T%agf%ﬂgam wurde dabei aureh ainen

gsraa@n Wirbetf&den k@n"*n@en'21rkulatian arsetzt die Randbadinn

gung k@nstanﬁen Bruekea'&uf der Freistrahlgrenza wurds in ubtioher
W@isa aagam&h@rt duroch die E@ndarung konstanten Potentials der
Zusatzetpdmung euf dep: ungastbrten Strahlgrenze. Die vormiegende
Arbelt, die veranlasst ist dureh aina Bearbsitung der raumlichan
Aufgebe eines Widerstand@kérpars in der\&chs@ eines aus einer Duse
sugtretenden krsiszytindrisohsﬁ Freistrahles ( [4] , [5] ) sollc
die Arbeit veon P O g g i arg&nzen vor allemuim Hinblick guf dia
phyaikalisehﬁ;ﬁeutung dar bai dieser und ahﬁliahan Aufgab@n(mit

toils freien, tsils festen Srenzsn auftr@tenden mathamatiachan

Fragen. Die Arbeit beaehrankt siéh @benso wie ﬁia van Pogegil |
auf 41s ebéne Aufgaba,,in der ein@ L@suns mittels elementarer Funk»l
Yionen in.gasohlasaanew Form moglich 1st, ain Teil ihrer &rgebniasa
gilt aber quati%ativ auch fﬁr enbapxeahends raumliche Aufgaben,
insbas@na@r@ ist dies bai den grundsttzliohen Ueberlegungen der
Abschnitte V bis VIII der Fall, Neben dem von P o g g i behan-
delten Fall sines Tragfliigels soll hiar‘ngah,dar-xglmgdea dureh
eine Quelle dargestellten Widarstandskbrpers mit:TQﬁWasser betrach~
tot werden. Die Lﬁsung'diaser Aufgabe wﬁrd@ man aueh unmittelbar
aug der E@QUEQ‘fur,dan~%irb®l”aghalﬁ¢n\kdnnenf;ﬁénn man Potential
und Stromfunkti@mAvertausaht;‘wabai glelchzeltig der feste Teil

des Kanals mit dem Freistrahl wvertauscht wird. Der Fall ginesa



kuprzen Kérpers ohne Totwagser, défg&stellt durch s#inen Dipol, wurde
gohon in einer friheren Arbait des Verfamsers behandelt [5] .

Die Zur LYsung der Aufgabe benutzte konforme Abbildung ist
in der vorliegenden Arbelt @ﬁwa@_andarsvéts bei P o geg 1 durche
gefiihrt ; hierdurch wurde es méglich, Qualle und Wirbel zu einer
. Wirbelguelle zusemmenzufassen und aueh den Fall der ausserhald
der Kﬁﬁﬁlaahaa_tiégen&an;ﬁingu&arit&t unmittelbar zu behandeln,
whhrend P o g g 1 in diesem Falle eine sufspaltung in zwei gleioch-
sinnige und zwsi gegensinnige Wirbel in-spiegelbildliéner Lage zur
Achge vornehmen musste. Die numerlschen Rechnungen beschrénken
sioh in der vorliegenden Arbeit auf den Fall einer in der Kenal-
achee Liegenden Singularittt, sie geben Uber die bei F o g g i
gerechneten E&l&a»hihauauneoh aine erste Nﬁharung fiir die Strahl-
verformung durch den Tregfligel oder Widerstandskdrper. Fir den
Pall des ausserhalb der Achse lisgenden Fligels (und damit auch
glelohzeitig fir den Fall der Quells) finden sioh fir die Zusatzge-
sohwindigkeit am Orte der Singulardibit selbst in der Arbeit ven

Pogeg il eausflhriiche Zehlenangaben, suf ﬁa&eh& hier verwiesen

worden kann,

Wir betrachten die folgende Anordnung (Bild 1)i Der feste Tell

dee Kanals werde gebildet von den baiden Halbgeraden y = &2 , %<0

‘(der Dlime) oder des Freistrahles befinde sich in der Umgebung des

Punktes z = & ein dfe Strémung stérender Ksrper (Widerstandsksrper



oder Tragfllgel), den wir durch eine Singulardtét im Punkte 2z = &
epsgetzen. Unm die beidsn wiohtigsban FTEalle des TragfLug@ls und des
Wid@rstendsk@rpers mit T@twaaaer in @inar Rechnung zu erfassen,
wollen wir als stéranda781ngulanitat eine Wirbelquelle von der
Zirkuletion:' [ und der Brgiebigkeit Q im Punkte z= a annehmen,
deren komplexes Potential ohne den Einfluss der Kenal- und Frei-

atrahlgrenzen ]
¢ w= -2 4 z-a) )

gein wiirde. Ausser der Strimung der Wirbelquelle und der von den
Kanaigrenzen'harrﬁhrenaen Zusatzebromung, die wir berechnen wollen,
haben wir im Kenal noch eine glelchfbrmige Parallelstrﬁmung in

- Richtung der Kanalmochse mit der Gesochwindigkelt U. Um die Aufgabe
linearisieren zu‘k@ﬁnan,~wemtén wir'voraussetzan, dags auf den

urspringlichen Fraistrah%gbenzen*gitt

Max/?%%/ << U fur y:f%’,v}o (2)

ﬁann.haban wir als Randhédingungen der Aufgaha zu fordern, dass
fir die aus @0 und der Zusatzstrémung gebildete Strimung die férten
Wénde der Dilse Stromlinien sind und dass dis urspriinglichen Freis
str&hlgranzgnvfur ﬁi@sa Strémung Potentiallinien sind. Die erste
diasér Fordarﬁhgen iét ééhau, die zwalte dagsgen eine Nﬁherung fir
die eigentlich zu statlande Ferderung konstenten Druckas, d  h,
konstanten Gesohwindigkeitabetragss auf einer neu zu besbimmenden
Strahlgranze‘ Diaaa Niherung ist sulissig, fatls aie von der Wir-
belaustla und der Zusatzsﬁrbmung herrﬁhrande NormalgeschW1ndigkeit

auf der ursprungllchen Ereistrahlgrenze uberaxl klein bleibt gsgen



die Hauptgesohwindigkeit U . Wir werden spdter sehen, dass wegen
des Weohsels der Randbedingung en der Disenmindung gerade disse
Voraussetzung bel der'L&Sung'dar Aufgsbe besonders beachtet werden

muss wnd dass durch sie die Lisung tiberhaupt erst eindeutig wird.

iie obere HELfte des

auyr L&sung‘aﬁr'&ﬁﬁgaha bilden wir den Kanal konform ab auf
ainen Bareloh, inrdsm die Methode der Splegelbilder anwendbar 1st
{vglL. Bila 2). Zunaohst fﬁhran,wié eine Aahﬁlioﬁkeitstrahﬁfonmévion
'und #ine Versohiebung 80 aus, dass der Kamal in ainen,straifen der
Breite = oberhald der reetlen Achse einer z, = Ebene libergeht,

Dies lelstet die Transformetion

n=g(zef) !

Di@san»Streiren.biMden wir dann mit Hilfe der Bxponentialfunktion
auf die obere Helbebene einer Z ,=Ebene ab,
z, - e W
Hierbei geht dis unters feste Wand in die Strecke von 0 bis 1 ,
die untere Btrah%grenze in die Streoke von 1 big + 00 dar raellen
Achse Uber, die obers feste Wend und die obers Strahlgrenze in

die @ntspreehendan Teite der negativen resllen Achsge. thtiesslioh
hitden wigiiangs der strecke von =1 bls +1 aufgesohniftena

Zam &bana auf das ;_Auﬁasere des Blnheitskreises einer xz 5= Ehene
5@* indem wir setzen

2y = R, + JZ2i-1 (5)




Insgesamt erhalten wir als Abblldung des Kanals mit Freletrahl auf
dié‘obara Hilfte des Aussenraumes des Einheltskrelses dle Trang~

formation

s, =i (™ e 1) (6)

Bei dieser Tranaformation geht die untere feste Wand in den ersten
Quadranten des Dinhaitskrelses ubar,'die;obere feste Wend in den

zwalben. Die»unﬁare”Fraiatrahlgrenza geht in den Teil der reellen
Xy = Aoh#e rechts vqn.x3 w:*d Uber, die obere Frelstrahlgrenze in

den links von X5 = =1 3 die beiden Enden der festen Kanalwinde -

schliesslioh gehen in dle Punkba:zﬁ.a +% und"z5 = =1 {ber .

In der =y = Ebene ldsst sich dle Aufgabe nun leioht durch
Bplegelung Lbgen. Der Punkt d der Z#Ebane, in dem wir die Wir-
‘balguelle angenommen hattén, ge&ﬁ in der 25 = Ebene iber in eiwn

Punkt _ v
o = : (ewalb+]/22walb+4 ) | (73

Als Rendbedingung haben wir dort die‘baidan Forderungen, dass der

Binheitskreis Etram%in#a und die reelle Achse Potentisllinies wer-
_den gollen. Der afsfanbkéféarung gentigen W§r,-wenn wir dié:mir*
bétquéhla'un@~dia zug&hériéﬁaWimba%senk@’iﬁxuﬁendlichen anter
E?é‘ha%ﬁung, dee Vorzeichens dfer“.Q’u@LLenA ﬁnd Umkekfivr d@s 'Vm;‘z;gi chensa
dexr Wirbalvam Einheitskreis s?iegein, der zweiten, indem wir die

ganzé‘ﬁn@rﬁnung nochmals unter Umkehr des Vorzelchens der Queb%én




und Erhaltung des Vorzeiehens dar w1rbet an dar red.len thsa
spiegeln (ng.EiLﬂ 3). Hierbei fallen die bingularitatan beil

Z; = Q0 und 2z = o0 fort, wir behalten also

%, Im Punkte o, elne Wirbelquelle der Btidrke Q-—-1i[

2# ¥ [12 1/ a-3 S . 1w " " & +1 /—r
5. W " a3 ' L K 4 oo - Qa-v/"
4, “ty /1/d3 " 1t " "w -Q+i

Alg komplaxea PmtantiaL diesar Anardnung von Wirbelqustlen in

der Z Ba:Ebene grhalten wir demnach

4 = il ), Z-a, _ Quil - __ (8)
1 T Z - 7/a, AT Z, - 7/d,
Damit haben wir eine L¥sung géfunden,~di@ in der 355 = Ebene und
damit naeh Einfuhrung des Ausdruck@s fﬁr .zz.aus dsr Transfarmetians

gleiohung (6) in der z = Kbene dia Bedingung arfultt, dass die

fosten Winde des Kanals Stromtinien; di@‘ﬁraistrahmgrenzgn Potan=
tiallinien sind. - : o

Trovzdem des durch (8) gegebene Potential die zunBchst gestell-
ten Bedingungen erfilllt, konnen wir es dooh noch nicht als end-
giltige L¥sung der Aufgabe anselen. Bilden wir némlich die koms
plexe Geschwindigkeit in devz5 = Thene

2 ?

d23 - T —3"'Q3 Zg 7/d3 2? 23 d_; 23“7/@



go sehen wir, dass dlese in den beiden der DiUsenmiindung entsprechen.

den Punkten 23 =1 4n allgemeinen einen endlichen Wert haﬁg)

[Q ir) '”Aq?] |

- J|le-tr) 422
(), =+ @) =2

Rechnen wir nun dle Geschwindigkelt uﬁ?ﬁi@v Z = Ebene, so milssen
wir mit der Ableitung %E: multiplizieren.

dz, _ T ’“UD 7

An der Dueanmundung, d. h, fur zZ =t lg s Wird aber

(12)
1+ = qr e = g

und demid %ﬁf = ., Wir wirden also an der DUsenmiindung amf der
Freistrehlgrenze sine unendliche Normalgesohwindigksit erhalten

im Gegensatz 2u ungerer Voraussetzung, dass die Normalgeschwindig-
keit suf der Freistrahlgrenze Uberall klein ist gegen die Gaaehwin~
digkeit U der Hauptetrimung. Phyeikelisch wirde diess unandb;gha'
Zusatzgss@hw;ndigksit;_di& in Wirklichkeit garnicht auftritf, eine

starke erfermung\dar 8trahlgrenze an der Disenmindung bedeuten,

fej In den Formeln bedeutet J(2z) den ImaginHirteil {(dhne den Faktor 1)

der komplexen Zshl 2 , entsprechend bvedesutet R(z} ihren Rea'lteill.




die gleiohfalls in Wirklichkelt garnioht euftritt., Es gibt nun
Aufgaben mit gemischten Rand%adingungen, bel denen es 1m‘Eereioha
einer linearen The@ria.grunda&tzlich unvermeidbar ist, dass ﬁnéndw
liohe Geschwindigkeliten an den Stellen suftreten, an denen dle
Randbedingung wechselt. Ein Béispi@% hierzu bletet etwa die Frage,
nach der Korrsktur des Anstellwinkels eines Flilgels, der sich in
einem tellweise abgedekten Kenal befindet. In dem hisr vorliegenden
Falle l#dsst sich aber auch theoretisch auf der ganzen Grenzs end-

Li@hégaﬁsehwindigkait grreichen, wenn wir dem Potential ¢4 noch

~§§éigneﬁaexombinat1@n zweler welterer Potentiale ¢D1 un@»ﬂpg
hingufligen, dle wir ale Dlisenpotentiatle bezeichnen
wellen, |
Auf diese Diusenpotentiale werden wir gefiihrt, wenn wir uns die

Frﬁge_sﬁaLLen, ob esg in der 2 3 = Hbene Strbmungen gibt, dle den'
Binheitskreis als Sﬁrqmlinie und die reelle Achss als Potential-
tinie haben, éléo die Randbédingungen arfiillen, die aber in der
ganzen oberen Hilfte des Kugsseren des Einheitskreises frel von
Singularitéten sind. Aﬁf der reellen Achse und auf dem Rande des
Einheitekrelsges aselbet diirfen gmaiehfamls fﬁrvdia gesuchten 8try=-
mun—gan kelne Singularitéiten liegen mit Ausnahme der Punkte 2 3 = i
und By = 00 die beim Usebergang zur z= Ebene in daalﬁnendticha’
fallen, Jjedoch igt hierbvei zu fordern, dass dle Geschwindigkeit im
Unendlichen der Z = BEbeneé noch endlich (d4,h. veon der Grissenordnung
&-1) bleibt, |

“Von solohen Strémungen glbt es nun genau zwel wesentlich verw
sah&gdﬁna@namlioh die Jtromung von einer Quelle im Punkte 2y =-¢
-auvainer §anka‘im Punkte 2, =+1 unddie 8tromung einms¢W1rbaﬁ§%§%ﬁd
Zy o= 0. | | o | |




b =Ly B #13)
¢~.D1 ) 2T 23 - Z- ‘ |

¢5a,»:= z?”'{%“:ze I (14)

In der 2 u»Ebene entspricht ﬁpq einer 8trbmung, die genkrecht dureh
die‘beidau anistrahtgrenzan a&ntritt und im festen Teil das‘Kan&Ts
in sine Parallﬁmsﬁrémung in Ri@htﬁng’d@r,Kanalachée,ﬂbe:gehtg die
beiden Enden der Disenmiindung werden dabel van‘ausséh naoh‘inﬁen
umstrémy . 'ﬂma entsprioht ain@r Strémung, die senkreeht in die eine
gtrahlgrenze eintritt und durch dis endere Strahlgrenze gleichfalls
senkrecht wider austritt, des eine Ende der Dilsenmiindung wird da=
bai in der Richtung von aussen nach innan;daa andere von innen
naah aussan umstrémt» ImnFreistrahl welt vdn der Duse entspﬁicht
’QDQ -@iner einfachen ParaLLaLstrdmumg senkracht ZUY Strahlriohtung.
Phyaikamisoh T8sat sich ¢ﬁ4 Z2.B. dautan als Varstau in der Dﬁss,

der dadurch hervorgebracht wird, dass dar durch dia Singularitdt
ersetzte K&rper die D: tge zum Teil versperrt. ﬁmé entspricht
physikatiseh einer &blenkung des Freistrahtes, wia sie Zs B. durch
einen in den StrahL hineingesteoktan Elugel harvorgebraoht wird.

ung. der Aufgabe mit Hilfe der Dsenpotentials.

Die Lxistenz der belden DiUsenpotentiale f,, und f,, hat
_zunaehap>zurrratgeﬂ dass dle Lbsung der gestellten Aufgabe nicht
éinﬁauﬁig ist, da jedes Potentlal

¢ = Séz * /L %, +‘ /\Z ¢Dz (15)
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mit beliebigem A und A, gen geforderten Randbedingungen genigt.
Unter allen dliesen LSéungen gibt 8& gber genau eine, flr welche
die Gasahﬁindigkait ln der z= Ebene an den Enden der festen Wende
endlioch bleibt. Da nun em der Disemmiindung ebenso wie an der Hine
tarkanﬁa eines Tregflligels keine Umstromung, sondern Abl8sung der
str@muﬁg eiﬁtritt, ist diese LBaung die gesuchte. Wirvfinden gle
offenbar, wenn wir A, und 7\9_ 80 b@stmmen, dass in der 23 aa Ebane
die Punkte 125¥m % 1 Staupunkte werden. Demit erhalten wip rur A,
wnd A, unter Berticksichtigung von (10) die baiden Gleichungen

Zszw'//r::vi)“‘Az - "2 ][(GHF) d3+4

(16)

zs:'—f: /L'-I-Az : Zj[(a_tm as"’
wd deraus ,
== 2J[(a-) ——3—-%‘1
/‘2‘": 2 j[ (& LF) 0{3 +//

Pamit ergiht sioh insgesamt fir dle Strﬁmung ein@r Wirbelquatte

_(ﬂ?)

im Kenal unter dem Einfluas den Dusa dag Potsntial

(i): Q-i" ) z-aa _ Q+il 2y~
AT 23 79 2T 2~ 14,

(18)

~FJle-r) 2] bn 35 + + 1) 5] .

wo flUr 23 und a5 naoh Gleiohung (6) und (?) ainzusetzen isﬁ_

LT

da — ,z:‘(e;ot/b—'L ez-na/.o{h%v)



o

Plir dde komplexe Geschwindigkeit in der = Kbene erhalten wir

_d_ dé dz;
dz dz, dz

=50 )(Z‘%?z?/&) @il - g S5t

(e 5 e 20 o

3

wa %ﬁ? der bequemeren Rechnung helber duroh 245 ausgedriickt lat,
Die Gleichungen (18) und (19) geben die vollstindige Lbsung der
gestellten Aufgabe,

—

.des Vorstaues incder Dise, der Strahlablenkung upd

der Korrektur der Anstrdmgeschwindigkeit.

Wir berechnen Jjetzt nooch auaraleichung (19) die Geschwindigkeit
UGw) welt im Inneren des festen Kanalé bei é% -0, d.h; den Vor~
abau in der Dﬁsa; waitariﬂiéfGesahwindigkeit chﬁb) weit im Frei-
strahl bel 2 ~+oo, d.h, dle Strahlablenkung, und schliesslich die
Gesohwindigkelt w(o) am Orte der Singularitit, die fiir dis Korrektu
der Anstrdmgeschwindigkelt und des Anstellwinkels massgebend ist.

Der Vorstau inAder Diuse ist | | :

W(-w) =bm %= bm 9 (20)

2 ~>» -0o 2y = ¢

wew = 5 J[(a-i) o (21)
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oder nach Einflhrung des Wertes von o, aus (7)

_ A Q-

Die gtrehlablenkung wird entsprechand

_tvaw) 1/ d¢ _ 1 g ad (23)
U U é”lfm 7R %”_’m ol
Y0 _ T . A +7 7 (24)
U Dby J[(& e/, a -7 - |
V(+00 Q-1 (25)
U = DU ‘7( V1+ -vf.a/p')

Die Gesohwindigkelt am Orte der Singularitht z = o (ohne den Einfluf
der Wirbelquelle selbst) erh#lt man durch |

W) = W~ L W) = lom (o/sﬁ L 8-il 1 ) (26)

zra |\ dz 2T Z-a

Durch Relhenentwioklung erhidlt man nach;%ﬁngarer Rechnung
Q lr'[ Q3 +4 lzl'Q'/'rl,/ﬁ. a31+4 a;; __ a3<73 -l - B
e = 7 2= & -1] 20 o\ ag-7) .
(27)
Zaa _2a; '(73 2adg ( as 44
Ienze] + &4 [ ar) &)

Flir die Anwandungan dar Theorie intersssiert nun.hauptséohlich

daxy Fall, dass dis W lrbelgque 1 L e i n der Kahal-~

aochase liegt, In diesem Falle vereinfachen sich dis Glelchungen
(22) und (2%) und (27) bedeutend, ol ist dann reell, O, rein ima-
gindr. Aus (22) erhalten wir fiir den Vorstau in der Bilse

Q. 7 . (28)
D )f/l + eawra/D‘

'U(_(—OO) = -
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B

hus £25) erhalten wir entsprechend fir die Strahlablenkung

Y(+oo) r._ 1 ‘
U =+ DU W+ e"zﬂ'dull)‘ 4 (29)

Flir die Geschwindigkeit im Punkte = = a erhalten wir auas (27)

riach Trennung von Realteil und Imaginértell

N & 1
ua) = D (1) (30)

r 1 |
V() = + . ' T
(a) D 201+ e mw) (31)

Eine Quelle in der Kesnalachse gibt a'lso nur einen Vorstau in der
Dise, ein Wirbel nur eine stréhtablenkung; am Qrte der Quelle wird
nur die Grdsse, am (Qrte des Wirbels nur die Richtung der Anstrémung
gelndert.

Die duroh diquleiohuhgen (22), (25), (27) bis (31) gégabenen
Geschwindigkeitskorrekturen beziehen sich auf die ungestérte Paral-
lelstrsmung von der Geschwindigkeit U 3). In der gestérten stromung
herrscht diese nun auf dem Rande des Freistrahles und in gr&sserer
Entfernung von der Duse auch in seinem Inneren, dagegen ist die
Gesohwindigkeit welit im Inneren des fezten Kanals wegen des‘Vord
staues 1.4. von U versohiadan. Men pflegt nun die Geschwindigksit
eines Kenals zumeist aus dem Usberdruck Ap in der Dﬁsanvorkammer :

Zu hestimmen nach der Bezlshung

_S_Uz - ap (32)
2 ~ 1 = (/R - o

3 vgl. [BJ Gleichung (28) bis (32) .




wo F, der Disenquerschnity, 32 der Quersechnitt der Dilsenvorkammer
18t, Im~fatte ebener 3trémung kenn men F,l/l?2 duréh das Verh#itnis
der Wandabstlnde D1/D2 ersetzen, Nun hat man in der Dise die
mittlere Geschwindigkeit

U =U + uco, (33)

in der Dileenvorkammer ist daher die Gesohwindigkeit aus Kontinui-

tHtagrinden
U, = (U+ut») D./D, - (34)

Der Druock in der Diigenvorkammer ist dann

@ DA 2 , -
po=-% 5 (U+uco) + po (55)

Der Druck im Freistrahl lst ‘ 7 :
8 [/[* (36)

P,, = -~ —2-: U + Po ,

Aus diesen beiden Gleichungen folgt fUr die Gesdhwindigkéit U
g | J* . v/‘?i-._""/'%
X L} = (37}

1 - [(1+ u(~<><»)/U)JL/-D,:]IL

Dies Hrgebnis lHsst sioh so aussprechen; dass wegen der Versperrung
der Dlise durch den Kérper der Endquerschnitt des Freistrahlss 7
(ohne den von der Quellstrémung hérrﬁhrendeﬁ Antail,rd.h; ohne die
Breite déa TotWassers) kleiner wiﬁd ats'der Eﬁsén;ﬁersohnitt& ber
Betrag diesériVGrkteinerung ist durch das Verhiltnis Utw)/U gege~
ben. Da bel der Auswertung von Messungen ein Staudruck gugrundege-

legt wird, der einfach nach (32) berechnet ist, so erhélt man Bei-
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werte, die im Verhdlinis

4 = [(1+ucw/V) DD ~ /- 2 D uFw)

(38)
1 - (.Da/Dz)&} | v

24 kié&n sind, Ausser dieser Korrektur ist natiirlich noch zu be=
achten, dass gm Orte des zu uﬁﬁersuchandan Ksrpers die Strémungs-
gesohwindigkeit nicht U ist; sondern gemiss Gtaichung (27) baw,
(%0) geat&rﬁ.

Die Korrekturformeln (22), (25), (27) bis (31) des vorigen

Abgohnittes stehen scheinbar im Widerspruch zu den bekannten Kor-
rekturformeln fur den geschlossenen Kenal und den'Fre;strahl, in
die sie der Erwartung nach Ubergehen sollten, wenn die Wirbelquelle
sich weit vor oder hinter der busenmﬁndung befindet.

Fir den geschlossenen Kanal erhilt man durchndirektg Anwendung
der Methode der Spiegglbimder in de: %z = Ebene als komplexes Po-~
tential einer Wirbaslquelle dexr Stérke &-iI im Pﬁnkte 2= 8

¢ - 61 z/" &'lf ‘7"(2 -a) auﬂ%[‘)/ (2 ~a) | (39)

Fir die kémpmexe Geschwindigkeit erhidlt man daraus

d¢*= g-ul’ [ T(2-o) + arl’ 7 T(z - &) (40)
dz 4D 2D 4D 2D .




Die Zusatzgeschwindigkeit weit vor der Wirbelquelle wird demit

y Q. X/ =
W% = =33 ) vi(-e) = O (41a)
Entsprechend wird die Zusatzgeschwindigkeit weit hinter der Wir-
belquelle 4 |
- » Q ’ » .
W) = + 55 5  V(tw) = 0, (411 )

wihrend die Gesohwindigkeit am Orte der Wirbelquelle

. -+ & T
nwr(oy = R tg 3(1) (410)

wird., Wenn die Wirbelquelle in der Achse des Kanals liegt, so ist
& resll, und es wird einfach

u) = , V) = (41d)
Demgegentiber ergeben die Formeln (28) bis (31) fUr reslles a -in
der Grenze o —> oo |

UCw) -~ - F e =

Ul+o) = V(+o) = (42)

ulay = - 3% () = O

Fiir das komplexe Potential einer Wirbelquelle im Freistrahl erh#lt
man entsprsahond

¢ - 621%/""%2 DA‘/W‘& Y (43)
und daraus

AP

-z/7 T@E-a) Q+ 2" T(z-d)
45 L 2 -

21D 4D 2D (44)
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mit den Grenzwerten

U (~00) = O ¥¥-00) = 35
U™ (+00) = PH+o) = + 45 (45)
W ()= @U(N)
um«(q) =0‘ ) “"(Q) = 0’ %«“/V‘/'l‘"vﬂﬂfv{’ot

Aus (28) bis (31) ergibt sich dagegen flr reelles o in der Gren-

Zé¢ ol —> + oo ‘
U(=00) = ¢ V(-0) =

U(+00)

Il

s Y (+0) =+ (46)

S

"‘1
U0y = v(a) = +37

Der scheinbare Widerspruch zwischen (41) und (42) sowie zwiw~
schen (45) und (46) L&st sich, wenn man beachtet, dass die Btré-
mung der Wirbelquelle im geschlossenen Kanal und im Freistrahl
methematisch gesprochen nicht eindeutig bestimmt 1st. Ohne 'die.
Randbedingungen A5 verletzen, darf man im ersten Fa’l.Le eine Para‘bn

“Lew*srdmung beLiebiger Grisse in Riehwng der Kanalaohsa hinzu-

fugeu und im zweith eine Parallelstrdmung senkrecht zur nanalaohsei
von der Gréssenordnung (R-i/)/D , yeber diese Freiheit verfigt m&n!
dadurch, dass man eine Symmetrie der S8trdmung zur Wirbelquemlé ver-‘
langt, wie sie sich bei der Splegelung an den Grenzen von selbst
ergibt. Im Fglle des aus einer Dise asustretenden strahlas bestoht
dieee Freiheit nicht mehr wegen dar Abflussbedingung an der Diisen=-
milndung. Anschaulich gesprochen wihlt man im Fglle der Wirbelquelle
im geschlossenen Kanal als Bazugsgéschwindigkeit U das arithmetische
Mittel zwischen der Geschwindigkelt weit vor und der welt hinter de:x
Wirbelquelle, wihrend man im Falle der‘wirbeléuetle im Kenal mit
anschllessendem Freistrahl als Bezugsgeschwindigkeit die Geschwin-

digkeit im Freistrahl, d.h. die welt hinter der Wirbelquelle wdhlt.



Ebenso wihlt men im Falle der Wirbelquelle im reinen Freistrahl

als Bezugsriohtung das Mittel zwischen der Richtung des ankommenddn
und des abgehenden Strahls, im Falle det Wirbel@uelie im Freistrahl
mit davorliegender Dise Jdagegen die Riochtung des ankommenden Strahls

d.h. die der Kanaleachsze,

Lo Berechnung der Form des Strahlrandes.

Aus der Gleichung (18) fiir das komplexe Potential der Stromung
l#sst sioh leioht noch eine erste Niherung fir die Verformung des
Strahlrendes herleiten. Ist némlich % (r, ti2) dle Stromfunktion
der Zusatkstrémung auf den'ungestﬁrtén‘strahtranﬁern; d.h., der
Imegihlirteil von @ , so hat der Strahl, da seine Geschwindigkeit
U ist, an der Stelle x ausserh&tb des ursprﬁngliehen Strahlrandes
noch die Breite \ |

Ag = [y(02F) -y 22)[/U (47)

Bei der weiteren Raohnung wotlen wir uns auf den Fall besohranken,
dass die atbrande Wiﬁholquelke in der Keanalachse liegt., Wir srhalten
denn aua (&%) nech einiger Beohnung iy den Fatl dar Quelle

o -/

W AT [ 7 sy
(’7 -1 ‘7r' WCZ?/ arap, . DRV ﬁ—'mf?ew"w 7} -

Das obere vOrzeiohen gilt hier fﬁr den obaren, das’ untere fur das

z.u A*/D o 7

unturen strahtrand. Fur den Fall des Wirbels erhalten wip entsprs~A



Vehend e én (ew/p W)Q‘* ( mz/ny 69%7)2
:'T_U“ [ e VTr%—//'-) (ev'«/ V'gm/T“") +

lr———ﬁiﬁfm In (€74 /e™7) |

Das Vorzeichen ist hier fir beide Btrahlrinder das gleiche.,

w9)

Wir betrachten nun noch das Verhalten des Strahlrandes an der
Disenmiindung und in grosser Entfernung von der Dlise., Im Falle der
Quélle srhalten wir aus (49) durch Reihenentwicklung fir den Strahi-

rand in der Nihe der DUsenmindung

+QW'8 -XE

3
Ay = W e P <1 50

2ra/p

Der 8trahlrand achliesst sich also tengential an die Disenmiindung
an, Jjedoch ist seine Krimmung dort unendlich grossg. Die stlrkste

Verformung des Strahlrandes an der Dilsenmindung erhalten wir aus

o = eaja/b N ” - (513

fur den Fall, dess die Quelle an der Stelle

der Bedingung

der Kanalaochse 'Li@gt:, also . im Freistrah’t atwas vor der Dﬁsenmﬁndung.
In disem Falle wird

ay ~ 9/376,/;/;\7«&227 Vo (59)

Fir grosse Entfernung von der Dise erhalten wir gleichfalls druch
Ra»ihan,entwiokluzig

~Tx<q)

ay== [(7 V_‘”T) %VWF' e’ ]#"’D/z»m"‘”( 15). 4
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Der Freistrahl wird also im Unendlichen breiter als die Diise um

den Betrag

2aye = - (1- o ) (55)

Liegt die Quelle weit vor der Dise im Freisﬁrah}, 80 erhdlt man
aLs-VErbreitarupg einfach  Q/U ; d.h. die gteiohe_strahtverb:eite«
rung, die man aedch im reinen Freistrahl érhalteh wirde., Bei‘endliw
ocher Entfernung der Quelle von der Dlse isty die Verbreiterung klei-
ner um &/U/€ ek ; dieser Betrag entspricht dem ohne Vorhandensein
dar Haugtstrémung in die Biige eintretenden Teil der Quellfllssigkeil
der den Vorstau in der D#se verursacht [ vgl. Gleichung (28) [ .

Eﬁr den Fall. des Wirbels erhalten wir in der Nihe der Dilsenmin-

dung die Entwioklung
..2.77"0-/0

AY~— Lo _¢ 7 W‘—‘ %w o <1 . (56)

U 3 Ve— ?.'H‘OLI.D D /2\1

Die stérkste Verformung des Strehlrandes an der Disenmtindung erhal-

ten wir,hier, falls der Wirbel an der Stelle
a4 o (57)
B = = &22 x ~0221

der Kana'lachse liegt, also noch etwas im festen Teil des Kanals;

2rL y; 0227 5 )5 (58)

Flir grosse Entfernung von der Dlse ergibt aich die Entwioklﬁng

Ayl (X‘ a1+ e 1 TGy (14 V1t eT®) — 42
ST\ DVree o 7 7 e 591

: _ef:m'a/_z;_ 2 _aT (X -a)
e ) e tali )

os ist dann
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- Liegt der Wirbel sehr welt vor der Dise, so wird aues (59)

X~ al oAl
Ay%%( D ,f’,,;e D)fma—»oo “»7(60)

Behandelt man dagegen die Aufgabe des Wirhels im reinen Freistrahl
direkt, so erh#lt man aus Gleilehung (43)

" L - w(xa) o

U\ 2D T AR
Der Un‘carschied beider Formeln ark’lart sioh wiederum aus der Ver -
sohiedenheit der Bézugsgrbssen. Im ersten Falte 1st die Asymptote
des ankommenden Btrahls als "ungestdrte S‘crah‘l,grenze" gawéhlt, im

zweitsn dagegen die 'l‘angante der Btrahlgrenze in dem senkrecht

Uber Bzw. unter dem Wirbel ‘liegenden Punkte,

Die folgenden numerischen Rechnungen sollen auf den Fall 'b',e-
schrinkt blaiban; dass der atarende»Trag‘:‘wgetzoder Widerstands-
k*tsx?per in der Kanalachse liegt. ZunHdchat stellen wir den Zusammen-
hang zxwithen den Gréssen M und @ der 'eheéretiaohen Rschnung
und der Auftrisebsziffer c¢_ bzw. der Widerstandsziffer ¢_ her.

a > w
Aus den Glaichungen ‘

. . l~
= ‘;UP vﬁ'xw& A = cq 2,U€ (62)

in denen A den Auftriedb der Ppannwsitemeinheit des Flugels




e T T T T S T T T T T i

w Z8 e

und 1 die Flugaltiafe bedeutet folgt die bekannte Beziehung A
c/ : .
r= sU¢ (63)

mﬁ ¥hnlicher Weise erh#lt man durch Anwendung des lmpulssatzas

auf den Nachlauf eines Widéréﬁan@skérpers:QI’ die Beziehung

lJ= BUQ, (64)

in der W den Widerstand dﬁﬁ-%@&hnWeiteneinheit des Kbrpers bedsutet,
und daraus zusammen mit der Dafinitl@n&glaichung der widerstands~

zirfer L. die Beziehung ) _
a= UL e

Bei diesem Ersatz eines Widerstendsksrpers duroh eine einfache

ngl%a 1st allerdings die Voraussetzung der Kleinheit des Widerstan-

des noch mehr zu beachten als bei dem Fliigel die Vorauasatzﬁng der
Kleinheit des Auftriebes. Dieses Verfahrek setzt ndmlich voraus, dap
sioh die Ausbildung des Totwassers im Strahl shnlich vollzlieht wise

im unendlich ausgedehnter Flissigkeit. Dies 1st aber nur bei sehr
ktginaﬁrﬁiderstaﬁd der Fall, bel grbsserem Widerstand wird dérfnachw
lauf ﬁinés Kérpere im festen Teill des Kanats vbn*aen Wnden zﬁ%'
sammengehalten, wihrend ein Kérper im Freistrahl zu einer Aufspal-
tﬁﬁgides Strahle mit saivtioher’%htenkung‘der'beiden Teilstrahlen
fﬁhm;; al80 im Nachlauf ein v&llig a’;idarés ‘Strémungsbild ergibt

wis ein Kérper in uhendlich auagedehntef Btrémung 5). In diesem Fall

L2 Ygt.z.B* L. Prandtl wund 0. Tieﬁjens* Hydro=- und heromechanik Bd.z
8.139. Berlin 1931 .

5) Eine genauere Bereohnung des Widerstandes ldsst sich z.B. fir den
Fall einer quer zur Strvmung gestellten ebenen Platte im Kanal unter
demi Einfluss der Diise nach dem Hpdographenverfahren durchfiihren. Vgl.
hierzu die G8ttinger Dissertation von V. V“L&ovici [1]
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héngt also die Ausbildung des Totwassers stark von der Lage des
Kérpers zur Dise ab; man kenn daher nicht mehr hoffen, durch ein-
fache Hinzuflgung einer Korrektur zur Anstrdmgeschwindigkeit aus
&em,gemessanan,widerstand_im,Kanat:dan'Widargtana iﬂ freier Stri-
mung Zu erhaltan; well das Strémungsbild gchon in der Umgebung des
Kérpers sich wesentlich von dem in unbegrenzter Strémung unter~
scheidet. 7 | A

Im Einzelnen erhalten wir mit den Gleichungen (63) und (65)
fir den von einem Fliigel oder Widerstendskdrpar in der Dise hervor.
gerufenen Vorstau aus (28)

1 (66)

) =—C—£--
W-D 2 /I - ezTr‘d.l‘D

U
Enhsprachend arhalteﬁ'wii'fur'dia Strahlablenkﬁng aus (29)

vew) ¢ 4 (67)
) + Cu. D ZW +~~e'-vo.1ro./b S : :

In Bild & sind Vorstau in der DUse und .Strahlablenkung fir ver-
schiedene Lagen des Fliigels zur Dlise gezeichnet. Aus ihm kann men
die durch (38) gagehane Korrektur der gemesaenen Be1werﬁ9 wegen
des Vorstaus in der Diise entnehmen. )

Ebenaoswie,aben,arhaytﬁn wir fir die,quraktqr der Anstrémge-
schwindigkeit am Qrte des stérenden Kérpers aus. (30}

we o ol A4 . (68)
v | "D 2(4+emm)

und fir die AufWértsgesahwindigkeib am Orte des KYrpers aus:(54)

var _ o £ A e
28 ~i-f‘a"ﬂ 2 (AR , .




g8 des Auftriebes nach (49)
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Umraus_CSBjAdia Korrektur des Anstellwinkels zu finden, et man zu
beaohtan; dass bel unsererFestsetzung der pasipi#eg Zirkulation

der FIUgax; wie dasg authbei.massungen iblich 1st, mit der Saugseite
nach unten im KBh§t zu denken ist;,dié Aufwirtsgeschwindigkeit ent-

sprddht -also einer Werringerung des Anstellwinkels um den Betrag

_ L 286° ’
Ao = ~G¢TD—‘ 4 + e-2rab (70)
In Bild 5 sind die beiden duréhr(Ga) und (69) gegabenen Korrek-
turen der Anstromgeschwindigkeit weger des Widerstendes und des’
Anstellwinkels wégeﬁ:dés Auftriebes fir verschiedene Lage des Fli-
gela zur Dise gezeichnet. Schliesslich erhalten wir fir die Verfor-

mung des Strahlrandes infolge des Widerstandes aus (48)

T’" '7'*/ V o, 1
-A% s /’ f\’/i?— 4 , D X/D 1 (1
a/w 2/{0-[1) 277‘(1/D m TX/D 'UIX/.D 7 . )
‘ TyemmT M Y e e 4' 1

wo dag obere Zeionen-fﬁr,den oberen, das untere fir den unteren

Strehlrand gilt. Ebenso wird die Verformung des Strahlrandes infol-

4y /e'rx/z? PR 7)24 /elra/D ]/—WF 2
Cal 4«//[ (€™ Ve e N5 VETRT) 4+ T (o)

¢ sl (e 577

. wo das Vorzelchen fur béide Strahlrinder dag gleiohe ist. In Bild 6

ist die durch {71) gééeban&!Verformuhg des oberen étréhlrandes in-
folge des Widerstandes fir die Abstdnde 3= = 0; 0,25; 0,5; 0,75;
und 1 des K¥rpers von der Dise gezeichnet, in Bild 7 dann noch die

durch (72) gegebene Verformung infolge des Auftriebes fir die glei-
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chen Werte von;jﬁf + Aus beiden Bildern erkennt man deutlich die
gleichrichtende Wirkung der Dise, dia mit zunehmendem Abstand des
Kérpers van,der Dusa sehr rasoh abklingt (~ € ZZr"/D)‘. Die Venre
formung des Strahlrandes duroh das ZusammenwirkenqunVAuftrieb und
w1aerstandfargibt sich durch einfache Ueberlagerung der beiden |

Anteile (71) und (72).

Die ebene Strémung um einen Tragfligel mit nachfdlgendem Tot-
wasser - fur dia ggghnupg dargegtet}ﬁ durgh eine WIrbetdualer;,
dér gich in einem Xreisﬁranl &Qr eingx aus zﬁgi pa;allpten w&nggn;ﬁ
gqbﬁlde@en §§s@ befindet, wird im B&reidha der lingearisierten
Shrahitheerioiberaohnet durch keonforme Abbildung des aus Diise und
Freistrahl gebildeten Strdmungsgebietes auf die obere HHlLfte des
Kugsseren des Hinheitskreises und nachfolgende Anwendung de;?MGthe—
de der Spiegelbilder. Fur die aindeutige Lﬁsbarkeit der Aufgaba ist
wesentlich, dess man uber die Badingung varschwindender Normalw
gaaehwindigkeit an ‘den resten* bzwb Tgngenﬁialgesohwindigke1t an
den freien Grenzen hindus noch glatten Abfluss deér Strémung an den
beiden Enden der festen Winde verlangt. Diss wird erreicht duroh
Hinzuflgung zweler im Kanal und im Freistrahl singﬁiariéétehfreiaf




strﬁmungen; von denen die eine physikallsch einem Vorstau in der
Diisge énbspr@@ht; d1a andere elner Ablenkung des Frelstrahles aus
seiner urspringlichen Richtung. |

Als K@rrekturen erhﬁlﬁ ‘man aus der Reohnung einen Abwind und
gine Aendarung_der'gnstrémgeeohw;nd;gkemﬁ ‘am»erte des EL@geIs,
ferner_einerKarrektur‘dsr gemesdenen Anstrémgeschwindigkeit wegen
des Vorstaues in der“Dﬂss; wenn man die Kenalgeschwindigkeit in
Ublicher Weise durch den Usberdruck in der Dlisenvorkemmer miassts
Falls sich der Fliigel in der Kanalachse befindet, hingt die Kor~
rektur des Anstellwinkels nur von seinem Luftrieb ab, dié beiden
Korrekturen der Anstrﬁmgéschwin&igkeit nur von seinem Widerstand.
Die erhaltenen Korrekturformeln gehen fir grosse Hntfernung des
Fliigels von der Dise nioht i dle durch Splegelung in der Strémungs-
ebene zu arh&ltgﬁbn,Kdrrekturformemm fiir den Fllgel im fesﬁen
KanaL,und im raiaen Ereiatraht‘ﬁber, da in diesen Féllen die Béu
zugsgrissen snderse sind - o _ |

Neben den Korrekturgrﬁssen.tasst sich aus dsm komplaxan Poten«

tial der Zusatzatrbmung Leioht nooh eine ersta Naherung flir die

Verformung der freien strahtgranzen durch Auftriab und Widerstand
gewinnen, Diese v@rformung sowie die Korrekturgrassen wurden fﬁr
den Fall eines in der Kanglaqhserbgrindlichan Flugels in Abhén&i@*
keit von dér Lage des ﬁlﬁgeps zur Dise numerisch berechnet,
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Koordinaten in der. Strdmungsebene‘

Konforme Abbildung des Kanaxs auf dia obare HHElfte

des Aubaseren des Einheitskr@ises.

Bild 3: Splegelung der WirbemquelMs an ﬁinheitskreis und an

der reallen Achse.,

Bivg 4: Vorsteu in der Dlise und Ablenkung des Freistrahles
in Abhlngigkelt von der Lage des stbrenden Kirpers.

Horizontale und vertikale Komponente der Zusatzge-

schwindigkelt am Orte des Kérpers in Abhéngigkelt
ven seiner lLage.
Bild 6: Verformung des Strahlrandes infolge des Widerstandes

fir verschiedens Lagen dee K&rpers zur Dlse.

E A4

Bild Verformung des Strahlrandes infolge des Auftriebes

fir verschiedens Lagen des KSrpers zur Dise.




