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Zusammenfassung Dieser Beitrag beschreibt einen Ansatz
zur durchgangigen Ausnutzung der Capture Point Dynamik
fir die Regelung von zweibeinigen Laufmaschinen. Der Reg-
ler beschrankt sich dabei auf die Stabilisierung des instabilen
Anteils der Schwerpunktsdynamik. Von der Erzeugung einer
Capture Point Referenztrajektorie aus gegebenen Schrittpo-
sitionen, bis zum Tracking dieser Referenztrajektorie werden
alle nétigen Einzelschritte beschrieben. Eine Erweiterung des
Capture Point Reglers auf Gangmuster, welche stark vom li-
nearen inversen Pendel Modell abweichen, erlaubt das Laufen
mit verdnderlicher Schwerpunktshéhe und (iber Untergrund
mit veranderlichem Héhenprofil. Das Regelungskonzept wurde

in Simulationen und Experimenten verifiziert. »»»  Sum-
mary This article describes an approach for the universal use
of the Capture Point dynamics for bipedal walking control. The
controller focuses on the stabilization of the unstable part of
the center of mass dynamics. All needed steps, from the genera-
tion of a Capture Point reference trajectory for given footprints
up to the tracking of this reference trajectory, are described in
detail. The Capture Point controller is extended to more general
models, strongly deviating from the Linear Inverted Pendulum
model, so that walking with varying center of mass height and
over varying floor height is achieved. The proposed control ap-
proach was verified in simulations and experiments.

Schlagworter Gangstabilisierung, humanoide Roboter, Capture Point Regelung »»» Keywords Walking stabilization,

humanoid robots, Capture Point control

1 Einleitung
Wissenschaftliche Zielstellungen, wie beispielsweise die
Erkundung fremder Planeten oder die Entwicklung mo-
derner Dienstleistungsroboter, generieren vermehrt die
Nachfrage nach mobilen Maschinen, welche in der Lage
sind sich tiber unebenes Terrain bzw. in der natiirlichen
Umwelt des Menschen fortzubewegen. In diesem Zusam-
menhang motiviert die Fahigkeit tiber kleine Hindernisse
zu steigen sowie die relativ kleine notwendige Standfli-
che die Anwendung beinbasierter Roboter anstelle von
radgetriebenen Systemen.

Aus regelungstechnischer Sicht erfordern beinbasierte
Systeme insbesondere die Behandlung variabler Zwangs-
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bedingungen sowie, in Abhingigkeit des Kontaktzustan-
des, die Behandlung unteraktuierter Systemgleichungen.
Zur Reduktion der Komplexitit kommen deshalb viel-
fach vereinfachte Modellbeschreibungen zum Einsatz,
welche nur einige essenzielle Aspekte der komplizier-
ten Mehrkorperdynamik beschreiben. Die Grundziige der
Problematik, auf einer beschrankten Aufstandsfliche zu
balancieren, kénnen durch die Nutzung konzeptionell
einfacher Modelle, welche auf der Schwerpunktsdynamik
und ihrer Beziehung zur Bodenreaktionskraft basieren,
recht gut verstanden werden. Vukobratovic [1] fithrte den
Zero Moment Point (ZMP) als abstrakte Beschreibung
der vertikalen Kraftverteilung zwischen Fufl und Boden
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ein. Trotz ihrer nur eingeschrinkten Giiltigkeit haben
sich vereinfachte Modelle, welche einen Zusammenhang
zwischen dem ZMP und der Schwerpunktsbewegung dar-
stellen, als nitzlich fur die Trajektoriengenerierung und
Gangstabilisierung einiger Laufmaschinen [2-6] erwie-
sen.

Eine oft verwendete Beschreibung stellt das Modell
eines linearen inversen Pendels (LIP-Modell) dar [7], wel-
ches das ,makroskopische® Verhalten von zweibeinigen
Laufmaschinen mit konstant gehaltener Schwerpunkts-
hohe erstaunlich gut beschreibt und es konnte gezeigt
werden, dass das selbe Modell auch fiir das Laufen auf
schiefen Ebenen (inklusive Treppen) verwendet werden
kann [8]. Basierend auf diesem Modell schlugen Ka-
jita etal. [2] eine Erweiterung des LQR Reglers um
zukiinftige Referenzwerte zur Generierung von Gangtra-
jektorien vor. Dieser Ansatz wurde durch Wieber [6]
erweitert zu einer linearen modellpridiktiven Regelung
(MPC), welche eine explizite Berticksichtigung der ZMP
Begrenzungen sowie eine Adaption der Fuflpositionen er-
moglicht. Bei LIP-basierten Ansitzen wird tblicherweise
von einer konstanten Schwerpunktshohe ausgegangen,
wihrend in [9-11] Methoden zur Gangtrajektorien-
generierung fir veranderliche CoM-Hohen vorgestellt
werden. Obwohl als Regelungsaufgabe formuliert, werden
diese Ansitze tiblicherweise zur Trajektoriengenerie-
rung verwendet. Die erzeugten idealen (zumeist CoM-
und ZMP-) Trajektorien miissen durch einen zusitzli-
chen Feedback-Regler stabilisiert werden. Choi et al. [5]
prasentierten einen Stabilititsnachweis fur eine ZMP
basierte Gangstabilisierung. In [3] wird der Einfluss ei-
ner nicht-idealen ZMP Dynamik auf das Design eines
Trackingreglers untersucht. Sugihara [4] berticksichtigt
die beschrinkte Supportfliche in der Parametrisierung
seines stabilisierenden Reglers.

Alternativ zur ZMP basierten Gangstabilisierung, er-
laubt auch eine Adaption der Schrittpositionen eine
diskrete Regelung der LIP Dynamik [12-14]. Pratt et
al. [15; 16] stellen Capture Point basierte Methoden zur
Laufregelung vor, welche ebenfalls eine Adaption der
Fuflpositionen beinhalten. Der Capture Point (CP) ist
der auf den Systemgleichungen des LIP basierende Punkt
fiir den ZMP, welcher die Bewegung des LIP exakt zum
Stillstand bringt. Der CP wurde von Hof [17] als ,extra-
polated center of mass‘ bezeichnet. In [18] fithrt Pratt mit
Hilfe des CP die ,n-step-Capturability Regions® ein. Hof
beschreibt einfache step-to-step?-Regler, welche durch die
CP Dynamik motiviert werden. In [19] wird eine echt-
zeitfihige Trajektoriengenerierung vorgeschlagen, welche
auf einer Eigenwertzerlegung der LIP Dynamik basiert.
Diese fithrt zur Definition einer stabilen (,convergent
component®) und einer instabilen Komponente (,,diver-
gent component®) der LIP Dynamik. Es stellt sich heraus,

1 Regionen auf dem Boden, in welche der Roboter steigen muss, um
sich innerhalb von n Schritten zu fangen
2 Regler mit nur einer einzigen Regleraktion pro Schritt

dass letztere dquivalent zum Capture Point ist. In der vor-
liegenden Arbeit wird neben der Trajektoriengenerierung
ein Regler zur Gangstabilisierung vorgeschlagen, welcher
ebenfalls auf der Dynamik des Capture Points basiert.
Eine vorldufige Version dieses Reglers wurde in [20] ver-
offentlicht. Es wird gezeigt, dass sich die Planung von
Referenztrajektorien fiir den Capture Point sehr einfach
gestaltet und im Rahmen der Capture Point Regelung
lediglich der instabile Teil der Systemdynamik stabilisiert
wird. Ausserdem wird gezeigt wie die Regelung auf eine
nichtlineare Systemdynamik erweitert werden kann in
der die vertikale Bewegung des Schwerpunktes miteinbe-
zogen wird.

A Capture Point
Bild 1 Veranschaulichung des Capture Points.

Bild2 DLR Biped.
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Der Inhalt dieser Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Im
Abschnitt 2 wird das betrachtete Modell zur Herleitung
der Capture Point Dynamik beschrieben. Im Abschnitt 3
wird die Capture Point Regelung fiir eine konstante
Schwerpunktshohe beschrieben. Die Erweiterung auf
nichtlineare zeitvariante Systemmodelle ist in Abschnitt 4
ausgefiihrt. Im Abschnitt 5 werden Simulationsergebnisse
und die experimentelle Verifikation gezeigt. Abschlieflend
werden die erzielten praktischen und theoretischen Er-
gebnisse in Abschnitt 6 diskutiert.

2 Modellierung
Neben nichtlinearen Mehrkorpermodellen (s. Ab-
schnitt 4) findet das Lineare Inverse Pendel (LIP) Modell
(Bild 3) vielfach Anwendung bei der Regelung zweibeini-
ger Laufmaschinen [2;5-7;21].
Es basiert auf den folgenden Annahmen:
1. Der Roboter wird als Punktmasse modelliert, deren
Masse und Lage mit seinem CoM tibereinstimmen.
2. Die relative Hohe zwischen Schwerpunkt (CoM) und
Zero Moment Point (ZMP) ist konstant.
3. Der ZMP entspricht dem momentenfreien Basisgelenk
des LIP.
Die im Folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nur fiir die x-Richtung hergeleiteten Gleichungen gelten
fiir die y-Richtung gleichermaflen. Aus den genannten
Annahmen resultiert eine Beziehung fiir die horizontale
Schwerpunktsbeschleunigung % in Abhéngigkeit von der
Position des CoM [x, z] und des ZMP [py, p.] [7]:

=2
Z—p;

wobei w = ,/g/(z—p,). Die Gesamtdynamik des Systems
lasst sich folgendermaflen schreiben:

F=L ol Bl g

(x—p) = &’ (x—p) (1)

Bild3 Lineares Inverses Pendel Modell.

Fiir p = const lautet die explizite Losung von (2)

x(t)| | ch(wt) ish(a)t) x(0) 1-ch(wt)
#(t)| ~ |wsh(wt) “ch(wr) ||%(0)] " | ~wsh(wr) |P
(3)
wobei ,ch( )* fiir ,cosh( ) und ,sh( )* fiir ,sinh( ) steht.

2.1 Herleitung des Capture Points

Der Capture Point (CP) wurde unabhingig voneinander
von Pratt etal. [18] und Hof [17] (darin ,extrapolated
center of mass‘ genannt) eingefithrt. Der CP & ist der
Punkt auf dem Boden (Bild 1), auf welchen der Roboter
(modelliert als LIP) seinen ZMP platzieren muss, um fiir
t — 0o mit seinem Schwerpunkt dariiber zum Stillstand
zu kommen. Durch FEinsetzen dieser Randbedingung in
die erste Zeile von (3) erhilt man

X|t—00 = p = (x(0)—p) cosh(wt) + % sinh(wt) +p.
(4)

Somit erhilt man den Capture Point & (also den speziel-
len ZMP p, fiir den x|, = p gilt) als

E=xtl. (5)
w

2.2 Capture Point Dynamik

Die Systemdynamik des LIP wird im Folgenden in den
Systemkoordinaten x (CoM) und & (CP) beschrieben.
Aus (5) erhilt man

X =-w(x—§) (6)

Der Schwerpunkt x hat also eine stabile Dynamik erster
Ordnung mit der Zeitkonstante 1/w. Wie auch in [20]
gezeigt, hat der CP & eine instabile Dynamik erster Ord-
nung:

E=w(E-p) (7)
Aus (6) und (7) ergibt sich die Gesamtsystemdynamik zu

HE R 0

3 Capture Point Regelung (CPR)
fiir zweibeinige Laufmaschinen
3.1 CPR basierend auf LIP Dynamik
In dieser Arbeit wird ein Regelungsansatz verwendet, der
durch die Systemstruktur von (8) motiviert ist. Da der
Schwerpunkt eine stabile Dynamik erster Ordnung (6)
hat und dem Capture Point automatisch folgt, ist es aus-
reichend, die CP Dynamik (7) zu stabilisieren, um ein
stabiles Gesamtsystem zu erhalten. Die Losung von (7)
fiir einen konstanten ZMP p ist durch

Et+T) =" g(1)+ (1) p (9)
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gegeben. Auflosen nach p liefert ein Regelgesetz

1 e’
pa= T_o gmrget_l_—er § (10)
—_——
kg ke

mit dem Ziel-CP &gt = E(t+ Ton) und 7= @ Tegp.
Tech >0 (»ech® = ,end of control horizon“) entspricht
der Restzeit, nach welcher der CP & den Ziel-CP &40
erreicht haben soll. Mit (10) ergibt sich die stabilisierte
Gesamtdynamik zu

X — w X 0
I:sj| - [ 0 kd a):| |:sj| + [_kd wi| Eturget (11)

wobei k; <0 gilt, sofern T, >0 gewihlt wurde. Somit
sind die Eigenwerte der Systemmatrix in (11) stabil. Eine
Robustheitsanalyse gegeniiber Schwerpunktsfehlern und
einem verzogerten ZMP findet sich in [20]. Im Anhang
dieser Arbeit wird der Stabilititsnachweis fiir das Re-
gelgesetz (10) fiir zeitvariante Systeme (zeitabhingiges
o) hergeleitet, welche in Abschnitt 4 niher beschrieben
sind.

p B
étarger kd +_ @ é (6) -
—

stabil

o

stabilisierer?&és Feedbagk

——
CP Regler
Bild4 Stabilisierung der CP Dynamik.

Bild 4 veranschaulicht die Stabilisierung der CP Dynamik.
Im Idealfall (wenn also keine Storgrofien und Modellfeh-
ler vorliegen) wiirde der ZMP {iber jeweils einen Schritt
konstant bleiben, da (9) dquivalent zur natiirlichen Dy-
namik des LIP (mit fixer Position des momentenfreien
Basisgelenks) ist. Da die reale Dynamik eines Roboters
von der LIP Dynamik abweicht, fihrt die Verwendung
von (10) letztendlich dennoch zu einem nicht-konstanten
ZMP.

3.2 Zweidimensionale Capture Point Manipulation
Nach der Einfithrung der CP Regelung fiir die ein-
dimensionale CoM-Dynamik (1), werden nun beide
(unabhingigen) horizontalen Dimensionen x und y be-
trachtet. Die zweidimensionale CP Dynamik ergibt sich
mit (9) zu

E(t)=p+e” (§,—p) (12)

wobei & = [£x, 17, &, = [£x0,&0)" und p = [py, py]”. Es
zeigt sich, dass sich der CP fiir einen konstanten ZMP p
auf einer geraden Linie bewegt (siehe Bild 5a). Mit (10)
ergibt sich das zweidimensionale CP Regelgesetz zu

ba =ka gtarget_ké E (13)

wobei Pa= [Pd,x’pd,y]T und gtarget = [éx,target) gy,target]T-
Aus (6) kann die zweidimensionale CoM Dynamik abge-

leitet werden
X=-w(x—§) (14)

Aus (14) wird ersichtlich, dass der Schwerpunkt dem
CP so folgt, dass sein Geschwindigkeitsvektor immer in
Richtung CP zeigt. Bild 5a verdeutlicht die Zusammen-
hinge von ZMP, CP und CoM. Fiir einen Anfangszustand
[X0, X,] findet man den entsprechenden Capture Point &,
in der Richtung von X,,. Der anfingliche CP &, wird durch
den ZMP p auf einer geraden Linie verschoben. Sein Ge-
schwindigkeitsvektor zeigt in dieselbe Richtung wie der
Vektor (&,-p).

Die Grundidee des von uns gewihlten Ansatzes ist,
den CP jeweils wihrend eines Schrittes von einer vorde-
finierten Fuflposition zur jeweils nidchsten zu verschieben
(Bild 5b). Da der CoM dem CP automatisch folgt, muss
nur die CP Dynamik (in Blau) betrachtet werden. Der
Pfad des CoM wird durch die griine Kurve angedeutet.
Auf diese Weise werden CP und CoM von der initialen
CoM Position x, zur finalen CoM Position X,y verscho-
ben. Der Ziel-CP am Ende eines Schrittes wird als &,
(»eo0s = ,end of step®) bezeichnet.

Die Berechnung der gewiinschten Position fiir &,,; ba-
siert auf einer Riickwiértsrechnung. Mit der finalen CP
Position &,,; eines jeden Schrittes und der Soll-ZMP-
Position (hier in der Mitte des jeweiligen Standfufes p;
gewihlt) ldsst sich mit &;,;; = pi+ (Ecosi—pi) /(e fiir
jeden Schritt ein idealer initialer CP &;,;; berechnen.
Dieser wird dann wiederum als gewiinschter CP &,
des vorhergehenden Schrittes verwendet, es gilt also
&inii = &cosi1- Vom finalen Schritt (nach welchem der
Roboter iiblicherweise zum Stehen kommt) konnen so
bis hin zum aktuellen Schritt alle &,,; sowie der gesamte
CP Verlauf dazwischen (blaue Linie in Bild 5b, entspricht
der CP Tracking-Referenz in Abschnitt 3.3) berechnet

Pend :éend = Xend

a) b)

Bild5 Zweidimensionale Capture Point Manipulation: (a) Grundprinzip
(b) CP-Verschiebung von Fufl zu Fuf3.
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& eos,2 :g ini,3

end

Bild6 Vorschau auf die nichsten drei Schritte fiir CP Referenz.

werden. Anstelle der gesamten Liste zukiinftiger Schritt-
positionen beschrinken wir uns in der Praxis auf die
Verwendung der aktuellen (p;), sowie der drei nichsten
Schrittpositionen (p,, ps und p4, s. Bild 6). Dies senkt
den Rechenaufwand, wihrend die Abweichung von einer
Trajektoriengenerierung aus der Gesamtzahl der zukinf-
tigen Schritte nur sehr gering ausfillt.

3.3 Capture Point Tracking-Regler (CPT)

Neben einem Regelungsansatz, welcher auf einem kon-
stanten Ziel-CP &, und einer linear abnehmenden
gewiinschten Zeitspanne T,y bis zum Erreichen des Ziel-
CP aufbaute (CPS Regelung in [20]), wurde in [20] ein
Capture Point Tracking-Regler vorgestellt, welcher sich
als besonders robust herausstellte. Dabei wird der Para-
meter T, konstant gehalten, wihrend der Ziel-CP &g
einer Referenztrajektorie & folgt. &, (dquivalent zu &;,;
des nichsten Schrittes, s. Bild 5b und Bild 6) wird jeweils
als Zielpunkt der Referenz verwendet. Die Grundidee
bei unserem Regelungsansatz ist, den CP innerhalb einer
Zeitspanne T,y zu der Position zu verschieben, an der
sich die ideale CP-Referenz &, zum Zeitpunkt ¢+ Ty
befinden wird. Dazu wird die Referenztrajektorie aus Ab-
schnitt 3.2 verschoben, so dass &:arger(t) =& ef(t+ Tech) (S.
Bild 7). Durch diesen Ansatz wird im Idealfall die Abwei-

gx,target

,* 5x,ref

éy,target
/

> / > gy,re f

Bild7 Ableiten des Ziel-CP (£4rger) aus idealer CP Referenz.

chung von der Referenztrajektorie asymptotisch zu Null
geregelt.

3.4 Kippvermeidung

Der gewiinschte ZMP p;, welcher aus dem Re-
gelgesetz (10) resultiert, liegt nicht notwendigerweise
innerhalb des Support Polygons (konvexe Hiille der Fuf3-
aufstandsfliche). Um ein Kippen um eine Kante des
Support Polygons (z.B. eine Fuflkante) zu vermeiden,
wird p,; auf das Support Polygon projiziert. Hierbei wird
eine Projektion gewihlt, bei der der euklidische Abstand
zwischen p; und dem projizierten ZMP p, minimiert
wird (s. Bild 8). Diese Art der Projektion scheint auf den
ersten Blick willkiirlich. Im Folgenden wird jedoch ge-
zeigt, dass sie zur geringstmoglichen Abweichung (im
euklidischen Sinne) des realen CPs von der Referenz-
Trajektorie fithrt. Wie in Bild 8 dargestellt ldsst sich fur
jeden Punkt auf dem Support Polygon (z.B. A) durch
eine Projektion tiber den aktuellen CP & ein dquivalenter
finaler CP (z.B. A*) finden. Dieser wiirde bei Wahl des
entsprechenden ZMP nach der Zeitspanne Ty, erreicht.
Somit ldsst sich aus dem Support Polygon mittels der be-
schriebenen Vorwirtsprojektion eine dquivalente fiir den
CP erreichbare Region (s. Bild 8) berechnen. Die Projek-
tionsvorschrift lautet:

& reached = &+ (ewTech -1)(& _P) (15)

Da es sich hierbei um eine lineare Abbildung handelt
(skalierte Punktspiegelung bzgl. des CP) bleiben simt-
liche Seitenverhiltnisse und Relationen im Definitions-
und Zielbereich der Abbildung gleich. Es lasst sich zeigen,
dass die Abbildung eines Vektors nur einer Streckung um
einen negativen konstanten Faktor entspricht. Dadurch
wird ersichtlich, dass die Minimierung des CP Fehlers
(euklidische Projektion von &e; auf die fir den CP

C* D*
erreichbare
CP Region Ep
B* @ Emrgez
e
@ A*
A r\? &
Pde B
Pp
Support
Polygon

D
C

Bild 8 Support-Polygon-Projektion des gewiinschten ZMP p,.
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cP 3 - Pu p X4, X
gewiinschte Referenz éref y  Ziel-CP émrge’ cP ¢ Support Polygon P ZMP d> dl Roboter
Fullpositionen Generator Berechnung Regler Projektion Regler
A
T
5 Support Polygon
Capture Point X, X

Bild9 Gesamtalgorithmus fiir die Laufregelung des DLR Biped.

erreichbare Region, — &) dquivalent zur Minimierung
des ZMP-Fehlers (euklidische Projektion von p; auf das
Support Polygon, —p,) ist. Die Moglichkeit, ein Kip-
pen des Roboters durch eine direkte Beschrinkung des
ZMP auf das reale Support Polygon zu vermeiden, stellt
einen Vorteil gegentiber einigen anderen Regelungsansit-
zen wie z. B. [2; 5] dar. Dennoch ist zu beachten, dass bei
starken externen Storeinfliissen (welche eine Projektion
des kommandierten ZMP auf das Support Polygon no-
tig machen) der Regler der CP-Referenz eventuell nicht
mehr einwandfrei folgen kann, was zu einer Divergenz
des Schwerpunktes fithren kann. Stérungen dieser Gro-
Benordnung kénnen nicht mehr durch Verlagerung des
ZMP in den vordefinierten Fuflaufstandsflichen kom-
pensiert werden. Hier muss auf andere Methoden wie
beispielsweise die Anpassung der Fuflpositionen zurtick-
gegriffen werden, was aber nicht Inhalt dieser Arbeit ist.

3.5 Gesamtstruktur des Regelungsalgorithmus

Bild 9 zeigt einen Uberblick iiber die Gesamtstruktur der
resultierenden Regelung. Aus einer Liste zukiinftiger Fuf3-
positionen wird eine CP Referenz &, (s. Abschnitt 3.2)
und durch Verschieben der Referenz um T, (s. Bild 7)
der Ziel-CP & 4¢r berechnet. Die Schwerpunktsposition x
und -geschwindigkeit x werden (unter der Annahme, dass
mindestens ein Fufl flach auf dem ebenen Boden steht)
aus den Gelenkwinkeln q berechnet. Der aktuelle CP wird
dann mit (5) aus x und x berechnet. Mit dem CP Re-
gelgesetz (10) wird ein gewiinschter ZMP p,; berechnet,
welcher zur Vermeidung des Kippens auf das Support Po-
lygon projiziert wird (s. Abschnitt 3.4). Der gewtinschte
ZMP p, wird an einen ZMP Regler tibergeben, welcher
den realen ZMP als Feedback erhilt. Der in dieser Arbeit
verwendete positionsbasierte ZMP Regler kann im Prin-
zip auch durch einen kraftgeregelten ZMP Regler ersetzt
werden.

In der vorgeschlagenen Regelungsarchitektur besteht
der einzige Unterschied zwischen der Single und Dou-
ble Support Phase in den unterschiedlichen fiir die
Projektion herangezogenen Support Polygonen. Der Sup-
portzustand wird tber Kraft-Momenten-Sensoren (FTS)
in den Roboterfiiflen online detektiert und das jeweils
real vorliegende Support Polygon wird iiber die bekannte
Fuflgeometrie berechnet. Der Algorithmus ist also nicht
von geplanten Single und Double Support Phasen abhin-
gig und kann dadurch auch nicht durch Abweichungen

Berechnung

zwischen dem geplanten und real detektierten Kontakt-
zustand gestort werden.

4 Dreidimensionale Capture Point Regelung

Im vorigen Abschnitt wurde ein Regelgesetz vorgestellt,
bei welchem eine konstante Hohendifferenz zwischen
dem Roboterschwerpunkt und dem Untergrund vor-
ausgesetzt wird. In den folgenden Abschnitten werden
erweiterte Regelgesetze vorgeschlagen, welche die Effekte
von diskontinuierlichen Bodenhshenprofilen sowie von
kontinuierlichen Schwerpunktshohenidnderungen und
Anderungen des Roboter-Drehimpulses beriicksichtigen.

4.1 Sprunghafte Anderungen von Az

In dem Falle, dass der Laufroboter auf Treppenstufen
steigt oder iiber einen Untergrund mit diskret variieren-
dem Hohenprofil lduft (s. Bild 11), sind wir zusitzlich
daran interessiert, die Effekte der instantanen Verin-
derung von Az =z-p, (welche mit einer instantanen
Verianderung von p, einhergeht) zu beherrschen. Hierbei
ist zu beachten, dass der Ubergang zwischen zwei Sin-
gle Support Phasen als instantanes Ereignis angenommen
wird, die Double Support Phase also vernachlassigt wird.
Die hier durchgefithrte Analyse wird aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wieder nur fiir die x-Richtung hergelei-
tet (y-Richtung dquivalent).

Die Position des CP ist eine Funktion der Ho-
hendifferenz Az, d.h. §(Az) =x+,/Az/gx (Bild 10).
Eine instantane Verinderung von Az ist also mit ei-
ner instantanen Verinderung von w(Az) und damit
des CP verbunden. Wenn ein instantaner Wechsel von
Az =z-p, zu Az" =z—-p} angenommen wird, so sind
die Capture Points vor und nach dem Wechsel gegeben
durch &~ =x+%/w™ und §* = x+%/w", wobei 1/w™ und
1/w" die Zeitkonstanten des LIP Modells vor und nach
der sprunghaften Anderung von Az bezeichnen. Der CP
nach dem Wechsel ist durch

w —w"

£ =¢+ x (16)

w w*
AE

gegeben. Bild 11 verdeutlicht, wie die abrupte Verin-
derung von w behandelt werden kann. Wiirde die
Variabilitit der Hohendifferenz vernachlissigt, wiirde das
der Verwendung des Punktes £* fiir die Regelung entspre-
chen (z.B. &,s4 = &*). Um sicherzustellen, dass der CP
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Bild 10 Capture Point als Funktion von Az.

Bild 11 CP Anpassung an verinderliches Bodenhshen-Profil.

nach der instantanen Veranderung von Az auf der ge-
wiinschten Position auf dem neuen Bodenlevel zu liegen
kommt, regelt man £* implizit tiber £, anstatt £* zu re-
geln. Aus (3) ldsst sich fiir eine anfingliche CoM Position
x, und CoM Geschwindigkeit x, die Geschwindigkeit zur
Zeit t ableiten:

x(t) = w (cosh(wt) £, — ¢ ' x,— sinh(wt) p) (17)

Aus (16) und (17) erhilt man mit 7 =w T, und
Q- w —w"

U)+

g_(Tech) - $+(Tech) + Q(e_rxo_COSh(T)EO + Slnh(t)P)
(18)

Dieser Wert £~ wird als neuer Sollwert &g fiir das
Regelgesetz (10) verwendet. Da £~ auch vom ZMP p ab-
hingt, muss die resultierende Gleichung noch nach p
aufgelost werden, um das modifizierte Regelgesetz zu er-
halten.

kd(é;rget + Qe x) — (kg2 cosh(t) + ks )&
B 1-k; 2 sinh(t)

(19)

Durch dieses Regelgesetz wird erreicht, dass der CP nach
dem Sprung in der Bodenhohe exakt an der gewiinschten
Position &* (Bild 11) landet. Wie erwartet ist fiir den
Spezialfall 2 =0 (konstantes Az) das Regelgesetz (19)
dquivalent zu (10).

4.2 Kontinuierliche Variationen der CoM-Héhe

Fir Roboterbewegungen, welche verinderliche Schwer-
punktshohen und Gesamtdrehimpulse einschlieflen,
werden anstelle des LIP Modells (1) die allgemeinen
nichtlinearen Gleichungen fir die horizontalen ZMP
Komponenten [22] betrachtet:

_ x(2+g)—(z—p,)& ~ L,

x - ~ (20)
Zt+g m(Z+g)

Y9y L o
i+g m(Z+g)

wobei L, und L, die x- und y~Komponenten des Dre-
himpulses um den CoM bezeichnen. Die nun folgende
Herleitung beschrankt sich auf die Betrachtung der Sa-
gittalebene (x-z Ebene), wobei alle Erkenntnisse und
Gesetze exakt gleich auch fiir die Lateralebene (y-z Ebene)
angewendet werden konnen. In diesem Abschnitt wird
angenommen, dass der ZMP immer auf einer konstan-
ten Hohe p, liegt (konstante Hohe des Untergrundes).
Falls die vertikale CoM-Bewegung und der Drehimpuls
als bekannte zeitabhingige Funktionen gegeben sind,
so beschreibt (20) eine zeitvariante horizontale Schwer-
punktsdynamik mit dem ZMP p als Eingang:

X = (x—p) + Ly®

N O
Die Definition des CP (5) basiert auf dem LIP Modell.
Dennoch benutzen wir dieselbe Definition der Zustands-
variable & auch fur die Regelung des allgemeineren
Modells (22), wobei w(t) =,/g/Az(t) von einer zeit-
varianten relativen Schwerpunktshéhe Az(t) =z(t)-p,
abhingt. Deshalb ist die Dynamik von & jetzt gegeben
durch

L g+E(t)

(22)

w(t) i—o(t) %

& =g ()2 (23)
Mit (5), (22) und &(t) = -242 findet man
5= (—wm Az‘m) “(‘”(f”m) §
(1) + : + Ly (24)
- <a) w(t) Az) P maw(t) Az

Die Gesamtdynamik kann zusammengefasst werden zu

m o) o(t) m
| — & z z +
§ w(t) Az 2Az w(tHE 5

0 0
+| &*tZ |p+ 12 (25)
o(t) Az ma(t) Az

Um diese Dynamik wiederum in eine kaskadierte Form
zu transformieren, wird das folgende Regelgesetz verwen-
det:

gpt (2 e g

gtz (26)
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Damit ergibt sich eine kaskadierte zeitvariante Dynamik:

x| |-ot) o(t)]|x 0 .
M[ 0 w(w} M*[—wm}” 27)

Zur Stabilisierung dieses zeitvarianten Systems wird das
Regelgesetz (10) verwendet, d. h.

. 1 et
p= 1— Eturget_ 1——67:

—et

mit dem nun zeitvarianten Parameter (1) := w(t) Toe.
Im Gegensatz zu (11) ist der geschlossene Regelkreis jetzt
zeitvariant. Die folgende Aussage zu den Stabilititseigen-
schaften ldsst sich durch Anwendung von Lemma 2 aus
dem Anhang zeigen.

Proposition 1. Es seien Az(t), z(t), 2(t), und L,(t) be-
kannte Funktionen, 2(t) sei strikt gréfer als —g, und Az sei
grofer als Null und nach oben beschriinkt. Dann fiihrt das
Regelgesetz (26) mit (28) fiir das zeitvariante System (25)
zu einem exponentiell stabilen geschlossenen Regelkreis.

§ (28)

4.3 Kombination von kontinuierlichen

und diskontinuierlichen Veranderungen

der (relativen) Schwerpunktshéhe
Die in den letzten beiden Abschnitten beschriebenen
Ansitze konnen in einem einzigen Regler kombiniert
werden, indem der pridizierte CP £* auf dem neuen
Bodenlevel als Regelgrof3e verwendet wird. Durch Ablei-
ten von

1
£t =x+

—X
wt(Az')

und Einsetzen von (22) erhilt man die CP Dynamik als

(29)

o i—o%

; (30)

o
E =x+ e

g+z . Z
= -0 - +
<w+Ar @ 2Az+>x
.z . gtz L,
+ - +
<w 2Az+)g aﬁAfp mw* Az

Es kann einfach verifiziert werden, dass ein Feedback-
Regler der Form

— A _ . — L
gREP-0" Az (0t + 557 ) x+ T AEEET + 2
+

2AzF 2AzT m
g+z

p=x
(31)

das System in eine kaskadierte Form wie in (27) transfor-
miert. Zur Stabilisierung der CP Dynamik wird wieder
das CP Regelgesetz (10) verwendet, d. h.

A _ 1 + ¢’ +
b= B 1 -

mit dem zeitvarianten Parameter ¢ := o' (A*z) T,s. Auch
fir dieses Regelgesetz gilt der Stabilititsnachweis im
Anhang dieser Arbeit. Der Vorteil der Kombination
von kontinuierlichen und diskontinuierlichen (relativen)
CoM-Hohendnderungen im Vergleich zum Regelgesetz

(19) liegt darin, dass der exakte Zeitpunkt des diskontinu-
ierlichen Uberganges nicht beriicksichtigt werden muss.
Je nach Anwendung kann der kombinierte Regler aber
auch Nachteile haben, da durch die Regelung von &*
anstelle von &~ (also dem der aktuellen Hohendifferenz
entsprechenden Capture Point) der ZMP selbst fiir den
Fall des idealen LIP nicht mehr konstant bleibt und gege-
benenfalls projiziert werden muss (s. Abschnitt 3.4), um
ein Kippen zu vermeiden.

5 Simulationen und Experimente

Zur Verifikation der entwickelten Regler wurden Si-
mulationen und Experimente mit dem DLR Biped
(Bild 2) [23] durchgefiihrt. Der DLR Biped ist eine zwei-
beinige Laufmaschine mit 6 Freiheitsgraden pro Bein,
einem 6-DOF Kraft-Momenten-Sensor (FTS) in jedem
Fuf}, Positions- und Momentensensoren in allen Gelen-
ken und einem inertialen Messsystem (IMU), welches fiir
diese Arbeit aber nicht verwendet wurde. Fiir die Schit-
zung der Schwerpunktsposition und -geschwindigkeit
wird derzeit nur die Roboterkinematik, unter der An-
nahme, dass mindestens ein Fufl flach auf dem ebenen
Boden steht, verwendet.

5.1 Simulationen

Um die Leistungsfihigkeit des CP Reglers zu verifizieren,
wurden Simulationen in OpenHRP3 [24] durchgefiihrt.
Dabei fiithrte der Roboter eine Gangtrajektorie aus, bei
der er 4 Schritte geradeaus nach vorne lief und danach
zum Stehen kam. Die Schrittlinge betrug 15 Zentimeter,
die Schrittzeit ty,, 0,8 Sekunden. Fiir die hier vorgestell-
ten Simulationen und Experimente wurde ein Wert von
60 ms fiir den Parameter T,y gewidhlt. Die Fufitrajek-
torien basierten auf Polynomfunktionen. Bild 12 zeigt
einen Vergleich der Simulation und des entsprechenden
Experiments. Offensichtlich zeigt der Regler in der Simu-
lation ein gutes Trackingverhalten. Die Abweichungen
des CP von der CP Referenz in x-Richtung (sagittal) sind
um einiges grofler, als in y-Richtung (lateral). Dies ist
hauptsichlich auf den Einfluss des jeweiligen Schwung-
beines, welches beim Geradeauslauf hauptsichlich in der
sagittalen Ebene beschleunigt wird, zuriickzufithren. Die
Schwungbeinbewegung fiihrt zu einem verdnderlichen
Gesamtdrehimpuls des Roboters und damit zu Abwei-
chungen vom LIP Modell. Bemerkenswert ist, welch
grole ZMP-Ausschlidge der CP Regler teilweise produ-
ziert. Dies mag auf den ersten Blick gefdhrlich erscheinen.
Bei genauerem Hinsehen stellt sich heraus, dass der
kommandierte ZMP durch die Projektion (falls beno-
tigt) immer im sicheren Bereich (sprich dem Support
Polygon) bleibt und dass die im Vergleich zu anderen
Ansitzen (z.B. [2]) hohe Variabilitit des ZMPs ein be-
sonders gutes Tracking ermoglicht.

Um die Qualitit des Reglers einschitzen zu kénnen,
wurde er mit dem Preview Regler von Kajita et al. [2] in
Kombination mit der Stabilisierung von Choi et al. [5]
verglichen. Dazu fithrte der Roboter, stabilisiert durch
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Bild 12 Simulation und Experiment eines Geradeauslaufs basierend auf Capture Point Regelung (I = 15 cm, ey = 0,8 s), Volllinien: CP Referenz
(CP-Plot), Sup. Polygon (ZMP-Plots); Simulation: Strich-Punkt-Linien Experiment: gestrichelte Linien.

CoM CP
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Bild 13 Simulation und Experiment eines Geradeauslaufs basierend auf Preview Regelung (Isp = 15 cm, typ = 0,8 5), CoM, CP und ZMP Referenzen:

Volllinien; Simulation: Strich-Punkt-Linien Experiment: gestrichelte Linien.

den Preview Regler, die exakt gleichen Gangtrajektorien
(tsep = 0,8 s, Schrittlinge 15cm) wie in der zuvor be-
schriebenen Simulation aus. Bild 13 zeigt die Performance
des Preview Reglers in Simulation und Experiment. Fiir
eine bessere Vergleichbarkeit wurden hier die Schwer-
punktsposition und -geschwindigkeit zu einem Capture
Point (s. Gleichung (5)) zusammengefasst (was selbst-
verstindlich keinen Einfluss auf die eigentliche Preview
Regelung hat). Es zeigt sich, dass die zu einer CP-Referenz
transformierte ideale Schwerpunktsreferenz des Preview
Reglers der idealen CP-Referenz der Capture Point Rege-
lung sehr dhnelt (durchgezogene Kurve in Graph 2 von
Bild 12 und Bild 13). Dennoch treten in der Simula-
tion beim Preview Regler deutlich grof3ere Abweichungen
vom Sollzustand (hier dargestellt als Soll-CP, s. Bild 13
Graph 2) auf als bei der CP Regelung. Dies lisst sich da-
durch erkliren, dass bei der Gangstabilisierung nach Choi
etal. [5] erst Fehler in der Schwerpunkts-Position bestraft
werden (ohne Abweichungen in der Sollgeschwindig-
keit zu beriicksichtigen), wihrend die Capture Point
Regelung ,eine Ableitung hoher® (s. Gleichung (11))
am Capture Point angreift. Aulerdem konnen bei der
Gangstabilisierung nach Choi etal. die Regelung des
Soll-Schwerpunktes und des Soll-ZMP konkurrieren, was
gegebenenfalls zu einem schlechteren Tracking des Soll-
Schwerpunkts-Zustandes fithren kann.

Die Regelungsansitze fiir Situationen mit diskontinu-
ierlichen Anderungen von Az wurden durch Simulatio-

nen in OpenHRP3 evaluiert, bei welchen der DLR Biped
auf Treppen steigen musste. Die in Simulation bisher
maximal tiberwundene Stufenhohe liegt bei 20 cm.

5.2 Experimente

Fiir einen sauberen Vergleich mit den Simulationser-
gebnissen fiihrte der Roboter im Experiment die exakt
gleiche Gangtrajektorie wie in der Simulation durch
(Schrittlinge 15 cm, Schrittzeit 0,8 s). Bild 12 zeigt einen
Vergleich zwischen der Reglerperformance in der Simula-
tion und im Experiment. Der beim Aufsetzen des Fufles
entstehende Schwungbein-Impact hat einen Verlust im
Schwerpunktsimpuls und damit eine plotzliche Verin-
derung des CP zur Folge, so dass der Trackingfehler
in dieser Phase kurzzeitig grofSer ist. Der Schwungbein-
Impact und das Vorhandensein einer Double Support
Phase (die Planung beruht rein auf Single Support
Phasen) sind auf Trackingfehler des unterlagerten Posi-
tionsreglers sowie auf Strukturelastizititen des Roboters
zuriickzuftihren.

Um die Qualitit des Capture Point Reglers einschitzen
zu konnen, wurde er auch experimentell mit dem Pre-
view Regler von Kajita et al. [2] in Kombination mit der
Stabilisierung von Choi et al. [5] verglichen. Dazu fiihrte
der Roboter, stabilisiert durch den Preview Regler, wie-
derum die exakt gleichen Gangtrajektorien (fy, = 0,8 s,
Schrittlinge 15 cm) wie beim Capture Point Experiment
aus. Bild 13 zeigt die Performance des Preview Reglers in
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Bild 14 Treppensteigen im Experiment, Afguapshor = 054 .

Simulation und Experiment. Im Experiment treten beim
Preview Regler deutlich grofliere Abweichungen vom Soll-
zustand (hier dargestellt als Soll-CP, s. Bild 13 Graph 2)
auf als bei der CP Regelung. Die Griinde hierfiir wurden
bereits im letzten Abschnitt erortert.

Zusitzlich zur Implementierung von Standardtra-
jektorien (Gehen mit konstanter Schwerpunktshohe)
wurden verschiedene Experimente mit kontinuierlich
und diskontinuierlich variierender Schwerpunktshohe
durchgefthrt. Bild 14 zeigt Schnappschiisse eines Ex-
periments, bei welchem der DLR Biped Treppenstufen
hinaufsteigt. Die Stufenhohe betrug 5 cm, die Stufenldnge
20 cm und die Schrittzeit f,, 1,25 Sekunden.

6 Diskussion

Die Capture Point (CP) Methodologie beschreibt die
Dynamik eines Linearen Inversen Pendels (LIP) als
zwei kaskadierte Systeme erster Ordnung, wodurch die
Systemdynamik sehr intuitiv begreifbar wird. Fiir Cap-
ture Point basierte Regler ergibt sich im Vergleich
zu Preview Reglern wie in [2] der Vorteil, dass de-
ren Vorschaumatrizen tblicherweise offline berechnet
werden miissen und nur fir eine spezielle Schwer-
punktshohe gelten. Im Gegensatz dazu konnen die CP
Regelgesetze direkt auf jede neue Schwerpunktshohe
angewendet werden, indem einfach nur die Zeitkon-
stante 1/w des unterlagerten LIP Modells aktualisiert
wird. Beim Vergleich mit Model Predictive Con-
trol [6] erweist sich der wesentlich geringere bendtigte
Rechenaufwand fir die CP Regelung als vorteilhaft. Au-
Berdem werden Preview Regler und modellpridiktive

Regler zumeist in erster Linie zur Trajektoriengene-
rierung (mit nachgeschaltetem stabilisierendem Regler)
eingesetzt, wihrend die CP Regelung eine Feedback-
Regelung darstellt. Ein weiterer Vorteil der CP basierten
Gangregelung im Vergleich zu einigen anderen Kon-
zepten [2;5] besteht darin, dass dadurch eine explizite
Beschriankung des kommandierten ZMP auf das Support
Polygon ermoglicht und somit ein Umkippen des Ro-
boters um eine Kante des Support Polygons verhindert
wird.

Aus der vorhandenen Literatur sind die Arbeiten von
Pratt et al. [15;16] am nichsten mit der vorliegenden
Arbeit verwandt. Pratts Arbeiten beinhalten auch eine
Adaption der Fuflpositionen, was nicht Inhalt dieser Ar-
beit ist. Im Gegensatz zu [15;16] enthilt der in dieser
Arbeit vorgeschlagene Regelungsansatz einen formalen
Stabilitidtsnachweis und es wird gezeigt, wie die Regelung
auf nichtlineare Systemmodelle erweitert werden kann,
wie es beispielsweise unter Berticksichtigung von Varia-
tionen in der Schwerpunktshohe notwendig ist.

Die Robustheit des vorgeschlagenen CP Tracking-
reglers wurde in Simulationen und Experimenten
verifiziert. Vor allem konnte eine deutlich hohere
Robustheit des CP Trackingreglers gegeniiber Schwer-
punktsfehlern im Vergleich zum in [20] alternativ
vorgeschlagenen CPS Regler (welcher mit einem konstan-
ten &;4r¢er und einem variierenden Parameter T, arbeitet)
gezeigt werden.

Bei der Herleitung der Regelgesetze in Abschnitt 4
wurden zwei starke Annahmen gemacht. Erstens, dass die
vertikale Schwerpunktsbewegung z(¢) und zweitens, dass
der Gesamtdrehimpuls des Roboters L,(t) als bekannte
Funktionen der Zeit gegeben seien. Die erste Annahme ist
angemessen sofern die vertikale Schwerpunktsbewegung
vorausgeplant und durch einen high-gain-Positionsregler
realisiert wird. Die zweite Annahme trifft in erster Linie
fiir vereinfachte Robotermodelle zu, in welchen der Term
L, in Bezug zu bekannten Fuftrajektorien gesetzt wird,
wie es beispielsweise beim 3-Massen-Modell [19] umge-
setzt ist.

7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Capture Point Methodologie ist ein effektives und
einfaches Werkzeug fiir den Entwurf von Feedback Reg-
lern fiir zweibeinige Laufmaschinen. Hierbei werden der
Schwerpunkt x und der CP & als Zustandsvariablen des
Systems gewidhlt. Durch eine Vorschau auf die nichs-
ten drei Fuflpositionen aus der geplanten Gangtrajektorie
konnen geeignete end-of-step Capture Point Positionen
&.s und eine entsprechende kontinuierliche CP Refe-
renztrajektorie berechnet werden. Der ZMP wird als
Eingangsgrofie des Systems verwendet, welche den Ro-
boter stabilisiert und eine direkte Manipulation des CP
ermoglicht. In dieser Arbeit wurde ein CP Trackingregler
(Abschnitt 3.3) vorgeschlagen, der den CP auf der Refe-
renztrajektorie hilt. Durch die intrinsische Stabilitit der
Schwerpunktsdynamik erméglicht die CP Methodologie
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eine einfache und robuste Regelung von zweibeinigen
Laufmaschinen. Eine formale Stabilitdtsanalyse des Regel-
gesetzes (10) wurde fiir konstante Parameter T, bereits
in [20] hergeleitet, wihrend die Stabilitit fir allgemei-
nere Systemmodelle (variable Schwerpunktshohe) und
zeitvariante Regelgesetze in dieser Arbeit nachgewiesen
wird (s. Anhang). Die Robustheit des vorgeschlagenen
CP Regelgesetzes wurde in Simulation und Experiment
evaluiert. Die Erweiterungen auf 3D Effekte wurden in
Simulationsstudien sowie in ersten Experimenten zum
Treppensteigen verifiziert.

Aufbauend auf den prisentierten Methoden sollen
Algorithmen zu (i) Online-Schritterzeugung, (ii) online-
Fuflpositions-Anpassung (zur Erhohung der Robustheit
gegeniiber Storeinfliissen), (iii) kraftgeregeltem Laufen
(aufbauend auf [25]) und zum Gehen auf schiefen Ebe-
nen und unebenem Gelidnde erarbeitet werden.

Anhang: Stabilitatsnachweis

fiir zeitvariante kaskadierte Systeme

Um die Gtltigkeit von Proposition 1 zu zeigen wird das
folgende wohlbekannte Matrix-Lemma verwendet, auf
welchem dann der Beweis von Lemma 2 aufbaut.

Lemma 1. Eine symmetrische Matrix M € R"*" der Form
A C

mit quadratischen Matrizen A und B ist genau dann positiv
definit wenn A und B— CTA™'C positiv definit sind [26].
Lemma 2. Gegeben sei ein zeitvariantes lineares System
zweiter Ordnung in Kaskadenform

X1 = —a(t)x; +a(t)x, (34)
X% = =b(t)x, (35)

mit den Zustandsvariablen x; € R und x, € R. Wenn die
skalaren Funktionen a(t) und b(t) strikt positiv sind, d. h.
3a, >0,b, >0, Vt, a(t) > a,, b(t)>b,, und a(t) nach
oben beschrinkt ist, d. h. 3 ay < oo, Vi, a(t) < ay, dann
ist das System exponentiell stabil.

Beweis. Fir das zeitvariante System wird im Folgen-
den gezeigt, dass die Funktion V(x;,x,) = xf / 2+6x§ /2,
mit € >a3,/(48%amb,,) und 0<§ <1 eine Lyapunov-
Funktion darstellt. Die Ableitung der Lyapunov-Funktion
entlang der Losungen des Systems ist gegeben durch

V(x1,x2) = —a(t)x; +a(t)x; x; —€b(t)x

T
X1 X1

~ |am(1-9) 0
M [ 0 ebm(l—S)}

_la(t)—an(1-5)
M, = [ e(b(1) = b(1-8))

—1a(t)

—%a(t) i|

Da die Matrix M; konstant und positiv definit ist, ist
nur zu zeigen, dass auch die Matrix M, positiv definit
bleibt um auf exponentielle Stabilitit schlieflen zu kon-
nen. Durch Anwendung von Lemma 1 auf die Matrix
M, erhilt man die Bedingungen a(t)—a,,(1-8) >0 und
e(b(t) = by(1-8)) > ya(t)*/(a(t)—a,(1-8)). Die erste
Bedingung ist offensichtlich erfiillt, da a(t) > a,, strikt
positiv ist. Die zweite Bedingung kann in der Form

1 a(t)? : :
€ > G TR ARy geschrieben werden und ist
durch die Wahl € > i 523Mb erfillt. O
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